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LE FUNZIONI E LE VARIETA
QUASI ABELIANE
DALLA TEORIA DEL SEVER]
AD OGGI



.. Uw'opera sulle funzioni quasi abeliane sarebbe ceria-
mente incompleta ove non tenesse conlo der contribuii notevoli
portati daghi altvi Aulori, quasi {utti della Scuola italiana, che
dopo di me si sono occupatt di questa teoria. Tra essi segnata-
mente vicordo il mio indimenticabile collega prof. Tapio Cox-
YORTO, che & da considerare Uiniziatove della « Teoria arime-
tica delle funzioni quasi abeltane ».

Ho pregato quindi il prof. ROSATI di proseguire egli stesso
il lavoro, assumendosi il now lieve oneve di vedigere Iulteriore
volume che, con il titolo « Le funzioni ¢ le varietd quasi abe-
liane dalla teoria del Severt ad oggi », ho tesié presentato per
la inserzione nelle pubblicazioni della Pontificia Accademia
delle Scienze. Questo secondo volume, che raccoglie e sistemia-
ticamenle espone tutti 1 visultati degli altri Autori sulle funzioni
e sulle varieta quasi abeliane, offriva al leitore, insieme con i
precedente, un quadro completo sullo stato attuale della teoria.
E spero che il lavoro possa riescive utile a chi voglia proseguire
le ricerche in un campo che apre prospeltive cosi vaste ¢ inte-
ressanti.

Roma, 8§ gennaio 1959

FRANCESCO SEVERI

Accademico Pontiticio

Dal volume « Funzioni quasi abeliane » di Francesco Severr - Scripta
Varia n. 20,



INTRODUZIONLE

Secondo quanto fu stabilito dall’Accademico Francesco
SevERY, vengono esposti in questo volume gli sviluppi della
teoria delle funzioni e delle varieta quasi abeliane, dovuti ai
contributi degli Autori che dopo di lui si sono occupati del-
I'argomento. Esso appare quindi come proseguimento al pre-
cedente volume n. 20 degli Seripta Varia dell’ Accademia, dedi-
cato dal SEVERI a raccogliere tutti i risultati swoi sulle funzioni
quasi abeliane.

Nell’esposizione della teoria ho cercato di uniformarmi il pit
possibile alla trattazione del SevErI {con la quale naturalmente
il lettore dovra essere gia familiarizzato), come pure ho cercato,
per quanto una redazione unitaria lo consente, di conservare
il carattere e I'impostazione delle ricerche originali dei diversi
Autori,

I risultati esposti e gran parte delle dimostrazioni sono
quelli dei singoli Autori, i cui lavori sono clencati nella Bi-
bliografia e qui sotto partitamente menzionati, Naturalmente
tutta la materia viene qui presentata attraverso una rielabora-
zione unitaria, e messa a confronto con la teoria classica delle
funzioni abeliane, anche allo scopo di meglio inquadrare i pro-
blemi ancora aperti.

La prima parte del volume & dedicata allo studio dei eampi
neutri. In particolare nei nn. 1-6 vengono determinati i gruppi
di trasformazioni birazionali in s¢ di un campo neutro a soste-
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gno razionale o ellittico o iperellitiico, poggiando su un criterio
generale, esposto nel n. 2, che vale per campi neutri qualunque.

L'analisi viene completata stabilendo delle limitazioni per
il numero e il periodo delle nominate trasformazioni, che esten-
dono alle curve di genere virtuale maggiore del genere cffettivo
alcuni risultati classic di Huwrwirz sulle curve algebriche.
Tutti i risultati si devono a M. BexepicTY, e sono eontenuti nei
favori [5], [6], [7] delia Bibliografia.

Il n. 7 espone una interessante estensione della nozione
classica di campo neutro ¢ di equivalenza lineare neutra, dal
caso di una curva costraita sul campo complesso al caso di una
curva concepita astrattamente al modo di C. ChEVALLEY, cio¢
come campo di funzioni algebriche di una variabile sopra un
campo base arbitrario {cfr. Benenicry [11], [16] ¢ {17]).

La seconda parte del volume {n. 8-20), & invece dedicata
alia teoria aritmetica delle fumzioni quasi abeliane, che si ot-
tiene trasportando - sono parole di . ConrorRTOo — «al
campo delle funzioni quasi abeliane, .......... , quella parte
della vasta teoria delle funzieni abeliane, che va sotto il nome
di teoria delle matvici di RIEMANN o di feoria arilmetica delle
funztoni abeliane ».

La nominata teoria deve la sua impostazione e 1 suol primi
lineamenti a un notevole complesso di lavori dello stesso Con-
FORTO, seguiti poi da altri della sua scuola. Nonostante ghi im-
portanti risultati gia ottenuli, tuttavia le profonde differenze
dal caso abelianc e le difficoith nuove che si incontrano non con-
sentono ancora di mettere su un piano di parita lo sviluppoe defia
teoria aritmetica delle funzioni abeliane con quello della nuova
teoria aritmetica delle funzioni guasi abeliane.

In quest’ordine di idee la prima importante questione
(n. 8-g) & I'introduzione ¢ lo studio, in sede puramente aritme-
tica, delle relazioni di Hurwrrz-Conrorto di una matrice quasi
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abeliana {(cfr. [227); queste si presentano come generalizzazione
delle classiche relazioni di Hurwirz relative ad una matrice di
Riemann, E cid, come del resto nel caso abeliano, per pre-
parare il terreno alla determinazione delle trasformazioni biuni-
voche ¢ bianalitiche di una varietd quasi abeliana in s
rappresentate da congruenze lineari tra gli integrali virtualmente
di prima specie. Determinate in generale da CONFORTO (nn. Io-
1z, cfr. [19], [20], [27]) esse sono state successivamente stu-
diate da M. T. Brenci ([2]) e M. Benenicty ([3], [5]), in
alcuni casi speciali (cfr. nn. 12-13).

Mentre perd nel caso abeliano le nominate trasformazioni
risultano sempre birazionali sulla varieta di PICARD corrispon-
dente, nel caso quasi abeliano accade — e questo & certo un
risultato tra i pitr inattesi della teoria di CONFORTO -— che quelle
trasformazioni, anziché birazionali, possenc essere trascendenti
sulla varietd quasi abeliana.

Questa nuova sorprendente circostanza ha condotto in un
secondo tempo il CoNFORTO a rivedere in sede critica la nozione
di varieth quasi abeliana e di trasformazione birazionale su
di essa, come pure la nozione di equivalenza tra corpi di fun-
zioni quasi abeliane (nn. 14, 15, che fanno capo ai lavori [21],
[23], [24]).

Sull'importanza e sull’ufficio delle varieth quasi abeliane
nella teoria generale delle varietd gruppali, vanno anche ricor-
dati i contributi di L. Rortu e della sua scuola ([383, [39],
[40]).

L’ultima parfe (nn. 16-20) riguarda alcune proprieta
aritmctiche delle matrici quasi abeliane, pitt in particolare le-
gate alla relazione di equivalenza (gia considerata dal SEvERT,
cfr. [50]). Ad un primo teorema di CoNrorto (n. 16, cfr. [25]),
seguc una analisi approfondita di BengnicTY sui caratteri arit-
metici (interi caratteristici e divisori clementari) di matrici
quasi abeliane equivalenti, che conduce alla determinazione dei
valori possibili di quei caratteri in relazione ad una prefissata
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matrice quasi abeliana e a tutte le matrici ad cssa equivalenti
(nn. 17, 18, cfr. [8], [10], [15]).

Valendosi dei risultati ottenuti, BENEDICTY & tiuscito a de-
finire quello che egli stesso ha chiamato il gruppo unimodulare
vistretto (in analogia con il gruppo modulare ristretto relativo
alle funzioni abeliane) ¢ a interpretarlo come gruppo di tra-
sformazioni in un conveniente spazio rappresentativo delle
matrici quasi abeliane (nn. 19, 20, cfr. [13], [14]), sopra-
tutto in vista della ricerca di condizioni necessarie ¢ sufficienti
perché una data matrice sia una matrice quasi abeliana. la
ricerca di queste condizioni & ancora un problema aperto, men-
tre & ben noto che nel caso classico di una matrice di RigMany
esse si riassumono nell’esistenza di una matrice principale.

Per una visione d’insieme, sopratutto sulle prospettive che
offrono 1 problemi ancora insoluti della teoria delle funzioni
quasi abeliane, rinviamo anche alle conferenze [47] e [48] di
Severt {oppure all’Appendice nel volume [50]), e all’esposi-
zione [1z2] di BeEnepicTy.



PARTE PRIMA

TRASFORMAZIONI BIRAZIONALI IN SE’
DI UN CAMPO NEUTRO

I. Il TEOREMA DI ScuwaRrz-KLiIn IN UN CAMPO NEUTRO

S consideri un campo neutro di genere effettivo $ e genere
virtuale = p+8, +3,, clo¢ una curva algebrica C di genere p,
pensata invariantivamente, su cul siano fissate &, +8, coppie
neutre delle quali &, formate da punti distinti e &, da punti
coincidenti.

Cosa deve intendersi, anzitutto, per trasformazione bira-
zionale del dato campo neutro in s¢? Adottiamo, con BENE-
nicty [5] la seguente definizione, del tutto aderente alla na-
tura della questione: per frasformazione birazionale in sé di un
campo neutro si intende una trasformazione bivazionale in sé
della curva C, sostegno del campo, la quale muli coppic neutre
in coppie neutre.

Per la definizione stessa, coppic neutre di punti distinti
[coincidenti], andranno in coppie neutre di punti distinti
[coincidenti].

Lo studio delle trasformazioni sopra un campo neutro &
cosi ricondotto allo studio di quelle trasformazioni sopra una
curva che mutano in s¢ l'insieme delle coppie neutre; ed csse
sono particolari trasformazioni sulla curva che mutano in sé
un determinato insieme di punti fissato su di essa.,

Esaminiamo i primi casi che si presentano, quando il ge-
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nere effettivo & nullo, In questa ipotesi (p=o0, 8;, &, arbitrari}
come modello del campo neutro si potrd prendere una retia
proiettiva 7, su cul siano fissate le & +8&, coppie ncutre. Se
m=0, ¢'& un gruppo continuo oo di trasformazioni del campo
in s&: le proiettivith sulla retta #. Se m=1, & =1, lc trasfor-
mazioni formano un grappo a due schiere oo': le proiettivita
che mutano in s& la coppia neutra di punti distinti, o lasciando
figsi i due punti, o scambiandoli tra loro. Se m=1, & =1, c'¢
un gruppo oc?: le proieftivita che lasciano fisso il punto che
da P'unica coppia neutra a punti coincidenti. .

Converra considerare a s¢ anche il campo neatro ¥ di ca-
ratteri p=8, =0, &=2, che ammette un gruppo di trasforma-
zioni a due schiere ¢!, che lasciano fisse oppure scambiano tra
loro le due coppie neutre.

Venendo ora al caso generale di un campo di caratteri p=o,
=>»1, che sia diverso dal campo ¥, & chiaro che il campo
stesso, avendo almeno tre punti distinti appartenenti alle sue
coppie neutre, ¢ muiato in sé da un numero finito dv trasfor-
mazioni birazionali,

La proprieta si estende immediatamente ad un campo neu-
tro di genere cffettivo $ qualungue. Se p2>T essa ¢ invero con-
seguenza del teorema classico di ScHWARZ-KLEIN (cfr. per es.
il n. 55 del Trattato di Geometria algebrica di T. Seviri, ed.
Zanichelli, Bologna, 1026), perché una {rasformazione Dbi-
razionale di un campo neutro, & anzitutto una trasformazione
birazionale def relativo campo assoluto, e di queste ne esiste
soltanto un numero finito. Se infine H=1, =2, ovvero p=1,
=1, 5=0, il numero dei punti distinti appartenenti alle
coppie neutre ¢ almeno 2, ¢ il campo ammette in ogni caso
un numero finito di trasformazioni in sé; se p=1, &, =0, ;=1
esiste ancora un numero finito di trasformazioni che mutano
in s¢ la coppia, cioé un punto della curva. Si conclude con il

TroREMA DI ScHWARZ-KIEIN IN UN CAMPO NEUTRO — Un
campo neutro di genere virluale ©2>1, diverso dal cagmpo ¥ di
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cavalleri p=28 =0, 8,=2, ammetle al pit un numero finito di
lrasformaziont birazionali 1 sé.

Il campo ¥ e 1 campl di genere virtuale =<1 ammettono
invece Infinite {rasformazioni birazionali in sé.

Si ha pol immediatamente il

COROLLARIO — Le trasformaziont bivazionali i sé di un
campo neulro di genere virluale n°>I, diverso dal campo Y,
costituiscono un gruppo di ordine fintto; clascuna di esse é
pertanto una trasformazione ciclica.

Nel n. 6 daremo delle limitazioni per il numero e il periodo
delle trasformazioni in s¢ di un campo neutro,

2. CRITERIO PER LA COSTRUZIONE DET CAMPI NEUTRI CHE AM-
METTONO TRASFORMAZIONI BIRAZIONALI IN SR

Prescindiamo dai campi neuwtri con infinite trasformazioni
birazionali in s¢ (tutti determinati nel n. 1), ¢ occupiamoci di
quelli, che indicheremo d’ora in avanti con %, aventi un gruppo
finito di trasformazioni in sé, di ordine v.

La determinazione dei campi v si potra fare, secondo un
criterio di Benenrcry [57, [7], scegliendo un qualunque gruppo
finito G di ordine v di trasformazioni birazionali della curva
sostegno C, e considerando come coppie neutre di ¢ un sistema
di coppie di punti che sia mutato in sé da G; clascuna scelta
essendo fatta in tutti i modi possibili.

Fissato il gruppo G di ordine v, i sistemi possibili di coppie
neutre per il costruendo campo y saranno costituiti da uno
o pill sistemi del tipo seguente:

a) v coppiec (A, B)), ...., (4,, B, trasformale di una
data coppia di punii generici distinti della curva, mediante le
operazioni del gruppo G. Le coppic sono distinte finche non si
verifica uno dei due seguenti casi D), ¢);

b) sia A

B; (i7]), e quindi necessariamente A= B,.

PoI on o2
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La (4;, B) ¢ allora coppia involutaria per una irasforma-
zione ¥ di G, e A;, B; sono punti uniti per w*2. Se quest’ultima
non ¢ 'identita si cade nel casoe c¢) seguente; diversamente si
ottengono le coppie del tipo attuale &), che sono coppic gene-
riche delle tnvoluzioni di G {ove ne esistano). Ciascuna di
queste coppie ¢ mutata in sé da una sola involuzione w*, ché
altrimenti i suoi punti sarebbero uniti nel prodotto di w* per
Peventuale altra involuzione; segue da cid che ogni coppia
& mutata in s¢ dalle sole trasformazioni w* e 1, ed ammette
pertanto v/2 trasformate;

¢) sia 4;74; (i), ¢ quindi nccessariamente BB,

La (4, B;} ¢ allora coppia di punti uniti distinti per una me-
desima trasformazione del gruppo,; anzi B, deve essere unito per
tutte ¢ sole le trasformazioni per cui & unito A4;. Se la coppia
(A;, B;) ¢ mutata in s¢ da . trasformazioni del gruppo, 1 & di-
visore di v, ed esistono soltanto v/p coppie distinte trasformate
di (4;, B;) mediante il gruppo G; precisamente se y & il nu-
mero delle trasformazioni di G aventi i punti uniti 4, B, ri-
sulta =" oppure p=2p" a seconda che esista 0 no una tra-
sformazione di G che scambi 4; con B; (s¢ ne esiste una, ne
esistono 1');

d) v coppie (d,, A)), ..., (4v. 4.}, irasformate di una
data coppia di punti coincidenti in un punio generico della
curva, Isse sono distinte finché non ¢ verifica il caso e};

e) una delle coppie (A, A;) coincide in un punto A, unito
per qualche trasformazione del gruppo; se A, ¢ unito per p
trasformazioni, | divide v, e le coppie trasformate distinte
5000 v/,

Si osservi che, nella sceita delle coppie di punti distinti,
(Ad’, B') & una trasformata di (4, B) non pud 4’=8 senza
che B’

A (come potrebbe accadere per es. se, essendo
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A, A, ..., A% un ciclo di una trasformazione, con % >3, si
prendesse (4, A’) come coppia neutra). Inoltre la sceita di una
coppia di tipo &) implica la scelta di due parametri arbitrar,
purché generici, ¢ quella di una coppia di tipo b) o d) la scelta
di un parametro; invece le coppie di tipo ¢) o ¢) sono deter-
minate dal gruppo in un numero finito di modi. Il campo di-
pende quindi da un numero di invarianti birazionall ([50],
n. 21) pari alia somma del numero dei moduli della curva
sostegno, del numero delle coppie b), d) e del doppio del nu-
mero delle coppie a); se il sostegno & ellittico o razionale, quel
numero va aumentato del numero delle coppic e) e del doppio
del numero delle coppie ¢), diminuito di una o di tre unitd
rispettivamente.

Infine si osserverd che il gruppo G non sard necessaria-
mente il gruppo totale delle trasformazioni in sé del campo ¥
costruito, per quanto cid accada senz’altro quando il numero
delle coppie neutre & abbastanza elevato. Cio peraltro non ha
importanza agli effetti della costruzione di tutti i campi v,
poiché un medesimo campo y si otterrd a partire da on qua-
lunque gruppo di trasformazioni che lo muti in sé {in parti-
colare a partire dal gruppo totale).

Nei nn. seguenti si applicherd il eriterio sopra esposto alla
determinazione dei campi neutri che ammettono trasformazioni
birazionali in s&, nel caso che la curva sostegne del campo sia
razionale (p=0), o ellittica (p=1), ovvero iperellittica.

3. DETERMINAZIONE DEI CAMPI NEUTRI DI GENERE EFFETTIVO
NULLQ, CHE AMMEFTONO TRASFORMAZIONI BIRAZIONALI IN sit

Preso come modeflo di un campo neutro di genere effettivo
nuilo una retta proiettiva » (cfr. n. 1), si applichera il criterio
precedente (n. 2), partendo dalla considerazione dei gruppi fi-

PoIon 3
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niti di proiettivita sulla retta ». Questi sono, com’d ben noto:

il gruppo ciclico C,, o gruppo delia piramide;

il gruppo diedrale D,,, o gruppo della doppia piramide;
it gruppo tetraedrale 7,;

il gruppo ottaedrale O,;

il gruppo icosaedrale .

Per comodita, if discorso fard spesso riferimento al poliedro
a cui la trasformazione si riferisce; poliedro che potra pensarsi
inscritto nel piano-sfera, ovvero proiettato sulla sfera stessa dal
centro di quest’ultima,

E poiche ogni gruppo del tipo D, T, O, I contiene sotto-
gruppi del tipo C, si otterranno tutti i campi neutri y con tra-
sformazioni birazionali in s¢ a partire dai gruppi C,,.

Per quanto precede la totalita delle coppic neutre @i un
campo v, nel caso attuale, sard costituito da uno o pit sistemni
dei tipi pitt avanti indicati. Alcuni di questi tipi, indicati con .,
non possono presentarsi contemporancamente. P, @, R indi-
cano interi non negativi arbitrari.

@) 1 P sistemi costituiti, ciascuno, dalle # coppie tra-
sformate di una generica coppia di punti distinti;

b) (quando » ¢ pari) i Q sistemi costituiti, ciascuno
dalle /2 coppie trasformate di una coppia di punti simmetrici
nispetto all’asse della piramide (cioé coniugati nell’involuzione
del gruppoj;

¢+) la coppia costituita dal vertice della piramide e dal
punto opposto (cioé¢ dai punti uniti delle trasformazioni del
BTUppo);

d) gli R sistemi costituiti, ciascuno, dalle coppie tra-
sformate di una gencrica coppia di punti coincidenti;

ex) la coppia, ovvero le due coppie, di punti coincidenti
formata da uno, o dai due, punti uniti delle trasformazioni del
gruppo.
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Scegliendo ora il riferimento sulla retta », com’® possibile,
in modo che il gruppo C, sia rappresentato dalle equazioni
2
Tamgt x (s=0,1,..., n-T1; e=gua)
si poird enunciare il:

TrOREMA 1. — Ogni campo neuivo di genere effettivo nullo
(p=0), che ammeite trasformazioni birazionali in sé, st pud
rappreseniare sopra una relta prolelfiva v in modo che i si-
stema delle coppie neutre sia uno dei seguenti:

Coppie neutre Coppie neutre

L . . 5, H] 7
i punti distinti i punti ceincidenti : B "

. . ) o
Yo Foy, eBy) | (e, el [PH -Q+I| ARSI+
(e, - elon)
(0,0 )

(1) & (E!:“Jv 5i§311) (eay, elo) [P+ 5@ [aR+T 2 L+a
(Efak: wsja'k) ( oo, oo ) ’

R i . , 2
fs | (e'ay,  eBp) | (s, el |uP+ = Q |#R+2 i
2

(o, &) | (o0, o0 )
(0,0
\ , o . ; o
/4 (efay, €f,) | (e, o) lup+ _Z', O alR - 7

(efotg, - efoug)

dove:
. . #H . .
1RO, T, e, T 0, T, L, T (solo se n & pari);

h=1, 2, ..., P; k=1, 2,...,0; I=1, 2, ..., R;
oy, B,520, co; o - B, se w & pari;

# & dispari. Si & posto inoltre L=2P+Q+2R.

B. L a3
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Si osserverd che 1 campt quasi iperellittici, dotati di una g,
neutra, rientrano tra quelli trovati in quanto posseggono la
trasformazione ciclica data dalla g} neutra; essi si otlengono
dalla tabella {1) per =12, considerando coppie di tipo D) e):

TrorEMA I, — Ogni campo neutro quasi iperellithico, di
genere effettivo nullo, si pud vappresentare su una retta proet-
tiva in modo che il sistema delle sue coppic nenlre sia uno dei
seguenti;

(1, = o), (0 = @), oo, (i, = %2) b=P, =0, =P
{a’l.v - al)»(“Z - 0(‘2)’ ey (Of‘P: aP)J (00‘ OC} 51:1:" SZZI’ n=P+
(0, = 0y, (% = &), ooy (%, — @p), (90, 09), (0, 0) B =P, &;=2, #=P+

Abbiamo finora determinato i campi neutri ¢, di gencre ef-
fettivo nullo, aventi un gruppo finito di trasformazioni birazio-
nali in s& (tabella 1). Ma per un dato campo v pud accadere
che il gruppo di tutte le trasformazioni in s¢ sia pitt ampio del
gruppo C,, da cui abbiamo preso le mosse; e cié per parti-
colari valori di 8,, & ovvero per particolari posizioni delle
coppie di punti. Tali campi si otferranno in ogni caso, come
si & gia detto, esaminando gli insiemi di coppie mufati in s¢
dai gruppi D, T, 0, I; le refative coppie neutre saranno date
da uno o pitt sistemi dei tipi qui appresso indicati. Per ciascun
gruppo, sistemi contrassegnati con lo stesso numero di aste-
rischi, non possono coesistere, H, K, L indicano interi non
negativi arbitrari.

Gruppo D,,, con n pari

Coppie di punti distingi:

a) sistemi di 2 # coppie trasformate di una coppia generica;
b,) sistemi di » coppie trasformate di una coppia di punti
simmetrici rispetto all’asse della doppia piramide;
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b,), Dy} sistemi di » coppie trasformate di una coppia di
punti simmetrici rispetto alla congiungente due vertici opposti,
ovvero punti medi di lati opposti della base;

¢s) le n/2 coppie di vertici opposti della base;

Cws) le /2 coppie di punti medi di lati opposti della base;

Ccssa) I coppia dei vertici della piramide,

Coppie di punti comcidenti;

d) sistemi di 2# coppic trasformate di una coppia generica;
ex) le » coppie date dai vertici della base;

¢ss) le m coppie date dai punti medi dei lati della base;
esns) le due coppie date dai vertici della piramide.

Caratter del campo:

g = 2 6, =nk, nK+2
2
n N
Gy ——H 41 8, =nl
2
1
ww — L, - L+1, — L4+2 (1)
2 2 2

Gruppo D, con n dispari

Copple di puniy distinii:
a) sistemi di 2n coppic trasformate di una coppia generica;
b) sistemi di » coppic trasformate di una coppia di punti

(') Qui e nel seguito di questo n. 'ultima uguaglianza indica (L essendo
un intera mon negativo arbitario} i valori possibili del genere wvirtuale 7
considerato a s&, indipendentemente ciot da &, &, Una volta scelti
S, e B,, ciot T e K, il valore di 7 & semplicernente =&, 4+ ;.

Pl n 3
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simmetrici rispetto alla congiungente un vertice della base col
punto medio del lato opposto;

cy) le n coppie costituite da un vertice della base e dal
punto medio del lato opposto;

ces) la coppia del vertici della piramide.

Coppie di punti cotncidenti:
d) sistemi di 2x coppie trasformate di una coppia generica;
es) le n (ovvero le zun) copple date dai vertici della base
(e dal loro opposti);
esx) le due coppie date dai vertici della piramide.

Caratteri del campo:
8, =nH S, =nK, nK+2
Sy=nH+1 &, =nK
r=nlL, n L+1, nL+2.

Gruppo T,

Coppic di punti distinii:

a) sistemi di 12 coppie trasformate di una coppia generica;

b) sistemi di 6 coppie trasformate di una coppia di una
involuzione del gruppo;

cs) le 4 coppie costituite, ciascuna, da un vertice e dal
punto opposto;

ces) le 3 copple costituite, clascuna dai punti medi di due
spigoli opposti.

Coppie di punti coincidenti:
d) sistemi di 12 coppie trasformate di una coppia generica;
¢e) le 4 (8) coppie date dai vertici (e dai punti ad essi
opposti);
ews) lo 6. coppie date dai punti medi degli spigoli.
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Caratteri del campo:

& =6H &=12 K, +4, +6, +8, +10,+14
6 H+3 12K, +4, +8
b H+4 12 K, +6
6 H+y 12 K

=061, +3, +4, +7, +8, +11.

Gruppo Oy,

Coppie di punti disiingi;

a) sistemi di 24 coppie trasformate di una coppia generica;

b)) sistemi di 12 coppie trasformate di una coppia di una
delle involuzioni che mutano in s& due spigoli (opposti);

by} sistemi di 12 coppie trasformate di una coppia di una
delle involuzioni che mutano in sé due vertici {opposti);

¢s) lo 3 coppie di vertici opposti;

Cex) le 4 coppie di centri di facce opposte;

Cxaw) l& 6 coppie di punti medi di spigoli opposti.

Coppie di punti coincidenti:

d) sistemi di 24 coppie trasformate di una coppia generica;
es) le 6 coppie date dai vertici;

euw) 1€ 8 copple date dai centri delle facce;

eaws) le T2 coppie date dai punti medi degli spigoli.

Carattert del campo:

8 =12 H 8,=24 K, +6, +8, +12, +14, +18,
+20, +20
12 H+3 24 K, +8, +12, +20
12 H4+4 24 K, +0, +12, +18
12 H+6 24 K, +6, +8, +14
12 H+7 24 K, +12
T2 H+9 24 K, +8

PoI w3
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12 H+ 10 24 K, 16
12 H+ 13 24 K
n=12 L, +3, +4, +6, 9, +8, +g, +10, 11,
+13, +14, +17.

Gruppo Iy

Coppie di punti distints:

a) sistemi di 6o coppie trasformate di una coppia generica;
b) sistemi di 30 coppie trasformate di una coppia di una

involuzicne del gruppe;
¢«) le 6 coppie di vertici opposti;
ces) le To coppie di centri di facce opposte;
Cans) le 15 coppie di punti medi di spigoli opposti.

Coppie di punii corncidenti:

d) sistemi di 60 coppie trasformate di una coppia generica;

eo) le 12 coppie date dai vertici;
¢sx) le 20 coppie date dai centri delle facce;
eun) le 30 copple date dai punti medi degli spigoli.

Caratteri del campo:

O,=30H g,=600 K, +12, 420, +30, +32,
+50, +02
30 H+6 bo K, +20, +30, +50
30 H+1o0 oo K, 12, +30, +42
30 H -+ 15 6o K, 412, +20, +32
30 H+16 6o K, +30
30 H+21 60 K, +20

30 H+25 6o K, +12
30 H 431 bo K
w=30 L, +6, +10, +12, +15, +16, T20, +2I,
+22, 425, +26, +27, +31, +32,
+35, t37, +4I, +47.

+ 42,
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4. DETERMINAZIONE DEI CAMPI NEUTRI A SOSTEGNO ELLITTICO,
CHE AMMETTONO TRASFORMAZIONI BIRAZIONALI 1IN st

In modo analogo procederemo alla determinazione dei cam.-
pi ¥, che ammettono un gruppo finito di trasformazioni bira-
zionali in s¢, nell’ipotesi che la curva sostegno sia ellittica
(campi di genere effettivo p=1}.

Converra dapprima richiamare la classificazione dei gruppi
finiti di trasformazioni birazionali sopra una curva ellittica,
quale conscgue da risultati classici (1) e quale trovasi espressa-
mente in [7]. Indicando ordinatamente con

%  una trasformazione di seconda specic: #=wu+c¢ (mod.
Y (Y-

per.) (3);

Tt una trasformazione di prima specie: -
per.};

W una trasformazione straordinaria, ciclica del 4° ordine,
sulla curva armonica;

p, 0 una trasformazione straordinaria, ciclica del 3° ordine,
risp. del 6° ordine, sulla curva equianarmonica;

w-+¢ (mod.

la detta classificazione si riassume negli enunciati seguenti:

1. Un gruppo finito di trasformazioni di seconda specie so-
pra una qualungue curva ellittica ¢ sempre generabile con due
sue opportune trasformazioni T, T, i periodi  vispettivi
w=hm, m, le quali, con opportuna scelta dei periodi fonda-
mentali w, w', si possono scrivere:

Ty w0 /5
(2) (mod. periodi, =k m)
T, w=u+w'fm

essendo u Pintegrale abeliano di prima specie.

(") Cir. ad es. Yopera [31], & pag, 94,

() i.e denominazioni qui adottate di trasformazioni di prima e di se-
conda specic sono conformni all'uso corrente nella teoria delle funzioni abe-
liane ¢ guasi abeliane in pift variabili, e differiscono pertanto dall’uso nelia
teoria classica delle curve ellittiche.

P on g
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I numeri naturali #, #, b (n=4h m) sono caratteri del
gruppo G: # & il periodo proprio massimo delle trasformazioni
di G, e v=m n & 'ordinc di G.

Tutte le trasformazioni di & sono allora date da

(3) WERu+ (mod. periodi)

con

/ o e
{4) @ " $=0,T, ..., - 1

rw+hsw (ymo,l,...,n—x )
I Tutti ¢ soli i grupfn finiti di trasformazioni ovdinavie
sopra una curva cllittica qualungue si possono gencrare con due
trasformazioni di seconda specie (2), ed cventualmente una
trasformazione di prima specie t,, che previa sostituzione di
variabile si pud supporre sia W= - u (mod. periods).
Le trasformazioni di G sonc date, tutte e ciascuna una
volta sola, da:

=01, ..., B -1
T, Tt §5=0,I, ..., M~ 1T
t=0,1

e if gruppo G risulta di ordine v=2 m .

1. Sepra wna curva elliftica armonica, tutti ¢ soli i gruppi
finiti di trasformazioni birazionali contenenti trasformaziont
straordinarie si possono gemerare con due trasformazioni di se-
conda specie (2) ¢ una trasformazione siraordinaria 1, che st
puo supporve sia w'==i u (mod periodi).

Se e solo se jw|*=0 (mod k) le trasformazioni del gruppo
sono date, tutte e clascuna una volta sola, da:

‘r=0,1, ..., n T
§=0,I, ..., m—-1
=0, I, 2, 3

,‘-Elr nzs !-‘»] i

e l'ordine del gruppo & v=4 m #.
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IV. Sopra una curva ellitlica equianarmonica, tulti ¢ soli
gruppi finiti di trasformazioni bivazionali conteneniv trasforma-
zioni straovdinarie cicliche del terzo ovdine ma non del sesto, st
possono generare con due trasformazioni di seconda specie (2)
e con una trasformazione straordinaria gy, che si puo supporre

2l
sta o TmE Y (mod. periodi; e=e 8 ),

Se e solo se |w|*=o0 (mod h) le trasformazioni del gruppo
sono date, tutfe ¢ ciascuna una volta sola, da

¥=0,I, .., BT
T, oy §=0,T, ..., M- 1
t=0, 1, 2
ed 8 v=3 mn.

Se i gruppo contiene lrasformazioni straorvdinarie di pe-
riodo 6, vale Uenunciato precedente, purché si ponga o, al
posto di g, t=0, 1, ..., 5, e v=0m n. Si pud anche supporre
che o, sia W= -eu (mod. periodi),

Per ciascun tipo di gruppo G, determiniamo i possibili campi
neutri che lo ammettono come gruppo di trasformazioni bira-
zionall in sé.

Gruppo di trasformazioni di seconda specie

1l gruppo G, di ordine v=-m n, sia costituito dalle trasfor-
mazioni (3), tutte prive di punti uniti, Se # ¢ dispari non esi-
stono involuzioni in G; se # & pari esse sono:

per m dispari:

(5) u'EEY + > (mod periodi),
per # pari:

, (5] o FENTY T
(6) w=ut—, = +— (mod periodi).

PoIown g
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In base al criterio del n. 2 i possibili sistemi di coppie neutre
per il costruendo campo neutro y, sono:
a) sistemni di m » coppie trasformate di una generica cop-
pia di punti distinti;
. . . . wR . .
b) (per » pari) sistemi di —, coppie trasformate di una
generica coppia di un’involuzione;
d) sistemi di m n copple trasformate di una generica cop-
pia di punti coincidenti.
Indicando anche con A il periodo di una generica trasforma-
zione del gruppo, risulta:
K

m=T4k , VR (/T 7\£1‘3

Gruppo di trasformazioni di prima e di seconda specie

Il gruppo G sia costitoito dalle 2 m # trasformazioni
‘=utg {mod periedi)

con ¢ date dalla (4). Sono involuzioni di G le m #» trasforma-
zionl ' - u+ ¢ ed eventualmente, se # ¢ pari le (5) o (6).
Punti uniti ne ammettono scle le trasformazioni di prima spe-
cie; essi sono:

) e o+ oto+te

(7) 2 2 2 2

e clascuno di essi, essendo unito per una sola trasformazione,
ammette m » trasformati; invece una coppia di punti uniti ha

we i
oppure m # irasformate a seconda che appartenga o no

ad una involuzione (il primo caso & possibile solo per # pari).
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I sistemi possibili di coppie neutre sono quindi:

a) sistemi di 2 m % coppie frasformate di una generica
coppia di punti distinti;

b) sistemi di m » coppie trasformate di una generica
coppia di una qualunque involuzione;

. L. Wn . .

¢,), ¢,) sistemi di —— o m n coppie trasformate di una

1h 2 2
coppia di punti uniti, appartenente o no ad una involuzione;

d) sistemi di z m » coppie trasformate di una generica
coppia di punii coincidenti;

e} sistemi di m % coppie trasformate di una coppia di
punti coincidenti in un punto unito per una trasformazione
di prima specie.

Nel caso attuale risulta:

"R
T=14+k — . YE2ma, A<lmax {2, #)

Gruppo con trasformazioni straordinaric {curva sostegno ar-
HOnCa)

Il gruppo sia costituito dalle 4 m = trasformazioni

w+o {mod periodl) (é=o0, 1, 2, 3)

con g dato dalla (4). Per f=0, {=2, {=1, 3 si hanno xispet-
tivamente trasformazioni di seconda, di prima specie e straor-
dinarie.

In analogia con 1 casi precedenti, il lettore si convincera,
senza difficoltd sostanziali (cfr. [7]), che nel caso attuale le
possibili coppie neutre sono:

a) sistemi di 4 m # coppie trasformate di una generica
coppia di punti distinti;

P.I n o4
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b) sistemi di 2 m » coppie trasformate di una generica
coppia di un’involuzione;

¢,) sistemi dl m »n ovvero di 2 m » coppie trasformate
di una coppia di punti uniti per una trasformazione di prima
specie, ma non per una straordinaria (tale coppia pud esscre
o no involutoria per una trasformazione del gruppo);

. . . wEA B . .
¢,) sistemi di —— ovvero di m n coppie trasformate di

una coppia déi punti uniti per una trasformazione stracrdinaria
{detta coppia pud essere o no mutata in s¢ da una trasforma-
zione involutoria);

d) sistemi di 4 m » coppie trasformate di una generica
coppia di punti coincidenti;

e) sistemi di m » ovverc di 2 m # coppie, trasformate di
una coppia di punti coincidenti in un punto unito per una tra-
sformazione stracrdinaria ovvero solo per una trasformazione
di prima specie.

Si ha infine;

wn
=147 L vE4mom, i< max (4, #)

Gruppo con trasformazioni straovdinaric di periodo 3 ¢ non di
periodo 6 (curva sostegno equianarmonica)

Il gruppo G sia costituito dalle 3 m # trasformazioni:

w=elw+¢  (mod periodi)  (f=0, 1, 2)

Qori

ove e=e¢ ¢ , e & dato dalla (4). Le uniche involuzioni pre-
senti in G sono le (6), e solo se # & pari. Hanno punti uniti
soltanto le trasformazioni straordinarie; essl sono

24 2-4z¢

243
B +1), S +2),
i . (¢+1) 3 (¢ +2)
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sono unifi per tre trasformazioni (le potenze di una p), e non
sono scambiati tra lore da alcuna involuzione.
Si presentano pertanto come possibili i seguenti sistemni di
coppie neutre:
a; sistemi di 3 # % coppie trasformate di una generica
coppia di punti distinti;

) C o3 . : :
b) sistemi di = n coppie trasformate di una generica
2
coppia di un’involuzione di seconda specie {(n pari);
¢) sistemi di w7 coppic trasformate di una coppia di
punti uniti per una trasformazione straordinaria, purché la

2T5 non faccia parte del gruppo;

2+

d) sistemi di 3 m » coppie trasformate di una generica
coppia di punti coincidenti;

e} sistemi di # n coppie trasformate di una coppia di
punti coincidenti in un punto unito per una trasformazione
straordinaria,

In questo caso si ha:

TE=T4k - (kR>2}, v=3mun, A< max (3, n)

Gruppo con lrasformazioni straovdinarie di periodo 6 (curva
sostegno equianarmonica)

Il gruppo G sia costituito dalle 6 m » trasformazioni:

w'=E (~e)f u+e  (mod periodi) (é=o0, 1, ..., 8)

2ai

con e=e¢ * , ¢ ¢ dato dalla (4). Per {=o0, t=3, =2, 4,
t=1, 5 si hanno rispettivamente trasformazioni di seconda, di
prima specie, straordinarie di periodo 3, di periodo 6. In ana-

PoIon g



32 PONTIFICIALE ACADEMIALR SCIENTIARVM SCRIPTA VARIA - 23

logia con gli altri casi frattati si perviene attualmente a deter-
minare come possibili sistemi di coppie neutre i seguenti:

a) sistemi @i 6 m n copple trasformate di una generica
coppia di punti distinti;

b) sistemi di 3 m » copple trasformate di una generica
coppia di un’involuzione di G;

. PR .3

¢) sistemi di w2, ovvero di - MR, OVVEro 2 i,
ovvero 3 m n coppie trasformate di una coppia di punti di-
stinti, uniti per una trasformazione di G;

d) sistemi di 6 m # coppie trasformate di una generica
coppia di punti coincidenti;

¢) sistemi di %, ovvero 2 m n, ovvero 3 m s coppie
trasformate di una coppia di punti coincidenti in un punto unito
per una trasformazione del gruppo G.

Si ha infine:

T=I+k jil;it (k>2), v=6mn, A< max (6, n).

5. GRUPPI DI TRASFORMAZIONI BIRAZIONALI SOPRA UNA CURVA
IPERELLITTICA, E RELATIVI CAMPI NEUTRI

Una curva iperelliftica C di genere p (>2), di equazione
canonica y2=f (x}, si pud sempre rappresentare doppiamente
sopra la retta complessa X (su cui ¢ distesa la variabile com-
plessa x) con i punti di diramazione 4, A,, ..., &,, , deter-
minati su di essa come radici dell’equazione f (x}=o0.

Fissiamo ora su € un campo neufre ¥ con le &, coppie di
punti distinti (4;, B;) ¢ le 8, coppie di punti coincidenti (4, 4)),
e indichiamo con A, B, A, 1 corrispondenti punti su X.

Se il campo v ammette un grappo di trasformazioni bira-
zionali in s& (necessariamente finito per il teorema di SCHWARZ-
KLEIN, n. 1), Gy, questo subordina sulla g}, e quindi su X,
un gruppo finito di proieftivita, H,, che muta in sé ’insieme
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dei punti di diramazione e linsieme dei punti A, B, A
anzi ogni coppia A, B, & mutata in una coppia analoga, e
ogni punte A, in un punto analogo. Non & escluso che sia
A, =B, ovvero che taluno dei punti considerati coincida con
qualche punto di diramazione.

Viceversa, sla fissato comunque su una retta X un in-
sieme di punti A, (& pari =6), che venga mutate in s& da
un gruppo finito H_~di proiettiviti; H —induce allora un
gruppo finito G'.., di trasformazioni birazionali sulla curva
iperellittica C individuata dai punti di diramazione 4,. Dando
su C un sistema di & coppie neutre, che sia mutato in s¢ da
v, o da un suo sottogruppo G,, si oftiene un campo necu-
tro v di genere virtuale n=p+8&, con un gruppe G, di tra-
sformazioni birazionali in sé.

L’insieme delle & coppie neutre sard naturalmente costi-
tuito da sistemi del tipo indicato nel n. 2. Ma andra pure tenuto
conto della presenza della g’) Indichiamo con P, P* la cop-
pia della g' corrispondente al punto di P di X, con A un
punto di diramazione di X o anche il relativo punto di C,
con V, W, ... punti uniti per trasformazioni di H,, distinti
dai punti A.

Ciascuna trasformazione T di H,, x'==¢ (x) da origine su
C a due trasformazioni T, T*: «'=¢ (x), y' =10 (x, ¥),
delle quali pud appartenere al gruppo G, una sola (v=1), op-
pure cntrambe (v=2p). E pressoch¢ immediato che 1 punti
uniti di 7, 7% sono da ricercarsi solo nei punti di C appar-
tenenti alle coppie della gl unite nella trasformazione T; se
una di tali coppie di un punto di diramazione, questo & unito
per T, T%; altrimenti 1 due puuti delfa coppia sono uniti per
una e una sola delle T, T%*.

Il gruppo H, subordina nell’insieme dei punti di dirama-
zione A, un gruppo di sostituzioni, suddividendolo in sistemi
di intransitivity e ciascuno di questi in sistemi di imprimitivita.
Analogamente per l'insieme del punti uniti V distinti dai A,
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Da quanto precede ¢ dal n. 2 discende allora che l'insieme
delle coppie neutre del campo v relativo al gruppo G, sarid
costituito da uno o pit sistemi del tipo seguente:

@) sistemi di v coppie trasformate di una generica cop-
pia di punti distinti;

b’) sistemi di v/2 coppie trasformate di una generica
coppia di un’involuzione di G,, distinta dalla g; ;

b*) sistemi di v/2 o v coppie trasformate di una gene-
rica. coppia delia g; (a seconda che questa appartenga o
no a Gy;

¢’) sistemi di v/% coppie trasformate di una coppia di
punti uniti per una medesima trasformazione di G,, e non
coniugati nella g; (7 & il numero delle trasformazioni che mu-
tano in s¢ a coppia);

c*) sistemi di v/7 coppie trasformate di una coppia
della g, i cui punti siano uniti per una medesima trasforma-
zione di Gy

¢*) sistemi delle trasformate di una coppia costituita da
due punti di diramazione distintl. Questi possono essere uniti
per una medesima trasformazione di H e quindi per una
o duc trasformazioni di G,, ovvero costituite una coppia di
una involuzione di G,; in entrambi i casi il sisteina del lore
trasformati & costituito da v/v coppie di imprimitivita; ovvero
nessuna irasformazione di HlL ¢ quindi di G, mota un punto
nell’altro, nel qual caso i sistemi dei trasformati dei due punti,
in pr o in Gy, sono due sisterd isomorfi e distinti;

d) sistemi di v coppie trasformate di una generica cop-
pia di punti coincidenti;

e') sistemi di v/7 coppie trasformate di una coppia di
punti coincidenti in un punto unito per % trasformazioni di
Gy, e distinfo dai punti di diramazione;
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¢*) sistemi di v/v coppie trasformate di una coppia di
punti coincidenti in un punto di diramazione.

Giunti a questo punto non ci soffermeremo suila costru-
zione esplicita dei campi neutri v a sostegno iperellittico aventi
un gruppo di trasformazioni birazionali in s& come si po-
trebbe fare in analogia ai due casi precedenti di campi a so-
stegno razionale o ellittico (n. 3, 4).

Cercheremo invece, net prossimo numero, di stabilire delle
relazioni tra il genere virtuale = di un campo neutro ¥ che
ammette un gruppe G, di trasformazioni birazionali in sé,
e il numero v ¢ il periode % di queste, onde pervenire a delle
limitazioni per v e A.

6. LIMITAZIONI PER IL NUMERQ B PER IL PERIODO DELLE TRA-
SFORMAZIONI BIRAZIONALL IN SE DI UN CAMPO NEUTRO

Un classico teorema di Huxrwirz afferma che una curva
algebrica di genere $ (>>1) possiede al pitt 84 (p - 1) trasfor-
mazioni birazionali in s¢ {!). Una tale proprieth si pud csten-
dere ai camnpi neutri, assegnando un limite superiore per il
numero delle trasformazioni in st del campo in funzione del
genere virtuale = del campo stesso.

“samineremo la questione, dandone una soluzione in certo
senso non migliorabile, nel caso che la curva sostegno del
campo sia razionale, o ellittica o ipereilitlica.

A) Campi a curva sosiegno razionale.

Cominciamo dai campi di genere effettive nullo (p=o0) di-
mostrande i seguenti:

Treorema [ — Un campo neuive di gemeve effeltivo nullo
e gemere virtwale w>I, diverso dal campo ¥ di carvallert

() Cfr. Ja memoria [33].

PoI, u 6
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n=8,=2, p=8 =0, possiede al pi 12 (% - 1) trasformazion:
bivazionali in sé.

TroreMa 1I. — Un campo neutro di genere effettivo nullo
e genere virtuale = >1, diverso dal campo Y di cui ol teovema I,
possiede al pin 4 T trasformazioni birvazionali in sé, ad ecce-
zione dei campi Xy, ..., s, realizzabili sulla sfera, viemanniana
della vetta complessa, mediante le seguenti coppic neulre:
¥+ coppie di vertici opposli di un ottaedro
¥2: coppie di centri di facce opposte di un ottaedro
¥s3: coppie di vertici opposti di un icosaedro
¥.: coppie di centri di facce opposte di un icosaedro
¥s: coppie di punti coincidenti date dai vertici di un ico-

saedro.

Detti campi hanno i seguenii caratteri:

¥r m=0,= 3, p=8,=o0, 24 trasformazioni
Yot 4, 0, 24 »
Y3 0, g, 60 »
Kt 10, 0, 6o »
Kg: mw=8,=12, p=8 =0, 60 »

Aggiungiamo pol che la limitazione data dal teorema 11
non pud essere ulteriormente migliorafa, se non escludendo
infiniti tipi di campi neutri.

Per convincersi della validita dei teoremi I e IT hastera
passare in rassegua tutli i tipi di gruppi di trasformazioni che
posseuo presentarsi quando il campo neutro ha genere effet-
tivo nullo (determinati nel n. 3), e per ciascuno di essi deter-
minare il genere minimo dei relativi campi neutri, frascurando,
ove questl compaiano, 1 campl di genere virtuale w<(1 e il
campo .
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Indicando con v il numero delle trasformazioni del campo
in s¢, si ha per ciascun tipe di gruppo, tenendo presenti i ri-
sultati del n. 3

Gruppo C,. TI genere minimo per » pari [dispari] & realiz-
R=1 ovvero Q=R=0, P=1] e vale:

(&) ﬂ::i:— con v=n [T=n con v=mn]
Gruppo D,,. 1l genere minimo per » pari [dispari], dato
dai sistemi ca) 0 cus) [B) 0 c4) 0 €4)], vale:

3 .
(9) - - 00N V=24 [f=#%n con v=2n]

Gruppo Ty, 1l genere minimo & dato da cus):

(10) n=3 con v=12

Gruppo Oy, 1 genere minimo & dato dal campo ¥, :
(11) =3 con v=24;

i due valori immediatamente successivi per il genere = sono
dati risp. dal campo ¥,:

(12) T=4 con v=24
¢ da Cuws) O C4):

(13) T=06 con v=24.

Gruppo I, 11 genere minimo, dato dal campo ¥, vale:

(14) =5 con v~ Ho;

P.oI, o n 6
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i valori successivi, dati risp. dai campi Y4 ¥s ¢ dal sistema
Cuxw) SONO:

(x5} 7= 10 con v=0H0
(16) me= 12 con v==060
(17) w15 con v=060

La limitazione del teorema I & verificata dai wvalori di
v e 7 dati dalle {8), ..., (17}, e quindi a maggior ragione dai
valori relativi ai campi non presi in considerazione; la limita-
zione del teorema II & verificata dai campi dati da (8), (9),
(10), (13), (17) ¢, a maggior ragione, da tutti quelli refativi
al teorema I1.

B ora immediato che la limitazione v<{4 = del teorema II ¢
la pitl stretta possibile; essa & infatti verificata col segno di
uguaglianza da un campo del tipo seguente, in cui © & arbitra-
riamente p1eﬁqsato §,=mn, 8,=0, n=2 T ove si scelga un si-
stemia di coppie c«} 0 c,,*) del gruppo D,, (# pari); il numero
delle trasformazioni in sé del campo ¢ 2 n=4 7.

Tl campo ora costruito & quasi iperellittico ed & anzi Punico
a verificare I'uguaglianza v=4 =, ad eccezione di un numero
finito di valori di =. Valgono infatti i seguenti enunciati, di
immediata verifica sulla base dei risultati precedenti:

TroreMa 111, — I campi neutvi di genere effettivo nullo e
geneve virtwale w°>3, diverso da 6 ¢ 15, i quali ammettono
4 m trasformazioni birazionali in sé (identitd inclusa) sono ne-
cessarigmente quast ipevellittict.

TEOREMA 1V, — I campi neutvi di genere effettivo nullo e
genere virtuale w>>4, diverso da 6, 10, 12, 15, @ quali ammet-
tono almeno 4 = trasformaziont birazionali in S€, SORO RECES-
sariamente quasi iperellittict.

Prima di procedere all’esame dei campi neutri di genere
effettivo p=1, soffermiamoci a considerare il grado di gene-
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ralith dei campi di genere effetlivo p==0, aventi trasforma-
zioni birazionali in s&, entro la totalita dei campi di genere
p=o0.

Osserviamo preliminarmente che: comungue si fissino gh
intert &y, 8,, esiste un campo neutro di caratteri p=o0, &, &
che possiede trasformazioni bivazionali in sé. Basta porre
n=2 nella (1) e disporre opportunamente degli interi P, Q.
Inoltre: appena sia &, +8,>>2, st pud richiedere, in pits, che il
campo neutro nown sia guasi iperellittico. Basta anche qui porre
n=2 netla (1) e considerare i campi seguenti:

se &2 Y, 0 ¥4 con P=1;

se &,==0, T (3,23, 2) Y2 0 Y4 con R=I.

Si verifica che le coppie neutre dei campi cosi costruiti non
appartengono ad alcuna involuzione, quando siano scelte ge-
nericamente. _

A noi importa ora sottolineare che i campi che ammet-
tono trasformazioni in s¢ sone in un certo senso, e di regola,
particofari.

A questo scopo chiameremo, con SEVERI ([50], n. 2I1),
moduli di un campo neutro di genere effettivo nullo i
2 8, +8, - 3 parametri da cui dipende, a meuo del riferimento
proiettivo, la scelta dei punti che costituiscono le coppie neu-
tre del campo (tali moduli, che sono invarianti proiettivi, ri-
sultano nel caso attuale p=o0 anche invarianti birazionali del
campo; e cio ne giustifica la deuominazione). Si badi perd a
non confonderli con i moduli di un corpo di funzioni quasi
abeliane, i quali, per =0, mancano completamente ([50],
n. 55).

Cid premesso ha senso parlare, per valori fissati di &, e &,
di campi neutri di caratteri p=o, 3, 8, a moduli generali.

P. I n 6
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Siccome non esistono proiettivith che mutano in s& un
gruppo generico di pitt di quattro punti di una retta, quei campi
neutri per i quali 2 8, 48,74, aventi trasformazioni birazionali
in s& sono certo a moduli particolari.

Quelii invece per cul 2 & +8,4 (e &, +2&,>=2) sono:

by =0 Gy=2
¥ I I
¥ 0 3
Py 2 0
by I 2
bs 0 4

ed hanno sempre almeno le seguenti trasformazioni in s¢:

¥, ¢, ¢, quella generata dalla g; neutra; ¢, le proietiivita

che permutano le 3 coppie; ¢, I'involuzione che scambia i punti

della coppia di punti distinti e che permuta le altre due cop-

pie; ¢ le involuzioni che scambiano le coppie a due a due.
Concludendo si ha il

TrorREMA V. — Campi neutri di geneve effettivo nullo ¢ a
moduli generali, avewti trasformazioni birazionall in sé, sono
soltanto quelli di caratteri:

n=0, 1,2

=3 ' &=0 8,73
=3 4 g =1 , gy =2
n=4 , 8y=0 , 8,=4

St riconosce pure senza difficoltd che valgono i seguenti

TeorEMA VI. — Tutti i campi guasi iperellittici di genere
effetitvo nullo e geneve virtwale maggiore di 2 sono a moduli
particolart.



- Teorema VI — Tva @ campi di gemeve effettivo nullo
aventi trasformazioni bivazionali in sé, solo un numero finito
di tipt non dipende da moduli.

B) Campi a curva sostegno ellittica.

Continuando a indicare con v il numero delle trasformazioni
birazionali in s¢ di un campo neutro di genere virtnale =, a
curva sostegno ellittica, per 1 risultati del n. 4 sono soddisfatte
le seguenti limitazioni:

sostegno a modulo generale :  v<{4 (% - I)
SOStegno Grmonico : ov<B (m-1)
sostegno equianarmonico  :  v<6 (R - I)

Nel caso attuale ’analogo del teorema di Hurwitz & il:

Trorema VIIL. — Un campo newtro di genere effettivo p=1
e genere virluale T>1 pud avere al pi 8 (1 - 1) irasformazions
birazionali in sé.

Oppure:

TeOREMA IX. — Un campo neutro di genere effetfivo p=1
e geneve vivtuale n>1 costruito sopra una curva sostegno a mo-
dulo generale, o armonico, o equianarmonico, pul avere al fist
4 {n-1), 8 (m-1), 6 (n—1) {rasformazioni birazionali in sé
vispettivamente,

Osserviamo che le limitazions formite dai due feovemi pre-
cedenti sono raggunic per tnfiniti valori di =, come provano
i seguenti esempi.

Nel caso di una curva sostegno a modulo generale, con le
notazioni del n. 4, il gruppo G, sia costituito dalle z #?* trasfor-

T ru-kso ,
mazioni %' =i 4+ —— (¥, s=0, 1, .., #—I; n pari); le
[2A

Po1oan 6
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! 2
. . s+ W »
coppie neuire siano (0, -w-—_——z—) e le sue — trasformate
Yotse Fotso W+ o . 7
( : + ) =0, 1, .., — T3
212 2 2 2

2
. n . .
$=0, I, .., % - I) Risulta # = 1 + 5 v=2#? ¢ quindi

v=4 (n-1).
Nel caso di una curva sostegno armonica, G sia
L .. . w4t 5w
costituito dalle trasformazioni o =5 wu + —
(r, s=0, I, ..., #-1I; t=o0, I, 2, 3; # pari); le coppie neutre
2
M

sianc le stesse dell’esempio precedente. Risulta w=1+ i
ve=gq ut=8 (w- 1)

Se infine la curva sostegno ¢ equianarmonica, G sia co-

!
- .. O S
stituito  dalle trasformazioni " = (-&)' u - —
- — - T fo . hitrario}: 1 2
(#, s=o0, 1, ..., - 1; £=0, L, ..., 5; # arbitrario}; le »* cop-
) . ro+s o
pie neutre siano (o, o) e le suc {rasformate T

(r, =0, I, ..., #n~-1}) Risulta x=1+5% v=06n"=0(n-1).

C) Campi a curva sostegno ipervellittica.

N

In questo caso la ricerca di una relazione tra v e & ¢
meno semplice. Si tratta comunque di determinare una fun-
zione f (%) in modo che il numero v delle trasformazioni bira-
zionali in s¢ di un campo 7 a sostegno iperelliftico di genere
virtuale % soddisfi in ogni caso la limitazione v<f (%), Sup-
potremo anzitutfo la f (%) non decrescente. Se lo fosse in un
intervallo (wm;, w,), basterebbe considerare il minimo valore
Tty >, per cui [ (7y)=f (%)) (sl vedra che un tale valore esiste
sempre), e sostituire f (%) con g (=) cost definita: g (7)=f (%)
per wmy, g (7)=] (7)) per m<w<my, g (m)=1 (%) per >,
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Ripetendo V'alterazione della { (%) in ogni eventuale intervallo
di decrescenza, si oftiene alla fine una g (7} non decrescente.
It procedimento non altera sostanzialmente la natura della
questione, perché come si vedra, 1’alterazione riguarda golo i
valori bassi di # (m<{16) o I valori aventi una certa parita.

Ricerchiamno dunque una limitazione del tipo v<<f (m), con
f (n) funzione Incognita non decrescente. La determinazione
della f (x) si fara fissando il gruppoe Gy e alterando il campo 7
in un campo Y di genere w'<<m, pit basso possibile, ma cu-
rando che il nnovo campo v’ abbia ancora G, come gruppo di
trasformazioni in sé. Il che non esclude che ¥ ammetta nn
gruppo G, pi ampio di G,; ma cié non compromette il
rsultato perchd il campo 7’ verrd automaticamente preso in
considerazione a partire da Gy. Se ora per il campo 7’ vale
la v<<f (n'), facilmente costruibile per la particolarita di v,
dovrd a maggior ragione valere la v<<f (m).

Nell’alterazione del campo, naturalmente, il genere effet-
tivo p non dovrd scendere al di sotto di 2, e, se si vogliono
campi neutri in senso stretto, il nnmero & dellc coppie neutre
dovra essere almeno I.

Passiamo ora ad applicare il procedimento indicato, av-
vertendo che continueremo ad usare il simbolismo e le nota-
zioni del n. 5.

Supponiamo in primo luogo che il greppo Gy contenga la
trasformazione generata dalla g! esistente sulla curva sostegno.
Tn tal caso il campo ¢ possiede, con ogni coppia neutra, anche
la sua coniugata neila g} .

Passiamo allora da ¥ a un campo Y’ di genere effettivo

- nguale & genere virtnale non maggiore di quelli di v, eseguendo,
per ciascun tipo di coppie, le seguenti sostituzioni (beninteso
quando esistano coppie neutre del rispettivo tipo):

4) alle due coppic (4, B), (A%, B¥) si sostituiscano le
due coppic (4, A%), (B, B*) del tipo b*};

P. I n 6



0’) alle due coppie (4, A7), (A%, A'%) le due coppie
(A, A%), (A’, A™*) del tipo b¥);

¢) alle due coppie (V, W), (V¥, W*) le due coppie
V., V¥), (W, W#) del tipo ¢*);

d) alle due coppie (4, A) (4%, A*) Punica coppia {4, A*)
del tipo 0%);

¢} alle due coppic (V, V), (V*, V*) lunica coppia
(V, V¥) del tipo ¢*).

ES

Il campo " ammette solo coppie dei tipi b*, %, ¢t o*.

Passiamo da v a v”, di genere effettivo uguale e genere
virtuale non maggiore, conservando soltanto una coppia neutra
e le sue trasformate in G,, e sopprimendo tutte le altre; dato il
tipo delle coppie, vuol dire che i corrispondenti punti sulla
refta complessa X costituiscono un solo sistema di intransiti-
vita, o al pin, soltanto per il tipo ¢*, due sistemi isomorfi
tra loro.

Il campo v” contiene coppic di uno solo dei tipi b¥,
c*, ct, e*,

Passiamo da v” a v, di genere effettivo uguale e genere
virtuale non maggiore, eseguendo, per ciascun tipo di coppie,
le operazioni qui sotto indicate, eventualmente Puna di seguito
all’altra;

b¥) far tendere A ad un punto di diramazione A o ad
un punto unito V; la coppia {4, 4%) diviene del tipo e*) o ¢*¥);

¢*), e*) sostituire il sistema delle coppie, ove cid sia Pos-
sibile, con quello generato dalla coppia della g, corrispondente
ad un punto di X unito per il massimo numero di operazioni
del gruppo H; le nuove coppie sono del tipo ¢* o e*, in nu-
mero non maggiore di prima;

e¥) se il sistema dei punti di diramazione A appartenenti
alle coppie neutre si divide in coppie di imprimitivita (4, A",
sostituire le due coppie (3, A), (A, AY) con l'umica coppia
(4, A7), del tipo ¢*).
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Il campo y'” cosi costruito ha come coppie neutre le tra-
sformate ne! gruppe & di wna coppia di uno dei seguenti tipi:

¢®) (4, A, (cfr. n. 3);

c*) (V, V*), ove V & uno dei punti di X unito per il
massimo numero di operazioni di H;

e*) (A, A) ove A & uno dei punti di X unito per il mas-
simo numero di operazioni di H, e il sistema da esso generato
non si divide In coppie di imprimilivita.

Passiamo da v”" a ™, di genere effettivo uguale e genere
virtuale non maggiore, con una delle seguenti operazioni:

c*) siccome il numero dei A che fanno parte delle coppie
neutre ¢ pari, si sopprimano gli altri A; se i primi sono in
numero minore di 6 si aggiungano come punti di diramazione
uno o pitt punti di X, insieme cen i loro trasformati in H,
in modo da ottenere, insieme con i precedenti, il minimo nu-
mero pari non inferiore a 6;

¢®), ¢*) in luogo dei A si assumanc come punti di dira-
mazione quelli costituenti uno o pil sistemi pari e una o pid
coppie di sistemi dispari, in modo che il numero totale sia mi-
nimo e non inferiore a 6; le coppie possono mutar tipo, ma
rimangono sempre di uno dei due tipi ¢*}, e*).

In definitiva il campo neutro y' & costituitc in uno dei
due modi seguenti:

1) i punti A formano un sistema, mutato in sé dal gruppo
H,, contenente un numero pari di punti, minimo e non infe-
riore a 6; le coppie, di uno dei tipi ¢*), e*), sono le coppie
della g; costituenti in X un sistema minimo; il sisterna delle e¥)
non si divide in coppie di imprimitivita;

2) i punti A sono cosi divisi: % coppic (4, A7)
(k=1, ..., »; #n_>1) costituenti un sistema pari di cui esse
sono coppie di imprimitivitd, ovvero due sistemi dispari, iso-
morfl; se #<3 altri 2 #" punti 4, (k=2#n+1, .., 2%+2%")
in modo che n+#n'>3, costituenti sistemi pari e coppie di si-

P. I, 5 6
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stemi dispari, il tutto in moedo c¢he 2z +2#%" sia minimo. Le
coppie neutre ¢*) sono le (4, 47,).

Cio premesso, occorre passare all’esame delle circostanze
che si presentano per ogni tipo di gruppo. A questo scopo,
fissato il gruppo H,, con riferimento al poliedro che esso muta
in s¢, indicheremo con:

U,, U, il vertice della piramide e il punto appesto, ov-
vero 1 vertici della doppia piramide, risp, per il gruppo ciclico
o per quello diedrale;

V., i vertici del poliedro regolare o quelli della base della
doppia piramide, per i gruppi non ciclici;

W, i centri delle facce del poliedro regolare;

Y, 1 punti medi degli spigeli del poliedro regolare ovvero
della base della doppia piramide;

P, Q; punti generici.

Per ciascun gruppo finito ecco allora qui di seguito i possi-
bili sistemi di intransitivitd {quelli contrassegnati con * si divi-
dono in coppie di Imprimitivitd):

C, (n dispari): sistemi dispari: U;; Uy, P, .., P,
C, (n pari): »  dispari: Uy U,
»  pari: P, ... P,
D, (n dispari): » o dispari: Vo,V Y, oL Y,
» pari: *,, Uy *P, Py,
D, (n pari): »  pari: Uy, Uy BV L,V
MYIF L T 'Pil ¥ PZH
T, : »  pari: Vo, o, Vo W, Wy
5 .
Ny, Yer P, Py
Os4 : »  pari: VL, Vs WL W
Yy o Yios ¥Py Py
Lo : »  pari: Y, Vg FWL L, W
&
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A norma delle precedenti considerazioni di questo n. asse-
gnamo allora per ogni gruppo possibile, i campi y*, del tipo
1) e 2), in modo da poter concludere infine con la effettiva
determinazione della funzione f (=). [Quando le condizioni
richieste sono soddisfatte da pit campi di uwgual genere vir-
tuale, ne vienc indicato uno solo; & segnato con ** uno dei
campi che, per ogni H da il valore minimo di #].

Cs 1} A: PP P Q) Q, Q; c*: (U, U¥)
**p:z’ 8:1, T g, v =
2) A: U U,PPP,Q,Q,Q;; ¢*: (U, Uy)
p=3; 8:1; T g v=>0
u; 6$: (Ul’ Ul*)
#Ep=(n-1)[2; 6=1; =T+ (n-1)/2; v=2nu

2) A: UU,P.. P Q..Q; ¢ (U, Uy)

n?

C, (?37/5) 1) A: U PP

dispari

G, 1) Ar Uy U, PP, @ Q@ eFr (U, U

*“‘pzz, O==1; W=3; V=4
2) &0 U U PP Q@ ot (U Uy)
1)::::2; B::I; 7::':3; \jx:4

C, 1y A U, U, PP, et (U, U*)
Fhbmg, E=1; T=173; V=&
2) A U] Ug P]-- P4; ct (Ull U2)
p=2; b=1; m=3; v=8
C, (”2.6) 1) A: P, P c*: (U, Uy¥)
P b= (nf2)-1; 8=1; w=nlz; v=2n
2) At U U, P, ... P ¢t Uy, Uy)

p=nj2; &=1; mw=(u/2)+1; v=2n

P.T, 0 0
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Dy, (”,7’3.) 1) AP L Py c*: (U, U, (U, U*)
dispari o . .
Mp=n-1; 6=2; T=u+1; v=4n
2) Ar U Uy Py Py ¢t (U, Uy
p=n; E=1; n=n+1; v=4n

Dy, 2) A&: U U, ViV Y Y, et (U, Uy
*ph=p: §=1; m=3; v=8
Dyy 2) 3 U U VLV et (U, Uy
**7‘)32; 5:1; =73, v=16
Dy, ("""?’6) ) A vV c* (U, U¥), (U, U¥)
p=(n/2)-1; 6=2; "=(n/2)+1; v=4qn

2) A U U,V LV, ¢ (U, Uy)
Mip=njz; S=1; m=(n/2)+1; v=4n

Ty ) A Y, LY ¢t (V,, V%), .., (V, VY
p=2; 5:4; n=0; v=24
2) Ar Yy Y ety (Yy, Y, (Y, Yo), (Ys, Y

Fhhw=o; fm3; W=5; v=24

Oy 2) Ay VLV et (Vi Vo), (Y, Vs), (V5 Vo)
¥ip=a; 8=3; m=5; v=48

i

2) A VLV ¢t (VL VL), (Vo V. (Y, V)
*¥ip=r5: 5=6; W=11; v=T20.

[60

Quanto detto finora vale nell’ipotesi fatta che il gruppo G,
di trasformazioni che muta in s&¢ il campo neutro y contenga
ia gi: ebbene I'altra ipotesi si riconduce facilmente alla prima.
Supposto infatti che G, non contenga la g}, il gruppo

generato sulla curva sostegno da G, e dalla g} ¢ un G\, con



M. ROSATI ~ FUNZIONI I VARIETA QUAST ABELIANE DOPO SEVERI 49

W==2v, che subordina suila rettz X lo stesso gruppo H . A noi
basterd dimostrare che esiste un campo ¥, di genere <=,
che ammette G come gruppo totale di trasformazioni in sg;
sl avrd infatti, essendo [ (m) non decrescente:

v=v/2 ¥ K F(7) << f(R).

Lo scopo si raggiunge al modo seguente: nel campo 4 di
partenza s consideri unra coppia neuira e le sue trasformate
in Gy, e sl sopprimano le altre; si ottiene un campo 1" di ge-
nere w'<im; v non aumenta ovvero, se G, si amplia, o vale
I'osservazione fatta all’inizio di C) in questo n., o ¥ =v. Altri-
menti a partire da ¢’ si ottiene y con le seguenti operazioni:

a) nella coppia (4, B) si faccia tendere 12 ad 4%, otte-
nendo cosi una coppia b%);

b") si faccia tendere A ad uno, V, dei punti uniti dell’in-
voluzione subordinata su X da quella a cui apparticne la
coppia (4, A”); si ottiene una coppia c¥) o e%);

¢’} in iuogo della coppia (VF, W) < prenda la coppia
(V, V*) del tipo ¢*); cid non aumenta =, perché la seconda
coppia & unita per lo stesso numero di trasformazioni che la
prima;

d) la {4, A) s faccia tendere ad una coppia (V, V) o
(A, A) del tipi ¢, e¥);

e la (V, V) sl sostituisca con (V, ¥#), del tipo ¢*), che
ha lo stesso numerc di trasformate.

Dopo ¢id, 1l campo ¥ contiene solo coppic 6%), ¢*), ¢}, ¢¥)
e la g! lo muta in s2.

Siamo infine in grade di concludere con il seguente teo-
rema, con riguardo a quanto detto in precedenza e ricordando
che i campi contrassegnati con ** nella precedente tabella sod-

P.I n 6
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disfano la limitazione v<{f (w), ove la funzione { (%) & ap-
punto quella qui appresso definita.

TeorEMA X. — Un campo neutro in sewso siveifo {(8>0),
costruito sopra wna cuwrva iperellittica, possiede al pite f (w)
trasformagioni bivazionall i sé, owve la funzione { (w) é cosi
definita:

w3, 4 05 6, 7, 8, 9, T0, II, 12, I3, T4, 15, =16

J(m)= 16, 24, 48, 48, 48, 56, 64, 72, 120, 120, 20, 120, 120, 8 (w—1).

Osserviamo che la limitazione fornita dal teovema & la pid
stretta possibile, almeno per =16, compatibilnente con il
tipo di espressione analitica; esistono infatti infiniti valori di =
per cui essa & raggiunta: si osservi il caso D,,, 2), con n pari
730, nella precedente tabella,

Riunendo i risultati di tutto il presente n. possiamo anche
enunciare il;

TroreMa XI. — Un campo nentro in senso streito (8>0),
costruito sopra wna curva vazionale, o ellittica, o iperelittiica,
avente genere virtuale ©>>1 e diverso dal campo ¥, di caratieri
p=8,=0, n=0,=2, possiede al pin f, (7) trasformazioni biva-
zionall in sé, ove f, (™) é cosi definita:

we= 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9,10, II, 12, 13, 14, 15, =16
So(m)= 8, 24, 24, 48, 60, 48, 56, 64, 72, 120, 120, I20, 120, 120, 8 (n—1)

ed esistono infiniti valori di ©™ per © quali la Hmitazione ¢ rag-

giunia,

¥
¥
%

Dobbiamo ora occuparci della relazione intercedente tra il
periodo delle trasformazioni birazionali in s& di un campo
neutro v e il genere virtuale w di y, per estendere ai campi
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neutri un altro classico teorema di Hurwirz (1) secondo i
quale il periodo di una trasformazione in s¢ di una curva di
genere p(>>1) non supera 10 (P - 1).

Si comprende che, volendo procedere in analogia con quanto
fatto finora, si inconfreranno difficolta del tutto analoghe a
quelle incontrate studiando la Hmitazione per il numero delle
trasformazioni, anziche per il loro periodo; e i mezzi per su-
perarle saranno gli stessi, anzi le tabelle sopra costruite sono
gia quelle che servono a percorrere ’analogo cammino.

Per questo non ¢i attardiamo nelle dimostrazioni, che i
lettore potrd, ove occorra, ricostruire o trovare nei lavori gia
citati [5] e [7] di Benevicry. Enunciamo quindi senz’altro
i risnltati:

Teorema X, — 11 periodo di una trasformazione birazio-
nale tn se dv un campo neuntro di geneve effettivo nullo e genere
virluale w>1, diverso dal campo ¥ di caratteri p=35,=o,
n=0,=2, non supera 2m.

Trorema XIII. — Sopra un campo neutro di genere effet-
tivo 1 e genere virtuale 71 wna trasformazione birazionale ha
periodo non superiove al massimo tra 6 ¢ 2 (m-1); se il so-
stegro ¢ armonico o genevale i peviodo mon & supeviove al
massimo tra 4 e 2 (= - 1), 0 rispeilivamente a 2 (n - 1). Esistono
tnfiniti valori di m pov ¢ quali le limitazioni sono ragginnie,

Trorema XTV. —— Sopra un campo neutro di genere vir-
tuale w a sostegno iperellillico, il periodo di wna trasformazione
birazionale non supera 4 n~ 2, ed esistono infiniti valori di =
per © quali la Umitazione & ragginnta,

I infine:

TeoreMa XV. — Il periodo di una trasformazione birazio-
nale tn sé di un campo neutro di genere virtuale w>>1, costruito

('} Cir. la memoria [32].

P I n b
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sopra una curvd razionale, o ellittica, o ipevellittica, e diverso
dal campo ¥, non supera 4 ™ - 2.

7. UN' ESTENSIONE DELLA NOZIONE DI CAMPO NEUTRO

In questo n. prendiamo in esame un problema della teoria
dei campi neutri che non & direttamente collegato con le que-
stioni precedentemente trattate. Mentre queste infatti, come
tutta la teoria delle serie lineari neutre di SEVERI, si svolgono
nell'ambito di campi neutri relativi a curve algebriche definite
sul campo complesso, acceniamo qui aila possibilitd di esten-
dere le definizioni ed alcune proprietd dei campi neutri e deile
relative seric Hneari neutre al caso di curve algebriche costruite
sopra un campo base arbitrario.

L’estensione, dovuta a M. Beseprcty (cfr. [11], [16]),
viene fatta introducendo una conveniente nozione di egquiva-
lenza nell’ambito della geometria sopra una curva relativa a un
campo base arbitrario, secondo lindirizzo di C. CHEVALLEY.
Essa da un canto si presenta come una generalizzazione della
nozione di equivalenza sccondo CHEvALLEY, e d’altro canto,
quando il campo base si riduce al campo complesso, si riduce
alla nozione di cquivalenza linearc neutra di Smverr (').

Ricordiamo che la costruzione della geometria sopra una
curva nell’indirizzo di Cuogvariky ha come punto di partenza
non una curva algebrica immersa in uno spazio proiettivo, ma
invece il campo delle funzioni algebriche in una indeterminata
associato alla curva stessa; e lo sviluppo della teoria avviene
anziche considerando la curva invariantivamente, cio¢ a meno
di trasformazioni birazionali, considerando invece il campo di
funzioni algebriche a menc di isomorfismi e, naturalmente, pro-
cedendo con mezzi puramente algebricl.

() Per U'ssatta comprensione di questo n. it lettore tenga presenti i -
neamenti fondamentali della teoria i CurvaLnry, che si trovano, per es.,
nei primi due capitoli del swo volume {18}
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Cominciamo col richiamare alcune nozioni fondamentali e
con Vintrodurre le relative notaziont.

Sia K un campo arbitrariamente prefissato, che assumiamo
come campo base, e sia R un campo di funzioni algebriche i
una indeterminata sopra K. Per definizione, R ¢ un sopracampo
di K soddisfacente le due condizioni seguenti:

a) esiste in R un elemento y trascendente sopra I;

b) R & un ampliamento algebrico di grado finito di K (y).
In particolare R ha grado di trascendenza 1 sopra K. Gli ele-
menti di R si chiamano le funzioni algebriche; quel particolari
clementi di R che sono algebrici sopra K si dicono le costantt,
¢ formano un campe K’, il quale non & altro che la chiusura
algebrica di K in R. Si ha ovviamente:

FC K CR

Indichiamo con:
R, Panelio di valutazione relativo al posto p;
p il posto (= ideale delle non unith di R, );
v, (%) la valatazione determinata dal posto p (per un dato po-
sto p, v, (x) ¢ una funzione dell’elemento x variabile in
R, avente valori interi se x7%0, e v (0)=2¢. v (%) 8 dice
anche 'ordine di x nel posto p).

Se si suppone nota la valutazione v, (x), risulta:

R, = {xeR | vx)=of

7
po=ixeR | v(x)>o | .

Sia incltre:

€ ==t pvs® un divisore di R (per un dato divisore, v, (&)
¢ una funzione del posto p avente valori interi, e diversi
da zero soltanto per un numero finito di posti);

D (a) == 1 ¥ il divisore di x (essendo x una qualunque
funzione 320 di R);

P.I a7
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d{p) il grado del posto p (il campo residuo del posto p, cioé
R,/p, ¢ un ampliamento algebrico di grade finito del
campo delle costanti; questo grado si assume come grado
d{p) del posto);

& @) =X d(p) v, (&) il grado del divisore €.

Cié premesso consideriamo ua sotteanello o del campo R,
contenente il campo base K, ma non contenuto nel campo delle
costanti K’; supponiamo inoltre che il campo quoziente H di
o coincida con R. Quest’uitima ipotesi non & sostanzialmente
restrittiva perche, se H fosse propriamente contenuto in R,
dal fatto che o non & contenuto in K’ seguirebbe che H & un
campo di funzioni algebriche sopra K, ed R sarebbe un am-
pliamento di . Si potrebbe allora riferire ad H le conside-
razioni seguenti, ed applicare successivamente Ja teoria del-
I'ampliamento di un campo di funzioni (cfr. [18], [37]). Sup-
poniamo dunque senz’altro:

KCoCR . o=k
Fissato i’anello o, gualunque sia il divisore €, poniamo:
So(a)=gxso|vp(x)‘/;w-vp(@.)i \

L’insieme £, (€1) cosi definito & uno spazio vettoriale sul
campo K. Se o & un altro ancllo soddistacente alle stesse con-
dizioni di o, ¢ se inolire o € o risulta:

[— o

Sla (ﬂ)monﬂ.o, @y € 5L, (e

La dimensione r, (&) dello spazio %, (&) & poi finita per-
ché & finita la dimensione r, (€) dello spazio £, (&)

Relativamente al prefissato anello o introduciamo ora una
relazione binaria (relazione di equivalenza generalizzata) tra
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le coppie di divisori del campo R, dicendo che per due divi-
sori €1 e 9 sussiste la detta relazione, e scriveremo:

el fs B
se ¢ soltanto se esiste un elemento x di o tale che:
D == 8D ()

La relazione ——+ ¢ riflessiva e transitiva; & inoltre simme-
trisa se o =R.
Si riconosce facilimente che la relazione introdotta soddisfa
le proprietd seguenti:
Yy
se €% 8, allora @ -5 B (Q)=r, (B);
ce @ B, allora d(Q)=d(B) , vy (A)=rp (B);

inoltre 7, (&)=ry (4) .

Osserviamo ora che la relazione di equivalenza introdotta
tra i divisori st presenta come una generalizzazione di altre pre-
cedentemente note, che riportiamo qui di seguito, tra le quali
¢i interessa in modo particolare la seconda.

1) Se K & il campo complesso, sia C la curva irriducibile,
pensata invariantivamente, della quale R & il campo delle
funzioni razional. Se si assume o =R, la relazione infrodotta
si riduce a quella classica di equivalenza lineare tra gruppi di
punti sopra la curva C.

2) Se K ¢ il campo complesso, sla C la curva irriducibile
definita come sopra. Fissiamo sulla curva C 8 coppie di punti
distinti (4,, B)) (i=1, ..., 3)) e &, coppie di punti coincidenti
(4, 4) (G=8+1, ..., 8 +8=8), in modo che i punti
A, B, A; slano tutti distinti tra loro. Consideriamo, entro il

PoIonoy
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campo delle funzioni razionali sulla curva C, ancllo delle
funzioni ciascuna delle gquali;
a) non ha poli nei punti 4, B, 4;;
b) assume valori uguali in 4; ¢ B;;
¢) togliende ad essa il valore che assume in 4 ; si ottiene
una funzione che ha uno zero almenc del secondo ordine in 4 e
L’anello costruito soddisfa alle condizioni richieste in ge-
nerale per I'anello o, ¢ la cquivalenza costruita a partire da
esso da luogo alla equivalenza lineare neutra ¢ alla teoria delle
serie lineari neuive di SEVERI.

si ottiene la teoria classica della equivalenza tra divisori dello
CurvarLpy (cfr. [18]).

4) Se K & un campo base arbitrario, e si assume come
anello o un anello semilocale ciog, nel nostro caso, un anello
contenuto soltanto in un numero finito di anelli di valutazione,
s ottiene la teoria di M. Rosenticnr {cfr. [37]), che a sua
volta & una estensione delle teorie precedenti 1), 2), 3).

L'interesse della generalizzazione della nozione di equiva-
lenza data da Brwnepicty, come del resto di quella data da
Rosewvicur {cfr. [37]), risiede nella possibilita di dimostrare
per essa il feorema di RIEMANN (in varie forme generalizzate)
e di stabilire quindi Iesistenza del genere per il campo R (si
tratta naturalmente di un « genere » relativo all’anello o, ov-
vero di un o -gemere, ottenendosi il genere del campo R se-
condo CHEVALLEY quando o =R), e di introdurre la nozione
di indice di specialiti ecc., fino a dimostrare il teorema di
RiemaNN-RocH, che si pud mettere sotte diverse forme gene-
ralizzate,

Entriamo in un interessante ordine di questioni, che esu-
lano perd dai compiti che ci siamo proposti in questo n.; rin-
viamo quindi il lettore alle memorie [167, [17], [37].



PARTE SECONDA

TEORIA ARITMETICA
DELLE FUNZIONI QUASI ABELIANE

8. PreMESsa. RELAzZIONT D HUrwWITZ-CONFORTO DI UNA MA-
TRICE QUASI ABELIANA.

Consideriamo una matrice quasi abeliana w, cloe (cfr.
f50]) una qualunque matrice a w righe e =’< 27 colonne, la
quale si possa assumere come matrice dei periodi primitivi di
un corpe K di funzioni quasi abeliane di n variabili, che
indicheremo con #;, #,, ..., #< (0 anche con una malrice # a ©
righe ¢ a una sola colonna}.

La varieth quasi abeliana di Picarp Vy associata a K ¢ una
varietd algebrica, determinata a meno di trasformazieni bira-
zionali, 1 cul punti sono in corrispondenza generalmente bi-
univoca con il prisma dei periodi. Su di essa le variahili
Uy, Uy ..., ¥ divengono integrali semplici linearmente indi-
pendenti, da considerare come virtualmente di prima specie.
Ad un gruppo generico di valori u,, #,, ..., tx corrisponde al-
lora sulla V. un punto P, che indicheremo con P (u), in cui
gli integrali anzidetti assumono tali valori; inversamente ad
un punto generico di V. corrisponde un gruppo di valori
u), o, ..., W & tutti quelll ad esso congrui modulo w.

Sulla varieta V. si possono definire ([50], n. 32), come
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nel caso classico, le trasformazioni di prima e di seconda spe-
cie, rappresentate rispettivamente dalle formule:

(18) W - uta {mod w)

(19) Wi+ b (mod w)

ove a4 ¢ b rappresentano matrici complesse a = righe e una co-
lonna. Fissata @ o b Ie (x8) o (19) definiscono una corrispon-
denza analitica generalmente biunivoca ira i punti della V.,
rappresentata analiticamente da congruenze lineari tra gli in-
tegrali virtualmente di prima specie di V.. Al variare di a, b
si ottengono oo™ trasformazioni delle due specie. Messe a con-
fronto con le analoghe trasformazioni relative al caso di una
varietd abeliana di P1carn, le (18), (19) presentano una prima
analogia, percheé sono anch’esse trasformazioni birazionali; ma
presentano anche una diversiti fondamentale, quella che il
gruppo da esse formato opera su Vi in modo generalmente
transitivo, e non assolutamente transitivo come accade per il
caso abeliano.

Si pone quindi, con CoNFORTO, il problema di determinare e
studiare tutte le trasformazioni analifiche e biunivoche di una
varietd quast abeliona di PICarp Vi in sé, le quali, come le
(18) e (19), siano rappresentate da congruenze lineari tra gl
integraly vivtualmente di prima specie della V. Tali trasforma-
zioni si diranno anche trasformazioni di ConrorTo.

Osserviamo anzitutto che, nel caso abeliano, il problema
analogo a quello or ora enunciate acquista immediatamente un
aspetto arifmelico, conducendo, dal punto di vista anali-
tico, alla considerazione delle cosiddette relazioni di Hurwitz
a cui soddisfa la matrice di Riemany relativa alla varieta con-
siderata, ovvero, secondo la veduta geometrica di Scorza, alla
ricerca delle omografie in s¢ della nominata matrice di Rye-
MANN, Ora in generale una matrice di RIEMANN non ammette
omografie in s¢ distinte dall’identitd e in conseguenza una va-
rietd di PICARD a moduli generali non ha trasformazioni bira-
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zionali in sé oltre quelle di prima e di seconda specie. Per mo-
duli particolari tuttavia la variets di Prcarp pud acquistare
altre trasformazioni rappresentate da congruenze lineari tra gli
integrali di prima specie, che sono distinte dalle trasfor-
mazioni di prima e di seconda specie; esse risultano perd sem-
pre birazionali ¢ si distribuiscono in schiere oo”, la totalita di
tali schiere venendo a dipendere da paramefri variabili in modo
discreto.

Nel caso quasi abeliano il problema proposte, come ve-
dremo in seguito, presenta ancora un aspetto aritmetico poi-
ché conduce alla considerazione di relazioni di Hurwirz genc-
ralizzate: le relazioni di Hurwitz-Conforto; cidé non csclude
perd il verificarsi di circostanze completamente nuove: in pri-
mo luogo pud accadere che, oltre alle trasformazioni ordina-
rie (18), (19) si presentino sempre, e non soltanto per moduli
particolari, anche altre trasformazioni le quali si distribriscono
in schiere co™; in secondo luogo queste trasformazioni straor-
dinarie possono essere non birazionali, pur rimanendo ovvia-
mente analitiche. T casi in cui si presentano trasformazioni
straordinarie e le relative modalith sono stati nettamente carat-
terizzatl nelle ricexche di Conrorto, come risulterd dal seguito,

La differenza pitt profonda tra il caso in esame e il caso
classico sembra risiedere, allo stato attuale delle indagini, nel
fatto che per il problema enunciate I'aspetto aritmetico ¢ quello
funzionale sono inscindibilmente legati I'un l'altro nel caso
quasi abeliang mentre nei caso classico abeliano 'aspetto fun-
zionale &, per cosi dire, assorbito in quello aritmetico.

Per comprendere il senso di questa affermazione si rifletta
che mentre una matrice di RIEMANN w© ndividua un corpo di
funzioni abeliane, come il corpo costituito da tuite le funzioni
meromorfe con la matrice di periodi primitivi w, avviene invece
che vi possono essere Him corpi di funzioni quasi abeliane con
la stessa matrice w di periodi primitivi, tutti contenuti nel corpo
pitt ampio di tutte le funzioni meromorfe con la matrice di pe-

P- ][, H. 8
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riodi w. Da cid segue che, menire nel caso abeliano le pro-
prieta aritmetiche della matrice w si riflettono wnivocamente in
campo funzionale, pud invece a priori avvenire nel caso quasi
abeliano ~ ¢ di fatto avviene - che una proprietd aritmietica
della w si interpreti in modo diverso in rapporto ai diversi corpi
quasi abeliani con la matrice di periodi w, Mentre percit la
teoria delle matrici di Riemann pud essere sviluppata, come
ad es. avviene nelie classiche memorie di Scorza, lasciando
completamente da parte 'aspetto funzionale senza affatto me-
nomarne il contenuto, occorre invece sempre tener presenie
I'aspetto funzionale nel caso quasi abeliano, giacché esso non
& assorbito in quello aritinetico.

Sembra dunque lecito affermare che la feoria aritmetica
delle funzioni quast abeliane ¢ destinata ad assumere un’am-
piczza forse anche maggiore della corrispondente teoria abe-
liana, senza comunque ridursi affatto ad nna ovvia gencraliz-
zazione di questa.

I risultati sopra ricordati sono frutto delle ricerche di Con-
rorro, nelle quali egli ¢ venuto edificando la prima base della
teoria aritmetica delle funzioni quasi abeliane. Riservando gli
ulteriori sviluppi della tepria alla parte seguente della nostra
trattazione, cominciamo, nel prossimo n., con l'approfondire
lo studio delle relazioni di Hurwirz-Conrorro di una matrice
quasi abellana,

Come si perviene a delle refazioni?

Accenniamo alla dimostrazione melto in breve, anche per-
cheé il ragionamento ¢ sostanzialmente quello classico di Hug-
wiTz relativo al caso abeliano.

Suppongasi che sulla varietd quasi abeliana V; sia data
una trasformazione T {(anche soltanto) wniveca rappresentata
da una congruenza lineare tra gli integrali virtualmente di pri-

ma specie del tipo:

{20) “As+ d (med )
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ove AW™ & una matrice quadrata di ordine ® e A% & una
matrice a = righe e T colonna, entrambe ad elementi com-
plessi, mentre #, " sono matrici a = righe e I colonna aventi
per clementi rispettivi a;, ..., u. € u'y, ..., 94 .

Con opportuna scelta delle determinazioni degli integrali
W, ..., #s, la (20) potra scriversi come uguaglhanza:

(21) w = A+

e aliora partendo da un generico punto P della V., in cul gli
integrali assumano i valori », la (21) fornird i valori #’ 1 quali,
tramite il teorema di inversione, determineranno il punto P
corrispondente di P.

Sia ora vy un ciclo di V. lungo it quale gii integrali « rice-
vano come incremento un periodo t,u)(!“’” rappresentate da una
colonna della matrice quasi abeliana ™). FFacendo descrivere
a P il ciclo v, il secondo membro della (21) subisce I'incre-
mento Aw,, mentre il punto corrispondente P’ descrive un ciclo
v’ lungo il quale i valori «’ subiranno 'incremento di un pe-
riodo wa (ove la matrice ¢V ¢ formata di interi); si otticne
ner confronto Aw;=wa. Facendo percorrere ad o, tutte le &’
colonne della matrice w si perviene in definitiva alla seguente
relazione tra matrici:

At =wf

ove 0™ & la matrice quasi abeliana, A®® & la matrice che
compare nelle equazioni della trasformazione (20) ¢ 767
¢ una matrice intera. La relazione Aw=w], evidente genera-
lizzazione della relazione di Hurwitz classica, stabilisce una
condizione necessaria (e sufficiente) per l'esistenza di una tra-
sformazione univoca 1'; tale esistenza implica dunque l'esi-
stenza di una matrice intera , oltreché della A, legata alla A

e alla ©w dalla relazione anzidetta.

Pl on 8
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E la presenza della matrice 7 ad elementi interi che segna
I'aspetto aritmetico del problema di determinare le trasforma-
zion T,

¢. PROPRIETA ARITMETICHE DELLE RELAZIONI DI Hurwirz-Con-
FORTO DI UNA MATRICE QUASI ABELIANA

Dicesi relazione di Hurwirz-CoNrorro relativa alla ma-
trice quasi abeliana ™™ ogni relazione del tipo:

(22) Aw==w]

nella quale A & una matrice quadrata di ordine = ad elementi
complessi, ed 7 & intera di ordine ="

Nel caso abeliano ¢ ben noto che (cfr. ad es. [30]): la A e
la 7 si individuano reciprocamente; per moduli generici la [/
non puo esserc che proporzionale alla matrice unitaria del suo
ordine /=~U; per moduli particolari, quando accade che sia
I7£RU, 1a I non pud perd mai essere data ad arbitrio.

In questo n. daremo risposta agli analoghi interrogativi nel
caso quasi abeliano, mostrando che la A individua sempre la 1,
e delerminando le condizioni necessarie ¢ sufficienti perché 1
individui A ¢ perche la 1 possa darsi ad arbitrio. Studieremo
Inoltre il problema di determinare tutte le A che, insieme con
una data 1, possono comparive nella (22), naturalmente per
una w assegnata, In questo n. la trattazione avrd un carattere
esclusivamente aritmetico; i prossimi n. saranno invece dedi-
cati all’aspetto geometrico e funzionale delle relazioni di Hur-
wiIrZ-CONFORTO di una matrice quasi abeliana.

Osserviamo preliminarmente che i problemi di determinare
tutte Ie relazioni di Hurwrrz-Conrorro relative a due matrici
quasi abeliane equivalenti coincidono. Ove naturalmente s’in-
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tenda per equivalenza (cfr. [50), n. 48) tra due matrici quasi
abeliane ), ©’ con gl stessi caratteri, la relazione espressa dalla

' =awd

con & matrice quadrata di ordine m, ad eclementi complessi e
non singolare, ed 4 matrice di ordine #" unimodulare (ad ele-
menti interi e con determinante --x). Infatti da una relazione
di Hurwirz-Conrorre relativa alla © se ne deduce subito una
per la w’ e viceversa. Inoltre due distinte relazioni per la w
danno luogo a due relazioni distinte per la w’ talch® vi & cor-
rispondenza biunivoca tra le relazioni di HurwiTz-CONFORTO
relative a due matrici equivalenti, La facile dimostrazione di
queste circostanze (cfr. ad es. [22]) & identica a quella che si
ha nel caso abeliano.

Cio premesso, ci limiteremo allo studic delle relazioni di
Hurwitz-CorrorTo di una matrice quasi abeliana data nella
forma normale di Severt {[50], n. 28):

AP Qipm R,y w‘
1

(RSO VILID OB 2 CTRY

(23)

|
!
|
1
il
|

0(52.1‘7) 92(52;))) 0(52,61) !

ove le matrici parziali hanno il numero di righe e di colonne
indicati, talché la w ha w=p+8,+8, righe ¢ ' =2p+8&, co-
lonne. Ricordiamo che nella (23) la [|4 @i @ una matrice di
RieMann normale di genere p, ciot 4 ¢ diagonale del tipo:

2mi ;
e

! 2%E

(24} AP = d2

PO, n g
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(44, ..., d, sono 1 divisori elementari, fali che d;=1 e d,
(i=2, ..., p) & multiplo di &;_,;), mentre @ & una matrice sim-
metrica la cui parte reale & matrice dei coefficienti di una forma
quadratica definita negativa; B & una matrice diagonale con
gh elementi sulla diagonale principale tutti uguali a 2mi; Q, ¢
una matrice ad elementi arbitrari; £, si pud supporre che abbia
la forma
Con  Q,lep-0 i

|

I
2 0 Gap) |
(25) : I OBe0,0)  (bee-0)

dove C & diagonale con gli clementi sulla diagonale principale
uguali a 2nz, mentre @, & arbitraria. I.'intero g ¢ la caratteri-
stica di €,, talche risulta:

(26) plp e,

Fissati 1 carattexi p, &,, &,, p e i divisori elementari, la w
data dalfa (23) descrive un continuo, in dipendenza da

V=-£—(—p—2~t—%—)~ +p 8+ (p— 0

moduli indipendenti {cfr. [50], n. 55).

A) La matvice A individua la matrice 1.

Cominciamo col dimostrare che, in una relazione (22), la
matrice A individua la J. La dimostrazione poggia sul

Lemma — Se w'™) ¢ una matrice quasi abeliana ed é

(27) w =0
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con CEY matrice intera ad una sola colonna, gli elementi di C
sono tutti nulli.

Eccone la semplice dimostrazione, La oC, essendo una
combinazione lineare a coefficienti interi delle colonne della
w, fornisce intanto un periodo per le funzioni di un corpe K,
anzi per la {(27), il periodo nullo; ma w & matrice di periodi
primitivi per K, cioé ogni periodo si esprime in un sol modo
come combinazione lineare a coefficienti interi delle colonne
di w, e siccome il periodo nullo si ottiene gia prendendo i coef-
ficienti tutti uguali a zero, non pud essere C diversa dalla ma-
frice nulla.

Ovviamente il lemima continua a valere quando C é wuna
matrice intera a ©' righe ¢ a wn qualunque numero di colonne.

Supponiamo allora che, per una data A, sia

Aw=w]l | Aw=nl

e quindi
wl -~ I)=0

Segue subito [=1", applicando iI lemma precedente; quindi la
matrice I & univocamente determinata da A.

Prima di vedere se e quando la I individui la A, facciamo
una ulferiore osservazione.

Nel caso abeliano le due matrici A ed 7 si individuane re-
ciprocamente e siccome vale la relazione tra determinanti:

HESTARIN

ove A & la matrice complessa coniugata di A, le due eguazioni
lI]=0 e |Al=0 si conseguono a vicenda.

Nel caso quasi abeliano invece, se pure fa A individua la I,
come abbiamo sopra dimostrato, si ha che da [Al=o0 non se-
gue |1l =0, mentre da |Al70 segue [I|:#0. La prima parte di
questa proposizione si dimostra con un semplice esempio
(cfr. [20]). l.a seconda parte, di cui faremo uso in sepuito, si

P onoy

W
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dimostra come segue. Se |Af:#0, non solo la © ma anche la
Aw & una mafrice quasi abeliana (relativa al corpo di funzioni
quasi abeliane dedotte dal corpo K con la sostituzione di va-
riabili #’ =Aw), e allora per la (22) anche o/ & matrice quasi
abellana. Se ora fosse |/]==0 esisterebbe una mafrice quadrata
I di ordine ®=’, non nulla, per cui;

II'=0
¢ sarcbbe allora
will'=0,

Ma questa relazione implica I’=0, contro I'ipotesi, pur di ap-
plicare alla matrice quasi abeliana w/ il lemma di pag. 64.

B) Quando e come la matvice I individua la matvice A,

Vediamo ora quando e fino a che punto in una relazione di
Hurwitz-Conrorto la [ individui la A,

Assunta la w nella forma (23), poniamo:

AR 1P ]13(21,61)

H
i
|
(28) AR ARCEL R AR X ;E,
! ‘ o
i FARUITO R ARG RO ARG Y }i
e:
LSO T W LU WS L l‘
(2q) Ag BP) AL, 8080 AL (8ud) l; ,
H

A“(ésm) Aaﬂ(ahal) Asa(ﬁz,ﬁz)
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ove gli elementi delle 7, e delle Ay, (h, k=1, 2, 3) sono, rispet-
tivamente, inferi e compiessi. Cid posto la (22) equivale al
sistema di nove relazioni tra matrici:

AL+ QL =a,A4
ALy + Qs == A0 + A0 + AQ,
Al + 9./33 = A
Q.0 + Bl = Ay A
(30) Dylog + Bl = Ao + Ayl 4+ Ag(ly
O 7oy + Blyy == A B
Qolyy = Ay A4
Qalyg == Mgl + Apfdy + A5
o0, = AgelB.

Si tratta di vedere se¢ ¢ fino a che punto le (30) possono
risolversi rispetfo alle matrici Ay, (h, k=1, 2, 3), pensando
assegnate le 7, (k, k=1, 2, 3).

Per quanto ricordato all’inizio di questo n., le matrici 4
e B sono non singolari e quindi dotate di inversa A~!, B~1,
sicché le equazioni di posto 1, 3, 4, 6, 7, g tra le (30} forni-
scono gia:

Ay = (A4 7y + QL) A
= (A Ly + QL) B
1\2 = (él 121 + B]qi)A_i

T
(1) op == (Rl + Blog) B
,\31 = Oy ly, A
g = Qylyy Bt

Si ha quindi intanto, come parziale scluzione del problema,
che la matrice I individua in ogni caso le matrici Ay, A,
Ay Ay, Ay, Agy, ossia, per la (29), le prime due colonne
della matrice A.

Per determinare la terza colonna di A, ossia le matrici A,

PoIIL g
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Ay, Ay restano le equazioni z, 5, 8 delle (30), le quali in
forza delle (31) divengono:

(32)  ApQy== L9, Ay = MWED), Ay Qy = N,

ove gl & posto:

(33) { M=QL,, + Bly, ~(Q,, + BI;)A™'Q ~(QI,; + BL,;)B-1Q,
N =Q,,, - 0yl A7IQ - Q,1,,B71Q,.

Assunta la &, nella forma (25), si ponga:

A fodn) = !! P pey Pledee) :E

(34) AgyBu:deh = !f £,0ue Qg(ﬁx,ﬁre)“

[ A9 = || R, 0000 2 Bubia

LD :ﬁ L) L pp-0) ”
(.35) T B0p) o H j]gli(bne) Mz(ﬁ'h?’“@) ”
NB2p) o ii N8 A (B2 EE .

f immediato allora che le (32), tenuto conto delle (25},
(34) e (35) equivalgono alle sei relazioni tra matrici:

S P C==L,,  PQ,=1L,
(36) Q;C:: Mis Q,_Q':,_ :jlfg
? RC=0N, RQ,=N,
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Poiche ora la matrice C, per quanto ricordato, & non sin-
golare, esiste l'inversa C—! e dalle tre equazioni nela prima
colonna delle (36) si ricava:

(37) Py=L,C-1,  Q,=M,C-,  R=NC.

Queste, con riguardo anche alle (33), {34), mostrano che
la matrice I individua la prima colonna delle matvici A5, Aj,
gy scritte mella forma (34), ciot le matrici P, @, R,. Invece
le matrici P,, Q,, R, non intervengono affatto nelle {36), e ri-
mangono pertanto completamente arbitrarie.

Dopo quanto precede si conclude con il seguente:

TEOREMA 1. — Tutte e sole le matrici A, le quali, insieme
con una data 1 soddisfano una velazione di Hurwirz-Con-
FORTO della matrice quasi abeliana w {scritta nella forma (23))
sono le malvict della forma:

i

ALy + Q)4 (Al +00)B~  LiC-t P, ?
Wl + BLYA™  (Ql+ BB~ M.CY |,
0,7, 4! Q,7,,B~1 NG R,

(
(

(38) A=i
i

f

dove Ly, M, N, sono rispetlivamente le matrici formate dalle
prime p colonne delle matvici L, M, N definite dalle (33) e
P,, Q. R, somo matrici a 8, - ¢ colonne e rispettivamente a
P, 6y, 8, vighe, assolulamente avbitrarie.

Nella (38) sono cost presenti

(p+8,+8,)(5; ~p)=n(&; ~ ¢)
parametri arbitrari, onde si pud dire che le matrici A che,
insieme a una data 7, soddisfano una relazione di HUrRwITZ-

Conrorto della {23) sono oc™ (&m0}

2o, w9



70 PONTIFICIAE ACADEMIAE SCIENTIARVM SCRIPTA VARIA - 23

E chiarc inoltre, dal teorema I, che la matrice I non indi-
vidua, di regola, la A, Perché la individui devono mancare
P,, 0, R,, il che accade solo se p=8, (¢ escluso che sia
p=8=8,=0, che sarcbbe anche w=p+8 +8,=0). Dunque
vale il:

Trorema II. — Condizione necessavia e sufficiente perché
n una relazione di HURWITZ-CONFORTO di una matrice quasi
abeliana la wmatrice 1 individui la A é che sia:

p = &,

C) Un complemento al precedente teovema I.

Precisiamo la struttura dell’ultima riga della matrice A data
dalla (38) dimostrando che:

Le ultime &, ~ p vighe delle tre matvicy:
Q.1 A", Q,1,,B7" |, N

sono costituite tutle da zevi.
Osserviamo preliminarmente, con riguardo alla (25), che,
essendo:

Hi(r.»,-’) I
HnD e i

|
| [

Hyr-eb |

una qualunque matrice a p righe e ad ! colonne, risulta:

l

HIJ ‘CH + O, H,

c e
glgH: i
|

OQbi—g,0)  (OBe-e, p- @)l l lf (Hbe=0, 1)
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sicche le ultime &, - p righe della ©,H sono costituite tutte da
zeri. Cid premesso, basta far coincidere la H ordinatamente
con le matrici:

InA™0, 1B~ (I~ LA™ '8 - I, B2 )01
per dimostrare, in forza della terza delle (33), che le matrici:
QI A, QLB , N C-!

hanno le ultime 3, -p righe costituite da zeri; cid avviene
allora anche per la matrice |, che consta delle prime p co-
lonne di N, e infine anche di N, C-'.

Volendo mettere in evidenza la circostanza ora dimostrata,
netla matrice (38), st ponga:

H

;i;]’m(@,m
v dyywm

Iy =|
(39)  Zu ” e

! ]"22(911}) §

) ]22:;
| 27 ggt2-2p)

PPN g

oo Ap-eby
23

in modo che si abbia:

;o gt (C]'g, + ', 7)) At
0 2 The=
(4 ) e O(ai_le}
0.7 gt (C]’gs+£2’2]”23) B
I 3 -
(41) v Obs-0,81)
: ] Ol + Q50
2 Q,/,,=
(42) e ; O (bs—0,3}

P.H 2o
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e quindi (cfr. (33)):

Niawm l

|
(43) N = J
” OHdg-0,)

dove si & posto:

{44) N = (O gy + Q' 1"3g) — (Cly + Q3 075,) A74Q —
— (Cl - Q) 1" B1Q

Dopo cid la (28), per la (39} assume la forma:

; Ty Iy ‘
P 123 l
;[ ]”u !”22 [”23 “

t

Vo e T |

mentre la (38), per le {40), (41), (42), (43) assume la forma:

b BLy AT (Wl + Bly) B MO0y
|(CTur Qo)A (T + QoL )B™ MO R,
| 0 . %) o R

J(/u,1 b QLA (A v Q) B L Ot P, “

(46) A=

dove N’ ¢ la matrice costituita dalle prime ¢ colonne delia

b

matrice N’ data dalla (44) e, naturalmente, si & posto:

R et ”

R By e,arm |

|
(47) Buberd) = z’

in modo che R”, risulta una matrice quadrata di ordine &, - ¢.
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D} Le equazioni di condizione per la matrice 1.

Quali sono le matrici 7, che, in rapporto ad una data ma-
trice quasi abeliana w, possono entrare in una relazione di
Hurwritz-Conrorto (22)?

Per rispondere al quesito si pensi che il sistema (30) & equi-
valente al sistema delle (31} e {(36). Abblamo visto che le (31)
e le tre equazioni della prima colonna delle (36) permettono,
nei limiti in cui cid & possibile, ¢ determinare la A, data che
sia la 7. Resta da vedere I'ufficio delle restanti tre equazioni
della (36), le quali si scrivono, per le (37):

(48)  LCTQy=L,, MCTQ,=M,, NC'Q,=N,.

Queste non contengono pit gli elementi della matrice A (si
vedano le (33) e (35)), e rappresentanc pertanto delle rela-
zioni tra gli elementi delle matvici w ed I, in numero non
superiore a:

PA—p) 0 (p—0) 4By (po)=(p++ D) (p—p) =7 (p—p).

e (48) sono dunque le sole relazioni a cui debbono soddi-
sfare gli elementi della 7, dato che il sistema delle (30) equi-
vale al sistema delle (31) ¢ (36).

Sono le (48) effettivamente vincolant? per la matrice 77 Fsse
intante vengono a mancare se g==p {oppure se p=28& =8,=0,
ma questo caso va escluso, ché sarebbe mw=0). Se dunque g=14,
la matrice 7 pud essere scelta ad arbitrio.

Dimostriamo che questo & H'unico caso in cui I pud essere
data ad arbitrio.

Supponiamo altlora g#p e anzi, per la prima defie (26),
p<_p; e supponiamo ad un tempo che le (48) siano risolubili
con qualsiasi matrice I' del tipe (28). Si troverd un assurdo,
onde dovra essere p=p.

PO w9
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Siccome o=ip<p, sarda p >0 e la matrice /;; non pudé man-
care nella / data dalla (28). Scegliendo allora la I, diagonale
unitaria, e le altre I, presenti nella /, tutte nulle, la prima
delle (33) fornisce:

L=4
la qguale, scritta la 4 nella forma:

( ) p ll A e Olap—a) !]
49 f““-l

i
f
i

Olp-e:) 4, (p-op-e) |

(si ricordi che A & diagonale, cfr. (24)) equivale alle due rela-
zioni (cfr. la prima delle (35)):

P A,

z ; b Oer-g) fi
{50) 1 _i; Olp-e0

H ‘LE

- i A fr-ep-v) g' '

Consideriamo ora la prima delle (48); questa dovra essere
soddisfatta (da qualunque I e quindi anche) dalla [ costruita
nel mode anzidetto e implica pertanto:

b o
C Q=1
| 4 |

[ e

B
i 0

cloé:

ACT,=0,  0=4,.

L’ultima equazione scritta, che non svanisce perché p<lp,
¢ ora assurda, in quanto, per la (4g), & incompatibile con la
forma di A data dalla (24).
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Vale dunque il:

TrorEMA III. — Condizione necessaria e sufficiente perche,
tn una relazione di HORWITZ-CONFORTO di una matrice guast
abeliana si possa dare ad arbitrio la matvice 1 é che sia:

o=t

E) Ulteriore indaging nel caso p<p.

Apprefondiamoe l'indagine nel case g<p, in cui le (48)
rappresentano delle effettive condizioni per la matrice 7. T
chiaro che anche in tal caso esistono delle particolari matrici [
per le quali le (48) risultano soddisfatte da fufée le matrici
quasi abeliane » (di dati caratteri p, &, &,, p e di dati divisori
elementari nella matrice A): se non altro la matrice unita di
ordine =", la quale insieme con una A, matrice unita di or-
dine =, rende soddisfatta la (22) per ogni w,

Determiniamo dapptima tutte le matrici T per cul le (48)
sono soddisfatte da ogni w del tipo {23), con le 4, {Q, nella
forma (24), (25) rispettivamente.

Ricordiamo che nella {23) gli elementi delle matrici &; ed
£, possono essere dati ad arbitrio, e osserviamo che la £, non
entra nelle matrici C, L, M {(cfr. (23), (33)) e quindi nep-
pure in C, L,, L,, M;, M,. I quasi immediato allora che le
prime due delle (48), possono essere soddisfatte da un’arbi-
traria @, soltanto se L,C~'=0, L,=0, M;C~'=0, ¥,=0,
cioé soltanto se L, =0, L,=0, M;=0, M,=0, il che equivale
a dire (cfr. (35)), L=0, M =0, ovvero per le (33):

AL+ QL ~ (AT + QL AL - (Al + QL) B9 =0

1)
& QT+ Blyy - (40, + BL)AQ - (81,3 + Bl ) B8, =0,

P on 9
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Le (51), a loro volta, devono essere verificate scegliendo
arbitrariamente la matrice ©;. Cid porta intanto, per @, =0:

AI]z‘}' 9122: (‘AIII + gzIEI)Amlgg

2
(5 ) BI32$BI31A'“1£2.

Ora essendo ||4 ] una matrice di RiEMANN in forma nor-
male {cfr. (23)), la & & non singolare ¢ ammette inversa Q!
(cfr. ad es. [30]1), talché, posto

am= (AL, + Q)R
la prima delle {52) equivale alla:

| L L

VD D

AQ

(53) o == A4 Q

Ma la (53) non & che una relazione di Hurwrrz per la ma-
trice di Riemany |4 Q||, e quest’ultima, nella (23), ¢ una
generica matrice di RIEMANN con i divisori elementari
dy, o, d, La (53) pud allora sussistere soltanto se (cfr. [30])

ove {7 & la matrice unita di ordine $ e % un intero arbitrasio.
Dalla seconda delle (52) poi, per essere I3 non singolare,

discende:

(55) Iy =15471Q
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ove, si ricordi, 4=! & ad elementi immaginari puri (cfr. (24)).
Basta prendere allora @ ad elementi reali, com’é possibile, per
concludere con le

(56) I;,=0, I[,=0,
In forza delle (54), (56), le (51) si riducono ora alle:

(Al + QL) B9 =0

(57)
(521123 + B[33)BM]\(.21 = in '

le quali ancora devono essere soddisfatte scegliendo arbitraria-
mente &, ed £, compatibilmente con I'essere [|4 Q]] una ma-
trice di Rizmanw.

La prima delle (57), data Parbitrariety di Q,, porge allora

Al 3+ Q=0

la quale, per @ reale, ¢ soddisfatta solo se
(58) I3=0, Iy=0 .

La seconda delle (57) si riduce allora alla

(Bl 3B~ - RUNQ =0

la quale, per I'arbitrarietd di Q, fornisce la:
(59) Lyy= kU

P.II on 9
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Per le (54), (56}, (58), {59), la matrice I data dalla (28)
attualmente diviene:

|! AL O O “
(60) 0 wrumn 0 T:/Uomx, 2ty
0 O AU

Perche dunque una I renda le (48) identicamente soddi-
sfatte, ¢ necessario che essa abbia ia forma (60}, ove & & un
mtero arbitrazio,

Se wviceversa la [ ha la forma (60) & del tutte elementare
la wverifica, anche a posteriori, che le (48) sono sempre sod-
disfatte. Concludiamo senz’aliro con il:

Trorema IV, — Se o<lp tutfe e sole le matrici 1 pey le
qualt & soddisfatia una relazione di HURWITZ-CONFORTO

Aw=w]

qualunque sia la matvice quasi abeliana w (di dati caratterr),
sono le maivici che si ottengono molitplicando la matrice unild
per un intero arbitrario.

Tornando ora al teorema I, sempre se g<Ip si ha che, una

volta scelta la 7 a norma del teorema IV, tutte e sole le A
ad essa corrispondenti hanno la forma (cfr. (38), (46)):

|

f
J
|

R0 0 P,
‘ Jo (781,80 o O,
J O RURD Rebea |
i

0 0 O R"Eose) |

(61) =

in cui gli elementi di P,, Q,, R’,, R, sono arbitrari.
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Si pud in conseguenza enunciare il:

TrorREMA V. — Quando sia

J == R Ep+b,2p+by)

con k tntero arbilvario, tutte e sole le A che insiewme a tale 1
enirano i una relazione di HURWITZ-CONFORTO sono le ma-
trici della forma:

"} L F7nEdito, pibte) P apedro.by-n) ”
A= HL (OB pBi+e) 17 a0, 80-0) E“

dove gli elementi delle matrici V. ¢ W sono completamente
arbitvari.

Invece per una 7 diversa da AU @29 | e equazioni (48)
in base al teorema IV non sono soddisfatte identicamente ri-
spette alla @ e sono pertanto da interpretare come equazioni
di una varietd, a priort anche vuota, subordinata al continuo
v-dimensicnale rappresentativo delle w di dati caratteri (cfr.
pag. 64). Cid significa che le w soddisfacenti le (48), in cor-
rispondenza alla / considerata, sono matrici quasi abeliane a
modult paviicolars; per una w @ moduli genérali non possono
invece esistere altre / allinfuori delle 2U/,

Il teorema IV si pud quindi enunciare anche al modo se-
guente:

TrorEMA VI. — Quando sia o<p, tulie ¢ sole le velaziont
di HurwiTZ-CoNFORTO alle quali soddisfa la matrice quasi abe-
liana genevica di dali cavatlevi e divisori elementari sono quelle
per cui la matvice 1 ¢ la malvice unita moltiplicala per un in-
tero arbilrario.

(OSSERVAZIONE —- I¢ chiaro che nella teoria ora svolta rien-
tra come caso particolare quella delle matrici di RigmMans, in

POII w9
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cul &:
(62) p>a, 8 =8=0.

Vediamo di ritrovare 1 risultati noti ad essa relativi.

Per una matrice di RiEmany, in forza delle {26) e (62)
sard p<(8, e quindi:

9252 =0 ’
e inolre, ancora per la {62):
e<p .

E guindi possibile applicare i teoremi II e VI, e ritrovare
cosl le note proprietd che per una matrice di Riemany la 7 indi-
vidua la A (per essere g=28,), mentre se la matrice & generica,
la I si riduce a RU®P®)  (per essere g<#). Il teorema III
dice poi che, nel caso di una matrice di RiEMANN anche parfi-
colare, la I non pud essere data arbitrariamente,

Un secondo caso particolare interessante & quello in cui
p=o0, che verrd approfondito in seguito. In questo caso ri-
sulta, per la (26), p=p=o0, ¢ i teoremi II, 11T assicurano che
la 7 pud essere sempre data ad arbitrio (per essere g= ), men-
tre la A risulta individuata o no dalla 7 a seconda che sia
&,=20 0 &>>0 {nel primo caso si ha infatti ¢=3,, nel secondo
o<8,).

Giova infine sottolineare che, in base ai teoremi dimostrati
nel presente n., le matrici quasi abeliane che presentano le
Pt stretie analogie con le matrici di Riemann (individuazione
di A da parte di [, riduzione della 7 alla AU per la matrice
generica, possibilita di I diverse dalla 2U per moculi partico-
lari) sono quelle per cui:
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Le matrici di RIEMANN rientrano come caso particolare tra
le matrici quasi abeliane aventi tali caratteri.

10, TRASFORMAZIONI DI UNA VARIETA QUASI ABELIANA DI PICARD
IN SIi, RAPPRESENTATE DA CONGRUENZE LINEARI TRA GLI
INTEGRALI VIRTUALMENTE DI PRIMA SPECIE.

Prima di applicare i risultati del n. precedente alla effet-
tiva determinazione delle trasformazioni in s¢ di una varieti
quasi abeliana di P1carp Vi, che sone rappresentate da con-
gruenze lineari tra gli integrali virtualmente di prima specie,
svilupperemo, nel presente n., alcune considerazioni di carat-
tere generale sopra dette trasformazioni e sulla loro strattura
gruppale. '

Se %= (14, ..., %) sono gli integrali virtualmente di prima
specie sulla ¥, consideriamo una formula del tipo (cfr. (20)};

(63) = A+ A (mod w)

con A® e A™D matrici complesse.

Il n. 8 ci ha portate a concludere che la {63) rappresenta
una corrispondenza univoca sulla varietd ¥, allora e solo allora
che la matrice quasi abeliana w soddish una relazione di Hur-
wiTz-CoNrorTo del tipo:

{64) Aw=w/

con la [ matrice quadrata di ordine =" ad elementi interi, rela-
zione le cul proprietd aritmetiche sono state successivamente
approfondite nel n. g.

Cid premesso, osserviamo che la corvispondenza (63) é non
degenere se ¢ soltanio se i determinante |A| della matrice A é
non nullo, '

PII n. 1o
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Poiche il punto P(u) varia liberamente sulla V., affermare
che la corrispondenza & non degenere equivale ad affermare
che il corrispondente punto P’(%") descrive anch’esso {utia
la Va.

Se ora JA|=0, st pud determinare una matrice quadrata A’
di ordine w, non nuila, tale che

ANA=0;
allora scritta la (63) nella forma
(65) : ' = A+ )\ + wm

ove m® Y & una matrice intera, si moltiplichi la (65) a sini-
stra per A’. Ne viene;

A =A%+ Nom

sicche %" non & pit liberamente variabile e la corrispondenza &
degenere. Se dunque |A|l=o0, la corrispondenza & degenere.

Viceversa, se |Als#o, esiste la matrice inversa A-! della
A e la (65) porge:

(66) w=A"h - A0~ A lwom

la quale permette di calcolare # in corrispondenza a un gene-
rico #', sicché la corrispondenza & non degenere.

I cosi stabilita la proposizione iniziale.

Dimostriamo ora il seguente:

Trorema 1. - Una corrispondenza univoca del tipo (63),
che sia non degenere, é sempre dotata di un primo indice finito,
il cud valove ¢ dato dal valove assoluto del deferminanie i
della matrice I che compare nella (64).
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Poiche, per ipotesi, & |Als£o, vale la (66) ed essa & anzi
equivalente alla (63). Si tratta allora di provare che, scelto
un punto generico P’(x’) sulla varieth V., esiste un numero
finito di « incongrui (mod w), tali che i punti P(x) abbiano
come corrispondente nella (63) il punto 7. In altre parole si
tratta di determinare il numero degli # incongrui (mod w) che
si ottengono dalla (66) quando #" percorre una totalita di valori
congrui tra loro. L’esistenza di un primo indice finito per la
corrispondenza sard automaticamente acquisito con la effet-
tiva. determinazicne di tale numero.

Detta % una matrice intera a =’ righe e 1 colonna, si ponga,
nella (66), #’ +ox in luogo di «’. Ne viene

w=A"Yu + A lon - A - A-Tom
o anche, ponendo % -m=% (con ™Y anch’essa intera):

(69) w=A"l - A+ Aoy

Per una osservazione fatta nel n. g (a pag. 65) da |Als20
segue anche |7{7#0; essendo allora I dotata di inversa It
dalla (04) si deduce:

Al = /-1

e la (67) si puod scrivere nella forma:

(68} u=A"" - A+l Ny

Fissate che siano le matrici #’, % e A, tutto si riduce a
vedere quante determinazioni incongrue si ottengono per u, al
variare arbitrario della matrice ¥ intera. Ora due distinte ma-

PO a vo
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trici ¥ e ¥’ danno luogo a due » congrui (mod w) se e solo se,
insieme con la (68) vale anche la

{69) wten=A" - A" +wly
con la 2 intera; da questa segue, per differenza con la (68):

(70) wl=Yx' - ) =wn .

£ chiaro che, viceversa, se ¥ e ¥’ soddisfano la (70) dalla
(68) segue subito la (69).
Posto ora:

J=-rt,
(J risulta intera), Ja (70) si scrive:
(71) w](x - X) -~ Hlwr=0
ovvero:
w [JX =% -Hxl=0.

Per un lemma dimostrato nel n. ¢ (a pag. 64) dovra allora
essere nulla la matrice intera J(X" - %) - l/ln, ossia dovra
essere:

(72) JOC-X=0  (mod &)

ove & & il valore assoluto del determinante |Z].

Inversamente dalla (72) si pud risalire aila (70); la (72)
rappresenta dunque la condizione necessaria e sufficiente
perché due matrici ¥, ¥* diano, dalla (67), valori di » congrui
(mod w).
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Ora & evidente dalla (72) che due ¥, ¥ per cui:

=Y (mod o)

danno valori congrui di #. Basta allora ricercare quante classi ¥
(mod «) danno luogo a valori incongrui di #. Siccome ogni
clemento della %™  pud assumere « valori distinti (mod «),
esistono o™ classi ¥ (mod «). Per un noto teorema (1), fissata
tna matrice ¥, esistono «™=! matrici ¥’ soddisfacenti la (72},
onde le matrici che danno luogo ad # incongrui {mod «) sono
in numero di

7]

o't

g1 = e

Resta cosl dimostrato che o & il primo indice della corri-
spondenza; si ha ciog il teorema 1.
Ne segue anche immediatamente il:

COROLLARIO — Condizione necessaria e sufficiente perché la
wiEAn + A (mod w)

possa interpretaysi come una ivasformazione (analitica ¢ gene-
ralmente) biunivoca sulla vavieté di PicARD Vi associata ad
un corpo K di funzioni quasi abeliane, cioé come una trasfor-
mazione di CONFORTO Sulla varield V., é che, detta w una ma-
trice di periodi primitivi velativa a X, sia non nullo il deter-
minante di A ed esista una matvice unimodulare (cioc intera
e con determimante 1:1) 1, fale che sia

Aw=ow] .

Quindi il problema di determinare tutte le trasformazioni
della ¥, in s&, che siano biunivoche, equivale al problema di

() Cir. il trattato [34] del Kzazer, cap. II, teorema VI

P, 0, 10
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determinare, per la matrice quasi abeliana w, tutte le relazioni
di Hurwirz-CoNrorTO (64) con:

(73) [Alzo,  |I=Hr1.

Una trasformazione biunivoca della V. in s&, rappresen-
tata da una congruenza lineare del tipo (63), sard d'ora in-
nanzi anche indicata semplicemente con T.

Ancora qualche generalifd sulle trasformazioni 7, della va-
rieta ¥V, in sé.

Determiniamo quando due reluzioni del tipo (63) rappre-
sentanoc la medesima I'. All'uopo si osservi che due relazioni:

w=Au+h WA+ n (mod )

rappresentano la medesima T quando ¢ soltanto quando sia,
identicamente rispetto ad u:

A+ hi=An+ ) (mod w)
ossia
(A= A+ - =0 (mod w) .

La precedente congruenza equivale all’uguaglianza;
(A= Ayu+X % =uwm

ove m™! & una opportuna matrice intera. Perché ora l'ul-
tima relazione scritta sia soddisfatta per ogni # occorre e basta
che sia:

K:A, )L““)\:u)m
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ossia

(74) A=A, Az (mod w) .

Si conclude che si offengono futte ¢ sole ¢ ciascuna una
volta sola le trasformazioni T di CoNFORTO, prendendo nella
espressione:

(75) w=Au+2 (mod w)

la matvice A in tutti i modi possibili, salve le (64), (73), ¢ la
maivice » anch’essa i modo arbitrarvio, intendendo perd la X
stessa definita a meno di una congruenza (mod w).

Per una A fissata, la (75) fornisce, al variare di % una
schicra oo™ di trasformazioni 7, e tenuta presente la seconda
delle (74) @ chiaro che la totalith delle trasfermazioni di una
schiera si pud mettere in corrispendenza (generalmente) inni-
voca con la totalitd dei punti della V., facendo corrispondere
ad ogni T della schiera (75} il punto P(X) della V.. Si ha
insomma 1ii:

Trorema 1. — Le trasformazioni T di wna V. quasi abe-
liana di PICARD in sé si dividono in schiere oo™, e la totalitd
delle T di una schiera comungue prefissata si pud mettere in
corvispondenza generalmente biuntvoca con la totalita dev puniy
della V.

Vale anche il:

TrorEMA 111, — Le trasformazioni T di ciascuna schiera
operano in modo gemeralmente fransilivo Sui punit della Ve

In una qualunque schiera (75), ove A sia fissata, vi ¢ infatti
la seguente I" (ed essa sola):

1’7 A 4 (;’ -~ Au) (mod w)

P.II, n Io
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che muta P(z) m P'(%), questi essendo due punti generica-
mente fissat: sulia V.
I gruppo delle trasformazioni di CONFORTO,

Sempre in analogia con il caso abeliano, si dimostra il:

TreOREMA V. — La totalita delle trasformazioni T di una
Vo quasi abeliana di PICARD in sé costituisce un gruppo.

Siano 77 e 7 due trasformazioni rappresentate rispettiva-
mente dalle

wiE=Au+ ), W=A"w+ ) (mod w) .

Anzitutto la 7 77 & ancora una trasformazione 7" Infatti,
in primo luogo l'esistenza delle 77, 7”7 porta I'esistenza di due
matrici intere [”, I”, di ordine «’, per cui (cfr. (64), (¥3)):

ANo=owl’', Aw=wn/"

(76) , . , "
N0, [ANsto, (Il=x1, [I"|=+1.

D’altronde la 7777, rappresentata da:
w=AT N A (A7 +07) (mod w),
¢ ancora del tipo 7, perché dalle (76) segue:
AN ANo=A'vl =l
con:

(NN =[A7]- A7 o
=" =41 ;
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inoltre sostituendo a A, A” matrici ad esse congrue (mod w),
ciod le;

Wy twm' W =0 4 om”
{con /™D =) intere), si ha:

AN E L = AT om )+ A+ om” =
=AW F N (I m +m” ) =ATN A (mod )

perché la metrice I”m’ +m” & intera,

I prodotto di due 7" & dungue ancora una 7.

Inoltre I'inversa di una 7, del tipo (%5), & ancora una T,
ed ha 'equazione:

(77) w' =A gy - AT (mod w) .

Che la (77) sia una trasformazione 7" & dimostrato dal fatto
che dalle (64), (73) segue:

Al =wi-!
A-Y=o, =1
AT O+ wm)= A~ + 0wl m .

L’identith & infine rappresentata dalla (75) quando si
prenda 2=o (mod ®) e per A la matrice unita di ordine m (e
per I, nella (64), la matrice unitd di ordine =’).

[l gruppo delle schiere.

It gruppo, che indicheremo con G, costituito da totte le tra-
sformazioni 7', contiene certamente le trasformazioni di prima
e di seconda specie (18), (19); quelle di seconda specie, in

P, s 20
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particolare, formano un sottogruppo H di G che & invariante:
¢ immediato infatti che ogni 7" & permutabile con il sotto-
gruppo H.

Le singole schiere di & sono allora le classi laterali di G ri-
spetto ad H. Infatti una qualunque 7'

wEE A+ {mod w)

individua una classe laterale, formata dalle T che si ottengono
moltiplicando (ad es. a destra) la T prefissata per tutte le tra-
sformazioni di seconda specie {19). Tale classe & formata ciot
dalle

w=Au 4+ Ab -+ (mod w)

che appartengono tuite alla schiera relativa alla matrice A, ed
anzi esauriscono la schiera stessa perché al variare arbitrario
di b, anche Ab+)X assume tutte le determinazioni possibili
(una prefissata, A*, di queste si oftiene prendendo
b=A-1 [M* - L]).

Il gruppo T, costruito come gruppo quoziente di G rispetto
ad H, si dird il gruppo delle schiere. Esso ammette come im-
magine concreta il gruppo costituito dalle trasformazioni

(78) _ A (mod )

(sottogruppo di G per cui & unito il punto #30 (mod. w) della
V.). I chiaro infatti che in ogni schiera w'==Au+ A (ove A €
fissata) esiste una ¢ una sola trasformazione del tipo (78), e
viceversa la (78) di origine ad una schiera ben determinata a
cui appartiene.

Vi & dunque corrispondenza biunivoca tra le trasforma-
zioni del tipo (78) o, cid che ¢ lo stesso, tra le matrici A per cui
sono soddisfatte Ic (64), (73) e gli elementi del gruppo I', cor-
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rispondenza che ¢ proprio un isomorfismo, come & facile ve-
rificare.

Concludendo, ¢ chiare che la conoscenza del gruppo G
equivale a quella del gruppo I" delle schiere, che si intenderi
sempre concretato nel gruppo di tutte le matrici A soddisfacenti
le (04), (73). La ricerca & cosl ricondotta alla caratterizzazione
delle predette matrici A, per ogni tipo della matrice quasi abe-
fiana w.

Osserveremo infine che anche la totalith delle matrici 7 sod-
disfacenti le (64), (73) costituisce un gruppo, che risulta omo-
mozfo al gruppo T°.

Per convincersenc basta ricordare (n. ¢} che una matrice A
individua una / (in particolare se A & la matrice unitd, anche
I & Ja matrice unitd), e osservare che date due qualsiasi A, A”
per le corrispondenti 7, I” sara:

ANo=wl , A"v=uw]"
e quindi:

ANol” =uwll"
ossia:
(79) ANA o =wul]l

il che dimostra che il prodotto di due I ¢ ancora una 7; tenuto
poi conto che tra le I ¢’¢ la matrice unity ¢ I'inversa di ogni [
si conclude che esse formano gruppe. L'omormorfismo con il
gruppo I' delle A & dimostrato dalla stessa (7g), la quale asse-
gna la I’ I” come corrispendente della A" A7,

Vale dunque il;

Trorema V. — Il gruppo delle schieve, ovvero il gruppo
delle matvici A soddisfacenti le:

Aw=wl ,|Al#0 , Il =+ 1

P.II n 10
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¢ omomorfo al gruppo delle matrict wnimodulari 1 soddisfa-
centi le velazioni orva scritte; I'omomorfismo é quello che ad
ogni A associa la 1 da essa individuata (a norma del n. 9).

Quand’é che 1'omomorfismo considerato diventa un isomor-
fismo? Quando e soltanto quando ¢ biunivoca la corrispon-
denza tra le A e le 1. Per il teorema II del n. g abbiamo
quindi il:

TroreMA VI, — Perché i gruppo delle schiere sia isomorfo
al gruppo delle matvici T & necessario ¢ sufficiente che sia:

11. EFFETTIVA DETERMINAZIONE DELLE TRASFORMAZIONI IN Sk
DI UNA VARIETA QUASY ABELIANA DI PICARD, RAPPRESENTATE
DA CONGRUENZE LINEARI TRA GLI INTEGRALT VIRTUALMENTE
DI PRIMA SPECIE.

In base ai risultati del n. precedente, la determinazione
delle trasformazioni in questione & ricondotta alla determina-
zione del gruppo delle matrici A soddisfacenti le (64), (73).

Procederemo distinguendo 1 quattro casi seguenti (che, per
le (26), sono gli unici casi possibili):

a) p=p ,op=5
b) p=p , <P
¢) <p . op=5
a} olp , g,
Caso g=p.

Qccorre anzitutto por mente ai risultati del n. g, ove sono
state determinate, per una matrice quasi abeliana w nella forma
normale (23) soddisfacente una relazione di Hurwrrz-Con-
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FORTO (22), tutte le matrici A che possono comparire nella (22)
stessa insieme con una I prefissata. Nel caso attualmente in
esame sard p=p, e inoltre la matrice [ sari unimodulare
{cfr. la seconda delle (73}). Dalle (25), (35), (39), (44) si ha
subito:

-~

|, L,e=i, M,=M N, =N,

4

Loy = Iy, ]rggm]

22

<
.-‘2:

Ty =Ty,

onde la (46) fornisce per A I'espressione:

| (AT + QLA™ (AL +QT) B LC P, |

(@, L+ BIL) A=Y (@ 1o+ BL) B~ MOt qQ,

(80) A=

Cly At CI,, B! N'C-t R, &
0 0 0 R,

"
i
| 28

mentre la forma (45) per la 7 si riduce alla forma (28) ¢ la
(44) diviene:

(81) Nz Ol — Cly A0 — CLy B0, .

Cid posto, nel caso p=#, a norma del teorema 111 del n. g,
la matrice I pud sceghersi ad arbitrio ¢ quindi, per il nostro
scopo, essa sard una arbitraria matrice unimodulare. Scelta in
tal modo la 7, saranno soddisfatte sia la (64) sia la seconda
delle (73); resta da vedere se e quando sia soddisfatta la prima
delle (73), essendo la matrice A data dalla (80) con la I ma-
trice unimodulare qualunque,

Dimostriamo in proposito la seguente:

ProrosizionE. — Condizione necessaria e sufficiente per-
che sia:

Al £ 0

P.oII n I1r
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la A essendo data dalla (80), con la 1 unimodulare, é che sia;
R, #£ o .

La necessity della condizione & immediata, perché il deter-
minante |[Al & il prodotto del determinante |R,”! per il deter-
minante della matrice:

(AL + QL) 4 (ALt Q1) B O |
(82) J($21]21+1313‘)A"1 (@0, + BL) B MO

L, A= Ly B NC- )
‘ A= 0 ] ”
=A* 0 Bt O |
o o o

ove si & posto:
I Al +QF, Al+Ql, L EE
QL+ B, Q.+ BL, M E i

L

’; (;r-[?i (/‘I 23 N ! H

(83) A=

La sufficienza della condizione si dimostrera provando che
la matrice (83) ha sempre determinante non nullo, comungue
st scelga per | uma matrice unimodularve della forma (28).

Esaminiamo subito il caso #=0. Se p=0la w, la I, e la A¥,
date rispettivamente dalle (23), (28), (83), si riducono alle:

4 preudy g

= | = lyy, A =BT,
W l (Edn Hl, FEE 31

e allora & ovvio che, qualunque sia la I cioé la I5; unimodulare,
& sempre

IA®] £ 0

perche |Blz%o {cfr. n. g, pag. 64).
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Veniamo ora al caso generale f#.-I.

Divideremo la dimostrazione in due parti, mostrando prima
che [A*{7#0 quando si prenda per I una qualungue matrice uni-
modulare, d’ordine 24 +8,, scelta in un sistema di generatori
del gruppo di tutte le matrici unimodulari di ordine 2p+8;; e
risalendo poi al caso di una matrice unimodulare qualunque.

I noto che il nominato sistema di generatori si pud scegliere
in pit modi. PPer il nostro scopo conviene scegliere il sistema
formato dalle seguenti matrici:

-1 ! ,
1 i |
o L P
| ‘ 10

! I i

|

i

i cul elementi sono:

Xpu=—1; xp=1 (h=2, ..., 2p+8)); x,,=0 (h£k);
V=1 (=1, .., 2p+8)); yp=:k1; tutti gli altri v, =0
Z},_;III (]’I,ZI, cery 7 - I, ?:+2, N 2;]5"'51); By = zH_l, i-{-l::O;

Zo1 = 2= 1 (0=1,...,2p+ 8, - 1); tutti gli altri z,,=0

La X rappresenta complessivamente 1 generatore, la Y due,
la Z 2p+8& ~ 1 generatorl.

La prima parte della dimostrazione consiste nel verificare
che |[A*[7#0 se si prende per /la X, 0o Y, 0 Z.

Una prima semplificazione si oftiene osservando che:
E sempre |[A*|520 quando la 1, data dalla(28) sia tale che I, =0
(hZk), mentre |I w40, [Il20, |Lsl+0.

In queste ipotesi infatti, dalle (83), (33), (81) scgue:

AL, O QI — AL 470 ‘
O DLy O~ BLJ-'0,
0 0 CThg

|
il
it

£

B
A=)
E

‘ J

P.II w, or
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e quindi:
(8= AL B ] - [ | [ T # 0
perché A, I, C sono matrici non singolari (n. g).

Cid prova senz’altro che [A*|3£0 quando sia I=X; oppure
=Y, purché sia p>1; oppure [=2Z, purché la matrice

o 1
|
che compare nella Z sia contemula mella I, o nella Ip,, o
nellﬂ .[33.

o}

i

Per completare la prima parte defla dimostrazione in corso,
restano cosl da esaminare soltanto 1 tre seguenti casi:

@) I=Y , fp=1, ossia:
Iy=1,Ip==1 Ijj=0, Ij=1

Ly=0,1=0,L;=0, I,=0, lLiyy=U;

) I=Z , in modo che sia:

.JT”: .I ,)T”m 0.

o 1
Lope==f L l.= .

o] I

lys= O, Iyy= O, I;, =0, L, =0, I,=U;
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Yy I=Z , in modo che sia:

L= U, l,=0, Liz= 0, 121:O: Ly == O

I : of

i
i
|
i

i

{85)

o] T

(s’intende che nelle matrici scritte sono nulli tutti gli elementi
non indicati né esplicitamente, né con la punteggiatura).
Esaminiamo separatamente i tre casi.
Nel caso @), la A¥ data dalla {83), con riguardo alle (33),
alla (81), e aila forma attuale della matrice w:

’2-31' wy O

| 0 o, B
W= i
E O 25 O!|
Lo o o
diviene:
35 21i G tawi]
| O  awmlV ¢ ?i
0 0 i

ed ha pertanto sempre determinante non nullo: [A%|520.
Nel caso $) la A* assume la forma:

P AL +Qf,, O Al +Ql@,— (46, +81.)47Q }l

M= QL B O s = O T A™Q 0,

i

| oL o (L, — LA™

I

PoII w11
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ed essere [A¥[£o equivale all'essere |A*570, ove:

AL, +QL, AL, +QL, — (4L, +QL) 40 |
oo, Cl,, — CI,, A= i

¢le Iy, I,, I, 1,; sono date dalle (84).
Posto allora:

Q= [yl (h k=1, 2, ..., )

e ricordando che la 4 & data dalla (24), che le B, € sono dia-
gonali e con gli elementi sulfla diagonale principale tutti uguali
a 2mt, ¢ che valgono Ie (84), risulta:

2% oy
a'yi 1
2w/ 2wi |
e Oy o |
AT+ Q1 =] 2 |
: 27l ; I ;
w:,u-—-l,i \ k
a’pml I
Wy i
gy A, —ye &,
Clyy — Cly A7 0 =) 2n

Sviluppando ora il determinante della A* con la regola di
Larrace secondo le prime p -1 colonne, esso si riduce, a
meno di un fattere non nullo, al determinante della matrice
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quadrata di ordine p+1:

Wy & # o ,
2Rl gy d,  —epd, L -, d, ;
o 2t
o 2w
ove &= E{Amfz_ll___. why s € gli elementi indicati con * non
d, ami ¥

hanno per noi interesse. Tale determinante ¢ non nuilo, perché
¢ non nullo il determinante

Oy €
20—ty &,

Anche in questo caso dunque & |A¥|5Zo,

Nel caso v} la dimostrazione procede in modo analogo al
caso f§). La matrice A* assume anzitutto, in questo caso,
Iaspetto:

4 iy Qlyy e QO = Q1 B0,
A md O & ly+ Bly Q1o + Blyy — (9, Iy + Bl B 9{1
0 Chy Clyp— Clyy B8 |
e il suo determinante & non nullo se & non nullo quello della
mafrice:

H

1 Cly Cly— Cly B Q,

Oy Jog + Blyy  Qy Lyy+ Blyy — (@, Ty + BLg) 5 Q,

ove le Iy, Iy, I3, I3, sono date dalle (85).

P, n.oxr
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Posto:

Qlﬂ”khkfl (k:I, . 61; k:I, ey i)),

si vede subite che ¢&;

LY
| i
dgy 27 1 ,Oig
Q L+ Bl = , Clyy = | o ! ,
) . i
P 4
7;’5“:” 27l
27 ‘
277
- T
Clyy o Clyy B2 0, = ] .
27T
—7‘11 ""?‘12 R _')‘i,;u-d ")‘{;u

Il determinante |A,*|, sviluppato secondo le &, - 1 colonne
di posto 2, 3, ..., 8, risulta uguale, a meno di un fattore non
nullo, al determinante della seguente matrice di ordine p+1:

i . * . ¢
i "‘-.(;n * Ui i
; i
) 2%t *
I

I

i

| o 27

] .

i 2wz —7‘51 —?‘t,p—i _lip

in coi gli elementi indicati con * non interessano ed

I b 1 .
¥) =27 — ey #?,. Sviluppando tale determinante secondo le
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p - 1 vighe di posto 2, 3, ..., p, sitrova infine che [A*], a meno
di un fattore non nullo ¢ uguale al determinante

?‘ ip ."J

2mi =)y,

che & diverso da zero.
Dunqgue anche nel caso ¥) ¢ sempre |A%|7%o0.

Riprendendo il ragionamento iniziato prima dell’esame det
tre casi @), P), v), & ora acquisito che [A*]5£0 quando (sia p=0
ovvero) I coincida con una delle matrici X, ¥, Z che generano
il gruppo delle matrici unimodulari di ordine 2p +8;. A questo
punto & quasi immediato che ¢ |[A*|7#0 qualunque sia la I uni-
modulare.

Tenuto conto che ogni matrice unimodulare si ottiene mol-
tiplicando tra loro un numero finito di matrici generatrici, ba-
sterd dimostrare che se a due matrici unimodulari Z, I corri-
spondono ordinatamente le matrici A¥*, A% del tipo (83) e a de-
terminante non nullo, anche al prodotto 7 I corrisponde una
matrice del tipo (83) a determinante non nullo.

Posto:
’ A0 0 f |§ P, |
H=| o0 B* 0 , S= | o, |
H o 0 ¢t I Ry |

(86) A= ‘
|

POIIL w IX
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Similmente la A, relativa alla /, sara:

|
(87) '

ux s
N

Ry |
Da Aw=wleAw=uwlsegue ora Awl =w]l, cod
AAKw = o1, siccht alla I comisponde la matrice A A
che, per le (86), (87}, & la mafrice

?' *HAYH  A*HS+ SR, “

#o—

0 Ry £

| |
Ma questa mostra, con riguardo alla forma (8o) per la A, che
sostituendo la 7 con la I, la A* o muta nella A% H A¥;
e siccome le A%, H, A* sono matrici non singolari si conclude

nel senso voluto.
It cosi completamente dimostrata la proposizione enunciata

a pag. 93.

Ricordando anche i risultati del n. 10, possiamo infine met-
tere in evidenza il contenuto geometrico dell’analisi svolta,
enunciando il seguente:

TeoreMA 1. - Se per un corpo K di funzioni quast abeliane
la matrice det peviodi primitivi ¢ nella forma normale:

li 4 o o]
_ i
JJ o ¢ o |

Lo 0 o0 |

(tn modo che sia p=p), tutte ¢ sole e ciascuna una volta sola
le trasformazioni in sé della varieta quasi abeliana di PICARD
del corpo K, che siano vappresentate da congruenze lineari tra
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gli integrali virtualmente di prima specie, SoR0 date dalla for-
wmla

w=Au+ X (mod )
dove la matrice A ha I espressione:
xS
(89) A= |
!

o Fle

con:

(AT 0) A7 (Al QL) BT X \

!

Cly A Cly, 871 X

(9o) A= (QLy + BIy) A7 (Qudyy + Bly) 8- A,

X, == (Al + Qly) = (AL + QD) A7 Q= (Alyg + Q1y) B Q) C
= (4 Jog + Blog) =(@ Dok Bly) A™ Q= (@ Dok Blyg) B C*
Xa = [Clyy = Clyy A7 Q= Clyg 57 Q] C

mentve R®:-o 40 G@+85:=0 song mairict arbitravie (aventi
il numero di rvighe e di colonne tndicati}, soggette alla sola con-
dizione che il determinante della R sia non nullo; e la maltice

I
[21 2‘2 [23 !E
Lo lw fa |

¢ un’ arbitraria matvice untmodulare.

(1) %

Il caso a)

Conviene ora, sempre nel caso p=:$, distinguere i due sotto-
casi, indicati con a) ¢ b) all’inizio di questo n., in cui rispettiva-
mente & p=58,, p<d,.

P II n 11
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Nel caso a), con riguarde al tearema VI del n. 10 ¢ al pre-
cedente teorema I, si pus enunciare il

TroreMA 11 — Se per un corpo di funziont quasi abeliane
¢ p=p=8y, il gruppo delle schiere ¢ isomorfo al gruppo delle
matrici unimodulari & ordine 2p+38,, mentre il gruppo delle
matvici A, isomorfo al gruppo delle schieve, ¢ costituito da tutte
e sole le matrici (8¢), al variave della matvice I data dalla {01)
nel campo delle matrici wnimodulari & ordine 2p+ 8.

Ne segue che, nel caso g=p=3, il gruppo delle schiere &
sempre infinito, salvo che sia 2p+8,=1 ossia:

p=0, & =1,
nel qual caso le possibili matrici 7 unimodulari, di ordine I, si
riducono ai numeri +1 e - 1.
Enunciamo quindi anche il segucnte:

TroreMA 11I. — La varicta quasi abeliana di PICARD di un
corpo di funzioni quasi abeliane che possiede una matrice dei
periodi normale con p=p=3,, possicde sempre infinite schicre
di trasformazioni in sé, rappresentate da congrucnze lineari tra
gh integrali virtualmente di prima specie. Dette schiere si of-
tengono al variare di parametri interi ¢ quindi in covrispondenza
a parametri variabili in modo discreto. Fa eccezione il caso
e=p=08,=0, 8, =1, in cui si hanno le due sole schieve delle
trasformaziont di prima e di seconda specie.

Il caso b)

Nel caso b), in cul g=p<8,, tenuto conto del precedente
teorema I si pud invece enunciare il:

TeOREMA TV, — Se un corpo K di funzions quast abeliane
possiede una matvice dei periodi novmale con 1 carvatieri
p=p <&y, il pruppc delle schieve & soltanto omomorfo al
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gruppo delle matrict unimodulari d’ovdine 2p+3,, mentre il
gruppo delle matrici A, isomorfo al gruppo delle schiere, ¢
costituito da tuite e sole le wmatrici (8¢), dove la A ¢ data
dalla {go), e la (91) é una arbitraria matvice unimodulgre, I'n
conseguenza la varieta quasi abeliana di PICARD associata a K
possiede sempre infinite schieve di trasformazioni in sé. Tali
schiere si ottemgono in corrispondenza al variave di pavametri
che in parte variano in modo discreto {gli elementi interi della
matrice unimodulare (91)] e in parie in modo continuo (gli cle-
menti delle matrici § ed R che sono arhitrari, salvo la condi-
zione |RI-£0). I parametri vaviabili con confinuitd sono in nu-
mero di;

(2 +8) (Ba=p)+ (Bo -2 =(p+ 3, +3) 3o = p) = 7 B - p).

Se 2p+8 =0, ossia p=8, =0, mancano i paramctri varia-
bill in modo discreto e vi sono solo (8, parametri variabili con
continuitd. Il gruppo delle schieve é allora un gruppo conbinuo
a una sola schicra.

Se 2p+8 =1, ossia p=0 ¢ & =1, i parametri variabili in
modo discreto si riducono a dipendere solo dalla scelta del nu-
mero +1 o -1 che da solo costituisce la malvice (91). I
gruppo delle schiere & allova un gruppo continuo misto formato
a sua volta da due schieve a 8, (8, +1) parvametri.

Caso o<p.

Quando p<Cp occorre distinguere il caso in cui la matrice
quasi abeliana © sia genevica, o a moduli generici, dal caso in
cui invece sia a moduli particolari,

Esauriamo qui la discussione nel caso di una matrice o ge-
nerica, lasciando aperta la questione nel caso di una matrice
a moduli particolari.

PoII on. 1r



100 PONTIFICIAE ACADEMTAE SCLENTIARVM SCRIPTA VARIA - 23

Nelle ipotesi attuali la {64) & soddisfatta soltanto dalla:
I = RU .
ove U & la matrice unitd e & un intero qualunque {cfr. il teo-
rema VI del n. g). Se inolire deve essere || =4I, necessaria-

mente k= --1; e allora per il teorema V del n. g la matrice A
deve avere Ja forma:

—~ [Jiptdyte, pidyre) I/ prdise, - H
il

O ba-g, pedite) [/ (e, Se-0) t‘

ove le matrici ¥V e W sono arbitrarie. La condizione [Alsfo
sard allora soddisfatta se e soltanto se

[Wl#o .
Si conclude con il:

TrorEMA V. — Se¢ per un covpo I di funzioni guasi abe-
liane si pwo scegliere come malvice dei peviodi una generica
matrice normale per la quale sta o<p, tutte ¢ sole ¢ ciascung
una volta sola le trasformazioni in sé della varietd quasi abe-
Bana di PICARD associata al corpo K, che siano rappreseniale
da congruenze hneari tra gli integrali virtualmente di prima
specie, sono date dalla formula:

w A+ (mod w)

dove A ha Uespressione:

; = U v

A= i it
; 0 W

i
i
4

in cui U ¢ la matrice unity di ovdine p+38;+p, ¢ Vordne b=
W30 sono due matrict, aventt il numero di vighe e di
colonne indicati, soggette alla sola condizione | W |+#o0.
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Il caso c)
E allora, nel caso ¢) in cul p<p, p=9, si ha il seguente:

TeorEMa VI, — Se un corpo di funzioni quasi abeligne
possicde come matrice dei periodi una generica matrice normale
ber cui p<lp, p=05,, esistono sulla vaviety quasi abeliana di
Prcarp del corpo le due sole schieve delle trasformazioni di
prima ¢ di seconda specie. Il gruppo delle schiere ¢ finito ¢ st
viduce ad wn gruppo ciclico del secondo ordine.

Il caso d)
Se invece siamo nel caso d), in cui g<p, p<(&,, vale i:

TeoreMa VII. — Se un corpo di funzioni quasi abeliane
possiede come matrice dei periodi una generica matvice nov-
male per cui p<p, p<5,, esistono sempre sulla varietd quast
abeliana di PICARD del covpo infinite schiere di trasformaziont.
Il gruppo delle schieve & un gruppo comtinuo misto formato a
sua volta da due schicre a (8,-p) (p+8,+0,) = n (8,-¢)
pavamelri.

OsSERVAZIONE — La precedente analisi mette in rilievo pro-
fonde differenze tra il caso delle varietd V. quasi abeliane e
quello delle V, abeliane. In queste ultime infatti, per moduli
generalt, si hanno soltanto le due schiere oo™ di trasformazioni
di prima e di seconda specie (date dalle (18) e (1g)), e soltanto
per moduli particolari possono presentarsi schiere straordinarie
in dipendenza da parametri in ogni caso variabili in modo
discreto; su una varietd quasi abeliana invece, anche a moduli
generali possono benissimo presentarsi schiere distinte da quelle
di prima e di seconda specie, in dipendenza da parametri che
possono variare sia in modo discrete che in modo continuo.

PoII on, a1
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Nel prossimo n. approfondiremo, in un caso particolare, lo
studio della natura delle trasformazioni in esame, ¢ giungeremo
alla conclusione che esse possono essere anche trascendenti,
contrariamente a quanto accade nel caso abeliano in cui esse
sono invece sempre birazionali.

12, ULTERIORE STUDIO NEL CASO DI UNA VARIETA QUASI ARE-
LIANA DI JACOBI, RELATIVA AD UNA CURVA DI GENERE EF-
FETTIVO NULLQ,

Approfondiamo I'indagine nel caso che la varietd ¥, sia la
varieta di Jacosr di una curva € di genere effettive nullo
(p=0), sulla quale siano fissate w=2& + 85, coppie neutre, delle
quali 8; a punti distinti e &, a punti coincidenti; i punti della ¥,
risultando in corrispondenza generalmente biunivoca con i
gruppi di @ punti di C.

In questo case & anche g=0, e vale il teorema I del n. 171:
la matrice dei periodi primitivi (88) assume la forma:

B b
it
I

31
(92 o=|

() {6, By

¢ e trasformazioni di Conrorto T della variety V. in sé sono
{tutte e sole e ciascuna una volta sola):

(93) W Au 4 (mod w)

dove A 1 & arbitraria, ma determinata (mod w), mentre la
matrice A ha }’espressione:

[ Ao by S By, ) !’

|
i
(94) A= |
il (B2, 8 R 85 |
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in cui A & un'arbitraria matrice unimodulare, la S & arbitraria,
Ja R & arbitraria non singolare (|R}>0)-

Le schiere oo™ di trasformazioni di CoNTFOrRTO dipendono
dunque da parametri variabili in modo discreto (gli elementi

interi della matrice A) ¢ da

2.8 + 8= (5, + &) 8 = n &,

parametri variabili con continuitiy (gli elementi delle matrici R
ed S). Naturalmente se 8,=o0 vi sono solo parametri variabili
in modo discreto, se 3, =0 solo parametri variabili in modo
continuo,

Esaminiamo la natura delle trasformazioni operanti sutla V..

Quale modello proiettivo della V. quasi abeliana di Jaconr
considerata pud assumersi ({507, n. 32) uno spazio lineare S.
Se %, %y, ..., ¥x sono coordinate non omogenee di punto nel-
'S, il teorema di inversione in un campo neutro ([50], n. 29)
permette di associare al punto della V,, in cui gli integrali
virtualmente di prima specie assumono (mod w) i valori

#y, ¥y, ..., ¥y il punto di S; di coordinate:
kil ™
_;Uh‘"_"__*g"’ (/,IEI.Z,,,,,I\[)
(95)
N Ny
A= (fme 8 + L8+ 2, , %)

Su tale modello della V. restano determinate le 28,48,
variety U,., rappresentative dei gruppi di @ punti della curva C,
dei quali fa parte un punto di una delle d; 42, coppie neutre
fissate sulla C; esse si distribuiscono in &; coppie tra loro
assoctate (relative alle coppie neufre a punti distinti}; I'iper-
piano x,==o0 e iperpiano improprio di S (=1, 2, ..., 3), ¢
in altre &, varietd (relative alle coppie neutre a punti coinci-
denti} tutte coincidenti con 'iperpiano improprio.

P, n 2z
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Come si scrivono le equazioni delle trasformazioni ™ (g3),
in coordinate xy, %,, ..., x, ? TPosto (cfr. (93), (94)):
homm ke (f==1,2,...,%)
A=l (Bh==1,2,..,8)
Semflsg | (Fexxa, 0,0 212,00, 8,)
Re=lrpll (=41, mymes1,2, .0, 8,)

e tenuto conto delle (95), e della forma (92} per la matrice del
periodi, le {93) equivalgono aile:

& &
?k Dy, 2+ zi'rn Shon Wy + By
e =, ¢ (h=1,2,...,8)
(96)
’ 62 ™
#, = 21,,; Fim ¥ 15, €1 ({== 8, +1,...,%).
ove €
6y =M (he=1,2,...,0,)
lez)\l (j:31+1,...,ﬁ').

cosieche le ¢, (h=1, 2, ..., &;) sono costanti (finite ¢) non nulle.

Teniamo ora conto delle (g5), e indichiamo con ), &y, «.., a7
le coordinate del punto corrispondente di %y, %5, ..., x5 nella T
considerata, in modo che sia:

‘x'.'l- e Eﬂ’h (/ﬂ — I, 2yt » xi)
& =, (1:51-%_1,...,7:).

Le (g6} si sc'fivo.x‘lo allora nella forma:

g

11“:,1 Shar ¥m g By

* Dy 2, S
&)y == gy 2y May g e (A==1,2,..,0)

(o)

8
A 3 . — R —
&y = B Py T, + 6 {{=d,+1,...,%)
1
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Queste sono dunque le equazioni della trasformazione a cui
si riduce una 7" sul modello considerato defla varietd V., ciod
nell’Se di coordinate x, x,, ..., %x.

Le (gy7) rappresentano tutte le trasformazioni T (g3) al
variare dei paramefri in esse contenuti clo¢ degli interi 2,
71, 10 modo che

in modo che [hi=-t1 e delle ¢ ¢ sy

l#),, |70, essendo inoltre le ¢, non nulle.

Dailie (g7) discendono ora importanti conseguenze.

Supponiamo dapprima ;=0 (¢ w=2,), in modo che sulla
curva C di partenza le coppie nentre sone tutte a punti coinci-
denti, Le (g7) si riducono alle:

B
'
e W - —_— ~ o
Ay 7= Ly Py Ko+ 4 ([WI, :-,-..,u)
1

che seno affinita non degeneri dello Sy in se, e vale il:

TroreMa 1. — I gruppo delle trasformaziont di CONFORTO
sulla variela quasi abeliana di JaCOBT di una curva di genere
virtuale ©, oftenuta da uma curva di geneve effettivo nullo fis-
sando sopra questa w coppic neulve @ punit coincidenis, é un
gruppo continuo a w(nw41) parametri, tsomorfo al gruppo
delle affinita (non degeneri) di uno spazio lineare Sy

Esaminiamo ora il caso &,==0 (e ®=29,), in cui solla curva
C le coppie neutre sono tutte a punti distinti. Le (g7) s ridu-
cono alle:

(g8) 2, = g, b e (h==1.2,.. %)

ove le A, sono interi il cui determinante vale +-1, mentre le ¢,
sono costanfi non nulle.

Le (98} rappresentano trasformazioni cremoniane dell’S;
in s¢ di un particolare tipo che diremo, con CONFORTO (cfr.

PO n. gz
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[19]) lipo monomiale perche ciascuna delle coordinate x°,
del punto trasformato di (x,, x,, ..., %) si esprime come quo-
ziente di due monomi nelle coordinate x,,.

Le (98) rappresentano anzi, al variare dei © parametri (non
nulli) ¢, (A=1, 2, ..., @) ¢ al variare degli interi %,, (con la
condizione || = -1), futte le trasformazioni cremoniane mo-
nomiali dello S; in s¢, pur di chigmare monomiale ogni tra-
sformazione cremoniana le cui equazioni siano del tipo (g8),
prescindendo dalla condizione |k,|=+41 (purch® siano perd
non nulle le costanti ¢;, altrimenti la trasformazione degenera).
Infatti, scelti comungue nella (98) pgli interi Ay, la (08) stessa
rappresenta una trasformazione birazionale (e non soltanto ra-
zionale) se ¢ soltanto se [}, /= 41. Questo fatto si puo stabilire
direttamente, ma noi siamo in grado di dimostrarlo nel modo
piti rapido, osservando che ogni trasformazione del tipo (g8)
(biunivoca o no), scritta nella forma:

u’fzz?k M g Flog ¢ (mod. periodi) (k=1, 2, ..., ®)

si pud interpretare come una trasformazione sopra una varietd
Vs quasi abeliana di Jacosr relativa ad una curva di genere
virtuale m, ottenuta fissando sopra una curva di genere effet-
tivo nullo w coppie neutre a punti distinti; e che tale trasfor-
mazione sulla ¥, & biunivoca se e soltanto se [h, =41 (cfr.
Iinizio del presente n.),

In uno spaxio lineare Sy nel quale sia fissato un sistema di
coordinate non omogenee di punto si pud quindi parlare del
gruppo delle trasformazioni cremoniane monomiaki, e allora
sl pud enunciare il:

TroremA IL. — IT gruppo delle trasformazioni di CONFORTO
sulla varvieta quasi abeliang di JACOBI di una curva di genere
virtuale =, oflenula da una curva di gemeve effettivo nullo fis-
sando sopra questa w coppie neulve a punti distinii, é isomorfo
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al gruppo delle trasformazioni cremoniane monomiali di uno
spazio lineare S,.

Resta da discutere il caso generale, in cui & 70, 8,520. In
questo caso occorre considerare le (g7) nclla loro generalita.
E qui ci si imbatte nel fatto, a priori inaspettato e assai
significativo che, di regola, le trasformazioni (97) non sono
birazionali, ma #rascendenti, rimanendo pur sempre analitiche
e generalmente biunivoche. E chiaro che questa circostanza &
intrinseca al problema trattato e non dipende dal modello scelto
per la varieta di Jacosr (lo spazic S;), né dal sistema di coor-
dinate fissato entro lo S;.

Concludendo si ha il;

Trorema 11 — Il gruppo delle trasformazioni di CONFORTO
sulla varietd quast abeliana di JACOBI di una curva di genere
virtuale ©, olltenuta da wna curva di genere effettivo nullo fis-
sando sopra quesia © coppic neutre, delle quali &, (#£0) a punti
distinti e 8, (#0) a punti coincidenti (ove n=8+8,) & un
gruppo continuo misto ad infinite schiere costituito da trasfor-
mazioni {generalmente) frascendenti,

NOTA. — Sulle trasformazioni cremoniane monomiali,

11 gruppo delle trasformazioni cremoniane monomiali di un
Sz in sé, di equazioni (g8), presenta un notevole interessc a
s¢, indipendentemente dai suoi legami con le varieti quasi
abeliane.

Si tratta manifestamente, come mostrano le (98), di un
gruppo continuo misto ad infintte schiere (salvo il caso m=1,
in cui esiste una sola schiera): si ottengono infatti le trasforma-
zioni di una stessa schiera, fissando gli interi 4y, e facendo va-
riare le ¢,; le diverse schiere essendo date da tatte le possibili
scelte degli interi %,,, compatibilmente eon la condizione
p\th =471,

Uno studio preliminare delle proprieta generali di questo
gruppo, con riguardo sopratutto alla sua struttura, & stato com-

PII n. otz
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piuto da M. Bexepicry {cfr. [3]) relativamente ad un valore
qualsivoglia dell’intero 7. Non essendo nostro compito analiz-
zare il gruppo in questione, diremo soltanto che esso risulta
generabile mediante un gruppo continuo di affinita a « para-
metri, ¢ mediante tre sue trasformazioni particolari, due omo-
grafiche ed una quadratica. La ricerca di BeNEDICTY mette
anche in evidenza una differenza esistente tra il caso w=2 ¢
il caso >3, per cui Pargomento si pud trattare nella sua gene-
ralita solo per 7l»3.

P difficile appare lo studic dei sistemi lineari omaloidici
co™ di S che generano le trasformazioni monomiali.

Tale studio & stato condofto a termine, nel caso w=2, da
M. T. Brexcy (nel suo lavoro {z]); ivi & completamente deter-
minata la configurazione dei punti base della rete omaloidica
relativa ad ogni trasformazione del gruppo. Le difficolta incon-
trate gia in questo caso, si accentuano nofevolmente passando
al caso generale w»2, che rimane ancora da esaminare.

13. ANCORA SULLE TRASFORMAZIONT DI UNA VARIETA QUAST ABE-
LIANA DI JACOEI, RELATIVA AD UNA CURVA DI GENERE EFFET-
TIVO NULLO.

Scopo del presente n. & di mettere in relazione le trasforma-
zioni birazionali sopra un date campo neutro v di genere effet-
tivo nullo (ove queste esistano, cfr. n. 2}, con le frasformazioni
esistenti — a norma del n. precedente -— sulla relativa varicts
quasi abeliana i Jacopr.

1l campo v sia realizzato, come nel n. 3, sopra una retta »
sulla quale & distesa un’ascissa x, assegnando le coppie neutre
di punti distinti (e, 3;) (s=1, 2, ..., &), ¢ le coppie neutre di
punti coincidenti (%, «,) (¢(=8 +71, ..., §,+8&,), talcht sia
n=0& +8&, il genere virtuale del campo.

In queste condizioni un sistema di integrali normali vir-
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tualmente di prima specie del campo si pud scrivere nella for-
ma ([50]), n. 29):

X =, N
v, == log S0 {s==1,2,...,98,)
a=y
(99)
7"'! pr. mfm.m... U‘:" 81 +I,... ) 3! + 82)
x -7,

ovvero, se un punto della coppia considerata ¢ il punto impro-
prio, nella forma:

(99') v¥=log (x — a¥) , uFE =y

La matrice dei pericdi & in ogni caso del tipe (92).
Supponiamo ora che il campo vy ammetta trasformazioni
birazionali in s¢, ¢ sia T sna di esse;

, a x+b
x =T (x} e ra—
¢ x+d

Studiamo il comportamente degli anzidetti integrali nei con-
fronti della <.
Una verifica del tutto clementare mostra intanto che:

@ - % ¢

a1

N ¢ (e (2)+ d)

ad-bc
[V
g
log (v (4) ~ ) = log ;ﬁi}-{ + log (—”— 2 ) ,
x =77t (00] _—
1007
ad="te 1 a
T(_:L‘) = - . U - -
£ e (-} fa

PoM, ok i3
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Osserviamo ora che se {&, ) 0 («, «} & una coppia neutra
del campo considerato, o & anche -1 (%, B)zz(v! (), T '(B)
ovvero t7! (e, )=z (&), 171 {a)). Se allora indichiamo con
vy, kv, . vy, v gllintegrali (90) o (g9”) relativi alle coppie
o, B), 7% (&, B), (&, &), =71 (&, «) [il doppio segno essendo
dovuto all’ambiguity nella scelta dell’ordine della coppia], dalle

(100) segue subito:

7y o= Ty, 4+ ](}g __a’—?’i_ ,

a~fe
o dexTtE@yrdy el () 4 d)
ad~be ! ad-bc¢

dove si ¢ indicato con »';=wv; {z") il valore assunto dall'inte-
grale v;=wv; (x) nel punto x" corrispondente del punto x nella
{trasformazione t.

Nel caso che la coppia ncutra contenga il punto improprio,
dalle (100"} segue:

, . a , ad-be @
(ror) ¥i=Fvtlog(—-a}, vz — Gyt .
: ¢ c* c

S’intende che l'integrale v, [v,] pud coincidere, eventual-
mente a meno del segno, con lintegraie v, [v;], nel caso che
la relativa coppia neutra sia mutata in se dalla trasformazione <.
Inoltre 1 coefficienti degli integrali nel secondi membri delle
distinti, e costanti complesse non nulle per quelli relativi a
coppie di punti coincidenti: basta osservare che nella seconda
delle (ror) (I'unica per cui I'affermazione non sia inmediata
di per s&), non pud essere ¢ 17 {&) +d =0, senza essere ¢ =oc ¢
senza caderc quindi nella seconda delle (1017).
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Si conclude in ogni caso con il seguente:

TrorEMA 1. — Una trasformazione bivazionale in sé di un
campo neutro di genere effettivo nudlo e di caralteri 8,, 8, opera
suglt integrali novmali vivtualmente di prima specie del campo
una sostiluzione lineare che si pud scriveve, in forma matriciale:

R gmer |

F
(t02) v =Ae+i i

(3 182, 30 Forde By

avendo indicaio con 'V, o'V le maitvici costruife con 1
valont degli iniegrali in un punto e nel swo trasformato, con A
ed R matrict che contengono in ciascuna riga ¢ i clgscuna
colonna un solo elemento non wullo; inoltre A & unimodulare
(¢ suot elementi non nulli sono quindi +71) mentre R é ad ele-
mentt complessi; infine 1V & una matrice complessa definita
{mod w), essendo w la matrice det periodi (g2).

Prendiamo ora in esame la variety quasi abeliana di Jaconr
V. relativa al campo v, definita, a meno di trasformazioni bira-
zionali, come la variethd del gruppi di @ punti della curva so-
stegno del campo.

Se %y, x,, ..., %z ¢ un gruppo di = punti della retta sostegno
del nostro campo ¥, le quantita:

=0, (%) v (x,)+. . o, (x) (w=1, 2, ..., @)

sono funzioni de! punto di V, definite (mod w) (cfr. 507, n. 2g),
e per il teorema di inversione in un campo neutro ({507, n. 26)
le coordinate del punto di ¥ sono funzioni quasi abeliane delle
#, con la matrice dei periodi w (92). Le u,, #,, ..., 2, risultano
integrali normali virtualmentie di prima specie della V.
Ora una trasformazione birazionale t del campo neutro in
s¢, pensafa come trasformazione dei gruppi di = punti, induce
una trasformazione hirazionale 7 sulla V.. In hase al teorema I

PoIIL w13
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di questo n. e alla definizione degli integrali #«,, la 7 Induce su
questi ultimi la sostituzione lineare:

2= A ),

ove A ¢ data dalla (102) ¢ A==k, la X essendo sempre deter-
minata (mod w) per essere % un intero.

In definitiva dunque, la trasformazione 7" operante sulla V.
¢ rappresenfabile con una congruenza lineare tra gli integral:
virtualmente di prima specie della Vi, e rientra quindi tra
quelle del tipo (93} studiate nel n. 12, I’attuale matrice A es-
sendo una particolare determinazione della A data dalla (g4).
Anzi, poiche l'attuale A rientra fra le matrici (94) per le quali
S=0, e queste forniscono sempre trasformazioni (g3} che sono
bivazionali {cfr. (g7)) possiamo enunciare il:

Trorema 11, — [l gruppo delle trasformazioni indotte sulla
varictd quast abeliana di JACOBI relativa ad un campo neulro
di genere effetlivo nullo dalle trasformazion: bivazionali in sé
del campo, é un soltogruppo (di trasformazioni birazionali) del
gruppo delle trasformazioni di CONVPORTO della V., in sé, di cud
al n. precedente.

E importante tuttavia osservare che le trasformazioni qui
trovate esistono sempre sulla varietd quasi abeliana di Jaconr
avente 1 caratteri ¢, &, del campo v considerato (ammetta que-
sto o no trasformazioni birazionali in sé¢). Esse acquistano perd
un particolare significato geometrico -—— quello di provenire da
trasformazioni del campo ¢ -~ quando quest’ultimo, pur man-
tenendo i caratteri &, ¢,, viene ad acquistare trasformazioni
birazionali in seé.

I risultati conseguiti in questo n. wvalgono anche per il
campo ¥ di caratteri p=2%; =0, &,=2 (cfr. n. 1), che andava
traftato a sé in alcune questioni di carattere generale,

Se infatti le coppie neutre sono (0,0), (¢, o) le proietti-
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vith x'=r,, x, ¥ =r;/x inducono sugli integrali u,=x, +x,,
#,=T1/%,+1/x, le trasformazioni:

[y g
11 T4 Pyy i
i L
o i a s Pow
I o 0 |
! 3
che rientrano come caso particolare tra le:
i
# o= o4k con 3= 0.
i
I
‘ Par Ta | Pee Ve

1
i
H

Si comprende infine che & possibile determinare la matrice A,
che compare nella (102), relativamente alle trasformazioni dei
diversi tipi di campi neutri che amimettono trasformazioni bira-
zionali in sg, classificati nel n. 3 {cfr. [5], n. 8).

I4. SULLA NOZIONE DI VARIETA QUAST ABELIANA E DI TRASFOR-
MAZIONE BIRAZIONALE SU DI ESSA,

Premettiamo un richiamo sulla teoria delle funzioni abe-
liane, ‘ ,

Sia ® una maftrice di RieMmany di genere =, K il relativo
corpo di funzipni abeliane di « variabili ), u;, ..., #x, ¢ Vs
la varieta di Prcarp ad esso associata. Le funzioni del corpo K
si interpretano allora come (tutte ¢ sole le) funzioni razionali
s Vi, © 14y, Uy, ..., 4 come integrali semplici di prima specie
sulla ¥, (cfr. ad es. [30]). £ anche ben noto che coincidono 1
problemi di:

@) determinare tutte le trasformazioni birazionali in sé
della varieth V', (ovvero gli automorfismi del corpo K).

P I, u. 14
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b) determinare {utte le matrici A™® per cui la con-
gruenza:

(103) Ay + A {mod w)
sia univocamente invertibile.

In questo n. prenderemo in esame i due problemi a) ¢ b)
nel caso quasi abeliano, e giungeremo alla conclusione che la
joro coincidenza viene a mancare per delle circostanze che sa-
ranne chiarite.

Pensando che la coincidenza dei problemi 4), b) ¢ a fonda-
mento delia feoria aritmetica delle funzioni abeligne, quale &
stata sviluppata da G. Scorza in classici laveri (1), ¢ chiaro
quale sia I'importanza della questione qui affrontata per dare
un orientamento alla costruzione della feoria ariimetica delle
funzioni quasi abeliane, a cui sono dedicate le considerazioni di
questa seconda parte del volume.

Sia dunque K un corpo di funzioni quasi abeliane, con una
matrice di periedi primitivi © nella forma normale di SEVER,
data dalla (23); e sia V, la relativa varietd quasi abeliana di
Prcarn. Su questa, come nel caso abeliano, le funzioni del
corpo K si rispecchiano in futte e sole le funzioni razionali,
mentre #y, #,, ..., ux danno luogo su V, ad altrettanti integrali
semplici, da considerare come virtualmente di prima specie.
Indichiamo anche con W la variethy di V, luogo dei punti sin-
golari e dei punti di indeterminazione dei suddetti integrali.

Importa ora osservare che la varietdh V, pud essere consi-
derata in due diverse accezioni: cloé¢ considerata i# sé ovvero
come wvariely guast abeliana.

Considerare la V. come varieth quasi abeliana di PrcArn
significa considerare la V. insieme con il sistema dei = integrali
semplici w,, #,, ..., u. virtaalmente di prima specie, che indi-
viduano su di essa la varieta W,

() Cfr. per es, le due memorie [41] e [42].
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Considerare la V. i sé significa invece prescindere dagli
integrali anzidetti.

Fatta questa precisazione, potrd accadere che una trasfor-
mazione birazionale delia ¥, in st non debba considerarsi tale
pensande la V. come varietd quasi abeliana di Prcarp. Cosa
debba intendersi per trasformazione sopra una varietdi quasi
abeliana, concepita come tale, & suggerito da ragioni di ana-
logia con il caso abeliano e sopratutto dal fatto che in ura
congruenza come la (103) {(in cul #;, ..., #, siano gli integrali
sulla variety quasi abeliana) #' diventa infinito sclo quando lo
sia u. Si considereranno quindi come trasformazioni birazionali
sopra una V. quasi abeliana soltanto quelie trasformarzioni bira-
zionali rappresentabili da congruenze lineari univocamente in-
vertibili tra gli integrali virtualmente di prima specie; insomma
quelle trasformazioni della V, in s& per le quali & invariante la
varietd W,

Cid premesso, & intanto chiaro che una trasformazione bira-
zionale sopra la V. considerata i» sé non pud sempre essere
rappresentata da una congruenza come la (103). Infatti una V,
considerata in s¢ pud sempre pensarsi come prodotto di una
varietd abeliana di Picarp a ¢ dimensioni per uno spazio li-
neare a & dimensioni (vedi [507, n. 54); e mentre quest’ultima
ammette in generale un gruppo continuo infinito di trasforma-
zioni birazionali in sg, nella {103} ¢ disponibile soltanto al pin
un numero fnito di parametri.

I quindi escluso che, nel caso quasi abeliano, coincidano
I due problemi a) e b), almenc finche si prendono in esame e
trasformazioni birazionall della V. considerata in sé.

A questo punto vien fatto di chicdersi se i due problemi
coincidono considerando la V., come wvarieta quasi abeliana,
tanto pit che le trasformazioni birazionali su di essa sono ap-
punto definite come quelle rappresentabili mediante una con-
gruenza invertibile del tipo della {103),

I risultati del n. 12 ci consentono di dare anche qui una

PoIT, w1y
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risposta che in generale ¢ negativa, giacché una congruenza
lincare univocamente invertibile tra gli integrali virtualmiente
di prima specic pud rappresenfare una trasformazione trascen-
dente sulla relativa varietd quasi abeliana.

In conclusione s1 ha il:

TROREMA. — Se la V. viene considerata in sé 1 due problemi
a) ¢ b) sono distinti,

Se la Vi viene considerala come vavietd quasi abeliana, i
due problemi a) e b) coincidono gquando tutte le congruenze
lineart univocamente invertibili tra gli integrali vivtualmente di
prima specie vappresentano trasformazioni bivazionalt sulla V.,
(beninteso considerando le trasformazioni birazionali che risul-
tano dal riguardare la V, come quasi abeliana). I due problemi
non comncidono se invece esistono (e possono esistere, cfr. n, 12)
congruenze del lipo nominato che rappresentano trasformazioni
trascendenti sulla V..

£ chiaro che la mancata coincidenza dei due problemi in
questione trae origine dalle due circostanze seguenti:

1) la varieta Ve di PICARD velafiva ad un corpo di funzioni quasi
abeliane puo essere considerala in due modi distinti: in sé
o come varietd quasi abeliana;

2) una congruenza wnvertibile del lipo (103) puod non vappre-
sentarve sulla Vi una trasformazione birazionale.

Accenniamo qui alla posizione ¢ all’ufficio delle variety
quasi abeliane nella pitt ampia teoria delle varietd gruppali
secondo L. Rorn, cioé di quelle varietd algebriche non singo-
lari e quali ammettono un gruppo G continuo finita, algebrico,
abeliano, di trasformazioni birazionali in sé.
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Se d ¢ la dimensione della varieta ¥, & ben noto il caso
in cui anche il gruppo ha dimensione d ed ¢ (semplicemente)
transitivo su ¥, A seconda che G operi in modo assolutamente
o generalmente transitivo, la V,; & un’ordinaria varieta di Pr-
CARD ovvero ¢ una varieti quasi abeliana di Picarop.

Una classe piit generale di varieth gruppall & offerto dalle
varieta pseudo abeliane. Cosa si intende per varietd pscudo
abecliana?

Supponiamo che V, ammetta un gruppoe (intransitivo) di
trasformazioni birazionali in sé¢ di dimensione ¢<Zd. Il gruppo
ha come traiettorie delle varietd algebriche, sulle quali si sup-
pone che operi in modo assolutamente transitivo, talche esse
siano delle variety di Picarn V. In queste condizioni si dice
che V,; & una varietd pseudo abeliana di tipo gq.

La conoscenza dei tre tipi precedenti di varietd gruppali @
uno ‘strumento essenziale nella costruzione della teoria delle
varietd gruppali in generale, che culmina nella classificazione
delle varietd in questione: ogni varieté gruppale é una varieta
(abeliana o guasi abeliana) di PICARD, ovvero wuna varietd
psendo abeliana, ovvero una varietd trasformabie birazional-
mente in una varietq rigala (conlenente cioé una congruenza di
spazt lincart).

I lettore troverd una limpida sintesi di questa tcoria nel
favoro monografico [40] di L. Rorn, che & corredato da ricche
notizie storiche ¢ bibliografiche sull’argomento.

I5. SULLA NOZIONE DY CORPI EQUIVALERTI I CORPI COINCIDENTI
DI FUNZIONI QUASI ABELIANE.

Dobbiamo ora trarre ulteriori conseguenze dalle due circo-
sanze enunciate nel n. precedente (pag. 122), in special modo
dalla seconda. In particolare saremo condotti a stabilire quand’e
che due corpi di funzioni quasi abeliane sono da considerave

PO w3
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equivalenti e quando coincidenti, Per la necessaria chiarezza
faremo spesso riferimento anche al caso abeliano.

Definiamo qui (con Coxnrorro, ved. [23]) come equivalenti
due corpi K e K’ di funzioni abeliane o quasi abeliane di = {>>1)
variabili quando K’ si oftenga da K cseguendo sulle variabili
indipendenti una sostituzione lineare ¢ non degenere:

(x04) w'=Au+)

ove #, % sono matrici del tipo (=, 1) aventi per elementi ri-
spettivi le variabili w), u,, ..., us ed o'y, oy, ..., %'y del duc
corpi K e K', mentre la A ¢ una matrice complessa quadrata di
ordine = a determinante non nullo, e infine 2, del tipo (@, 1),
¢ anch’essa ad elementi complessi,

Sia ora w una matrice di periodi primitivi per K, sicche tutte
le altre matrici di periodi primitivi si ottengano da essa molti-
plicandola a destra per una arbitraria matrice A unimodulare
(cloé ad elementi interi ¢ a delerminante +1). Passando da K
al corpo &K’ ad esso equivalente merct la (1o4) si oftengono
come matrici di periodi primitivi per K” tutte ¢ sole le

{105) w = AwAd

al variare della A unimodulare, talche se K ¢ K’ sono duce corpr
di funzioni abeliane o quasi abeliane equivalenti merce la (104),
tra due malvici di peviodi primitivi v ed ' di K, K’ intercorre
sempre una velazione del tipo (105) con la A unimodulare.

Si ricorderd pure che, nella teoria delle funzioni abeliane,
due matrici di RieMan® 0, o’ legate da una relazione del tipo
(105), con A a determinante non nullo ed A unimodulare, s
dicono esse stesse eguivalenti (secondo G. Scorza) onde due
corpt di funzioni abeliane equivalenii nel senso dell’ attuale de-
finizione hanno mairici di RIEMANN equivalentt secondo SCORZA.

Premesso cid, si ricordi che nella trattazione del SEVERT
(cfr. [50], n. 48) due corpi equivalenti nel senso attuale ven-
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gono considerati spesso come uno stesso corpo, cioé « corpi
equivalenti » equivale in prafica a « corpi coincidenti ». E
non v'ha dubbio che numerosi e validi motivi giustificano que-
sta identificazione.

Si presentano perd delle questioni nella teoria delle funzioni
quasi abeliane, a differenza dal caso delle funzioni abeliane, in
cul & necessario tenere distinti 1 due concetti di equivalenza e di
cotncidenza. DI cld passiamo subito a parlare, intendendo guindi
in questo n. che due corpi coincidono quando sono costituiti
dalle stesse funzioni, salvo al pin la denowminazione delle varia-
hili indipendenti.

Suppongasi di avere due corpi X, K’ cquivalenti di funzioni
quasi abeliane (o abeliane). Quali sono le condizioni necessarie
e sufficienti perché essi coincidano? Una prima condizione ne-
cessaria ¢ che K e K’ possano ricondursi ad avere la medesima
mafrice di periodi primitivi. Ora mentre nel caso abeltano gue-
sta condizione, insieme con ['equivalenza di K e K', é suffi-
ciente per garantive la loro coincidenza, cido non si vevifica nel
caso quasi abeliano, potendo due corpi equivalenti di funzioni
quast abeliane con gli stessi periodi essere tra lovo distinti, cioé
non costituitl dalle stesse funzioni,

Nel dimostrare la precedente affermazione determineremo
al tempo stesso le condizioni necessarie e sufficienti per la coinci-
denza di due corpi equivalenti di funzioni quasi abeliane, con-
statando che il fatto asseritc & essenzialmente legato, da un
lato con la circostanza n. 2 di cui al precedente n. 14 (pag. 122),
e d’altro late con il fatto che un corpo di funzioni quasi abe-
liane con una data matrice di periodi pud non esaurire il (ma
essere propriamente contenuto nel) corpo di fuife le funzioni
meromorfe con quei periodi.

Prima di passare alla dimostrazione, dobbiamo premettere
alcune neccssarie considerazioni.

Siano K, K’ due corpi equivalenti di funzioni quasi abeliane
(o abeliane) con le rispettive matrici di periodi primitivi w, o’

P n. 13



126 PONTIFICTALE ACADEMIAE SCIENTIARVM SC

A VARIA - 23

La (104), che muta le funzioni di K in quelle di KX’, puo appli-
carsi anche al corpo K#, a priori pitt ampio di K, formato da
tutte le funzioni meremorfe di 7 variabili aventi @ come matrice
di periodi primitivi; il risultato della trasformazione sard il
corpe K™ di tutte le funzioni meromorfe con la matrice di pe-
riodi w’, a priori pitt ampio di K. La (104) stabilisce anzi, come
¢ immediato constatare, un isomorfismo tra i due corpi K e K’
come pure fra ¥ e K'*,

In definitiva la sostituzione lneare non degenere di varia-
bili che muta Uuno nell’ altro due corpi equivalenti K e K’ di
funzioni quasi abeliane, trasforma Puno nell altvo, inducendo
tra essi un isomorfismo, 1 corpi K*, K'™*, a priovi pite ampi di
K, K, costituiti da lulte le funzioni meromorfe con gli stessi
periodi delle funziont di K, K'. I’isomorfismo tra K* e K'*
subordina tra K ¢ K' Uisomorfismo generaio dalla considerata
sostituzione lineare non degenere di wvariabill.

In base alla precedente osservazione lo studio della coinci-
denza o meno di K con K’ potrd farsi indifferentemente a par-
tire da K o da un qualunque corpo ad esso equivalente, Assn-
miamo quindi la matrice dei periodi primitivi w nella forma
normale di SEvERT (23) relativa ad un corpe di funzioni quasi
abeliane di m=p+8, +8&, variabili; gli interi $, &, &, e ¢ asso-
ciati alla @ hanno naturalmente il significato consueto, gia ri-
chiamato nel n. g.

Sia ora K un qualsiasi corpo per cul p=&,, sicche la sua
matrice di periodi sia del tipo (23) con fa Q, della forma:

Qz = ||IC QIzH

ove C ed ¥, hanno il medesimo significato che avevano nel
n. 9. Il corpo K ¢ formato da funzioni meromorfe delle

n=p+8 +p variabill w,, w,, ..., s g, o Ampliando il

corpo K con l'aggiunta di &,-¢ nuove variabili u, 5 401

Hppo, 4pe2e - - -5 Mppg s, Ove ora &, & un qualunque interc
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maggiore di p, si ottienc un corpo K di m=pH+8&,+&, variabili
avente una matrice di periodi {23} in cui la &, ha la forma ge-
nerale (z5)-

Ora il corpo K* relativo a K, ¢ certamente pit ampio di K
stesso, perché K¥* contiene, tra le altre, tutte le funzioni mero-
morfe delle sole variabill w,,; oy; (=1, 2, ..., &-¢), ¢
queste funzioni, se non si riducono a funzioni razional, non
possono appartenere a K, essendo quest’ultimo corpo costituito
esclusivamente da funzioni razionali delle funzioni di K e delle
nuove variabili #,, ¢ o,

Ecco dunque un esempio di corpo K, che & un effettive sot-
tocorpo di K*, ¢ per il quale ¢, &, &,, p sono arbitrari, salvo la
condizione g < &,.

Un altro esempio in cui si verifica la circostanza in esame
si oftiene nell’ipotesi che sia g=28,=0, $ e &, arbitrari ¢ la
matrice &, nella (23) sia identicamente nuila. In questo caso
infatti la matrice (23) assume la forma:

[+ ¢ o

(106) 0 o=

‘ 0 0 B

cd @ chiaro che il corpo K ottenuto combinando razienalmente
le funzioni abeliane delle variabili #,, u,, ..., %, con la ma-
trice dei pericdi |JA Q]| e le funzioni esponenziali e
(a=p+1, p+2, .., p+2) ammette la (100) come matrice
dei periodi, Invece il corpo K* di tutte le funzioni meromorfe
con 1 periodi (106) ¢ pit amplo di K perché a quest’ultimo non
apparticne, ad es., la funzione:

. (c”p...l + odp, o+ ”m—ﬁ;}

che pure ha i periodi (106}
E presumibile che K* sia pitt ampio di K in fufti i casi (ved.
CoNnrorTO [23], n. 5), ma non & questo che ora ci inferessa.

P, n 15
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Aggiungiamo invece qualche altra considerazione prima di tor-
nare alla questione iniziale.

A partire da un corpo K di funzioni quasi abeliane delle
variabili #,, #,, ..., #x, sl consideri la varieti quasi abeliana
di Picarp V, associata a K, sulla quale le funzioni di K si inter-
pretano come tutte e sole le funzioni razionali di punto. Sap-
plamo che sulla V. le variabili #,, #,, ..., #. sono integrali
semplici virtuaimente di prima specie che individuano sa di
essa la varietdh W luogo dei loro punti singolari e di indetermi-
nazione, sicché 1 gruppi di valori finiti delle uy, #,, ..., #: sono
rappresentati dai punti di V, non appartenenti a .

Si pensi ora sulla ¥, ad una funzione uniforme che abbia
singolaritd essenziali su W e sia meromorfa altrove, Come fun-
zione di g, #,, ..., U5, €552 NON pud perd appartenere a X,
che altrimenti sarebbe razionale su V; e dovzebbe quindi avere
sole singolaritd polari e di indeterminazione, Tuttavia essa @&
pur sempre una funzione di #,, %, ..., #, meromorfa al
finite e con i periodi w, sicché appartiene certo a K*. E imme-
diato anche il viceversa e possiamo allora concludere con il

TeoreMA 1. — Sia K un corpo di funzioni quasi abeliane
delle variabill u), u,, . .., wx con la malvice dei periodi w,
Vi la varieta quasi abeliana di PICARD associala a K, ¢ W la
varieta di V, lwogo dei punii singolari ¢ di indeterminazione
degli integrali ny, uy, . . -, #e, da considerare virtualmente di
prima specie su V.. La condizione necessaria e sufficienie per-
ché il corpo K¥ di tutie le funzioni meromorfe di uy, #s, ..., U=
con i periodi w sia pitk ampio di K é che esistano su V. funziont
unifornu con singolarita essenziali sulla W e ovungue mero-
morfe fuort di essa.

I£ appena necessario avvertire che se, in particolare, K &
un corpo di funzioni abeliane, gli integrali ), w,, ..., ux
sono cffettivamente di prima specie sulla ¥, onde la W viene a
mancare ¢, com’'é ben noto, K* coincide con K.
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Una condizione sufficiente perché K* sta pitt ampio di K
¢ che esisia sulla Vi qualche funzione razionale | (P), la cui
varieid polare sta contenwta nella W. In tal caso infatfi la
funzione ¢/, & olomorfa su V. tranne che nella varietd po-
lare della f (P), che perd & contenuta in W, ove si presentano
singolarita essenziali.

Dobbiamo ora tornare alla questione iniziale circa la coin-
cidenza di due corpi di funzioni quasi abeliane, che sianc equi-
valenti a norma della (104), ¢ che abbiano quindi le matrici
dei periodi w ed w’ legate dalla {z05).

Ove i corpt equivalenti K ¢ K’ siano abeliani & ben noto
([23], n. 2) che cssi coincidono se ¢ solo se, essendo w wuna
matrice det periodi velgtiva ad wuno di essi, esiste una matrice
wnimodulare T per cut:

(I()?) wl = Aw

Conviene accennare, sia pure rapidamente, alla dimostra-
zlone, per vedere dove essa viene meno gquando si passi al caso
quasi abeliano.

Per le matrici dei periodi w, o relative a K, X’ vale in-
tanto la (105) con la A4 uwnimodulare. Se K e K’ coincidono,
i sistemi di pericdi generati da v, ©’ devono coincidere, ciog
deve esistere una matrice unimodulare B per cul o'=w B; ¢
allora, per la (105} e 0 B = Aw 4, o anche w B A~ = A w,
e ciod vale la {107) non appena si ponga I = B A-! Cio
dimostra la necessita della (107).

Circa la sufficienza si pensi che, per la (107), la (105) s
serive:

w =wld =wh
con la B unimodulare. E allora coincidono i sistemi di periodi
generati da w, o’ talché ogni funzione meromerfa Jdi #© variabili

con la matrice dei periodi primitivi w ammette anche la ma-

PO on. 13
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trice del periodi primitivi w’ e viceversa. K siccome i corpi
K, K’ sono costitwiti da TUTTE le funzioni meromorfe di =
variabill con le rispeitive malvici ded periods 0, o, essi neces-
saviamente cotncidono.

Passiamo ora al caso quasi abeliano.

Il ragionamento che ¢i ha condotto a dimostrare la neces-
sita della {10%) vale tal quale:

Perché coincidano due corpi di funzioni quasi abeliane,
equivalenti mercé la sostiluzione lineare non degenere di varia-
bili (104), é necessario che, essendo v una mairice di periodi
primilivi relativa a wno dei due corpi, esista una matrice uni-
modulare I per cul sia:

Esaminiamo la dimostrazione della sufficienza della (107).
Anche nel caso aftuale si pud concludere che coincidono i si-
stemi di periodi generati da w ed w’, ma non pit che coincidono
icorpl K ¢ K', perché sappiamo che un corpo & non é necessa-
viamente costituito da TUTTE le funzioni meromorfe con 1 dati
pertodi,

Il fatte & che mentre un corpo di funzieni abeliane & costi-
tuito, per definizione (cir. [30]), da tutte le funzieni mero-
morfe con una dafa maftrice di periodi primifivi {in numero
uguale al doppio del numero delle variabili}, un corpe di fun-
zioni quasi abeliane & invece costituito da funzioni meromorfe
con una data matrice di periodi primitivi (in numero minore
del doppio del numero delle variahili), soddisfacenti un teo-
rema di addizione algebrica nel senso di WreimrsTRASS (cfr,
50], Introduzione, pag. 5 e segg.).

Gli esempi precedentemente adotti dimostrano che con que-
st’ultima definizione si ottiene un corpo K & funzioni quasi
abeliane che di fatte pud non esaurire il corpo K* di tutte e
funzioni meromorfe con i dati periodi.
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Quale nucvo clemento cccorre agglungere per assicurare
la coincidenza di duce corpi K, K’ di funzioni quasi abeliane,
equivalenti mediante la (104)?

E la corrispondenza biunivoca, che abbiamo dianzi dimo-
strato essere un isomorfismo, stabilita tra K e K’ dalla {104)
stossa.

Essendo soddisfatta la {107) con la / unimodulare e la A
a determinante non nullo, sappiamo (n. 1o} che la (104) pud
interpretarsi come una trasformazione analitica e generalmente
binnivoca sulla varietd quasi abeliana V.. Se ora K e K’ coin-
cidono l'isomorfismo sopradetto si riduce a un automorfismo
di K, e si inferpreta pertanto come trasformazione birazionale
sulla Vo {ctr. [24]).

Viceversa la (104), guando rappresenta una trasformazione
birazionale sulla Vy, induce un avtomorfismo nel corpo delle
funzioni razionali della V., cioé nel corpo K, sicché K’ coincide
con K, ¢ in definitiva vale i}:

TreorEma 1I. — Perché coincidano due corpi di funzioni
quasi abeliane, che siano equivalenti mercé la (104), ¢ neces-
sario ¢ sufficienie che:

a) esista wna matvice wmimodulare I, per cui walga la (107),
essendo w una matrice dei pertodi velativa ad uno dei due
corpi;

b) la sostituzione lincare di varviabili (104), che muta un corpo
nell’altvo, possa intevpreiarsi come trasformazione bivazio-
nale sulla vavieta guasi abeliana associata al primo corpo.

Nel caso abeliano la condizione ) ¢ superflua, mentre nel

5\ .

caso quasi abeliano, per quanto sappiamo, essa ¢ essenziale.
Va tuttavia ricordato che, sia nell’un caso che nell’aliro, la
condizione a) & conseguenza della b). Cid & ben noto nel caso
abeliano, e risulta dal n. 10 nel caso quasi abeliano, laddove si &
dimostrate che il sussistere di una relazione del tipo (107) &

P, on T3
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una condizione necessaria (oltreche sufficiente) perché la (104)
rappresenti una corrispondenza biunivoca sulla varietd quasi
abeliana di Prcarp associata al corpo K.

Iy

Aggiungeremo poi che, nel caso abeliano, & superfluo po-
stulare che la (104} rappresenti una trasformazione birazionale,
perché sopra la variety di Picakp relativa ad un corpo di fun-
zioni abeliane ogni corrispondenza biunivoca (104} & birazio-
nale, Supporre la birazionalitd & invece essenziale nel caso
quasi abeliano, in cui una corrispondenza biunivoca del tipo
(104) pud risultare trascendente.

Osservato quanto precede, la conclusione del presente n. si
puo esprimere con il

Trorema 111, — Siano K, K due corpi di funsioni quasi
abeliane (0 abeliane) &i = variabili, tra lovo equivalenti, talche
K’ si ottenga trasformando K medianle una sostituzione di va-
riabili lnegre non degenere del tipo:

.

w o= Au + 7

(A=) q determinante non nullo).

Perché K e K’ cotncidano é necessario e sufficiente che [ an-
xidetta sostituzione di variabili st possa interpretare come una
trasformazione bwvazionale sulla varietd quasi abeliana di Pi-
CARD relativa a K.

Nel caso abeliano Uipotesi della birazionalita della trasfor-
mazione puc sostituirst con quella della biumivocita.

OssErRVAZIONE 1. — Due corpi K, K’ di funzioni quasi abe-
liane (o abeliane) con le matrici dei periodi primitivi w, w’ per
cui siano soddisfatte le (ro5) e (10%), ciog le:

(108) (-U’ == A ) _A , [$)] I pored A 0]
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si possono ricondurre ed avere la medesima matrice di periodi.

\

Cid & conseguenza immediata delle (108), da cul vienc infatti:

w7 = (I A} , W= ([ A)Hl

conla 74 ela (I 4" unimodulari, perche tali sono I ed A,
Questo appunto significa che anche ©, come o', & matrice di
periodi primitivi per K’

In altre parole: due corpi K, K’ per i quali siano soddisfatie
le (108} si fossono pensare come due corpi con la medesima
matvice di periodi primitivi.

Nel caso che si tratti di corpi di funzioni abeliane, cio basta
ad assicurare la coincidenza dei duc corpi. Bd ¢ ben naiurale,
perche un corpo di funzioni abeliane & costituito da tutte le
funzioni meromorfe con una data matrice di periodi primitivi,

Nel caso che invece K, K’ siano corpi di funzioni quasi abe-
liane, equivalenti merce la (104), le (108) non bastano pit a
garantire la coincidenza di K, K’: la condizione b) di cul al
precedente teorema 1T assicura infatti che quando la (104) rap-
presenta una trasformazione lrascendente sulla varieta V. vela-
tiva a K, i due corpi sono due corpi {equivalenti, ma) distinti
con la medestima malrice dei periodi,

I questa circostanza, nuova rispetto al caso abelianc ove
nont ha riscontro alcuno, che qui intendiamo sottolineare.

Di piti: i corpi equivalenti a K ¢ con ¢ medesimi periodi di K,
che stano perc distintt da quest’wlitmo, si oftengono tutli ¢ soli
da K eseguendo le sostituzioni di wvariabili (104} che sulla va-
rietq quast abeliana di PICARD di K rappresentanc lrasjorma-
ziome bunivoche trascendents.

Questo dimostra Pimportanza e la necessith dello studio
delle trasformazioni biunivoche trascendenti sopra la varietd
quasi abeliana di Prcarn di un corpo di funzioni quasi abeliane,
al fine di ottenerc una classificazione completa di tutti i corpi
anzidetti, mentre potrebbe a prima vista sembrare scarso 'in-
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teresse da attribuire a quelle trasformazioni dal punto di vista
delle proprietd algebrico-geometriche del corpo di funzioni.

Oss:rvAZIONE 1], - Quando due corpi distinti K e K’ siano
equivalenti e con gli stessi periodi, per quante abbiamo visto
in questo n., sono sempre isomorfl. Ne segue che K ¢ K’ sono
entrambi sottocorpi propriamenie contenuit nel pil ampio corpo
di tutte le funziom meromorfe con i medesimi periodi di K e K'.

E vale allora ia propoesizione:

Se un corpo K di funzioni quasi abeliane con la matrice di
periodi w gode della proprieia che sulla velativa varieta quasi
abeliana di PICARD esistono rasformaziont biwnivoche irascen-
dentt, rappreseniale da sostiduzioni Uneart lra gl infegrali vir-
Lualmente di prima specie, o corpo K* di tulle le funziont mero-
morfe con 1 periodi w & cerfo pit ampio di K.

Non vale perd il viceversa polendo un corpo K essere pro-
priamente contenuto nel relativo K* ¢ tuttavia fa corrispondente
variety V. possedere soltanto trasformazioni birazionalt, rap-
presentate da soslituzioni lineari tra ghi integrali virtualmente
di prima specie.

Eccone un esempio. Si consideri it corpo di funzioni quasi
abeliane di ¢,7»0 variabili generato dalle funzioni

xh = (;'”fn (h et I, 2' o, 81) .

Ta sua malrice dei periodi ¢ diagonale (di ordine &) con gli
elementi sulla diagonale principale tutti uguali a 27i; la sua
varield di PICARD & uno spazio proiettivo Sy, In tale Ssy le
trasformazioni biunivoche, rappresentabili mediante sostituzioni
lineari fra gli integrali virtualmente di prima specie, sono sol-
tanto le trasformazioni cremoniane smonomialy (di cui al n. x2),
dunque birazionali.

Daltronde K* ¢ in guesto caso pitt ampio di K perché, men-
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tre K & isomorfo al corpo delie funzioni razionali delle variabili

x, (h=1, 2, .., 8y, K¥ ¢ isomorfo al corpo delle funzioni

meromorfe delle medesime variabili-

16. UN TEOREMA SULLE MATRICT QUASI ABELIANE.

Per proseguire 'indagine sulle proprieta aritmetiche delle
matricl quasi abeliane torna assai utile il seguente:

TgOREMA. — Se © ¢ una malvice quast abeliana (a = righe

/

e ©' colonne), anche la matrice:
{r09) w =oawl

(con ai™ = ¢ D) pigpeltivamente complessa ¢ razionale,
entrambe a determinante non nullo) ¢ una matrice quast abe-
Liana.

A meglic comprendere il senso e la portata di questa pro-
posizione, si rifletta che quando =" =2w la matrice quasi abe-
liana o si riduce a un’ordinaria matrice di RiEmany di genere
7w ¢ il teorema stesso si riduce a una proposizione ben nota,
la cui dimostrazione discende immediatamente dall’esistenza
per w di una matrice principale rispetto aifa quale la w soddisfa
le vguaglianze e disuguaglianze riemanniane (cfr. ad es. [25],
n. 2), le quali traducono una condizione necessaria ¢ sufficiente
perchdé una maftrice a © righe ¢ 2% colonne sia una matrice di
Riemany. Quella dimostrazione viene meno nel caso quasi abe-
llano (w'<72w), percheé, allo stato attuale delle indagini, manca
per una matrice quasi abeliana l'analogo della matrice prin-
cipale.

Occorre quindi poggiare sul criterio analitico di SBVERI
(cfr. [50]), secondo il quale una matrice w™*), ad elementi
complessi, & quasi abeliana se e soltanto se esistono una matrice

POIIL . 06
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A=) complessa non degenere, e una maitrice L™ unimodu-
lare, tali che 2 w L sia una matrice della forma normale (23):

A Q) w8 “
X i
{1710) £ Gup) le\hﬂ) J3 ) i

L o® QPP by
ove 4, B, @, Q,, Q, hanno il significato dichiarato nel n. o.

Per mostrare allora che, w essendo quasi abeliana, lo &
anche la w” data dalla (109) occorre far vedere che, sc w sl
pud ridurre alla forma normale (110}, lo stesso pud farsi
della w’. Nel corso della dimostrazione si potrd fare anche uso
del fatto che una matrice quasi abeliana rimane tale moltipli-
candola a sinistra per una matrice complessa non degenere e
a destra per una matrice vnimodulare.

Prima di passare alla dimosirazione facciamo una osser-
vazione preliminare, Data Ia w, gia w*=% v L una sua forma
normale del tipe {110} certamente esistente (A non degenere ed
L unimodulare). Dopo ¢id la (10g) si pud scrivere:

w = (@i (o L) (L' D) = o w* [

con &’ complessa e D’ razionale entrambe non degeneri ed
entrambe arbitrarie, al pari di « ¢ D, tra le matrici dei rispet-
tivi tipi. Cio significa che basta dimostrare il teorema nell’ipo-
tesi che la w sia in forma normale. Inoltre non 2 restrittivo sup-
porre che la matrice razionale D sia intera, conglobando un
eventuale fattore numerico (minimo comune multiplo dei de-
nominatori degli elementi di 22) nella matrice «. Il teorema
equivale allora a dimostrare che se w & wna matrice quasi abe-
Lana in forma normale ¢ D una gualungue matrice intera non
degenere, anche (o w D, con « non degenere, e quindi anche
el awD =)yw D ¢ una malrice quasi abeliana.
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Veniamo ora alla dimostrazione del teorema che sara ese-
guita in passi successivi.

Sia w una matrice quasi abeliana nella forma normale (110)
e D non degenere ad elementi interi. Perché la © D sia quasi
abeliana cccorre mostrare l'esistenza ¢i una matrice non de-
genere ¢ ¢ di una matrice unimodulare S tali che la matrice
g w S sia anch’essa nella forma normale (110).

In primo luogo moltiplichiamo la D a destra per una matrice
unimodulare K in modo che la D E sia triangolare con gli
elementi al di sopra della diagonale principale tutti nulli.

Passiamo cosi dalia w [ alla
w,o=wDE =0l fcon [ = DI}

che, per la (1710), st scrive:

1A Qm Dby b
|

]g;;.m O Ofmdn
!

wy = Oum Qflﬁn?l) AN (nin j(zf_;.m O b

21

L), 5 b1 B, Suy B b
3 (@100 Qg;..ﬁ) [@ICIRdY | fﬂ; ) !‘;lgl 0} !;31 1) i

{111)
A+ Q1 QFr, 0

Q 1, + By, Q L+ 51, B Iy

Q I Q, £y 0 I|

ove le T, sono intere (in pit le 7., I, [y triangolaxi) e la
matrice [ & non degenere; questo implica che sono non dege-
neri le Iy, £, Ia5.

Cerchiamo di nicondurre la matrice {117} alla forma nor-
male {110}, moltiplicandola anzitutfo a sinistra per la matrice:

Uen Owdy o Onda
= - Budy |
{112) v = Ay g O Pudd 1
;
|
il

(D2, 1) (B, 50 (82, B)
)\ 31 O [j

POIL o n 16
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dove le U sono matrici unitd e 2,;, Ay, sono per ora indeter-
minate. La matrice p & manifestamente non degenere e per-
mette di passare dalla w, alla:

0y = 1 CF
ciot alla (cfr, (111), (172)):

AL, @, o
~-; le - 1’)]31

Q1

A[U“F"Q [2] Q 122 O
‘ A I+ QL)L b+ 510y & B
(ALY, 1 Q, O

dove si ¢ posto:

(114) Q) =% QU+ 1 (Qulsy - BIL). @y = 0y QL+ Q.
Prendiamo ora in esame la mafrice:

‘(11:5) Bl + Q0 Q1|

issa s pud scrivere:
| | L0
(6} AL+ QL Q=42 H
[Jl [22 H
come prodotto della matrice di Rmmanx [{4 Q| (cfr. n. g)

per la matrice intera non degenere:

| fn O
(117) U |= 7

Iy, Iy
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ed © pertanto essa stessa una matrice di RIEMANN, se pure non
necessariamente in forma normale.

Ricordiamo ora che 1a |4 @1} & in forma normale ed ha
i divisori elementari d,, d, ..., 4, (¢cfr. n. g), talche essa am-
mette come matrice principale la

0 Al
(118) i
ol

con A diagonale:
é)
a, :
(11g) A= :
-

e d, =1, d;_, divide d;; (=2, 3, ..., ).
2 aliora immediato che la matrice di RiEManN (110), la
quale & isomorfa nel senso di Scorza alla [{d Qli ammette

come matrice principale la:

[y

a1

(120) M= F7 M

Anzi la matrice M’, razionale, si pué supporre, previa mol-
tiplicazione per un opportuno intero, ad elementi interi ¢ primi
tra loro; sicche, a norma di un classico risultato di FropeNius
{cfr. [30]} esisterd una matrice unimodulare G che ridoce M’
alia forma normale:

! 0 A
(121) G M Gy

ove A7 & del tipo (119).

P, a6
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Allora ¢ chiaro che la matrice di RizManx

§AQY <G

possiede la matrice principale (121).

Cio premesso, si seriva la matrice unimodulare -1

ordine 24, nella forma:

Gt

con le Gy di ordine p, e si moltiplichi a destra la w,, data dalla

(113}, per la matrice unimodulare:

! ~{m P} =(p i)
G Nt
i

G (2111 0} G P

'
1
1

0 (B, ) O LI
i

in tal modo si passa dalla matrice w, alla:

(.7)3 ==y H

; 7‘21(-“1’]1J‘“}'Q]z:)‘l' [!;?i](ggilzzlk}ﬁﬁjsl

7\33("’]']] 1"‘i\"£2[‘2] )'7i“£2212)

(AL QLN G0, G,

(ARG, Gy
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ove si ¢ posto:

In) Gyotlan Q1+ B Gty 6,

N“ = Ny (AT QL) Gt ol 63, (g

o (ARl Gy (0Bl Gt G
)

-~zx"31(f”ul Ui) Gt @l Gyt —-z(fzf

ANy = z](/Hn Q2
(

Ora la matrice:
i (/'”11 T Q) Gy R, Gy, (AL QL) GRG0

che compare nella espressione della wy data <aila (124), altro
non & che la matrice di Rizmany (122) [si tenga conto delle
(116}, (117), {r23)].

Trattandesi di una matrice di RiEMaNN che ammette una
malrice principale nella forma normale di Fropenivs, possia-
mo affermare {cfr. [25}, p. 343) che entrambe le matrici:

(125) (41, + QL) G+ QL. Gy e (Al + QL) Gy QL Gy,

sono non degeneri e pertanto ammettone inversa.
Tenuto ora conto delle (114) si ha:

Nyy == 0y (A[u + ¢ 30 Gy + !&5( [zl“{ Bl (’il+ (;21 =
—= }‘u (/”11 T [zl) (1117 1”(“112]'—} h[n} (’11 T "'2] 13’(’11+
e oy (O Loy F Bl Gy s 0 (A1 QL) G+ QL G +

+ [a: [(Qllzlkg"jﬂal) ("11 (--vi[zz”i B[s)) (’zl]

N3l s }‘51 (4111—'_22121) (l“ l‘ggzl‘“(fn"l =) (’lil i
—_ 7"31 (A111+ [z;} (7Il+""2[21(Y]1 |""'31 [22(721“[ --2122('21 —
= 3 [_(/H;l I Q1(21) G+ 9122(}21} +4Q, ([21Gil 1 Gy

PoIl a0
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E allora scegliendo le due matrici %,,, A5, finora indeter-
minate, al seguente modo:

ha) = 15_3‘1 !(-*1121'{"1}]]31) Gn (--1121‘1 /)[nj 021} *
Al QL) Q]HG"M]_'
hgy = e QoL Gy g Gy Y+ [(A T A QL) Gy A, G

{come & possibile perché le due matrici (125) sono dotate di
inversa), la matrice v, data dalla (124) si scrive:

? (/UU”E' ]21)(1114 ]22 T2 (Ajll_l_£2]21)912_'€"'£2]22(;22 0
i
)y i i 5

0 Q) B
2, o

[Ty

0
mn cui:
H (Afn + 9121} GJJ “i' szz (--'YZI (*‘“11 + -Q]zx) (;12 - 9]22 Gzz “

¢ una matrice di Riemann con la matrice principale {121).
Moltiplicando da ultimo la w5 a sinistra per la matrice non
degenere:

£ 2w AT [(A] A Q) Gy b QL Gy, O O !!
o :. 0 78y 8y 8] E[
: O O L7z b

si passa dalla «; alla matrice:

Ll)4 =y {.1)3
che si scrive nella forma:
ba o 0
(126) g ﬂ‘ 0O Q B

i i
i ” 3‘

0 9 O
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La (126) ha ora la forma normale di Severt (110), perché:

(127) "m=m2wiAT =

e la [JA’QY| & una matrice di RIEMANN normale in forza della

(127) e del fatto che la {121) & una sua malrice principale.
Concludendo, con riguardo alle precedenti posizioni per

Wy, W,, Wy, W, rsulta w, = vpw CEH. Ponendo aliora:

c=vypr e S=IKH

si ottengono due maftrici, rispettivamente non degenere ed uni-
modulare, che soddisfano Penunciate da dimostrare: la o O
& quasi abeliana perche lo ¢ la wy=o (0 C) S

I7. ALCUNE PROPRIETA DELLA RELAZIONE I EQUIVALENZA TRA
MATRICI QUASI ABELIANE.

Nei nn. seguenti affronteremo la questione delia equivalenza
di due matrici quasi abeliane nella forma normale i SEver:.

Prima ancora di enunciare ¢ di chiarire la portata del pro-
biema, premettiamo, in questo n., alcune necessarie definizioni
e proprietd formali.

Adottiamo (con Benepicty, cfr. [137]) d’ora in avanti come
forma novmale di SEVERI per una matrice quasi abeliana, una
forma leggermente diversa dalla (23), ma ad essa « cquiva-
lente » nel senso che sara pit sotto precisato.

POJI n a7
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Tale forma normale, che si rivelera pitt idonea per i suc-
cessivi sviluppi, ¢ la seguente:

i
|
|
|
!

A~ (@i Q)

(128) O 75 b, o p)

| o6 O W Gur

In essa A~! & I'inversa della matrice & espressa dalla (116);
la matrice JA-1 Q]| & una mafrice normale di Rizmany
(ciod @ ¢ una matrice simmetrica la cui parte immagaria &
matrice dei coefficienti di una forma quadratica definita posi-
tiva), che diremo associata alla (128); U & maflrice unitk, ¢
inokre:

|. w0 oy 1 COM & matrice
P, = | 1 ¢ o (9 -2 | . .
[ | O ! I complessa arbitraria,

{20 Jre, pro} fl .
% 1 . con Y matrice

W, = L
complessa arbitraria.

| =

|
|
| O®—ea  Q@rero |

Indicheremo hbrevemente con M N § una malrice come
la (128).

Definiamo ora come eguivalenti due qualungue matrici com-
plesse simili {aventi cio¢ il medesimo numero di righe e colonne)
w8 o w*e & se tra esse corre la relazione:

(130) w* = 2w L

con A® & non degenere ed L% #) unimodulare {(cfr. n. g).
La (130) ¢ una effettiva relazione di equivalenza, poiché
rvisulta riflessiva, simmetrica e transitiva.
Per quanto sappiamo una matrice equivalente a una M N §
& una maftrice quasi abeliana (cfr. ad cs. il precedente n. 16).
Per sottolineare la relazione di equivalenza indicheremo con
M E S ogni matrice equivalente a una M AN S
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Per giustificare l'assunzione della (128) occorre mostrare
soltanto che una qualunque matrice del tipo (128) & equiva-
lente a una matrice del tipo (23), ¢ viceversa.

Che ogni matrice (128) sia equivalente a una matrice (23) &
immediato: basta moltiplicarla a sinistra per ami [ Wtdrdz pidiad)
ed eseguire opportune permutazioni di righe ¢ colonne (il che &
possibile fare mediante operazioni del tipo (130).

* Viceversa ogni matrice (23) ¢ equivalente a una del tipo
(128).

Mediante scambi di righe e colonne (realizzabili moltipli-
cando la (23) a destra e a sinistra per cpportune matrici uni-

I
L) prdidapedied )

modulari) e moltiplicando poi a sinistra per

2%1

si pervienc alla matrice cquivalente:

‘ a~t 0 @
{131) i O v i

e 0O v

o o T g ]

nella quale £ = - L, P = e QW = e

a7t 27 2%

naturalmente ||A~! || & una matrice normale di RrsMAny.

Mediante successivi scamhi di righe e colonne, e mediante
moltiplicazione a sinistra ¢ a destra per opportune matrici [che
traducono determinate operazioni sugli elementi della (131)]
sl passa poi dalla (131) ad una matrice, ad essa equivalente,
che ha la stessa strutfura formale ma con le 4, W del tipo
delle ¢, ¥, date dalle {129}, sicché la nuova matrice & appunto
del tipo (128) (per 1 particolari dimostrativi il lettore veda il
n. 1z della memoria [15]).

Osserviamo infine che, nella (128), le ®;, ¥, si potrebbero
supporre matrici cotnplesse arbitrarie, la seconda delle quali

di caratterisfica g; in tal modo si otterrebbe infatfi una ma-

P.oIIL on a7
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frice sempre equivalente, com’¢ facile convincersi, a una del
tipo (128), avente anzi le stesse matrici A1, Q, U,

Proprieta dell’ equivalenza tra matvici.

Conviene ora mettere in luce alcune propriety della rcla-
zione {130) di equivalenza tra matrici simili, in particolare tra
matrici quasi abeliane simili, per preparare il terreno aila solu-
zione del problema accennato all’inizio di questo n.

I. Siano w, w* due matrici complesse simili e w,, w,* due
matrici complesse ad esse rispettivamente equivalenti. FEsiste
allora una corvispondenza biunivoca trva le (eventuall) rela-
zioni di equivalenza {130} che intercorrono fra w, w¥ ¢ le rela-
zioni analoghe che intevcorrono tra w,, w*.

La dimostrazione & immediata.

II. Conseguenza immediata per le matrici quasi abeliane &
che lo studio delle relazioni di equivalenza (130) tra due M E S
equivale allo studio delle velazioni analoghe tra due M N S.

I Se w® &) w*& &) sono due matrici complesse stmili,
di caraiteristica rispettiva h, B*, esistono cerfo due matrici
vy, ¥, ad esse rispeiltivamente equivalenti, della forma:

i

FHpE, g i
0)2( v, g

*,
msj 7 [
(Y, kd i
w(l.h..') . , m(.rf. [

L,
Lok | A |
i O ‘ O %!

con le wy, ™ di carvalteristica h, h*

Cio premesso: condizione necessavia ¢ sufficiente pevché
w e w* siano equivalenti a norma della (130) é che lo siano le
w,, %,

Supposta I'equivalenza di w,, ®,*, & intanto necegsaria-
mente k=h*. Sia ora:

(132) wy* = Ay, L,
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una relazione del tipo (130) tra v,, w©,*.

Ry By T, g2
)\er t O(rg B

Posto W
QU-h B pate-tug-h) |

(A & non degenere come %,) si verifica subito la relazione:
-
o= A wy Ly

che assicura T'equivalenza di 0, w* ¢ quindi di ©, w*,
Supponiamo che, viceversa, valga la (130) per la coppia
di matrici w, w* ¢ quindi anche per w;, w* nella forma:

(133) WF o= Ay wy Ly

Scritta fa X, come segue:

ey 1) h, g-2) i
)\2 )\ 12

! :
| |
)\(1.(1, [ — ; :
| !

i
=i, I (g~te, =0} |
MY i
¢ subito visto che la (133) equivale alle due equazioni in ma-
trici:
w,* =k, 0, L,

Ty Ly== O

La scconda implica 2, =0 per cssere w, di caratteristica
uguale al numero delle righe; la prima allora, essendo Iy l#40
¢ quindi anche |A,/520, fornisce una relazione del tipo (130)
tra w,, w,¥, ¢, d. d.

IV. Segue anche da IIT) che tutte e sole le velaziont del tipo
(130) tra w, w*, che sono relative a ung L prefissata, sono
date dalla (133) nella quale sia:

!! by Y iJ
(134) e

PO, w27



148 PONTIFICIAE ACADEMIAL SCIENTIARVM SCRIPTA VARLIA - 23

ove h, & la matrice che compare nella (132), vakda per ipotest,
mentre Ajy, Ay SOmo matrici arbitravie salvo la condizione
p\zzli‘-}éo.

V. Da III ¢ IV segue poi che lo studio delle velazioni (130)
esistenti tra due matrici complesse equivale, a meno della inde-
terminasgione precisata nella hy, allo studio delle velgziont ana-
loghe tra due matvici complesse la cui caratteristica & uguale
al numero delle righe.

VI. Sia ora w una M N S a w righe ¢ 7 colonne
(m=p+8,+8, w'=2p+8) ¢ sia h la sua caratteristica
(h=1p+8 +p). Sia inoltre w* una seconda M N S, equivalente
alla o, della quale indichiamo i relativi caratteri interi con gli
stessi simboli di prima, ma asteriscati.

Dalle ovvie relazioni m=7%, = =u'% h=h* segue facil-
mente, posto p - p*¥=k:

p:i: =p— g
81* ::;:8l + ok

SF =0, —4

{135)

P

O

. By N
—— g lrr_l"], ossia——[fij&:

- 2 I 2

Le (135) sono condizioni necessavie per I'equivalenza di due
matricc M N S.

Si osserverd che p—p = pF-—g® = Toh = TERF &
il comune valore per le due matrici della differenza tra il nu-
mero delle colonne e la caratteristica.

" Inolire se di una mairice quasi abeliana si conoscona il
numero 7, = delle righe e colonne ¢ fa caratteristica /s, uno
qualunque dei quattro interi $, 8, &,, ¢ determina gli altri tre,
perche, posto I=% - &;:

p=n'—I1, &=20—x, &=u—1, po=h—I.
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VIL. Si pensi ora che una M N S di caratteristica uguale
al numero delle righe & caratterizzata dail’essere &,=¢. Da II)
e V) discende allora che lo studio delle relazions (130) tra due
qualungue M I S equivale, a meno della tndeterminazione in-
sita nella X, allo studio delle velazioni analoghe tra M N S per
le quali ¢ caraiteri p, &, sono tra lovo uguali (e se questo accade
in una delle due matrici equivalenti, accade anche nell’altra).

In concrete tutte le relazioni del tipo (130) tra due M E S
w, w*, si ofterranno attraverso i successivi passi: si conside-
rano due M N S wy, w* rispettivamente equivalenti ad w, w*;
si considerano le M N S w,, w,* costituite dalle prime h=p%*
righe di w;, ©*, e tutte le relazioni del tipo (132) che intercor-
rono tra esse; da ciascuna di tali relazioni si passa a tutte le
relazioni (133} tra w;, w* (che sono quelle ottenute ponendo
nella (133} la matrice (134} in luogo della 2,); da ciascuna di
queste ultime relazioni si 11sale poi a una relazione del tipo (130)
tra w e ©* a norma del punto I.

Prendiamo ora in considerazione una relazione di HorwiTz-
Conrorro relativa a una matrice quasi abeliana w (cfr. n. gj:

(136) Aw = w]

(A complessa, I intera).

Per semplicith di discorso, diremo che una relazione {136)
& banale se A=k U™ ™ ¢ [ =k U™ ™ (con k intero); non de-
genere se ¢ simultaneamente [Als£0 ¢ [T{s£0; propria se & non
banale, non degenere, e inolire 7 ¢ unimodulare,

Dimostriamo ora il seguente:

TROREMA. — Se due matrici quast abeliane w, w* soddi-
sfano wuna velazione del tipo (130), affinché esse soddisfino
wn’altra velazione:

(137} w* = h oL

PO, w17
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distinta dalla (130), ¢ necessario e sufficiente che una delle due
w, w¥ soddisfi una relazione propria di HURWITZ-CONFORTO,
I se, valendo la (130), una delle due mairici soddisfa una vela-
zione propria di HURWITZ-CONTORTO, lo stesso accade anche
per Ualtva.

Si intendera che la (137) ¢ distinta dalla (130) se non @
simultaneamente % =¢ A, L=t I, cone=-1,

Supponiamo che valgano la (130) e una relazione propria di
Hurwrrz-CoNrorro (136) per la w. Ne segue w*=)A"lw[L,
cioé una seconda relazione tra w e w* del tipo (137); e questa
& certo distinta dalla (130), ché altrimenti si avrebbe AA~l==¢)
e [L=el, ciot A=e U ¢ I=e U e la {(136) non sarebbe
propria,

Analogamente se la w*, anzich¢ la w, soddisfa una rela-
zione del tipo (r36}.

Viceversa siano ora verificate le due relazioni distinte (130),
(137). Ne seguono immediatamente le:

rol.—= el v ATre¥ Lt s -t e L cioe e
Yihwmm ol L7, WA o s o® L0 L

che sono due relazioni, non degeneri, di HUrwITZ-CONFORTO
per le w, w* nelle quali le matrici che tengono il posto della 1
sono unimodulari. Dette relazioni sono poi non banali; se in-
fatti lo fossero, sarebbe A—'A =% A='=clJ CLL' =T =l
e quindi A=¢ X, L=:L contro I'ipotesi.

L'ultima affermazione contenuta nel teorema & ormai im-
mediata.

Riassumendo i risultati del preseate n. con particolare ri-
guardo al punto VII e al precedente teorema, concludiamo:
tutte le velazioni di equivalenza (130) ira due M E S, o*
st possono costruire conoscendo una relazione (130) tra le
MN S w,, w,* (formate dalle prime h=h* rvighe di due MN S
7isp. equivalentt a w, w*), e tutte le relazioni proprie di Hur-
WiTZ-CONFORTO di una delle due w,, ©,*,
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18. EQUIVALENZA TRA MATRICI QUASI ABELIANE NELLA FORMA
NORMALE DI SEVERI

Consideriamo una matrice nonnale di Severt (M N S)
della forma indicata all’inizio del n. 17 (a cui faremo costante
riferimento nel presente n., salvo contrario avviso),

Essa determina i suoi tnferi cavatteristici p, &, ,, p e 1
suol divisort elemeniari d), d,, ..., d, {elementi della ma-
trice 4),

Consideriamo d’altro canto una matrice quasi abeliana
M E S che, per definizione, & equivalente a una qualche M NS,
Percid stesso viene naturale di attribuire alla M £ S i caratteri
interi sopra nominati della # ¥ S a cui essa & equivalente e
di chiamarli ordinatamente inéeri assoctati ¢ divisori elementars
della M E S.

E lecito ritenere che questi siano intrinsecamente associati
alla M K S, come lo sono alla M N 57

Evidentemente scltanto se la M ¥ S individua una scla
M N S ad essa equivalente, o magari pit di una ma tutte
con gli stessi caratteri interi.

Sta di fatto invece che due diverse ¥ N S, tra loro equi-
valenti, possono avere interi caratteristici e divisori elementari
differenti, e per determinate categorie di matrici quasi abeliane
cid costituisce la regola e non 'eccezione.

Tutto cid risultery dalla trattazione che segue. Questi ac-
cenni bastano a far comprendere la necessitd di affrontare il
problema di deferminare tufti © sistemi di interi associgii ¢
divisori elemeniari di una prefissata M E S ovvero i sistemi di
tnteri caratteristict ¢ divisori elementari delle M N' S equiva-
lenti a una dala M N S.

Il problema ¢ stato posto nella sua generalitd da BENEDICTY,
¢ da lui risolto per una matrice qualungque quando sia p~p=0

E una matrice quasi abeliana si intenderd generica quando
in una M N S ad essa equivalente, scritta nella forma (128),

eI, n 18
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gli elementi <, della matrice @ (r<s; #, s=1, 2, ..., ple
tutti gli elementi delle matrici @ e W come pure le loro parti
reali ¢ 1 loro coefficienti dell’immaginario sono algebricamente
indipendenti sul campo razionale.

Cominciamo col dimostrare un lemma che offre un primo
esempio di matrici equivalenti, ma con caratteri diversi:

LemMa: Se w é una M N S nella forma (128), esiste mm
M NS w* equivalenic ad w, avenle gli stessi caralteri p,
;. 0, ¢ per la quale la velativa matvice [[A*~t Q%] ¢ una qmt—
lungue matrice novmale di RIEMANN equivalenie a ||A-1 Q.

Siano %,? una matrice complessa non degenere ed I, &%
una matrice unimodulare, entrambe arbitrarie purché la matrice
MIATLQIP L), equivalente alla []A~" Ql, sia anch’essa in
forma normale |[A*~1 Q%] Scritta la 7., neila forma:

}V ]‘gﬂi.il) L(?’ » I’

Ly !

“ Lgi,p) _/:37;5. P “;

si ponga:
HL“ O L”jj[ H . O
yicE ')m O i L23i7)‘(3{’1)“£§”‘[’ LA™ L+ QL ) U
| i IJ

!Lu O Lssf !; LA~ Ly +QL)* O

con LEe™  intera arbitraria {com’2 ben noto dalla teoria delle
matrici di Riemany la A~V L +Q Ly, ¢ non degenere),
Allora I & unimodnlare e % non degenere, talcht la matrice
Awl & equivalente ad w e a calcoli fatti risulta:
j A=t 0O Qe FE

I

1

Aol — h O 7 ¢ #

0 0wy
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Senza calcolare esplicitamente ©.*, W%, cappiamo (n. 17)
che la precedente 2 w I, & ricondugibile alia forma normale
(128) tenendo fisse A¥—1, O [,

Quest’ultima matrice si pud assumere come w¥ per soddi-

ed & pol o=¢%* in forza deile relazioni (135); inoltre:

Se la matvice di Riemann [[A~Y Qll, che compare nella
(128), non individua i suoi divisori elementari, lo stesso qccade
per la matrvice quasi abeliana (128).

fsaminiamo ora in generale una M N S e le sue equiva-
lenti, supponendo che sia 3,=¢ (quest’ipotesi non & restrittiva,
per quanto abbiamo wvisto al punto V del n. 17). Converri
anche distinguere 1 tre casi in cui la differenza p-p (sempre >0
per la (20)) sia =0, =1 oppure >I.

Il caso p~p=a

Questo primo caso, estremamente semplice, & quello in cul
per una delle matrici considerate, e quindi anche per 'altra,
& p=p, Slano infatti «, w* due M N S simili per le quali
p=p=208,, p¥=p%=38,%; esse sono in conseguenza matrici qua-
drate di ordiue @ e non degeneri, e allora, scelta comunque L&
unimodulare, risulta w*=(w* L-'w~")w ; cid prova che
w, w¥ sono tra loro equivalenti, e inoltre, siccome ™™ =n~lw,
sono entrambe equivalenti alla :natrice unita dello stesso ordine.

Possiamo in conclusione enunciare:

TeoremA 1. —— Due M N S simili per le quali sia $=p,
P¥=c% sono sempre equivalent! tra lovo ¢ alla M N S di ca-
ratievi p=p=0 ¢ ad esse simile.

PITL oa, I8
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TeorEma II. — Ung M E S o™ di caratteristica uguale
al numero delle colonne, ammelte come valori per gli inter

assoctats:

mentre 1 divisort elesmentari sono arbitrari,

Alcune premesse, valide nel caso p - p>0.

Consideriamo una prefissata matrice ©!™*?, che sia una
M NS nella forma (128) per la quale p>p=8,. E sia
¥ ¥) yna qualunque M N S equivalente ad @ a norma della
relazione di equivalenza (130}, scritta anch’essa nella forma
(128) per la quale sard certo p*-p*=8,* (cfr. oss, VI del
n. 17). Scambiando eventualmente le due matrici poniamo
p - pF=k>0, '

Con riferimenfo a dette w, w¥, eseguiamo le seguenti de-
composizioni defle matrici A, A% (1};

(B i ;
jl A ! J Allek, 0k
i . i o
A= Al e 3 A¥ == i}
| -0, p-0) | ; Hgpmgy, P=p)
i _\(317 0 0} E i -_\;(?’ ¢ P-0) |
Analogamente, scriviamo:
e = i1 .!, = PR 5 we = "'=E:l'j “ (I,] —_ 1:2} 5
Q=1Ql (4j=1,2,3) = 9

() In una matrice gli elementi non indicati in alcun modo, nemmeno
con la punteggiatura, sono nulli. Quando una matrice & decomposta in
matrici parziali, i tipi di questo saranno indicati in maniera sufficiente per
determinare completamente la natura della decomposizione,
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con:

(e 1) (Q~A a-k) (p-0, p~0) | ¥e-k, o-k) =0, P
QH 3 931:]3 H QII ‘ 1 QQJ e )

s ]

ik ey ff

W Uy p-0)

7 ek, p-e)
! (e pg)

P B
i
v x‘ OF == i Py peo)
,\ na
i |

Data la simmetria delle matrici Q, Q% si ha ovviamente:
Q= (), (f=1,2,3); Qf = Q%) (/=1,2)
Qy=(Q)., (j=1,2,3; i QN = (%)

e queste sono le uniche relazioni algebriche sul campo razionale

necessariamente soddisfatie dagli elementi delle mafrici 1 cui

simboli contengono le lettere Q, @, V.

Sostituiamo ora ad w, w* le due matrici ad esse rispettiva-

mente equivalenti a norma della (130):

(138)

X = Aw W= ¥ ¥ LF
in modo perd che esse risultino della forma (1)
R (pHdr+o, p+di+o) . (ot p-o)
=l Y 7 ?a
{139) a
ot | (pdi+o, prosre) sp+Brte, p-0)
= U 7 |
('} Com'® possibile realizzare prendendo:
b= s, W= [ Vsl s =1, 2, .., 6) Li= || L5 1 (r, 5 =1, 2, .0, 7)
COI;

b, & o, & - =k, -k
== Ay, Ngg By, dgy == Ay, ymm OO0 oo R o el ok
Mg = AgQyy Nyg T A0y hgy == e By | gy e 800 | Ry T B0

dggm=— Byl 3 W -‘_U(slnﬁl) W ——U('U‘

137 ZALR (AT T WRANEC LA
PL— U(Q——fi,@——n’.) 9 e AR (3F 1 __AY .

66 = T ¥y W=—a%,0%,
AT AR L7 L¥yy == L=, = @ Feh y Ay = Lo = - p-e)

5y, &
JAEN /A
{le matrici parziali non indicate sono tutte nuile).

POIIL on. 18
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con:
o=o.l , ¢=le"il (r=12..,0)

e

7= A (Qpy— QW QW) gt =

05 == 8y Qg — Dy W — QW) :9*2 e A (@, — €%, W
(140) By == Ag{Qg3 — 25V~ wan) Y5 — =A%, (@ Q% — £-)-'r'kzlw*)

o= f*-j = ("%

0y = W' %y = P

g = W" R

Analizziamo le matrici ¢, ¢*, osservando in particolare che
dalle (140) discende:
Q= AJ 014 Q19+ Qa2
-1
Qyy = Ag 05+ Ry - Ly,
-1 -1
vy == Ay [Dyy — (@1)o) AT 75 —{02)1 327 96 — (s)m Quups —

‘"’“("?6) 1 -*22‘?6 — (v ) 1 QnJ — (’{’s)ml 912%]

e quest’ultima si pud scrivere:

(141) Gy == 4 {6 (‘Pl)~:*‘?l $s (’Pzz)—li\g1 s

con:

= Q33—( .)qguf?a““‘(%) 1882096 — (@) 021’?5)—(?a)~1912'{’6

matrice stmmelrica.

Inoltre se w & una matrice generica, anche Q5 Qi,, @,
W, U e quindi @), @, P P, @ Sono generiche; ed essendo
(355 simmetrica generica anche ¢ ¢ simmetrica generlca.

Sempre dalle (140) si ha analogamente:

% "‘—1 # # *
Q% = A N + Q0
%]

o¥y, = A% i--' 20— ("P*l})ml 9*11’{'*6 - (‘P*z)-—l AsT %)
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¢ anche;
(142) 0%y == 8%, [ — (9% A7 0%
con:

: J— * * & x
6% == Q%) — (0%).) Q75 9%

mafrice simmetrica.

Dall’essere ©* generica segue pol la genericita di @,
Q% O @7F WE o quindi di ¢%, 0% 95 @5, 967
ed essendo Q,,* simmetrica generica anche ¢* ¢ simmetrica
generica.

Cid premesso ricordiamo (n. 17, 1) che le relazioni di equi-
valenza {130) tra w, w* saranno note non appena lo siano quelle
tra ¥, ¥*, date dalle (139), ad esse rispettivamente cquivalenti.

Consideriamo allora una refazione siffatta tra %, ¥*:

(143) X=X G
con v complessa non degenere e G unimodulare.
Scritta P'inversa G~' di G nella forma:
[ D(j?;-l-ﬁm@.i»ﬁrf-@) . D(Ig-!-ﬁwe,ﬁm@) |
Gt — |
i WD‘(&);“Q:}H-W-G Dggw@.}?we) ]‘
sl osserverd che & unimodulare anche la matrice:
I
| i .
D= i5 = || d = Al (P s==1, 2,000, 7),
H
Dy D9 |
nella quale:
dy, ds, d,, d
dy, dg, oy s dgg  » »oowp-k »
Ay, dy, dy,, dyy »ooowpep » o

5, sono matrici a & righe;

d4 3 5245 » » » 51 » o

d,. sono matrici quadrate.

Fr

P, on 18
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La (143) equivale ora alla relazione (cfr. (139)):

TR

iy vell=ylU ¢li=00 o i J:_-
|
§o= Dy Dy, |

= || Dy — ¢* Dy = Ly + 9% Dy |)
da cui:
(=00 0" Dy (Du- 0% Dy g = — Dy + 9% Dy
Dpg+ Dy == ¢ (Dy 9 + Dyy)
ossia

(14-4) HD0n Dy “’»!’E’*Pﬁ: (| L9y £y ”‘J;’: f$d7\ll

avendo posto:

i
iy
]
1
i

RS TE Ll B
J (](]F‘-Q; =)

Nelle nostre ipotesi & ora Immediato che #on pud essere
1D3y ¢+ Dyyl =0, qualungue sia la w, ¢ quindi la ¢,

Se fosse infatti |D,, ¢+ D,l=0 esisterebbe una matrice
complessa non nufla Y tale che {|D,, Dyll ¢ 7 =0, ¢
allora sarebbe anche, per la (144), 11D}, Dpll ¢ 1 = O, clot
Dd1=0, $tv=0 ¢t =0 contro Uipotesi.

Dalla (144) segue allora:

ot =] Dy Dy i ‘L (d'r 4’)_& s

(P*,\zdrtzb(d'? "l”)u{ (’i': 1,2, .., 6)
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Pensiamo ora di aver fissato la w, cioé ¥, ¢, sempre essendo
valida la (143}. La condizione che w* sia una matrice normale
M N S csige in particolare che QF,, ¢ quindi ¢* e [per
la (742)] la A57 454 (03)., A1 ¢ slano matrici simmetriche.

Questa condizicne & automaticamente soddisfatta se
p - g=1, percht allora Q3, si riduce a un solo elemento (e per
questo il case p-p=1 va trattato a parte).

Ma qualunque sia - g1 la nominata condizione si fra-
duce nel fatto che & simmetrica la seguente matrice:

Ax Ay () + (d7¢):} (da).r &1 dﬁdg (d30)"* =

= (@00 [(@4) -y 887 dyb + (o), AT ] (s

il che, per essere |d, ¢l320, equivale alla simmetria della ma-
trice scritta in parentesi quadre, ciod alla condizione:

Yo [{de)or ATy () 1 A dy — () A dy— ()1 857 5 | b= 0.

In forma piltl compatta questa si pud scrivere:

(145) bW =0

avendo posto:

L | it

4
Ay

z o]
ol

i

|
W(?-j)-!-ﬁl, raby) |
i: (7’7 k' 1

i
i
s

‘ dy -1 ” A" ! U @ dy

|

E chiaro che la W & una matrice razionale emisimmetrica

(W_,= - W), si verifica inoltre senza difficoltd che essa si pud
scrivere:
(146) W =FE | M*E

PoI a8
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COTI .
A N o%P
4 Ay
dy : A
(146") E=q, , M" == O
a ok

Poiché la £ non ¢ altro che la D, salvo una permutazione
delle righe, le matrici E, ¥_, sono unimodulari e allora la
caratteristica di W & uguale a quelia di M* e vale 2 (p - k).

In conclusione:

Trorema 111, — Fissata la matrice normale di SEVERI w0,
nella forma (128), affinché la w*, che & legata alla w attra-
verso le (139) e (143), sia anch’essa normale di SEVERI, & ne-
cessario che valga la {145), in cui la W, data dalla (146), ¢
una matvice razionale emisimmetrica di caratteristica 2 (p - k).

La {145) & automaticamente soddisfatta se p - o=1.

Il caso p-p=1.

Si considerino le matrici w, w* e le %, x*, ad esse equiva-
lenti, ottenute secondo il procedimento sopra indicato.
Sia ¥ la matrice data dalla

(147) X = axd

in cul le matrici & ed 4 sono cosi definite:

i o= e ! P8 ==1,2, vua, O
i [](}3—Or}’"(!) 1 ” :ali ( ’ ! ' )
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essendo:

Ky k) {0—k, 0~K) 35,
9’-11"“"““5’-5530(' s gy == oy = UETHE 9"/‘4-IiU(b 1):

“431:(];(&1')%@) ; as-xx«fz{pm& o 733 = Ty | g mmag AL,
vgpm 3y o Py g Asddy |, aygrma- agdg H,  ag==A K,
tyy =AYy = &G, g = e LAy

le matrici g7,-¢" }]Z(P"@v ety 1(1(7’”"" W ](2(,»—0, 0-#) . jl(?iu, o)
J,77¢% sono intere arbitrarie. Le altre matrici parziali a,

sono tutte nulle.

Supposto che la ¥ sia data dalla prima delle (139), la (14%)
fornisce per ¥* un’espressione del tipo:

L (p+dy+e, p+By+a) | Ap+ite, p-0) ||
g =] et et 0|

con ==y, (r=1,2,..,6)

e
o= A — QW QW) =, {Qy— Q) 1 — Q.0
oy ==a==a tid" == S0+ (14000, o, =04 J)

oy =W, ¢y =W""

dove

Gl i K0 A (82— 0 W QW)+ 0585 (Qp— 85y W — Q0 W)

A [y (Qyy 4+ FLVP — (R, + ffz)llﬁ"’]..

Le matrici «, A risuitano in ogni caso unimodulari, ¢ per-
tanto ' ¢ equivalente a ¥. Si vede inoltre che, scegliendo in
modo opportuno le matvici H,, H,, K,, K,, J;, J, si pud vea-
lizzare che a” sia positivo e grande a piacere (V).

(" A& questo scopc si osservi preliminarmente che le parli immaginarie
delle matrici:
Qg — QT QW
g = Ly ' — Q0
Lyg = (g + H) W — (Qyp 4 J) W

)

]

-

PoII o 18
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Dimostriamo allora che, con scelta opporiuna di [, la ma-
trice ' & wna M E S, cloé che la x* data dalla seconda delle
(139) si pud identificare con la ¥ data dalla (147), ovvero
che la w* ad cssa legata risulta di fatto una matrice normale
di Sever: di tipe M N S,

Osserviamo che nella ¥ gli elementi di ¢, ¢, @, %6
non dipendono da J,, e fissiamo gli elementi di & come sopra
precisato, salvo J; che rimane per ora arbitraria, Pensiamo ora
di fissare, nella w*, la Q7 (simmetrica) purche Q1" sia defi-
nita positiva; A, A% arbitrarie del loro tipo, in modo che
A¥ sia del tipo indicato a pag. 154. Identificando le matrici 9™,
Mk Gk E A K QL% - Q% W) con le corrispondenti in Y,
si vengono a determinare le @, ®7%, D7, WE Q)
Oy = (‘Q;‘?L » che risulfano indipendenti da J,, salvo la O7*,
Dopo di cid, posto A (R, - ¥¥) = a s ottiene
Oh == A5l a4 4 0y ¥*; e disponendo di J; si pud rendere
positivo e grande a piacere il coefficlente dell’immagirario di
Q. (sl tenga conto che, al varare di Jy, le q); , ), sono
costanti), e si puo quindi fare in modo che [|A*=1 Q¥|| sia
nna matrice normale di RiEmanN e w* una M N S.

nom possono essere simultaneamente nulle, comungue si scelgano le o, H,.
Cid infatti porterebbe al verificarsi simultanco delle relaxioni:

[‘1”]" - O , {‘Fn]rr - O
Wy QMW — Q[P =0
Oy — QW] e D7) = O
G W] [0 = O

in contrasto con la condizione |Q”|>¢, che consegue dall’essere 2 matrice
dei coefficienti i una forma guadratica defnita positiva.

Fissate dunque le matrici M, H, in modo che le (¥} non abbianc tutfe
parte immaginaria nuila, si scelgano, com't allera possibile, X, K, in modo
che b”-o.

Cosi risula o”=J, ©7 4 (14 ], J;} D" con b”=zo, Fissata allora J,= 0,
al variare di J, in modo arbitraric 1+ J, J, risulta essere un intero arbi-
trario, sicchd si pud scegliere J, in modo che ¢” sia positivo e grande a
placere.
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Si ha dunque il:

\

TroreMa IV. — Ogui M N S per cui p-p=1, &,=¢, ¢
equivalente ad wna M N S avenle 1 caratleri p* = p-Fk
E¥=C,+2k, CF=p*=p-%k (k=1, 2, ..., ¢) e avente 1 divi-
sori elementari arbitrari.

e quindi:

TROREMA V. — Ogni M N S per cui p-p=1, &,=p, & equi-
valente ad una M N S del ipo:

“ I O 2 i

148
( 4 ) ' U(ﬁi"‘»ﬁl*) ({)*(61*,1)

{i i
avende quindi i cavatieri p* =1, §* arbitrario, B =gk =0,

Con riguardo poi all’oss. IIT del n. 1% si ha il:

TeorEMA VI, — Ogni M N S per cut p~ p=1 é equivalente
ad wna M N S del tipo:
0 o

(149) U(f’1$| 87 q]f,k(f):!"; 1) f

0 ot |

avende guindi © caratlerl p¥ =1, 3™ e &,* arbitvari, p*=o0.
Infine, tenendo presente I'oss. VII del n. 14:

TroreMA VII, — Ogni M E S del fapo (m, &) (con n'<<en),
avente la caratfevistica w' -1, & equivalente ad wna matrice
normale (140) di caratterl p¥* =1, 8 ¥ =w"~2, S¥=m - 7'+ 1,
g e= 0, ‘

Si potrebbe poi dimostrare (chr. [15], 1. ) che la malrice

P, II, n 18
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w¥, di cui ai teoremi IV, V, VI é generica non appena lo
sta la v o la Y.

Questo fa supporre che ogni matrice normale del tipo {149)
sla equivalente ad una MNS avente il carattere p arbitrario

-

. . . I Bt . .
(salvo le ovvie limitazioni I])x[ -—1 ;e il fatto & vero, come
2

si dimostra in [15], con un procedimento analogo a quello se-
guito finora talche vale il:

TroreMa VIII. — Ogni malvice novmale (149), e quindi
ogni MES del tipo (n, =) ¢ di cavatteristica =’ -1, & equiva-
lente ad una MNS di carvatieri p=k+1, 8 =%"-2k-2,

.

Sy=m-nw'+h+1, p=Fk (R=0, I, ...{“ - 1) e divisori ele-
2

wentari arbitrave,

Alcunt lems

Riportiamo gli enunciati di alcuni lemumi, che ¢i occorrono
per poter proseguire la nostra analisi, rinviando a [15] per le
relative dimostrazioni.

LEMMA 1. — Se B ) & una genevica matrice complessa e
w' ") & una matrice vazionale, la velazione:

faw.~wB=0

é soddisfatta se e solo se s=1 ovwero w=Q0.

LEMMA II. — Se B0, B7%) sono due matvici complesse
geneviche, wguali oppure distinte, ¢ se w7 ¢é razionale (in
pitt emisimmetrica se B =10, la relazione:

8w, B w B0

¢ soddisfatta se ¢ solo se s=1 ovvero w=0.
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Lemma T — Se 6% 9 ¢ una matvice complessa simme-
trica generica, A% 9 ung matrice razionale diagonale non de-
genere, W' ) una matvice razionale, la velazione:

cAdw_ -wAo=0
¢ soddisfatta se e soltanto se w=1t A=, con ¢ numerce razionale.

LEMMA IV, - Se 0 9 & una matrice complessa simmetrica
genevica, B9 ynag matrice complessa generica, AY %) ung
matrice diagonale razionale non degenere, W S yna wmatrice
razionale, la relazione:

cAw -8, wAo=0

¢ soddisfalta se e solo se s=71 ovvero w=0 .

Il caso p-p>>1.

Riprendiamo il tecorema I nell’ipotesi $ - o2>1, ricordando
in particolare che una relazione di equivalenza del tipo (130)
tra w, w* ovvero del tipo (143) tra ¥, ¥*, implica necessa-
riamente la (145).

Dimostriamo che: se p-¢>>1 ¢ se © (¢ quindi ¥ ¢ P) é
generica, la (145) pud valere soltanto se k=o0. Da cid seguird
immediatamente il prossimo teorema TX, tenendo presente il
significato di % (pag. 154).

Sl scriva anzitutto la matrice W data dalla (146) nella forma:

W= lw, ]| (r, s=1, 2, ..., 7)
ove le matrici parziali w,, sono del tipo seguente:

K -k o=l -a - X
?UERI ) ¥ m"(E% e ‘) 1 ?’Ug:g ¢ jJ Q) ¥ 20513' bl)

i,k —ky G—k —(, P
70(:'»5 ) . 'Zf"fi% ky o=k} , w%ﬁ% ¢ P-0)

P w18
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mentre il tipo delle w,, = - (w,)_, per ##s & automalicamente
determinato dal tipo delle precedenti.
Con queste notazioni la (14%) si scrive:

T
:T:f‘s ((T’rr)u-l ?i’),.s (T’F\:O 3

avendo posto ¢, = UF-or-8

Nelle nostre ipotesi, e cioé p-p2>1 ¢ ¢ generica, tenendo
anche conto della espressione (141) della ¢, si possono trarre
le seguenti conseguenze.

Per ¢,=0, ¢,=0, 0=0, ¢,=0, 9s=0, ¢z=0 si ha
Wy = (),

Per ¢, generica, ¢, =0, 0=0, ¢,=0, 9;=0, g,=0 sl
ottiene (9,) , w,, ¢ +{®,) _; @w;+wy 9, =0; ¢ questa rcla-
zione implica simultancamente le due (@) w,; ¢, =0 e
() @y -{w,)., ¢, =0. Dalla prima scgue notoriamente
w,, =0; dalla seconda, per il lemma 1, segue w;; =0, w;, = 0.

Analogamente si prova che sono nulle le matrici w,y, @5,
Wrys Wagy Wiy, Wogs Wss, Wsy, Wiss Wee, Wy Wyee

Per @, @, generiche, 0=0, ¢,=0, @ =0, ¢,=0 si ha
(0,)..1 1@, @2+ (@,); @y ¢ =0, da cul segue, per il lemma II,
@y = Q) g, =0,

Analogamente si prova che sono nulle le matrici w, @y;
Wigr Weis Waa, Wapy Was, Wyl Wys, Wsgi Wag Weas Wser Wese

=0 si ha oAy w A, o+0 A, wy+wyd0=0, da cuw
simultaneamente oA, wy, Ay o=0 ¢ 0 A; wy; - (W) 1850 = 0.
Dalla prima, tenuto anche conto che, per essere g generica, &
IA; ol0, segue w,;=0; dalla seconda, per il lemma III,
segue @oy=F¢ A7l wyy= — ¢ A7 con £ razionale.

Per ¢, @ generiche, ¢,=0, 9,=0, 9=0, gs=0 sl ha
(9) 1 w3 Ay 040 Aywy, ¢,=0, da col, per il lemma IV,
161320, 19}317‘30.
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Similmente si prova che sono nulle le matric Wy, Wi}
Wi, Wy Wi, Wey; Wie, Wes.

Per ¢, 95 generiche, ¢,=0, =0, Py=0, ©=0 si ha
(%)-q(wls AT ) g+ (Ps).p (¢ AT wsy) =0 da cui, per il
il lemma II, wg=¢ A1, wy, = - ¢ AT

Similmente si ricava wy =1 A" w,= - ¢ Ay,

In cenclusione abbiamo dimostrato che, nelle nostre ipoftesi,
(150) We=t M, con Mi=llm,Jl (r,s=1, 2 e 7

Ove itys =~ i = AT e < =AQ = - o= = AT
gy =0 e £ & un numero razionale. Le altre m, sono tutte
nulle.

I si pud naturalmente sviluppare s calcolo analogo al
precedente scambiando le veci delle due matric w, ¥ (cfr,
{15], n. 10).

Confronfando ora le due diverse espressioni (146), (150)
della matrice W, in particolare, uguagliando le rispettive ca-
ratteristiche, segue k=o,

Possiame dunque enunciare il:

TroreMA IX. — Una MNS generica per cui P -1 non
¢ equivalente ad alcuna MNS avente ghi inter caratteristici di-
versi, In altyi fermini: una MNS generica per cut p - p>1 indi-
vidua wnivocamente © suoi interi associali.

O anche in forma equivalente:

TrorEMA X, ~ Una MES generica del tipo (m, =), avente
caraiteristica wminore di = - 1, individua wunivocamente i suoi
tnteri associati.

A questo punto vien fatto di chiedersi se sia possibile rin-
forzare il teorema IX, o X, togliendo I'ipotesi che la MNS sia
generica. La risposta ¢ negativa; daremo infatti al termine di
questo n. un significativo esempio di MNS (con il carattere
p==2), avente gli interi caratteristici arbitrariamente prefissati,
la quale non individua i propri interi associati.

PIE w18
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Passiamo ora a dimostrare un teorema analogo al prece-
dente, che si riferisce perd ai divisori elementari anzichd agli
interl associati.

Siano sempre w, w* due MNS equivalenti, ¢ una di esse,
ad es. la w, sia generica. Per quanto visto esse hanno uguali
gli interi caratteristici.

Supposto che tra ¥, ¥* rispeltivamente equivalenti ad
@, 0* interceda una relazione di equivalenza (143), vale ne-
cessariamente la (145) e la (150). Siccome ora & k=0, la ma-
trice D, considerata in precedenza, si pud scrivere:

(151) D=l =l (v, s=1, 2,.., 5

con le £, £, del tipo seguente: @@+ y w-a2pebd -, o 2pidy

frs(wo.ﬁfo) )

, 215 ~g, 2pib ] (p-g, p~ By, B (e: @)
z.‘_,(@ i :)J 15(17 2, 2pby) : 1,“(@ Q) ’ f”?) & p-e) , 1433( wh o

La matrice W divience allora (cfr. (146), (150)):
(152) W=E_| M* E=t M,

in cui, per le (1467, (151):

(153) Lem gy

mentre M; & data dalla (150) ed M* dalla (x46"), nelle quali si
tenga conto che k=0,

Moltiplicando i due membri della (152) per d*, (massimo
dei divisori clementari di A*), essa diviene:
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Confrontando ora il primo con 1’ultimo membro, tenendo
presente la struttura particolare delle matrici W, M, e ricor-
dando che E, E_, sono unimodulari, ne scgue l'uguaglianza
dei divisor elementari di A e A%, cioé d¥,=d; (i=1, 2, ..., p);
risulta inoltre ¢= 1.

Si conclude con il:

TroreMa X1, — Una MNS generica per cui p-0>1, ¢
quindi una MES genevica del tipo (w, ©'), di caratieristica mi-
nove di w - I, delermina univocamente ¢ propri divisori ele-
mentart.

Con riguardo ai precedenti teoremi IX, X, XI possiamo in-
fine enunciare il:

Trorema XII. — Una MNS genevica per cui p-p2>1 (in
forma equivalente una MES generica del tipo (w, '), di caval-
teristica munove di n' - 1) individua wnivocamente gli infevi as-
soctatt e © divisori elementari,

Altra immediata conseguenza dei risultati conseguiti &
espressa dal:

TroreMA XIII. — Ogni MES é equivalente ad wna forma
canowica di uno ed uno solo dei seguenti tre tipi:

§§ U(al: &) ‘
1 tipo: ﬂ L (p=p=o0, &, &, arbitrari);
” O |

i
i

IT tipo: dato dalla (149), {(p=1, p=o, &, &, arbitraxi);

ITI tipo: dato dalia (128), (caratteri arbitrari, purché p - ¢>>1).
Una MES equivalente ad wna forma canonica gewerica del
terzo tipo individug univocamente gl interl cavatleristici e ¢

divisort elemeniart,

P, n 18
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COMPLEMENTO — Come preannunciato, diame un esempio
di MNS, con 1l caraftere pz=2, avenie gli interi caratteristici
arbitrariamente prefissati, la quale non individua i propri interi
associati {cfr. [8], n. 5). L’esempio in questione & contenuto
nella proposizione pitt generale: condizione sufficiente perche
una matvice quasi abeliana W, 1 cui infert carvatteristici siano
arbitrariamente prefissali, sia equivalente ad una wmatrice '

aquente il carattere P minore, é che la matrice di RIEMANN
A~ QI| associata alla w, sia composta. secondo G. SCORZA.,

Ricordiamo subito che ['essere ||A~! Qf} composta significa
che la considerata matrice di Riemaxns, di genere p, & equiva-
lente ad una mafrice del tipo

o 1(?(: 2n) O (k, Zp-2K)

;!

I

|

] (P—1, 20 (p==k, 2p-2x)
gi 0 @3

con w;, w, matrici di Riemany di gemere k&, $ -k rispettiva-
mente. Il verificarsi di questa circostanza presuppone dungue
p=2. In tal caso & immediato che |[A-! Q|| & equivalente a
una matrice del tipo:

A7 0 Q,, o
(154)

0 A7t 0 Doy

HATV QI e {1451 Qull sono matrici normali di Riemany di
genere &, -k rispettivamente. In base ad un lemma dimo-
strato all'inizio di questo n. si potra allora sostituire la matrice
quasi abeliana w con altra matrice equivalente, che indicheremo
ancora con w, nella quale pero la rciativa matrice di RIEMANN
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ha la forma (154); talch® potrd supporsi che nella w data dalla
(128) sia:

“ (Aii)(h, B O O oim O 0 !

i

(Aél)(@._h, ek) O Qgﬂ—k, o—k) Ql(_)%uh, P—0) <

|
h 19 O ( ,_\;-gl )(nvo, -0 O 92’5‘9' i) Qfdiéw@.ﬁv@)

g 1]).:(1;., =0} i
Vo |
o

i

1 ‘[}.m(@-k, P-0

I%
Lo
1l

i

Moltiplicando a sinistra la ® per la matrice:

N0 ~88 O
. O L e T o 0
A=
O O [ J(k, k) O
O O O £ 7B B

si passa dalla w alla malrice equivalente X w; permutando in
quest’ultima righe ¢ colonne si passa infine alla matrice:

At 0 0 0 0 Qs Q,,
o At 0 0 0 9 9 |
O o v 0 0 0 —a,W
= 0 o0 O U 0 0 ®
f 0 ) o] 0 o 0] il
‘o 0o o o o0 U v
0o o o O o0 O O

che & equivalente ad w, ed ¢ nella forma nonmale di SEVERI.
La proposizione iniziale resta dimostrata non appena si osservi

Pl n 18
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che gli interl di w’ sono:

pr=p-k, & =8 +2k, &,=8,-4k, Y

1q. II. GRUPPO UNIMODULARE RISTRETTO

Nelfa teoria aritmetica delle funzioni abeliane, in partico-
lare nello studio della equivalenza tra matrici di Rismany &
un dato genere $, nella ferma normale |{A~! Q]f, sono ben noti
I'ufficio e Vimportanza del gruppo modulare ristretio (efr,
[26]).

Fissata che sla la matrice A, clod i divisori elementari
dy, dy, ..., 4, della matrice di RiEmann (con le note condizioni
dy=1, d;, divide d, ., per k=1, 2, ..., P - 1) si tratta del gruppo
delle matrici intere T, di ordine 2p soddisfacenti la condizione:

I O Al
(155) Py A () == N, |, con N, == i
~A O I

Le matrici I'y hanno in conseguenza determinante +71 e quindi
il gruppo in questione, che indicheremo con G [A7], & un sot-
togruppo del gruppo di tutte le matrici unimodulari di ordine 2p.
Una matrice di RIEMANN in forma normale (brevemente MNR)
HA-1 QI Ja divemo g@nemca quando, posto Q=Q'+{ Q"=
[log +70l]], gli clementi !, o' (r<s: ¢, s=1, 2, ..., P)
sono algebricamente md]pendontl sul campo razienale, Cid pre-
messo, richiamiamo un teorema di Conrorto (cfr. [26], p. 122)
nella forma pitt idonea a mostrare I'importanza del gruppo
G [A] nell'ordine di questioni che dovremo trattare:

TeorEMA 1. — Sig w, 2 ={|A-1 Q| una generica MNR,
e U@ 20 yng matrice intera unimodulare; condizione neces-
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savia e sufficiente affinché esista una matrice complessa non de-
geneve " ) tale che vyw) Iy sia una MNR & che T appar-
tenga al gruppo modulare vistretlo G [A].

Nel presente n. mostreremo, con BeNepicTy, l'esistenza di
un gruppo analogo a G [A] che, per quanto possibile, com-
pie lo stesso ufficio nei confronti perd delle matrici quasi abe-
liane, E sard anche chiarito dove e perché viene meno Panalogia
con il caso abeliano.

Per non interrompere pitt avanti la nostra trattazione, com-
pletiamo qui i necessari richiami sul gruppo G [A}. Anzitutto
la definizione di G I'A], fornita dalla {r55), si pud dare anche
per mezzo della relazione (che si dimostra subito cquivalente
alla precedente):

(156) (rl)ﬁl Nl 111 — Nl
ave:
Lo s
(157) Ny = j\};l = Isi :F
i A 0

Posto inolire:

(158) I

W D(p. ) B(?IJJ)
- ‘ C(}J,P) A(p.)}) |

la (150) equivale {cfr. [26], p. 137) alle relazioni:
A AV Be= B AT 4

(159) Cia'D=0n,s"C
Dy 4 —C A’ B=2a",

P a1y
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Infine, date la. w, ¢ Ia T'; soddisfacente la (156), Ia matrice
vy di cui al teorema T & v,=A-1(A-1D+Q ), e risulta
vy wy, Iy =1IA-T Q%] con:

(160) QF = AT (A1 D 4 QCY* (A B 4 Q4).

Venendo ora al caso quasi abeliano definiamo un gruppo
discontinuc analogo a G [A], che chiameremo gruppo unimo-
dulare ristretto e indicheremo con G [4, §,7.

Fissata una malvice A diagonale inteva di ovdine p, © cut
elementi dy, dy, ..., d, sono tali che dy=1, d;, divide dyy (per
h=1, 2, ..., p-1), e fissalo un intero &, intendiamo per
gruppo unimodulare vistretto G [A8,], relativo a A ¢ &, il
gruppo delle matvici U wwimodulari, di ordine 2p+0;, soddi-
sfacenti la condizione:

(x61) v M T=H
oue:
0 a7
(162) 0% o
o 0

I evidente che G [4, &7 si riduce a G [A] per &;=o0. In
generale, scritta la matrice T" nella forma:

g D G, P(p. By} B(‘”’ )

|
(163) I' = Il Q(Bn?i) PSR G ,

)

EI C@w) ffffufn) Agp.ﬂ)
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ia (161) equivale alle:

Ay A7 B=15,a"4
Caa'"De=py A C
Daata -, a7 B=21

(164) ) )
Cad  P— DA T=

O
PiA A T A B=0
Pya' 7 At P=0

Si osservi che le prime tre deile (164) non sono alfro che
D B
T

~

le (159) ed esprimono che la matriceJ , appartiene a

| A
G [A]; la quarta e la quinta equivalgono a {g ; ;
ciot a:
{105) Pe=T =0,

mentre 'ultima delle (164) ¢ ormai soddisfatia; resta soltanto
la condizione che R sia unimoduiare, affinché lo sia anche I"

L'impertanza del gruppo unimodulare ristretto G [4, 3]
risiede nel seguenie tcorema di BeENEDICTY che, nel caso quasi
abeliano, tiene il posto del teorema I1:

TroremA 1. — Sia 0™ una genevica MNS (n=p+8&, +2,,
w=gp+8)) per la quale p - p7>1, e sia V') una matrice uni-
modulare., Condizione mecessavia ¢ sufficiente affinché esista
una matrice complessa non degenere v\ ) lale che v w I' sig
wna MNS é che I' appartenga al gruppo unimodulare vistretto
G [4, 3,7. {A & naturaimente, la matrice dei divisori elemen-
tari delia w, che cssa individua univocamente, a norma del
teorema XI del n. 18).

P11, w19
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Senza soffermarci sulla dimostrazione di questo teorema che
discende dal risultati del n. precedenic (e per la quale rin-
viamo ai due laveri [14], [15]), preferiamo fare qualche rifles-
sione critica.

Confrontando il teorema I, relativo alle matriei di RiEManN,
con il teorema II, relativo alle matrici quasi abeliane, si noteri
subito che quest’ultimo viene enunciato nell'ipotesi che sia
p-e>T

It questa un’ipotesi essenziale? In altri termini vale il teo-
rema II, o uno analogo, quando sia p - p=<%?

Evidentemente, quando p - p<i1, la definizione del gruppo
unimodulare ristretto conserva inalterato il suo significato (di-
venta banale sofo in sotfocasi particolarissimi, del resto evi-
denti}; tuttavia il gruppo perde il suo significato pitl espressivo
perché non vale pilt if teorema II.

A questo proposito si ricordera (teoremni I e 1V del n. 18)
che una MNS, anche generica, per la quale p - p<<1, non indi-
vidua n& i propri interi caratteristici (uno dei quali rimane,
entro certi limiti, arbitrario, ¢ gli altri sono funzioni di questo)
ne i divisori elementari (che sono tutti arbitrari, salvo a sod-
disfare le condizioni aritmetiche che sono loro proprie). Per-
tanto non & assegnata a priori la specie della MNS a cui do-
vrebbe potersi ridurre la matrice data. D’altronde ogni MNS
per eui p - p=0,T & equivalente {cfr. i teoremi I e VI del n. 18)
rispettivamente alla forma normale:

770 o) ]j

i
|

O 1) ‘
(166) m(a,ﬂg =; i w(ﬂ, af) —

(Bey 1) g, (b1, ) |

‘! 0(52,51) J‘

i

0 O 8y, 1)

con & arbitraria e =144t con >0, sicché basta prendere
in considerazione queste ultime.
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Ora vale in proposito il:

TroreMa 11, — Moltiplicando la prima delle {1060), ovvero
la seconda purché generica, a destva per una matvice unimo-
dulare T ™) esiste sempre una matvice complessa non dege-
nere v\ tale che yol' sia ancora wna MNS del tipo della
prima delle (166), ovvero della scconda delle (166) a meno di
un eventuale cambiamenio di segno dell’ ultima colonna.

La sua dimostrazione per la prima delle (166) ¢ immediata.
Meno immediata & la dimostrazione per la seconda delle {x66)
(il lettore veda la nota [14]). A noi importa qui osservare una
notevole conseguenza del teorema III. Poiché ogni MNS per
eut - p<t1 ¢ equivalente ad una delle (106}, segue dal teo-
rema 11T il:

TrorEMA IV. — Moltiplicando una MNS '™ ™ per la quale
sia p - p=0,1 (generica nel secondo caso) per una matvice uni-
modulare T ™) esiste sempre una matrice complessa non de-
geneve '™ ™ fale che v w 1" sia una MNS rispettivamente del
primo o del secondo tipo (160}, a meno di un eventuale cam-
biamenio di segno dell’ultimo colonna nel secondo caso.

Quanto abblamo detto non esclude che possa valere il teo-
rema 1, o uno analogo, per fe MNS w per le quali p - p=<1, esi-
gendo che v w 1" abbia 1 medesimi interi caratteristici e 1 me-
desimi divisori clementari della w; ma si comprende che un
tal teorema, anche se valesse, non sarebbe molle significativo,
perche 'una o J'altra determinazione dei divisori clementari e
degli interi caratteristici non ha maggior significato intrinseco
di quella iniziale.

A conclusione della trattazione sull’equivalenza tra MNS
{svolta nei nn. 17, 18, 1), con riguardo anche a tutti i prece-
denti sviluppi della teoria aritmetica delle matrici guasi abe-
liane, osserviamo che I risultati ottenuti hanne valore e senso
nell’ambito della nominata teoria aritmetica. Sappiamo infatti

PoII w19

12
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da quanto precede che il punto di vista aritmetico non equivale
al punto di vista funzionale, cioé alla teoria delle funzioni
guasi abeliane; mentre invece ([26], [307) la teoria delle ma-
trici di RIEMANN si pud ritenere equivalente alla teoria dei corpi
di funzioni abeliane,

Resta dunque aperto il problema di interpretare i risultati
di natura aritmetica in termini di funzioni quasi abeliane.

Per quanto riguarda in particolare il presente n. si pone
naturalmente il problema delle studio sistematico del gruppo
unimodulare ristretto G [4, &1, nonche¢ del gruppo che, in
analogia con il caso classico, potrebbe chiamarsi il gruppo
simplettico gemeralizzato, ciok il gruppo delle matrici reali non
degeneri (anzicht intere unimodulari) di ordine 24+ &, sempre
soddisfacenti una condizione del tipo (161).

Circa l'equivalenza tra MNS rimane poi aperta la questione
di stabilire quando ¢ come una MNS per cui sia p - ¢2>1 non
individui i propri interi associati ovvero i divisori elementari,
cessando naturalmente di essere generica.

20, NUOVA FORMA NORMALE PER LE MATRICI QUASI ABELIANE
E QUESTIONI CONNESSE

Cerchiamo in questo n. di approfondire lo studio del gruppo
unimodulare ristretto G [A, 8,], per vedere fino a che punto
ess0 possa interpretarsi come gruppo discontinuo di trasforma-
zioni in un opportuno spazio rappresentativa delle matrici quasi
abeliane. Il problema analogo nel caso abeliano & ben noto
{cfr. [26]), e porta a considerare il gruppe modulare ristretto
G [A] come gruppo discontinuo operante nella regione di un
conveniente spazio 1 cul punti rappresenfano le matrici sim-
metriche € @ P) con la parte immaginaria definita positiva,
ciot anche le matrici normali di Riemany [[A-! Q]| con prefis-
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sati divisori elementari (o, come si dice, appartenenti al pre-
fissato livello A).

Assunta una matrice quasi abeliana neila forma normale di
SevERD (128), chiameremo, in analogia con il casoe classico, li-
vello ad essa relativo linsieme dei suoi divisori elementari
dy, dy, ..., d,, ¢ sirato Vinsieme degli interi caratteristici p, &,
&y, p. If parleremo di matrice quasi abeliana generica nel senso
finora convenuto {cfr. n. 18).

Intreduciamo ora una forma normale per una matrice quasi
abeliana, diversa da quella di Severi, che chiameremo, con
BeneDICTY, forma novmale ) ¢ che si rivelery particolarmente
idonea per gli scopi del presente n.

Scritta anzitutta la matrice Q@ » nella forma:

(0,0} (0, p—0)
oy Qigre

Ql(zil)*o. 0 QSZ“'@ -0)

si consideri la matrice complessa non degenere

A
i

n
—

vl (#, s=1, 2, ...,

(che risulta divisa in successivi gruppi di g, p~p, &, ¢, & ~p
righe e colonne) nella quale v, =U {r=1, 2, ..., 5), v 4= ~Q,,,
Y= - W9, e tutte le altre matrici minori v,, sono nulle.

£ allora immediato che la matrice ¥ w, equivalente alla w,
ha anch’essa la struttura della (128), nella quale perd al posto

della @ compare la matrice (simmetrica come la Q):

i .
IO Q,- 9,4

j\ (912 — 8y L @Gy — W, QW ;
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Assumiamo, per definizione, come matrice normale ¥ (bre-
vemente MNy) una matrice di quest’ultimo tipo, cioé una
matrice:

A-d O

(167) f=1 0 U
i
|

Lo O

nella quale:
a) A»7? & la stessa matrice che compare nella (128);

b) X ¢ del tipo:
O(Q.Q) VAl H
](5_?11—@. 2) A ) |

con H, K matrici complesse ed H simmetrica;
¢) &, ¥, sono date dalle {129);

d) & soddisfatta la condizione: esiste una matrice complessa
Qi ®'® {necessariamente simmetrica ¢ con la parte immagi-
naria definita positiva) tale che la matrice:

Q, K4Q, W |

\

\ !
1 !
\

(K + 9, W), Hiyw 9w

sia simmetrica ed abbia la parte immaginaria definita positiva.

Con questa definizione ¢ evidente che ogni MNY & equiva-
lente ad una MNS (oltreche viceversa), e nello studio delle
matrici quasi abeliane c¢i si potrd quindi riferire alle matrici
equivalenti a quaiche MNY.
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Che relazioni ¢i sono tra gli elementi di una MNY?

Dalla definizione discende che la matrice ¥, considerata a
s¢ stante, & arbitraria; similmente dicasi della K. La condi-
zione d) implica tuttavia, almeno di regola, delle relazioni di
disuguaglianza tra gli elementi di H, X, ¥. Si riconosce
perd che:

Tra pli elementi di H, K, ¥ non tniervengono altre vela-
zioni di wguaglianza, all infuori delle velazioni di simmetria
delia H.

Scritte infati le matrici in questione::

H=H"+1H", K=K+i K", V=W

{scindendo il reale dall’immaginario) & chiaro intanto che
H', K’ non intervengono nella condizione d). Si rappresenti
inoltre la quaterna delle rimanenti H', K7, ¥ ¥ con un
punto P di une spazio euclideo reale R¥ nel quale sono
coordinate, in un prefissata ordine, gli elementi he, (r=s;
vo8=1, 2, ..., p-prdi 7 e tutli gli elementi di K7, ¥, W,

Sia ora P, il punto immagine di una determinata quaterna
per la quale valga la condizione d), in relazione ad una ma-
trice Q= Q' +i Q") anch’essa fissata. La d) si traduce al-
lora in un numero finito di disuguaglianze le quali, essendo
soddisfatie. in senso stretto in P, rimangono soddisfatte, con
la stessa &;;, in tutto un intorno di P,. Cid prova I’enunciato.

Dalla precedente dimostrazione segue pure che: ¢ punti
di R¥ imamagini di guaterne H”, K", W', W” welative a MNY
formano wun canipo.

Costruiamo ora una immagine geometrica delle MNY. Per
un fissato strato ¢ livello basta semplicemente considerare i
punti di uno spazio euclideo complesso Sq di dimensione

d=Y (p-~e)(p-e+1)+2p (p-p)+8, (p-¢)=
=W(p-e)p+t3e+28 +1)

PO n. 2o
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nel quale sono coordinate gli elementi h, (r<s;
7, $=1, 2, ..., p~p) di H e tutti gli elementi di K, ®, ¥;
ovvero 1 punti Jdi uno spazio euclideo reale R,; nel quale sono
coordinate le parti reall e i coefficient] dell’immaginario degli
clementi suddetti.

Quanto abbiamo visto in precedenza ¢i permette di affer-
mare:

Linsieme delle MNY, appartencati ad un dato stralo e k-
vello, é rappresentato in R, dai punti di un campo & che vi-
sulta una vegione cilindrica con spazi generatori paralleli allo
spazio su cur si annullano gli elementi di H”, K", V' ¥,

Intendendo sempre gemerica una MNY rappresentata in
R,; da un punto le cul coordinate siano algebricamente indi-
pendenti sul campo razionale, i precedenti risultati mostrano
che Ia trasformazione introdotta all’inizio di questo n. la quale
muta WNS in MNY, muta di fatto MNS generiche in MNY
generiche. Viceversa se si fissa una MNY generica e si fa va-
riare la ¢, in un intorno della sua posizione iniziale, & subito
visto che ira le mairici y tali che vy sia una MNS, ce ne sono
di quelle per cui v~y ¢ una MNS generica,

Valgono pot le proposizioni seguenti che frasportano alle
MNY note proprietd delle MNS (cfr. [13]):

L. - Una MNY per la quale p - p>1, individua 1 suo strato
e i suo lLivello,

I1. - Se 3™ ™) ¢ una gencrica MNY per cui p-p>1, ¢
[ ™) & yna matrice unimodulare, condizione necessarig ¢ suf-
ficiente perché esista una matrice complessa non degenere 8%
tale che YU sia una MNY ¢ che ' appartenga a G [A, ;]

Se p-¢g=0,1 la condizione & sufficiente.

Si dimostra poi con un semplice caleolo (cfr. [133):

I11. - Se ¥ & una MNY ¢ & una maivice complessa non de-
genere lale che BY sia wna MNY, si ha necessaviamente O) = .
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In forma equivalente si ha anche:

V. - Se o™ ™ ¢ una mairice quasi abeliang ¢ & % ung
matrice complessa non degenerc tale che & v sia uwna MNY,

quest ultima & univocamente determinata da .

In particolare:

V. - Se w * ¢ una matrice quasi abeliana, T ™) yng
matvice wnimodulare ¢ 8% * una matrice complessa non dege-
nere tali che & o I sia una MNY, quest ultima é univocamente
determinata da v e da T,

Dalle proposizioni II, V discendono ora delle conseguenze
importanti. Sia ¥ una generica MNY, e I" una prefissata matrice
del gruppe unimodulare ristretto G [A, §,]. Associando alla
matrice X la MNyY: x* =& 3 I’ equivalente a ¥ ¢ da essa uni-
vocamente determinata, si definisce una applicazione:

¢ KX

dell'insieme delle MA'Y generiche nell’insieme delle MNx. Esten-
dendo I'applicazione a tutte le MNY si ottiene una corrispon-
denza solo generalmente univoca del camipo @ in se stesso, anzi
una corrispondenza generalmente biunivoca di & su se stesso,
perché G [A, &7 ¢ un gruppo.

Lasciando ora variare I" nel gruppo G [4A, 8,1 si ottiene:

V1. - Associando ad ogni ¥ la mairice 3% =8y 1" come
sopra detlo, ¢ lasciando pot variare U in G [A, &, si oftienc
un gruppo di corrispondenze genervalmente biunivoche in sé
dell’insieme delle MNY di wn daio strato e livello. Tale gruppo
non ¢ ulteriormente ampliabile se p - g1,

Si noti che la locuzione « generalmente » qui usata per in-
tendere che si riferisce la corrispondenza solo a matrici gene-
riche, ha un significato che coincide con quello tradizionale
della geometria algebrica, nel senso di riferire la corrispondenza,

PO ow zo
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nello spazio S,, ai punti che non appartengono una softovarietd
algebrica determinata da I'. E cid perché, come si potrebbe
agevolmente riconoscere, la corrispondenza sopra considerata
X X¥ ¢ una trasformazione birazionale dello spazio Sy in sé.

Da tutto quanto precede risulta poi che 'insieme delle MNY,
equivalenti ad una MNY generica & al pit numerabile, ¢ quindi:

VII. - Le classi di MNY, distinte vispetio alla relazione di
di  equivalenza, costitwiscono wn insieme dipendente da
d=% (p~¢) (p+3¢+28,+1) paramelri complessi.

Aggiungeremo che (cfr. [13], n. 5) esistono matrici I' di
G [4, 8], anche diverse dalla matrice unita, per le quali la
corrispondenza ¥ - y* =8y T & assolutamente biunivoca in 3,
D’altro canto ¢ anche facile vedere che, almeno per certi strati,
la corrispondenza in questione ammette eccezioni in rapporto
a particolari matrici T" di G [4, &,1.

Si pone quindi il problema di determinare le matuici
I' di G [3,3], formanti evidentemente un sottogruppo
G'[4,8] di G[4 8], per le quali la corrispondenza
X->x¥F=8& ) ' ¢ assolutamentc biunivoca in . Per quanto
sopra’osservato G non si riduce mai al solo elemento identico,
e non sempre accade che esso invada tutto &,

Pertanto i due gruppi di maftrici G [4, 8] e G’ [A, §;]
inducono in & due gruppi di trasformazioni, che indicheremo
rispettivamente con 7' [4, &7 e 77 [4, &,]. Questi rappresen-
tano due possibili generalizzazioni del gruppo analogo relativo
al caso abeliano, cio if gruppo T di trasformazioni che il gruppo
modulare ristretto G (47 induce nella regione immagine delle
matrici normali di RiEmany in forma normale, appartenenti
al livello & (cfr. [267).

Mentre la condizione di biunivocitd senza eccezioni delle
trasformazioni avvicina di pitt 7°a 77, la strutfura formale di T
¢ perd pin vicina a quella di 7'. Si osserverd poi che, quando
p-p=o0,1,1igruppi T, T° possono essere ampiiabili.
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¢sse che, nella teoria delle matrici quasi abeliane, tengono i)
posto delle matric; lormali di Riemany ¢ del 8ruppo modulare
ristretto,

A questo punto si pongono in modo naturale interessant;
questioni. Citiamg soltanto Vesistenza e Ia costruzione di yp
campo fondamentale rispetto a] 8IUPPO 775 I'estensione della
nozione (i 8TUPPO simpletticy e questioni connegge ; la ricerca
delle matrici quasi abeliane che Possiedang rappresentanti in
stratl divers;, ovvero nello stesso strato ¢ in livellj diversi (que-

8TUPPo T). Si tratta, tome si vede, di estensioni, tutt’altre che
ovvie perd, dj questionj analoghe relative alla teoria aritmetica
delle funzion; abeliane,

Per quanto riguarda pig Propriamente le matyic; quasi abe-
liane, vien

di qualcosa dj analogo alla matrice Principale delle matrici dj
plessa sia equivalente ad pna MNS ovvero ad una ¥Ny; in pari
tempo si pone Ia questione dj deferminare, i modo diretto, Jg

condizioni per Je matrici H, g, affinche sia verificata Ja cop.
dizione d), di cuj all'inizio del Presente n, ag.
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