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L’esigenza di avere una lrattazione sulla feovia delle fun-
zioni e delle varietd quast abeliane che tenga cowto dei pro-
gressi pis vecenti, e le vichieste giunte da ity parti, mi hanno
indotto a prepavare questa seconda edizione della mia Memoria
« Funziont quast abeliane » del 1947,

In essa sono comtenuti 7 miei visultali posieriori, che por-
tano taluni complementi essenziali alla teoria. In particolare
I'equivalenza di due diverse, tra le possibili, definizioni di corpo
di funzioni abeliane da me date nella prima Memoria, che fu
la dimostrata subordinatamente ad una ipotesi di lavoro (I'ipo-
tesi « L »), viene qui stabilita in modo del tutto indipendente
da quell’ipotesi,

Mi é stata di grande atuto, nella preparazione di questo vo-
lume, la cooperazione del prof. Mario ROSATI, mio discepolo
all’ Istituto Nazionale di Alla Matematica itn Roma, al quale
va i mio ringraziamento per avere vaccolfo e coordinato il
materiale dell’ Appendice ed avere curato la compilazione del-
Ulndice analitico.

Ma un’opera sulle funzioni quasi abeliane sarebbe ceria-
menle incomplela ove non lenesse conto det conivibuti notevoli
portatt dagli altri Autors, quast tutti della Scuola ifaliana, che
dopo di me st sono occupati di questa teovia. Trva essi segna-
tamente vicordo i mio indimenticabile collega prof. Famio
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CoONFORTO, che ¢ da considerave Iiniziatore della « Teoria
aritmetica delle funzioni quasi abeliane ».

Ho pregato quindi il prof. RoSATI di proseguire egh stesso
i lavoro, assumendosi il non lieve onere di vedigere I ulteriore
volume che, con i titolo « Le funzioni e le varieta quasi abe-
liane dalla teoria del Severi ad oggi », ho testé presentato per
la inserzione nelle pubblicazioni della Pontificia Accademia
delle Scienze. Questo secondo volume, che raccoglic ¢ sistema-
ticamente espone tutti { visultati degli altri Autovi sulle funzion
e sulle varietd quasi abeliane, offrird al lettore, insieme con il
precedente, un quadro completo sullo stato attuale della teovia.
E spero che il lavoro possa viescive utile a chi voglia proseguire
le ricerche in un campo che apre prospettive cost vaste ¢ inte-
ressanti.

Roma, 8 gennaio 1gsg.
FrANCESCO SEVERI

Accademico Pontificic



FUNZIONI QUASI ABELIANE



INTRODUZIONE

Aequam mementc rebus in arduis
servave Mentem (ORAZIO)
(Ottobre 1044-Maggio 1945)

Le funzioni trattate in questa Memoria s’identificano (n. 48)
colla vasta categoria delle funzioni uniformi di pit variabili,
che ammettono un feorema di addizione nel senso di WEIER-
sTrASS (1} (.

Esse risultano in conseguenza meromorfe (°) e periodiche
con un numero di \ di periodi indipendents, non superiore al
doppio del numero © delle variabili (4).

(!} 1T numeri in grassetto fra parentesi quadre [ ] richiamano opere o
memorie indicate nell’elence bibliografico alla fine della Memoria.

(¥) Come ha osservate Pasnneve [47, p. 5}, se m {unzioni (funzional-
mente) indipendenti di & variabili complesse #;, #,, . .., #z, in un intorno
27 - dimensionale dello spazio euclides S,x, ove si distendan le variabili, sod-
disfanno ad un teorema di addizione di WEriErsrrass e sono continue ¢ a
derivate parziali prime continue, per valori reali delle variabili, esse son
in conseguenza analitiche.

Si dice poi che le¢ 7 funzioni ammettono un teorema di addizione (alge-
brico), quando i valori di ciascuna di esse in (% + 4/, ®, + %', .. .,
dr + ug’) s'esprimono algebricamente coi valori delle 7 funzioni rispetti-
vamente in (4, #, . .., %z} ¢ I (), ws ..., Ux ).

Le funzioni ellitiiche, le funzioni esponenziali e trigonometriche son casi
particolari delle funzioni che stiamo considerando,

(*) 8i sottintende « al finito ». ¢ lo funzioni di cui trattasi son mero-
morfe anche ali'iniinito esse riduconsi a fumzioni rezionali e la periodicita
svanisce (ciod il numero dei periodi effettivi, non costituiti tutti da zeri,
& nulio).

() Un periede di una funzione di w variabili %,, %,,..., %z & un insieme
di st numeri (reali o complessi) wy, W ..., W= {ciodé un vettorc reale o com-
plesso) tale che in #;-kw,, %+ wy ..., uc+wx) la funzione assume lo
stesso valore che in (w,, s, . .., 1g) qualunque sia (¢, #p .., tx) nel
campo dove la funzione & data, La terminologia che prima si usava di
chiamare w;, ws ..., wz un insieme di periodi asimultanei » & stata abban-

Intr.
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Il caso p>>2 © resta dunque in apparenza escluso dalle no-
stre considerazioni; ma esso non offre un interesse a sé, perche
conduce a funzioni che dipendono effettivamente da g<{w va-
riabili ¢ rispefto a queste ammettono non pit di 2 ¢ periodi.
Invero, si riconosce agevolmente, come fecere CLEBSCH-GOR-
pAN ¢ Froeintus (1) che una funzione di w variabili con p>>2 «
periodi ammette in conseguenza periodi infinttesimi; e da cid
segue ch’essa riducesi a dipendere da ¢<(s variabili, le nuove
essendo combinazioni lineari delle antiche (?); ¢ se le variabili
non sono ulteriormente riducibili, esiston soltanto al pit 2 ¢
periodi indipendenti, a componenti non tutte nulle in corrispon-
denza alle variabili rimaste ¢ gli altri hanno componenti nulle

donata per la sua manifesta superflnita, Invero, anche se w;, da solo,
applicato ad w,, & un periodo, esso pud sempre considerarsi come un vet-
tore-periodo (rispetto alle 7 variabili) con m--1 componenti nulle. Se una
funzione di #y, #; .., #r ammettc un certo numero finito di periodi, per
iterazione essa amnette ogni periodo che sia combinazione lincare a coeffi-
cienti interi (positivi o negativi o nulli) di guelli. Si dice che ;1 periodi son
indipendenti quando i corrispondenti vettori non son legati da alcuna rela-
zione lineare omogenca a coefficienti interi, non tutti nulii,

{") {13, p. 130], [25, Abhandlung I, p. 17]. L'asserzionc non & ecspli-
cita nell’opera di CresscH-Gorpan; ma il lemma dimostrato nel passo
citato la contiene. In TroBENIUS invece l'asserzione & esplicita.

{(*) Ved, per es, {17, p. 15], [44, p. 273}, I evidente che una funzione
gqualungue di ¢ variabili #,, o, ..., %, considerata come funzione di gueste
e di altre w--¢ variabili #,, ..., #z, che in essa non compaicno, am-
mette periodi aventi nulle le ¢ componenti relative alle ¢ variabili effettive
¢ arbitrarie le altre; sicché ammetle periodi di accumulazione e guindi
pericdi infinitesimi. Se pol la funzione possiede gid <29 vettori-pericd:
indipendenti, come funzione delle #,, #, ..., #, associande alie compo-
nenti di ciascuno di questi, m—¢g componenti nulle, si ottengono altrettanti
periodi della {unzione, considerata rispetto alle variabili =, ..., #,
Wyrts - -+ gy Ma questi periodi si pesson poi sommare con queli a com-
ponenti nulie rispetto alle prime ¢ variabili e se¢ ne derivano periodi aventi
diverse da zero le prime ¢ componenti ¢ infinitesime le wnllime g--q.

Del resto & chiaro a priori che non possan esistere periodi infinitesimi

comuni a 4 funzioni fy (s, ..., #x), .. .. .. » fx (4 o . ., ux) indipen-
denti, a determinante jacchizno non nullo in un certo intorno, perché,
detti ¢, ¢, ..., ¢x 1 valori assunti dalle f, f,. ..., fz= in un punto

generico dell'intorno, sicehe le equazioni fi=¢;, fi=cy . .., fr=Cx non am-
mettono altre soluzioni nelle vicinanze del punto, l'esistenza di periodi
infinitesimi comuni alle f, porterebbe inveece 1'esistenza di infinite soluzioni
di quelle equazioni nelle vicinanze del punto considerate. Quest’osserva-
zione estende la proprietd ben nota delle funzioni di una variabile (deri-
vabill), Ic quali non posson avere pit di due periodi, senza ridarsi a
costanti.
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rispetto a queste ed agiscono percio sulle sole variabili che non
compaiono pil nella funzione.

Per le funzioni dipendenti effettivamente da = variabili
%y, - . ., 4z, & dunque sempre | < 2 T,

Se p==2 7 non occorre neppure di supporre che le funzioni
di cui si tratta soddisfacciano ad un teorema di addizione,
bastando ammettere che sieno funzioni meromorfe, giacche il
teorema d’addizione resta in conseguenza soddisfatto. Cid 1i-
sulta dalle proposizioni fondamentali della teoria delle funzioni
abeliane, nelle quali si cade appunto per p==2 w. Di queste
proposizioni, note a RIEMANN fin dal 1860 ¢ a WEIERSTRASS
fin dal 1848, furon pubblicate le prime dimostrazioni nel 1883
da PoINCARE e da Prcarp (1)

Le funzioni oggetto del nostro studio son quelle soddisfa-
centi al teorema d’addizione (epperd meromorfe e periodiche)
per cui p<lam: le chiamiamo fumzioni quasi abeliane (o, se
vuolst, funzioni abeliane degeneri}, perché esse posson conce-
pirsi come limiti di funzioni abeliane [n. 36; n. 57, f)] otte-
nute facendo tendere ad infinite alcuni periodi (con ampia
estensione della proprietd che riguarda le funzioni trigonome-
triche quali casi limiti delle funzioni ellittiche) (2).

Pei numerosi collegamenti della teoria da costruire con
quella classica delle funzioni abeliane, convien riassumer anzi-
tutto talune proprieth di queste.

("t Ved. larticolo ¢i Krazpr-WirTinger neil'Enciclopedia matematica
tedesca [38, p. 824}, Faremo spesso riferimento, per ¢id che concerne le
funzioni abeliane, al corso tenulo recentemente (rog2) da F. Cowrowrro
presso I'Istituto Nazionale di Alta Matematica [17].

() Per necessitdh di cose noi partiamo anzi dalla disuguaglanza p<z
piuttosto che dalla p<2 w: conde, nei rignardi di certe proprietd, che
avremo da studiare, le funzioni abeliane appariranno casi particolari delle
quasi abeliane,

Intr.
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I periodi di una funzione abeliana di $ variabili formano
una matrice di p righe e di 2 p colonne, che si chiama (*) una
matrice di RIEMANN. Gli elementi di tale matrice soddisfanno
ad uwna condizione guantitativa ¢ ad una condizione qualita-
tiva (%. Il teorema fondamentale (di esistenza) afferma che,
viceversa, data comunque una matrice soddisfacente a queste
condizioni, esistono funzioni meromorfe di p variabili delle
quali la data & la matrice dei periodi.

A tale matrice pud sostituirsi una matrice equivalente (%)
normale, che indichiamo brevemente con |A 2|, in cui 4 &
un determinante d’ordine p avente nulli tutti gli elementi, tranne
quelli della diagonale principale, wguali rispeftivamenie a
ami 2T 2my i g p i

aTE T ove dy, dp, . .., d, sono 1 diwvi
sori della considerata matrice (numeri interi tali che, per
$=22,..., p, d, ¢ divisibile per d,_; ¢ d;=1); ed 2 & un deter-

. o plp+1) N
minante simmetrico di ordine #, { cui B e elementi distinti
soddisfano ad una condizione qualitativa, la quale & P'unica che
rimanga, nei rapporti con la matrice normale, delle condizioni
necessarie e svfficienti per 'esistenza delle corrispondenti fun-
zioni abeliane. Anche la scelta dei divisori, soddisfatte fra loro
le accennate condizioni aritmetiche, resta arbitraria ().

(") Con Gaprawo Scorza, che ha dedicaio a queste matrici un vasto
msieme di zicerche di alto interesse. Noi talvolta chiameremo anche, que-
ste matrici, walrici abelane.

() La condizione guaniitativa & che s'annulli una certa forma bilincare
{principale) a coefficienti interi quando vi si prendano per wvariabili i
periodi di due # gualunque; e la condizione qualilativa & che la forma
stessa sia definita, di segno allorchd, invece delle variabili, si pongano le
parti reali e le parti immaginaric di una combinazione lineare qualunque,
a coefficienti non toiti nulli, dei periodi. Ved. p. es. [17, p. 186].

(®) Due matrici di Rizmanx si dicon eguivelenti quando si deducon
I'ina dall'altra con sostituzioni lineari non degeneri sulle variabili (ciod
sulle righe) e con sostituzioni lineari unimodulari a coefficienti interi sui
periodi (ciot sulle colonne).

{; Ved. p. es. [17. p. 184]. Per ragioni rese evidenti dal seguito noi
perd normalizeiamo la tabella dei periodi, come fanno del resto parecchi
Autori, scrivendo 2ri laddeve Conrorro, con parecchi altri, serive =i
I raffronti comunque son ovvii,
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Le funzioni abeliane inerenti a una data tabella di periodi
(e a tutte le tabelle equivalenti) formano un corpo nel senso
moderno della parola.

Inoltre, $+1 funzioni qualunque del corpo son legate da
una equazione algebrica; e, se sono a p a p indipendenti, ogni
altra funzione del corpo si esprime razionalmente con esse. Que-
sta propricta ha la massima importanza, perché trasferisce la
teoria nel dominic della geometria algebrica e permette di trat-
tarne i problemi anche con mezzi geometrici.

Si posson alfresi scegliere le 4 1 funzioni del corpo in moedo
che nel parallelepipedo P dei periodi (1) le funzioni non ripren-
dano rispettivainente valori fut#i uguali a quelli assunti in un
punto generico di P. La varieta algebrica (irriducibile) V,, rap-
presenfata parametricamente (in un 5,,,) da quelle p+1 fun-
zioni, chiamasi una varieta di Prcarp (di divisori dy, dy, .., d,).
Essa & di rango 1, nel senso che & in corrispondenza biunivoca
con P.

La varietd V, e tutte le varietd uniformizzate da gruppi di
P+ 1 funzioni del corpo — le quali varietd son birazionalmente
equivalenti a involuzioni algebriche su ¥, il cui grado & in
relazione col rango della varieth — costituiscon la classe delle
varietd abeliane increnti alla data tabella di periodi. Lo studio
di queste varietd (superficie iperellittiche per =2} diede luogo
ad una vasta letferatura (Picarp, HUMBERT, CASTELNUOVO,
ENRIQUES-SEVERI, BAGNERA-DE IFRANCHIS, LEFSCHETZ, SCORZA
per citare soltanto i maggiori), sulla quale non occorre che ci
fermiamo qui.

Un altro aspetto della teoria occorre piuttosto illuminare.
La V), di Prcarp fu scoperta dall’eminente analista in ricerche
celebri (1889, 1895) sulle varietdh algebriche di dimensione f,
che posseggono un gruppo abeliano continuoe transitivo oc? di

('} In questo parallelepipedo intendiamo ridotta ad una sola le faccie
associate rispetto ai periodi, ciot coincidenti le coppie di punti di due
faccie che differiscon fra lorc di un vettore-periodo. Cosi il parallelepipedo
s'identifica con un toro a 2# dimensioni, riemanniana della ¥V, di Picarp,
inerente al dato corpo.

Intr.



J0 PONTIFICIAE ACADEMIAE SCIENTIARVM SCRIPTA YARIA - 20

trasformazioni birazionali: estensione della ricerca di ScHwarz
(sulle curve ellittiche) relativa a p= 1. Qualche lacuna rimasta
nella ricerca di Picarp fu eliminata dalla penctrante analisi di
PamNLevi m una Memoria del 1go3 [47], pubblicata in onore
di Aper {1}

Il risultato fondamentale di Picarp & che una varietd sif-
{atta V, possiede p integrali algebrici semplici (ossia integrali
di differenziali totali a coefficienti funzioni razionali del punto
di ¥,). S’essi sono tutti di 1* specie (e Prcarp suppone impli-
citamente che cosi sempre sia, donde la lacuna cui s’¢ alluso)
Vinversione simultanea del sistema di quegl'integrali consente
di esprimere le coordinate del punto di ¥, come funzioni abe-
liane di $ variabili (che son poi i predetti integrali) e si cade
cosi in un corpo di funzioni abeliane legate a ¥V, e al relativo
gruppo continuo.

PAINLEVE non parla esplicitamente del gruppo continuo, per-
che il suo problema originario, nella Memoria citata, & di carat-
terizzare le funzioni di p variabili che ammettono un {eorema
d’addizione, onde dimostrare il teorema che WEIERSTRASS
aveva enunciato nelle sue lezioni (senza tuttavia esporne la
dimostrazione, che sembra perd possedesse) e cioé che se p
funzioni indipendenti di p variabili ammettono un teorema
d’addizione (algebrico), esse s’esprimono algebricamente con
funzioni abeliane (proprie o degeneri) di p variabili, relative
ai medesimi periodi. La dimostrazione, sviluppata da PAINLEVE
con tutti i dettagli per p=2 ¢ accennata per induzione quando p
¢ qualunque, mostra come il teorema equivalga a cid che: se
una varietd algebrica a p dimensioni V, possiede p integrali
semplici (si sottintende sempre algebrici) funzionalmente indi-
pendenti, e Vinversione del loro sistema, conduce a $+ 1 fun-
zioni uniformi contenenti razionalmente le coordinate dell’ ori-
gine delle integrazioni, quelle funzioni son abeliane {proprie o
degeneri) coi medesimi periodi. Ma siccome siffatte funzioni,

(') Ved. le citazioni nel n, 37. Ii primo lavore di Prcare (188g) si rife-
risce alle superficie (p=2).
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appunto in conseguenza della ricerca di Pamvrrve, ammettono
un teorema d’addizione, cosi ne segue agevolmente (n. 38) l'esi-
stenza su ¥V, di un gruppo continuo, che & quello considerato
da PICARD.

A questo punto la mia ricerca ha trovato i problemi concer-
nenti le funzioni quasi abeliane (o funzioni abeliane degeneri).
Di qualche altro precedente di carattere pin particolare dird
nel seguito di questa Introduzione.

Ma prima di affrontare lo studio delle funzioni quasi abe-
liane generali, considerato che la teoria delle funzioni abeliane
era storicamente nata per estensione della teoria delle funzion:
abeliane speciali {cosi chiamata da PoINcARE), ciod di quelle
che nascono dal teorema di inversione di Jacosl, relativo ai p
integrali abeliani di 1* specie d'una curva di genere p, ho repu-
tato opportuno di costruire anzitutto la teoria delle funzion:
quasi abeliane speciali, derivanti da un pii ampio teorema di
inversione sopra una curva algebrica, onde avere a disposi-
zione adeguato materiale sperimentale d’assaggio delle questioni
relative alle funzioni quasi abeliane generali.

E la preparazione degli strumenti geometrici per lo studio
che mi proponevo ini ha condotto ad una completa feoria delle
serie limeari mewtre sopra una curva algebrica, di cui avevo
dato qualche saggio preventivo, oltre a quelli che esistevano
{con diverso linguaggio) presso altri Autori (*).

La teoria ha precedenti lontani e recenti. LINDEMANN nel
187¢ [43] si occupod delle serie lineari segate sopra una curva
algebrica piana (si sottintende irriducibile) da sistemi lineari di
curve soddisfacenti soltanto iu parte alle condizioni di aggiun-

(") Dird anzi che mi cro indotto a riprendere con pitl ampio programma
lo studio delle serie lincari neutre anche per preparare gii elementi occor-
renti a talune questioni fondamentali di geometria sopra una superficie
(le quali richiedono I'ulteriore trasporte, che lascio ad un mio discepolo,
delia teoria delle serie lineari neutre alle serie d’equivalenza neuire) e per
delimitar compiutamente il teorema di unicith o d'esistenza, che domina
la teoria.

Inir.
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zione (curve now aggiunte o 0 -curve, secondo la terminologia
di Nortuer) ¢ stabili il teorema di RiEmann-RocH proiettivo
per tali serie, con una lacuna osservata e corretta, nell’anno
stesso, da una Memoria di Noerngr [45], che trattd I'argo-
mento con maggior larghezza dando due forme diverse del teo-
rema proiettivo di Riemann-RocH, dopo aver stabilito altresi,
per le serie cui s’allude, il teorema proiettivo del resto.

Ma tali risultati restarono allora isolati non avendo riflessi
in quello stadio di sviluppo della geometria algebrica. L’argo-
mento fu da me ripreso nel 1921 [67, Anhang ¥, pag. 349] e
inquadrato in una teoria generale dei sistemi continui di curve
piane, sottolineando rapidamente i fatti salienti ¢ dando loro
assetto invariante rispetto alle trasformazioni birazionali. Chia-
mai allora « virtualmente aggiunte » le curvé non aggiunte di
NOETHER e mi limitai a considerare curve con soli punti doppi,
perché questo ¢ il caso pili importante nel campo birazionale.
Nello stesso 1921 sfiorai in altro lavoro il medesimo soggetto,
nel trattare degl'integrali semplici appartenenti ad una super-
ficie algebrica [68, p. 217]).

Nel 1922 EnriQues [21, p. 195] (1), allo scopo di ricostruire
la geometria sopra wna curva algebrica col principio di conti-
nuitd, considerd una curva razionale di conveniente ordine come
limite d’una curva di genere p>>0 e studio le serie lineari della
prima curva, limiti delle serie lineari della seconda.

Nel 1925 brevi accenni alla. questione delle serie lineari neu-
tre, in relazione all’estensione del teorema del resto di Britr-
NoeTuer e dei teoremi che da esso derivano, furon dati da
GAMBIER, in un’ampia Memoria, avente altro scopo [28,
P 220].

Infine nel 1932 [72, p. 28] e nel 1041 [78, p. 256] tornai
ancora, ma sempre incidentalmente, sulle serie lineari neutre
appartenenti ad una curva di genere qualunque, aggiunsi in
proposito qualche osservazione e prospettai per la prima volta
{nella Memoria del 1941) Ja necessity di riferire il teorema di

(Y Ved. pure {22, p. s05].
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unicitd e di esistenza d’una serie lineare neutra, definita a par-
tire da uno de’ suol gruppi, a gruppi imdipendenti dalle date
coppie neutre, giacché, senza certe limitazioni, il teorema non
vale (!). E nelle Memorie del 1932 e del 1941 che usai la termi-
nologia, da allora seguita (seric lineari neutre, aggiunte neu-
tre, ecc.), la guale m’apparve necessaria per evitare ambiguita,
derivanti da contrasti con locuzioni gia usate in altro senso,

La delimitazione cui ho accennato, del teorema di unicith
¢ d’esistenza, richiede che i gruppi di una serie lineare neutra
vengan considerati nei rapporti col punti delle coppie neutre
date (che posson essere costituite da punti distinti o da punti
coincidenti): bisogna cio¢ tener conto della molteplicitd (>>0)
con cui ognuno di questi figura nel gruppo considerato.

Un gruppo della serie ¢ ordinario se tali molteplicitiy son le
medesime di quelle relative al gruppo generico; ¢ singolare in
caso diverso. I teorema di umicita ¢ di esistenza vale soltanto
pet gruppi ordinari (n. 5). Un gruppo singolare pud, non in
ipotesi, ma di fatto {come si verifica su esempi), appartenere,
appunto come gruppo singolare, a pit di una serie neutra com-
pleta. Questa eccezione ha riscontro {n. 27, Oss.) nelle singola-
ritd che presentano, in corrispondenza ad nn gruppo singolare,
i coefficienti d’un sistema differenziale pfaffiano, che traduce
la questione nel campo analitico; singolarith, le quali fanno
appunto cadere per tale sistema il teorema di unicitd e di esi-
stenza.

Cio naturalmente richiede che le operazioni di somma e di
sottrazione sieno alla lor volta definite soltanto in relazione a
gruppi ordinari (n. 7) ¢ soltanto in relazione a questi vale il
teorema del resto, sia proiettivo che invariantivo ().

(") Ved, in particolare l'osservazione a pag. 358 della mia Memoria
citata. Gl elementi della teoria frovansi altresi nella mia opera [78,
p. 184].

() La dimostrazione del tecrema proiettive del resto data da BriLi-
Nortner va incontre ad un'obiezione affacciata da Vaw pEr WaErDER [82].
Io perd mi appoggio alla dimostrazione contenuta a pag, 341 del mio Trat-
tate [69), la quale & immune dall’obiezione cui s’allude e che io avevo,
molto prima dell'Autore citato, osservata ed eliminata, senza neppure
accennarvi).

Tuty.
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Fissate bene queste nozioni, si arriva al punto culminante
della teoria geometrica delle seric lineari neutre. Si stabilisce
cosi direttamente, nel campo invariantivo (n. 13), I'esistenza
della serie canonica neutra; si distinguon le seric in speciali e
non speciali e st dimostra il teorema di Riemann-Roch per le
serie neutre (n. 17).

Qui perd, a differenza di quanto avviene per le ordinarie
serie lineari, ¢’¢ da considerare, oltre all’indice di specialiia
neutro, anche Vindice di specialita assoluto. la differenza fra
i due indici & la sovrabbondanza della data serie lineare neutra,
avente un netto significato geometrico (n. 6, Oss. 2%; n. 18).
La sovrabbondanza & nulla per le serie non speciali.

Ma il complesso di tutte queste proprietd non costituirebbe
che un’clegante estensione della teoria classica, se non gli con-
ferisse piti importante contenuto la considerazione delle serie
lineari neutre, sopra una curva f di genere virtuale = e di ge-
nere effettivo p (m > p > 0), come limiti di ordinarie serie
lineari d’una curva f di genere effettivo 7, per f~+f. Quest’in-
terpretazione & sempre possibile, comunque sieno state fissate
su fle 3 (=un-p) coppie, mediante cui si definisce I'insieme
delle serie che le posseggono come neutre, insieme che chia-
miamo un campo neutro, riserbando il nome di campo assoluto
alla totalitd delle serie lineari ordinarie.

Come si & gii accennato, le coppie che noi consideriamo
nella presente trattazione, posson essere altresi costituite da
punti coincidenti: e la cosa, lo vedremo, ha riflessi importanti
nella teoria delle funzioni guasi abeliane. In un conveniente
modello proiettivo piano {n. 2) f della curva, dotato di soli nodi
o cuspidi ordinarie, ogni coppia neutra a punti distinti ha per
imagine un nodo ed una a punti coincidenti una cuspide ordi-
naria. Questi nodi e queste cuspidi sono acquisiti ex novo dalla
curva limite f, mentre gli altri eventuali nodi di f son limiti di
quelli della curva variabile f.

In veritd, sono soltanto la serie canonica ed una generica
serie non speciale della f, che tendono alla serie canonica neu-
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tra e ad una serie non speciale neutra @i f, dello stesso ordine
della seric variabile. Una serie particolare al limite pud ciod
aumentare la propria specialiti (in particolare divenire spe-
ciale, se non lo era) e pud naturalmente accadere che in fvi

sieno serie lineari neutre, che non son limiti di serie di f (n. zo).

woE

La totalita del gruppi di # punti sopra una curva C di ge-
nere virtuale @ ¢ di genere effettivo >0, dove sia dato un
campo neutro v, mediante &= - p coppie di punti, costituisce
una varietd quasi abeliana (speciale), che si riduce alla varietay
di Jacoer {!) per 8=o0 e che percid chiamiamo wvarictd quasi
abeliana di JACOBI, inercnte al campo y. Diciamo ¥V, questa
varietd o un suo modello proiettivo. Essa possiede un gruppo
continuo abeliano oo™, fransitivo, di trasformazioni birazionali
in st (21), che si costruisce subito sulla base della precedente
teoria ripetendo in questo caso pilt generale un noto procedi-
mento (*). Per brevitd diremo nel seguito T' ogni gruppo di
trasformazioni birazionali del tipo suddetto (abeliano, conti-
nuo, transitivo di dimensione uguale alla dimensione della va-
rietd che lo sostiene).

Qul pero apparisce una differenza essenziale tra il gruppo T'
relativo al campo assoluto (8==0), esistente sopra una V., che
si riduce ad una V, di JAcon, ed il gruppo I relativo ad un
campo neutro (82-0), perché il primo, sulla V, priva di varieta
eccezionali (%), ¢ assolutamente transitivo, ciod ogni punto div,
vien portato dalle trasformazioni del gruppo in ogni altro
mentre il secondo & generalmente tramsitivo (n. 21), cioé un
pnnto generico di V. vien trasportato in un altro punto generico
da una trasformazione del gruppo, ma vi & in V, una wvarietd

() Ved. [69, pag. 281].

(3} CasTELnUOvVO [8].

(*) Ved. {69, pag. 284]. Comunque, anche se V, possiede varietd ccce-
zionali, queste lo sono per ogni trasformazione del gruppo €& non son
invarianti pel gruppo perch® ognuna di esse vien portata in ogni punto
di ¥,.

Inty.
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invariante, a ® - I dimensioni, pel gruppo I, i cui punti (gene~
vici, per le sue componenti) non possono esser portati dalle tra-
sformazioni del gruppo fuori della varieth stessa. E una distin-
zione che le ricerche di PIcarp e di PAINLEVE e quelle ad esse
collegate avevano lasciato in ombra e che fu accennata da me
per la prima volta nel 1go4 sulle superficic (n. 38).

La varietd invariante consta di totti e soli i punti di V-
imagini det gruppi singolari di = punti di C (singolari, s’'intende
rispetto al campo 7), ossia di quei gruppi che contengono qual-
che punto delle coppie neutre.

La V. gode di un’altra proprietd notevolissima, che la di-
stingue dalle ordinarie varietda di Jacopi. Essa contiene ciog
un'involuzione oo? di varietd razionali M, clascuna delle quali
rappresenta i gruppi di @ punti tolti da una g°% completa, gene-
rica, del campo assoluto. Ne deriva (n. 22) che V. é birazional-
mente equivalente al prodotio di una V' di JACOBI ¢ di uno
spazio lineare S;. In particolare per p=o riducesi ad un S,.
La V., rappresenta la varietad dei gruppi di un qualunque nu-
mero prefissato =>>p di punti della curva C, varietd che &
dunque sempre quasi abeliana; mentre la varietd dei gruppi
di p punti & abeliana.

La costruzione delle funzioni quasi abeliane speciali 1i-
chiede che la geometria delle serie lineari neutre venga ampliata
dal punto di vista trascendente, col teorema di Abel, diretto e
inverso, e col teorema d’inversione nel campo neutro 7.

Considerato un modello piano f di C, dotato di soli nedi e
cuspidi ordinarie, ove 8, dei nodi sieno immagini delle coppie
neutre a punti distinti di y e le 5, cuspidi sieno iminagini delle
coppie neutre a punti coincidenti 8=8,+8,, 8, > 0, &, > o,
n=p+8,+8&,), ¢ riguardata { come limite di una curva piana f
dello stesso ordine (con soli nodi), la gquale acquisti &; nodi
nuovi e le &, cuspidi, si determinano agevolmente (n. 23) i limiti
dei w integrali abeliani di 1 specie di f e si ottengon cosi
integrali abeliani neutri di 1° specie (linearmente indipendenti)
relativi al campo v, fra i quali figurano i p integrali abeliani
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di 1* specie di {; &, integrali che son di fatto di 3* specie e 8,
integrali di 2® specie.

Il passaggio al limite pud esser compiuto in modo (n. 23)
che ogni coppia neutra coincidente con uno dei &, nodi com-
prenda le due singolaritd logaritmiche (pure) di uno dei 3, inte-
grali di 3% specie, non avente altre singolaritd; e che ogni cop-
pia neutra coincidente con una cuspide sia polo di 1° ordine
di uno dei &, integrali di 2? specie, non avente altre singolarita.

Dopo cid la dimostrazione del teorema di Abel diretto pei
gruppt di una serie lineare neutra (n. 25) si presenta con sem-
plicita irriducibile; il teorema d’inversione nel campo v si ot-
tiene, mediante il passaggio al limite, dall’ordinario tecrema
d’inversione di Jacosr relativo agl'integrali abeliani di 1* specie
di f, per f~f (n. 20); e da questo si deduce pol agevolmente
{n. 27) linverso del teorema d’Abel, che di la condizione di
equivalenza di due gruppi di punti nel campo neutro v,

Ecco ora in proposito qualche indicazione bibliografica. La
considerazione dei limiti degl’integrali abeliani di 12 specie di
una curva, quando questa acquista nuovi nodi e cuspidi, risale
In un caso particolare a Kremv (1874} (}); il teorema inverso
di quello di Abel per gl'integrali di 1* specie, con riferimento
ad integrali di 2* e di 3* specie aggiunti a quelli di 1* specie,
¢ stato dato prima da Huwmpert (1887) [30, p. 338] coll’uso
delle funzioni fuchsiane e da Norrnrr (18go) [46, p. 475],
sotto una forma sostanzialmente equivalente alla nostra {n. 2%),
conseguita perd in modo molto meno semplice ed elementare.

Nei rignardi del teorema d’inversione nel campo 7, ciod del
teorema d’inversione relativo ad un sistema di = integrali abe-
liani della curva C, comprendente i $ integrali di 1? specie, 8,
integrali normali di 3* specie e 3, integrali normali di 22 specie
(m=2p+3;+8&), esiste un’ampia letteratura. A prescindere da

(") Mrem aflerma in una Memoriz de! 1889 (36, p. 61] di aver fin
dall’estate del 1874 comsiderato la questione. Nella Memoria cui si allude
egli si riferisce ai limiti degl'integrali di 1 specic d'una quartica piana
priva di punti multipli, che varii acquistando un punto doppio,

2 ‘ Intr.
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qualche caso particolare considerato da Jacosr (1850) [4l,
p. 34g), da RosennamM (1851) [53, p. 376], da CLEBsCH (1865)
[12, p. 234] e da altri, la prima completa risoluzione del pro-
blema d’inversione nel pitt vasto senso accennato (erweiterte
Umkehrproblem), trovasi in CLEBSCH-GorDAN {1866). Gli Au-
tori trattano del problema in due riprese [13, p. 143 e p. 270]
e lo riducono per mezzo del teorema di Abel all’ordinario pro-
blema di Jaconi, costruendo, colle serie ® di Jacos1, le pid
gencrali ®@ | mediante cui il problema si risolve; e trattano
pitl che altro il caso in cui vi sono soltanto integrali di 3* specie
(8,=0), rignardando il caso in cui vi sono integrali di 2* specie
come limite del precedente. Questi Autori vedono nettamente
che 'ipotesi veramente importante, alla quale ci si riduce con
trasformazioni birazionali, che non mutan l'essenza del pro-
blema, & quella in cui la curva & piana con nodi e cuspidi e le
singolaritd degl’integrali di 32 specic cadono nei nodi e quelle
degl’integrali di 2° specie nelle cuspidi.

Ulteriori contributi alla questione vennero apportati da Ei-
L10T (1882) [20], il quale, sulla scia di CLEBSCH-GORDAN, stu-
did a priori le funzioni che servono al problema d’inversione
generalizzato, anche nel caso degl'integrali di 2? specie, soltanto
accennato dai predetti Autori, e diede la soluzione del problema
estendendo il metodo classico di RiEmMANN.

Successivamente AppELL (1885) [1] considers l'inversione
nel caso in cui oltre agl’integrali di 1? specie e agl’integrali nor-
mali di 2® e di 3% specie, si ha da fare con derivate di ordine
qualunque degl’integrali normali di 2® specie rispetto al loro
parametro, cioé con integrali di 2* specie presentanti ciascuno
un polo di ordine arbitrario in un punto. In questo caso (e la
cosa risulterd anche a noi altrimenti) il problema ¢ ancora riso-
luto da funzioni uniformi.

Invece GoursaT (18¢2) in una posteriore trattazione, sem-
plice ed elegante [28] pone il problema pil in generale suppo-
nendo che al  integrali di 1* specie sieno associati comunque
altri integrali di 22 e di 3? specie. L'inversione non si fa allora
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in generale in modo uniforme, ma comunque I'A. indica un
metodo per ricondurla al teorema di Abel, delimitando i casi
d’univoca inversione ed avvertendo che, quando non vi sono
che integrali di 2* specie, le funzioni provenienti dall’inversione
hanno sempre un numero finito di rami (1),

La nostra trattazione del teorema d’inversione (n. 26) ispi-
rata ad un concetto di limite, & diversa dalle trattazioni pre-
esistenti e aderisce meglio al nostro punto di vista geometrico.
Ma pitt importante & una seconda dimostrazione del teorema
d'inversione, che viene esposta nei nn. 29 e 30, perché in essa
¢ la radice di un metodo che nel seguito della mia ricerca vien
di frequente usato per problemi pitt generali: lo citeremo dipoi
brevemente come « metodo fondamentale ».

Occorre all’'uopo un’indagine preventiva concernente il si-
stema lineare 2 dei = integrali « virtualmente » di 1* specie che
sulla ¥, quasi abeliana di Jacobr nascono in corrispondenza
agl’integrali neutri di 1* specie della curva C; e precisamente
sulle singolarita di quei 3; e 8,, fra i predetti integrali, che son
nel fatto di 3" e di 2* specie. Un integrale di 3 specie ha due
varietd logaritmiche pure (algebricamente equivalenti) &, &,
(=1, ..., 8,), associate nel senso che i periodi polari relafivi
hanno segni opposti e la cui intersezione (&;, &) & percid
Inogo di punti d’indeterminazione (cioé di singolarita inessen-
ziali) dell’integrale considerato; mentre un integrale di 2° specie
ha una variett polare di 1° ordine y,,1 , algebricamente equi-
valente anch’essa alle €, 8, (=1, ..., &,), sulla quale la
varietd d’indeterminazione deli’integrale & segnata dalla va-
rietd ad essa infinitamente vicina entro il sistema algebrico co!
cui appartengono tutte le varieta singolari (n. 28).

Se ne traggono due conseguenze importanti, che offriranno
poi opportuni orientamenti per stabilire le proprieta analoghe
nel caso delle funzioni abeliane generali; e clo¢ il fatto che

(') Una trattazione de! problema d'inversione generalizzato nel caso
che a noi interessa in cui vi figurano integrali normali di 2" e di 3¢ specie
pud anche vedersi in AppELL-GoURrsaT [2, p. 460].

Intr.
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ogni integrale di £ riducasi, a meno di funzioni razionali ¢ di
logaritmi di funzioni razionali, a integrali di 3* ¢ di 2% specie,
aventi gli stessi periodi ciclici, e costanti lungo le varieta vazio-
nalt Ms tracciate su Vi ed il fatto che la matrice dei periodi
ciclici e polari degl’integrali di % possa assumere fin da ora la
forma (7”) del n. 28, che sara poi generalizzata nella forma (40)
del n. 45 (coll’introduzione dei divisori).

Premesso tutto cio, il problema d’inversione per una V. ri-
dotta ad uno spazio lineare S5 (n=8, p=0), si presenta come
un problema di risoluzione di un sistema di & equazioni lineari
indipendenti e cid conduce immediatamente al risultato. Per
una V. corrispondente a p qualunque, fissati i valori degl’inte-
grali di 1* specie, appartenenti a Z, si determina una M; e
tenuto conto che gl'integrali di 3* e 2* specie di £ hanno rispet-
tivamente la forma:

Uy == log Ky + Wy (/=1 ..., 8}
Up gyl == L1 + Wbyl (1 =R TE 0:2) ,

ove le R son funzioni razionali del punto di V,, e i w son
costanti sulle M;, si riconduce la determinazione di un punto
soddisfacente al problema a quella del punto che soddisfa al
problema stesso entro la M, trovata (che &, in un senso ben
precisato (n. 22) una varietd « lineare » come un S;).

£ B &

La preparazione dei teoremi relativi alla costruzione dei
corpi di funzioni quasi abeliane, richiede che sieno approfondite
le proprieth del gruppo continuo I' esistente sulla V., quasi abe-
liana di Jacosl. Le trasformazioni  di questo gruppo si chiaman
trasformazioni di 2* specie. Vi sono oo™ altre trasformazioni
birazionali di V, in s&, «, involutorie ¢ non formanii gruppo,
le quali moltiplicate a due a due dinno Je B ¢ si chiaman fra-
sformazioni di 1% specie (n. 32). Le une e le altre si ottengon
con ovvia estensione di quel che avviene nel caso di un’ordi-
naria varietd di Jacos: [8]. Le trasformazioni di 1° specie mu-
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tano in sé ogni variety polare di un integrale di 2° specie prove-
niente dal gruppo ¢ scambian fra lovo le varietd logaritmiche di
un integrale di 3 specie; epperd le trasformazioni di 22 specie
mutano in $& ogni varietd singolare dei predetti integrali.

La varieth V,, a differenza di un’ordinaria variety di
Jacobi, della quale, come si & detto, esiston modelli privi di
varietd, eccezionali, cowtiene infinite varietqd eccezionali, non
eliminabili in blocce con una trasformazione birazionale. Vi son
addirittura sistema continui di varietd siffatte, che son analoghe
alle curve ecceziomali di 2* specie, caratterizzanti (secondo
CASTELNUOVO-ENRIQUES) Ie rigate e le superficie razionali, Esse
costituiscono una delle maggiori difficolty nello studio delle V,
quasi abeliane. Una di queste varietd non pud trasformarsi in
una di dimensione diversa, senza che, contemporaneamente, una
vartetd ad essa appartenente (contenente o contenuta) si muti
in una varietd appartenente (contenuta o contenente) alla sua
trasformata.

Le varietd eccezionali cui altediamo son eccezionali rispetto
ad ogni & 0 ad ogni f§: si tratta delle varietd d’indeterminazione
degli infegrali di 3% e di 2* specie inerenti a T e della varietd
%a-1 (n. 31) che rappresenta i gruppi di = punti di C, speciali
nel dato campo neutro; nonché delle trasformate di questa va-
rietd rispetto alle «, . La varietd .1 contiene tutte le varieta
d’indeterminazione F'a-2. Una data F’x-2 mutasi mediante una
@ (o f8) in una F =1 , contenente tutte e varietd d’indetermina-
zione da cui non proviene e il sistema delle Fa-; invade V, e
ne fa parte la Ex.1. La Ex-1 & invece portata dalle « (o f)
in infinite E'x, invadenti ¥,. Rispeito ad una @ o ad una §
fissata, la En_1 e la trasformata Fn.i di una F's_p son asso-
ciate nel senso che ognuna contiene la varieth eccezionale cor-
rispondente all’altra (n. 33).

Come vedesi, la varietd dei punti singolari degl’integrali
inerenti al gruppo T' non & invarianfe in modo assoluto per T,
poiché vi sono in essa certe varietd a m - 2 dimensioni che ven-

Intr.
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gon portate dovunque su V. (aumentando la lor dimensione):
son le varietdh d’indeterminazione. I soli punii singolari che
non posson venive wmutati dalle trasformazioni del gruppo in
punti non singolavi som ¢ poli ed i punti logaritmici propria-
mente detti.

Le funzioni quasi abeliane speciali sono considerate nella
seconda parte della presente Memoria. Esse nascono dall’inver-
sione dei = integrali, virtualmente di 1* specie, del sistema li-
neare & sopra la varietd quasi abeliana di Jacost V.. Supposto,
com’e lecito, V. in un S.,,, quest’inversione fornisce le coor-
dinate del punto di V, come funzioni meromorfc a 2p+8; pe-
riodi dei m integrali #;, #;, . . . , #.: in una parola come T +1I
funzioni quasi abeliane di = variabili, ¢ le funzioni razionali
di queste dinno luogo a un corpo di funzioni quasi abeliane
speciali (n. 34).

Le funzioni quasi abeliane speciali di gemeve effettivo zero
(p=0) risultano subito caratterizzate come applicazione del
metodo fondamentale. Previa una conveniente sostituzione li-
nearc omogenea non degenecre sulle variabili, esse riduconsi a
funzioni razionali di e™, ..., €8, @y 4, ., Mgy, OVE
Uy, Uy .o -, Uy SOD gl’integrali di 3* specie e 51 » . . .,
s, glintegrali di 22 specie del sistema lineare 2, inerente
allo S; (8=8,+8,), a cui si riduce in tal caso la V. Si puo
anche dire ch’esse sono funzioni trigonometriche-razionali (sol-
tanto trigonometriche, cioé funzioni razionali di seni e coseni,
se 8,=0; soltanto funzioni razionali, se & =0).

Nello spazio euclideo S,, rappresentativo delle = variabili
complesse, un campo fondamentale del considerato corpe di
funzioni quasi abeliane & costituito da wun gqualunque prisma
indefinito che abbia come figura divettrice il pavallelepipedo dei
2p+8; periodi. Quando il corpo si consideri, com’s lecito,
quale limite di un corpo di funzioni abeliane di = variabili,
nelle quali vanno all’infinito certi & + 28, periodi, il prisma si



¥, SEVERI - FUNZIONI QUASI ABELIANE 23

presenta come limite del parallelepipedo dei 2w periodi delle
funzioni abeliane, allorche altrettanti spigoli tendono all’infi-
nito. Nel n. 36 sono indicate le eccezioni alla biunivocitd della
corrispondenza fra V. e il prisma dei periodi (nel quale si con-
siderino sovrapposti due punti del contorno, differenti d'un
vettore-periodo). La varietd invariante viene a corrispondere
ai punti all’infinito del prisma. Com’¢ ben noto, queste ecce-
zioni non si presentano nel caso abeliano.

E N S

Preparato cosi, attraverso l'esempio delle funzioni quasi abe-
liane speciali, il necessario materiale d’orientamento, nella terza
parte passo alla teoria delle funzioni quasi abeliane generali.

Qui si presentano a priori tre tipi di definizioni che vengono
amplamente discussi (nn. 37 e segg.), ma di cui in ultima ana-
lisi si dimostra la equivalenza, sotto ipotesi molto ampie. La
discussione relativa serve a chiarire talune utili circostanze ele-
mentari ed altre che son invece piti riposte e delicate. La defi-
nizione dominante & quella che considera come varieth quasi
abeliana di rango 1 (cioé varietd quasi abeliana di PICarD, per
Ja sua analogia colla varieth di Picarp, del caso abeliano), una
V. con un gruppe continuo del solito tipo I'. 1l gruppo con-
tinuo da Iuogo su V. ad un sistema lineare & di m integrali
semplici #,, %y, . . ., #., ¢ anche qui si trova (n. 38) che il
caso abeliano & caratterizzato dall’assoluta transitivita di I’
Nel caso quasi abeliano la varieta K invariante per I' consta
di tutti e soli i punti singolari degli « ed il sistema 2 & caratte-
rizzato come il sistema lineare piti ampio degl'integrali semplici
di V, invarianti per I

1l sistema Z comprende sempre (qualunque sia I' sopra Ja
data V) gli eventuali integrali semplici di 1° specie wy, #, ..., #%,
di V., ove p (> o) sia lirregolarits di V.. E dunque neces-
sarfamente p <{ © e p uguaglia © soltanto quando gl'integrali
di ¥ son tutti di 1® specie, cioé quando Vy & una varietd di
Prcarp. Pertanto, nel caso quasi abeliano & 0 <L p < ® e in z

Intr.
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si pud trovare un sistema lineare subordinato, %, co®1, di
integrali essenzialmente di 3° specie {cio¢ tali che nessuna loro
combinazione lineare si abbassi di specie) e sieno u,,, 4, #,.,,...,
upes, 01 integrali indipendenti di Z,; ed un sistema subordinato
%, ool di integrali essenzialmente di 2% specie e sieno
Upisyels Uptdige , . .., Upssas, O, infegrali indipendenti di
Z,; in guisa che ¥ sia il sistema lineare congiungente di Z,,
Z, e del sistema lineare L, co’~1, degl’integrali di 1® specie
Ugy Ugs o o o s Uy

I sistemi lineari %,, I, non sono naturalmente individuati
da . Tt individuato il sistema ¥’ congiungente %, I,, e den-
tro 27, il sistema Z, pud essere scelto ad arbitrio, purché non
avente integrali comuni con Zj; dentro ¥ si pud pol scegliere
Z,, ad arbitrio, purché non avente integrali comuni con .

Il gruppe I' individua cosl tre interi (3> 0) caratteristici
p. &y, 8, il primo dei quali non dipende da I', ma soltanto
da V. Il caso quasi abeliano speciale mostra gid che, per un
dato =, gl'interi p, &;, 8, possono assumere valori non negativi
arbitrari compatibili colla w=4+8,+8,; e che vi sono sopra
una data V. quasi abeliana infiniti gruppi continui di tipo T’
{la totalita delle trasformazioni birazionali di V. in s¢ forma
un gruppo continuo infinito). Lo stesso vale anche per una 7,
quasi abeliana di Prcarp, ma questo vien acquisito in uno
stadio piti avanzato della teoria (n. 54).

Ne deriva altresi (n. 48) che, mentre nel caso abeliano ha
senso di parlare del corpo di funzioni abeliane definito da una
determinafa varieti di Prcarp, in quanto esso & individuato e
ne ¢ individuata la tabella dei periodi primifivi (in una classe
di matrici fra loro equivalenti), nel caso quasi abeliano vi sono
infiniti corpi di funzioni quasi abeliane associate da una data V.
ed evenfualmente distinti fra loro (diciamo eventualmente, per-
ché per es. quando p=o si ha un solo corpo, che & quello delle
funzioni {rigonometriche-razionali); sicché, per definire uno di
questi corpi, bisogna associare alla V. uno del gruppi con-
tinui I" su essa esistenti.
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L’indagine di altre proprietd geometriche caratterizzanti una
V. quasi abeliana, richiede un preliminare affinamento di qual-
che teorema della teoria della base per le varietd a @ - 1 dimen-
sioni tracciate su una qualunque varietd algebrica V™ (*). Biso-
gna anzitutto introdurre il concetto di legame semplice fra pin
varieta C,, C, . . ., C: a %~ I dimensioni (effettive o virtuali,
ma pure) tracciate su V5. Si dice che fra queste varietd intercede
un legame algebrico semplice:

?\1 Cl 4 )\2 CZ, LA O =

(col A interi positivi, negativi o nulli), quando non tutti i coef-
ficienti A sono nulli, cosi che le © varieth sono algebricamente
legate, ma fra esse se ne posson trovare t- I algebricamente
indipendenti.

II numero t© -9 dei legami linearmente wmdipendenti fra le
Cy Cy - v ., Cr sl desume dalla caratteristica ¢ della matrice
formata col numeri virtuali d’intersezione [C;, D,] delle C colle
curve Dy, Dy, ..., D, di una base delle curve di Vy; si pos-
son sempre scegliere nel sistema lineare di quei legami, per
individuare il sistema stesso, t©~ o legami semplici (n. 39}, in
ciascun dei quali dunque non comparisce che una varietd di
pilt del massimo numero di varietd indipendenti, che in esso
figurano.

Un’altra premessa essenziale riguarda lo studio delle va-
rietd eccezionali per le trasformazioni di 1* e di 2* specie di
una V. con un gruppo continuo I'. Le trasformazioni, B, di
22 specie son le trasformazioni del gruppo e le trasformazioni
di 12 specie, «, esistono anche in questo caso generale in virth
del presupposto teorema di addizione (ed esse danno come pro-
dotti a due a due Ie §).

Qui si presenta la difficolty accennata, inerente alle varieta
eccezionali, T punti singolari degl’integrali di 2* e di 3* specie
invarianti per I' riempiono una varieta algebrica pura K,

() Rinvio al seguito ¢ all'clenco bibliografico la citazione dei miei
lavori sulla base, che qui cccorre temere presenti.

Intr,
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a ©~1 dimensioni. Nel caso quasi abeliano speciale, questa
varietd (costitoita dalle €&, 3, €5, +/) non contiene alcuna com-
ponente eccezionale a % - 1 dimensions. Ma non & percio detto
che tale circostanza si debba necessariamente verificare anche
In generale. Gia & chiaro che se si trasforma birazionalmente
una V. quasi abeliana (di Jacosr o di Picarp) in modo che
un punto generico di una varietid logaritmica o polare a ©n -1
dimensioni di un integrale di 2, si muti in una varietd ecce-
zionale a 7 -1 dimensioni, la varietd che cosi nasce & per
Pintegrale trasformato logaritmica o polare ed & una componente
(m - 1)-dimensionale della varietd invariante K relativa alla va-
rieth ¥, trasformata. AWinfuori di questo caso banale, ve ne
sono altri in coi X contiene componenti eccezionali a = -1
dimensioni? I tentativi per rispondere in modo esauriente a
questa domanda non hanno per ora avuto esito. I stato percid
necessario d’introdurre a questo punto I'ipotesi, eventualmente
limitativa (ipotest L), che esista un modello (privo di punti
multipli) di V., su cui sieno eliminate le eventuali varietd ecce-
zionali a 7 -1 dimensioni, luoghi di punti singolari degl’inte-
grali di Z. L'ipotesi ¢ soddisfatta nel caso quasi abeliano spe-
clale (e quindi in particolare sempre per p < 3) e per corpi
quasi abeliani molto generali (n. 41). D’altronde & probabile
che sopra ogni V. quasi abeliana di Picarp esistano I' soddisfa-
centi ad L (oltre forse a gruppi che non vi soddisfanno).

Circa il valore dell'ipotesi L (n. 47), pongo anzitstto in
luce una proprieta, ad essa non vincolata, d'un gruppo qua-
lunque del tipo T': e cioé che ogni integrale di 3° specie inva-
riante per I possiede almeno una varicta d'indeterminazione
a © -2 dimensioni: il che costituisce una particolarita per un
infegrale di 32 specie d’una varietd algebrica, menire & il fatto
normale per un integrale di 2* specie (n. 42). Ognuna delle
varietd d’indeterminazione d’un integrale di 2® o di 3* specie
invariante per I' & eccezionale per le trasformazioni & e § di V-
in s&, nel senso che i punti di una, irriducibile, di queste va-
retd, vengon portati dalle «, 3 in curve razionali f di un sistema
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involutorio oo™~!, il quale riempie V. ed ¢ mutato in s¢ dalle
«, B. Se, com’¢ probabile, sopra la generica f & possibile di
fissare razionalmente un punto, si pud fare a meno dell'ipo-
tesi L nelle ulteriori deduzioni, che acquistan cosi valore indi-
pendente da essa. D’altro canto anche le questioni d’esistenza
di cui poi diremo, sono in gran parte indipendenti da L.

Accanto al concetto di legame semplice, valevole sopra una
qualunque varietd algebrica, occorre inoltre introdurre il con-
cetto di legame auto-comimgato specifico d’una V. (n. 43):
¢ un legame fra un certo numero di coppie Cj, Cii1i
Cy, Coyzs -+ -5 Cp Gy di componenti {& 7~ I dimensioni)
della varieta invariante K, ove le varietd di ognuna di quelle
coppie sieno coniugate in una « (e quindi in tutte le o), e che
abbia la forma:

)‘1 (Cl—ct-{-i) + l2 (Cz"“ct+2) LEEEEE + ;‘: (C:_CZz) =0.

Vale allora il seguente teorema fondamentale (n. 44).

Glintegrali essenzialmente di 3¢ specie e invarianti pel
gruppo continuo T', sono tanti, indipendenti, quanti 1 legami
(indipendenti) semplici e autocomugati fra le componenti della
variets invaviante K ¢ si possono sceglieve in wmodo che ab-
biano solianto singolavita logaritmiche pure.

Resta in tal modo precisato il significato geometrico dei
caratteri ,, 8,. Si vede inoltre {ed & questa la proprieta essen-
ziale su cui s’impernia la ricerca) che i periodi polari di ogni
integrale di 3? specie invariante per I' son proporzionali ai coef~
ficienti (interi) del legame semplice (autoconiugato) che inter-
cede fra le sue varietd logaritmiche (nn. 39, 44). La proprieta
ha carattere essenziale, perché qualora quei periodi non si ri-
ducessero, a meno di un comune fattore di proporzionalita, a
multipli interi di 2mi, il nostro procedimento diverrebbe inap-
plicabile (ved. la fine del n. 47), non potendosi trasferire certe
relazioni dal dominio trascendente a quello algebrico.

Intr.
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Il teorema fondamentale di luogo a conseguenze notevolis-
sime. Eccone alcune:

Condizione necessaria e sufficiente affinché una Vs, mutata
in sé da un gruppo continuo del tipo T' (abeliano, oo, general-
mente transitivo) di trasformazioni bivazionali, abbia I'irvego-
larita p < w, é che I contenga un sottogruppo abeliano razio-
nale oo® (S=m-$), La V. ¢ allora birazionalmente equtvalente
al prodofto di una varieta di PICARD V, e di uno spazio li-
neare Ss. Viceversa ogni tal prodotio soddisfa alle ipotesi. Per
p=o0, la Va viducesi addivittura ad una vavieta vazionale (n. 46).

Ne segue (n. 46, Oss. 1*) che una V., del tipo indicato con-
tiene un gruppo continuo infinito di trasformazioni birazionali
in s¢ al quale appartengono infiniti gruppi del tipo T,

Ridotti a forma normale, rispetto a prescelti cicli lineari
normali, sia gl'integrali di 1° specie w,, #, . . . , #, di Vy, sia
gl'integrali di 32 specie Wpgtr « + o Uyyp, come quelli di 22 spe-
cie %, 5,10« - -, #x cd eseguita un’ulteriore opportuna sosti-
tuzione lineare non degenere sugl’integrali di 3* specie, i &y, Oy
integrali di 3% e di 22 specie restan essenzialmente delle specie
cui appartengono e i periodi normali dei s integrali » invarianti
per I' danno luogo ad una fabella normale di periodi primiitivi
della forma (40) (n. 45), importante premessa ad uno dei teo-

remi d’esistenza.
EE S

Un’indagine preliminare sul concetto di moduli di una V.
quasi abeliana o meglio di un corpo di funzioni quasi abeliane,
mostra la necessitd di alcune altre precisazioni (n. 48).

Anzitutto occorre fissare quand’é che due corpi K, K’ di
funzioni quasi abeliane si riguardano coincidenti: il che non
offre difficoltd, perché & I’analogo di quanto si fa pei corpi di
funzioni abeliane,

I due corpi si considerano invero come uno solo quando i
loro periodi formano smatrici equivalenti, ciod matrici deducibili
Puna dall’altra, con sostituzioni lineari non degeneri sulle va-
riabili (ossia sulle orizzontali) e con sostituzioni unimodulari
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a coefficienti interi sui 2 p + 8, cicli lineari (ossia sulle verticali).
Nel caso abeliano vi & un so! corpo di funzioni, per una data
varietd di PICARD,

Duc gruppi continui distingi I', TV, associati alla Vi quasi
abeliana, posson dar luogo al medesimo corpo di funzioni quasi
abeliane. Perche cost avvenga occorre e basta che i due gruppi
sieno trasformati I'uno dell’altro con una trasformazione bira-
zionale di V5, in s¢ (che, naturalmente, non & una trasformazione
di 1® o di 2 specie né dell'uno né dell’altro gruppo, perché una
tale muta in sé I'uno o l'altro).

Nel caso p=o, tutti i gruppi continui I' di trasformazioni
cremoniane di un S; in s& (ché a tale pud ridursi V) aventi ghi
stessi interi caratteristici originano lo stesso corpo di funziont

quasi abeliane: le funzioni razionali di €, €%, ...,., €"5 ,
Upgrl s -+ .oy Uses, (D=8,+8,). Lssiriduconsi con trasforma-

zioni cremoniane al gruppo tipico di omografie:
) =g (fe=T, 0, By g O} Xt o= By 4T, 00y 0y By),

Ove %, %5 - . ., %5 s0no coordinate (non omogenee) di punto
in S» (V).

Per procedere oltre, nella preparazione degli elementi occor-
renti ad affrontare le questioni di esistenza, ho approfondito
anzitutto il caso d’un corpo di funzioni quasi abeliane speciali,
determinando le relazioni fra i lovo periodi, come Limili delle
relazioni fra i peviodi d’'wn corpo di funzioni abeliane speciali,
ciog¢ fra 1 periodi di = integrali normali di 1* specie d’una curva
C di genere 7, quando questa tende ad una curva C di genere
effettivo p e di genere virtuale m.

L’istrumento principale della ricerca ¢ l'equazione differen-
ziale lineare di Fucus-Picarp cui soddisfanno i periodi d'un
integrale abeliano di 1* specie, sopra una curva dipendente

() Gl'integrall wy, ..., %51, ¥8550, .00 ¥B relativi ad un tal gruppe hanne
rispettivamente come iperpiani logaritmici, i primi §, gl'iperpiani
#=0, ..., x5=0 e liperpiano all'infinito ¢, gli ultimi &, come polare

(di 1° ordine) l'iperpiano all’infinito, con Ss., d'indeterminazione variabile
dall’uno all'altro dei §, integrali di 2* specie.

Intr.
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razionalmente da un parametro. Il risultato cui si perviene ha
un aspetto poco incoraggiante nella forma, ma ha un wvalore
decisivo e inaspettato nella sostanza, Si ottengon naturalmente
fra le relazioni limiti quelle che legano i periodi degl'integrali
di 1* specie della curva limite C. Le relazioni rimanenti sono
le classiche espressioni dei periodi normali degli integrali nor-
mali di 3* specie increnti alle coppie neutre a punti distinti di C,
mediante i valori degl'integrali normali di 12 specie inerenti alle
coppie neutre a punti coincidenti; le relazioni esprimenti il teo-
rema di permutabilita del parametro coll’argomento nelle cop-
pie dei predetti integrali di 3? specie ¢ un analogo teorema di
permutabilita per gl'integrali di 2* specie e infine altre relazioni
integro-differenziali fra integrali di 2% e di 3® specie.

Il valore sostanziale e decisivo del risultato sta in cid: che
tutte le relazioni trovate, ad eccezione di quelle che riguardano
i periodi degl’integrali di 1 specie di C, non costituiscono vin-
coli effettivr pei periodi ciclici degl integrali di 2° ¢ di 3° specie!
Dei periodi polari non & il caso di parlare perche di essi & gia
fissato il valore nella matrice normale (40).

II caso quasi abeliano speciale offre un modo d’assaggio per
interpretare anche questo risultato paradossale .Come primo
esame della questione mi limito a cercare gli eventuali vincoli
che le precedenti relazioni possono addurre fra gli elementi della
matrice parziale Q,, contenuta nella tabella normale (40) e for-
mata dai periodi ciclici degl’integrali di 3* specie, la cui inda-
gine, in questo problema, si presenta pitl semplice che per gl'in-
tegrali di 22 specie.

La conclusione & che i legami apparenti addotti dalle pre-
cedenti relazioni dipendono essenzialmente dal fatto che, ese-
guita la scelta di un sistema di cicli normali, i periodi son gia
per questo legati; ma tali legami sono sostanzialmente ineffi-
cienti, perché con una scelta opportuna dei cicli normali si rie-
sce a dare ai periodi valori prefissati ad arbitrio. La radice topo-
logica sta nel fatto che, dati sopra una superficie di Riemann €
un sistema S di retrosezioni ed un cammino aperto orientato A,
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di estremi 4, B, che incontri le retrosezioni, si pué sostituire ad
S un altro sistema S di retrosezioni i cut cicli sieno ad uno ad
wno omologhi ai corvispondenti di S, in modo che §’ non incontri
pit 2 (n. 49, Oss. 2%).

Un ulteriore passo verso i teoremi di esistenza ¢ costituito
dalla, ricerca delle espressioni effettive degl’integrali di 3* & di
2 specie di una varieth di Prcarp V" come funzioni degl’inte-
grali semplici di 1* specie w), %y, . . . , %, deila varietd stessa
(nn. 51, 52).

Un integrale di 3* specie w con sole varietd logaritmiche pure
e semplicemente legate (1), si riduce sempre, 2 meno di un fat-
tore costante, al logaritmo del quoziente di due funzioni inter-
mediarie di u;, #,, . . . , #%,, che si annullano lungo le varieta
logaritmiche di w.

Piti precisamente 1’espressione di w (dopo aver diviso I'in-
tegrale per una eventuale costante non nulla) pud ridursi al tipo

T (w—ay, ..., H—a
w:log [é‘g v » ,

¢ (,—0by .. ., upww—b,,)

ove le @, b sono costanti e ¢ (#4y, %y, . ., %,) & una funzione
intermediaria tale che le equazioni

(1) @ (wy—ag, . . ., %,—a,)=0, ¢ {sy—bp, . . ., %, - b,)=o0

rappresentino le varictd logaritmiche €, 8 in cul w ha rispetti-
vamente i periodi polari +2mni, -2mi (contando ogni even-
toale componente di €, & colla molteplicita che le & propria}.
Tnoltre g & un conveniente polinomio di 2° grado nelle
Uy, By o v s Uy

Si pud infine, per un dato w, particolarizzare ulteriormente
la funzione @ (s, ...,%,), supponendo addirittura che sia una

() Nell'Osservazione finale del n, 5z si da anche l'espressione di un
integrale di 3 specic indipendentemente da queste ipotesi, che per noi son
perd le pit importanti,

Intr.
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trascendente theta ®uw, (u,, . .., u,) [17, p. 166] spettante alla
matrice di RIEMANN normale |A @ della ¥/, la qual matrice &
poi parte defla (40).
Allora g risulta un polinomio lineare della forma:
v
(2) g::Emstus—l-Z'niv
§=1
con le s interi convenienti (positivi, negativi o nulli), le 4 divi-
sori di ¥,” e v una certa costante.
Viceversa, scelte comunque la funzione ¢ (fra le ®u,) e le
costanti a, b; posto
Q — P (ulwal’ T Mp_ap)
¢ (Ml—bl’ e M’p"bp)

e costruito l'integrale semplice normale di 3* specie w, avente le
varietd logaritmiche pure (semplicemente legate) €, @ di equa-
zioni (1), risulta:

ev = (Qef,

essendo g della forma (2), cioé (a meno di multipli interi
di 2m) viene:
w = Xowm, dyu, + 27ty + log Q.

Questa relazione da luogo ad un’altra apparente contraddi-
zione. Invero, log ¢ come funzione di u, u,, . . ., u,, ha pe-
riodi nulli in corrispondenza ai periodi del 1° gruppo 4 della
matrice normale |[A Q| e periodi polari wguali a - 2mni, - 2mni
lungo €, &, Pertanto esso dovrebbe coincidere con w, che &
appunto Pintegrale normale relativo alle €, &,

In realta si dimostra (n. 54) che anche log Q pud conside-
rarsi come un integrale normale di 3* specie, ma rispetto ad un
sistema di cicli novmali diverso da quello da cui siamo partits:
i cicli del nuovo sistema sono uno ad uno omologhi ai cicli di
uguali indici del primitivo; perd queste omologie, valide nella
V,', non valgono pit nella ¥,/—&—2b. I periodi normali del
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2° gruppo (relativi ai nuovi cicli normali di V ) Somno espressi
dalle
Ah = ldp (ak——bh) (h =T, P)

Queste considerazioni son fondamentali nella dimostrazione
del terzo teorema d’esistenza.

Quanto agl'integrali di 2° specie, stabilisco prima sopra una
varicta algebrica qualunque ch’essi possono esprimersi come
somme di funzioni razionali, d'integrali di 1 specie e di deri-
vate di un integrale di 32 specie w, delle cui due varieti loga-
ritmiche una, &, & fissata (genericamente) una volta per sempre
¢ I'alira varia nel sistema continuo } @1{ in funzione di p para-
metri (p irregolarith superficiale della varietd data): le derivate
di w essendo calcolate rispetto a questi parametri pei valori
ch’essi assumono in €,

Applicato questo teorema generale alla vV, di Picarp, si
trova che ogni integrale di 2* specie di ¥/ 11duces1 a meno di
un’additiva funzione razionale e di un add1t1vo integrale di
1* specie, a un’espressione del tipo:

P
v ts
Loy T (y—ap, ..., uw,—a,)

U =
¢ (ui_al’ ey uz)"—ap)

la quale rappresenta un integrale avente per varieth polare di
1° ordine una € di equazione:

¢ (0y—ay, wy—ay, ..., u,—a,) = o.
La ¢ & una ®M?’ (i -0, uy,) €
7 ,
P (ul—mal’ R up_“ap)zo: Z Cs ¥ ag (ul TR ey M,')—ap) =0
S=1

sono le equazioni della varietd d’indeterminazione (&h, 83) ns-
sata per v su & (varieth mobile, al variare dei parametri ¢, nel
sistema, lineare caratteristico di €).

3 Intr.



34 PONTIFICIAE ACADEMIAE SCIENTIARVM SCRIPTA VARIA - 20

L’integrale v & normale ¢ il suo periodo Ay all’z-esimo siclo
normale del 2° gruppo, vale

A,I:: de Ch (k =Ty p)

£ I

Posso dopo cio affrontare le questioni di esistenza. Comincio
anzitutto (n. 53) con un teorema che fornisce la struttura delle
funzioni quasi abeliane di un corpo K derivante dall’associare
ad una V, quasi abeliana (di Picarp) uno I' degl’infiniti gruppi
del tipo pif1 volte indicato appartenenti a ¥x, e relativo agl'interi
caratteristici 8, 8, (8, > 0, 8, > 0, n=p+8,;+8&, == p; p irre-
golaritd superficiale di V).

Eseguite sulle = variabili e sui cicli le sostituzioni che mu-
tano la matrice dei periodi delle funzioni di X nella matrice
equivalente (40) sicche [A Q| viene ad esser la matrice abeliana
normale associata a V., e designate con %y, ..., %y, #ppy. -eons
Upys, y Upadel ,... i< le nOve variabili, che s’interpretano, le
prime p, come integrali normali di x* specie di Vz; le succes-
sive 8;, come integrali normali di 3* specie; le successive &,
come integrali normali di 2* specie, invarianti per I'; ogni fun-
zione del corpo K & una funzione razionale ® degli argomenti

oo (f=1, ..., 8)), o — Wy (B8 + 1,00, 8140y,
in cui

o
O oy — gy ey Wy — By - .
1w, == logled, — : L, gy e By d o A 2miy
p+] i rad 5 s s i
| oM (e — by ey — O

(m; interi; a, b, v costanti),

§ .

D e Pag s = Gap s vony My i) s
S=1

Wy yx == .

P (g == By vee s Uy~ Apa)

ove le @ son funzioni theta ®,,, inerenti ad |4 Q1 e 1 coefficienti
della funzione razionale ® son funzioni abeliane di uy, #;, .., t#,.
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Viceversa, ogni @ della struttura predetta, qualunque sieno
le @, a, b, v e gl'interi m,; appartiene a K. '

Questo teorema costituisce di per sé un notevole apporto alla
conoscenza delle funzioni oggetto del nostro studio. Esso & su-
bordinato alla L, in quanto quest’ipotesi serva per ridurre la
matrice dei periodi alla forma normale (40). Se invece si con-
sidera come teorema di struttura delle funzioni quasi abeliane
inerenti a corpi di cui sia a priori assegnata la matrice dei pe-
tiodi sotto la forma normale (40), esso ¢ indipendente da L.

La parte reciproca della proposizione, si pud verificare a
priori con facili calcoli, una volta messa la mano sulla forma
delle funzioni; ma anche fatta questa verifica a priori, essa non
permetterebbe di affermare che tutto il corpo K si ottiene con
funzioni di quel tipo.

Nel caso delle funzioni quasi abeliane speciali bastano, per
la costruzione delle-funzioni stesse, le serie theta & del 1° or-
dine (n. 53, Oss. 2%). Si ha cosi Pestensione a $ ¢ 5 qualunque
delle funzioni semirazionali i Cousiv corrispondenti al caso
particolare p=8=28,=1 (funzioni di 2 variabili a 3 periodi;
ved. per la citazione relativa la fine del n. 53).

I teorema d’esistenza (n. 54) la cui dimostrazione segue
quella del teorema di struttura, sono tre.

Il primo teorema di esistenza afferma che data una qualun-
que V.’ di PICARD e scelit comungue su V.’ & integrali semplici
(essenzialmente) di 3" specie linearmente indipendenti sottoposti
alla sola condizione che le lovo vavieta logavitmiche sieno pure
e semplicemente legate ¢ 8, integrali semplici (essenzialmente)
di 2* specie linearmente indipendenti, la matrice dei periodi ci-
clici e polari dei predetti &, + 8, integrali & equivalente alla forma
normale (40} ed esiste un corpo K di funsioni quasi abeliane
di 7 variabili, i cui 2p+8, periodi hawnno per componenti gli
clementi delle verticali della matrice (40),

AQ 0
o QR
o Q0

bl

Intr.
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ove |4 Q] & la matrice abeliana normale inerente a V,’; Q,, &,
son le matrici dei periodi ciclici dei &, 8, integrali di 3* e di
2® specie e B il determinante (a elementi nulli, salvo quelli della
diagonale principale ugnali a 2wi) dei periodi polari degl'inte-
grali di 3* specie.

La dimostrazione ¢ indipendente dall’ipotesi L, la quale
interviene soltanto quando si voglia concludere che nel modo
indicato si ottengono tutti i corpi soddisfacenti ad L.

Si prova poi agevolmente che il corpo K ottenuto & relativo
ad una V. (prodotto di ¥,” per un S;) a cui & associato un
gruppo continuo del tipo I', che la muta in sé.

11 secondo teorema di esistenza afferma che su Vo=V, x5
esistono infiniti gruppi U che associatt a Vo dianno lo stesso
corpo K ed essi dipendono dalla scelta d’un’arbitraria trasfor-
mazione cremoniana in uno spazio lineare Ss.

1l ferzo teovema di esistenza & il pill significativo per la
costruzione delle funzioni considerate. Esso invero afferma che
la condizione necessaria e sufficiente perché esista un corpo K
di funzioni guasi abeliane, 1 cui inferi caratierisiici, arbitraria-
mente prescelti, valgano p, By, 8, ed i cui periodi formino la
tabella novmale (40), é che la matrice pavziale |A Q|, contenuta
nella (40), sia abeliana! Le Q,, @, son del tutto arbitrarie.

E cosi, contro ogni contraria apparenza (che ha deviato e
reso piti volte delicata la mia ricerca), cade la possibilita che
esistano relazioni quantitative o qualitative, vincolanti comun-
que i periodi ciclici normali degl’integrali di 2* e di 3* specie,
fra loro o in rapporto ai periodi degl’integrali di 1* specie. Le
relazioni, che a prioti si presentano, risultano in realtd automa-
ticamente soddisfatte (n. 54, Oss. 4%).

Tuttavia si deve tener presente che fuito ¢id é subordinato
alla ipotesi che la tabella dei peviodi sia gia vidotta al tipo nor-
male (40). Resta dunque aperto il problema di assegnare rela-
zioni che assicurino la possibilita di questa riduzione e 1'altro
di riconoscere se le relazioni cui alludiamo son quelle alle quali
soddisfa la pit generale matrice dei periodi di un corpo di fun-
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zioni quasi abeliane, intese quali funzioni meromorfe ammet-
tenti un teorema algebrico d’addizione.

Se perd & vero che condizioni qualitative non esistono (all’in-
fuori di quelle inerenti ad |4 @, non & men vero che lasciando
'p. es. 1 periodi ciclici degl'integrali di 3* specie assolutamente
liberi di variare, non si ottengono sempre corpi distinti. I mede-
simi corpi ottenuti colla @, arbitraria, si ottengono invero anche
scegliendo gli elementi di ogni singola orizzontale di Q,, in
guisa che il vettore di cui son componenti, applicato all’origine
(wy=wu, ...=u,=0), appartenga al parallelepipedo dei pe-
riodi di {4 Q| (n. 53, Oss. 3%: il che si traduce in disugua-
glianze, che ho scritto esplicitamente nel caso particolare =2
{n. 50).

La determinazione effettiva dei moduli d’un corpo di fun-
zioni quasi abeliane (sui quali gia facemmo uno scandaglio
preliminare) gefta nuova luce sui problemi sciolti e su quelli
insoluti.

Occorre all’uopo introdurre un altro sntero p (< P) caratte-
vistico del corpo e invariante per trasformazioni birazionali: &
la caratteristica della prescelta matrice Q,; ciod il numero degli
integrali indipendenti di 2* specie, essenzialmente trascendenti,
invarianti per T', che vengono ad appartenere alla costruenda
V. Allora la matrice normale (40) pud essere ulteriormente
particolarizzata, eseguendo una sostituzione lincare omogenea
non degenere soltanto sui 8, integrali di 2* specie, sicche @,
riducesi alla forma:

ove C & un determinante d’ordine p i cui elementi son nulli,
salvo quelli della diagonale principale uguali a 27, ed Q," ¢ una
matrice arbitraria di p orizzontali e di 4 - p verticali, che manca
quando p=p (e quindi 5,>>p), glacche allora 2, riducesi sem-
plicemente a

Inir.
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Ebbene, i moduli del pin genevale corpo K, avente glinteri
caratteristics p, 8, ,, p ¢ inevente ad una matrice (40), sono
gli elementi della matrice #idolia nel modo ora indicato, epperd
il loro numero 7 & esattamente espresso da

+ 1
o= E—%ﬂw}' +p8te (pp).

Riconoscere se la matrice piti generale spettante ad un corpo
di funzioni quasi abeliane pud ridwrsi sempre alla forma nor-
male (40) ossia se l'ipotesi L & sostanzialmente limitativa, op-
pure se, a meno di trasformazioni birazionali, essa possa sempre
soddisfarsi, equivale a riconoscere se i parametri essenziali che
figurano nella matrice generale sono pit di % o soltanto 7(*).

I risultati e le considerazioni esposte conducono a formu-
lare come segue i problemi pitl importanti che devono ancora
esser risoluti per ulteriori progressi della teoria.

Anzitutto: Assegnata una matrice di w orizzontali e di
n< 2 7 verticali quali relazioni qualitative e quantitative sono
necessarie ¢ sufficienti per l'esistenza di un corpo di funzioni
quasi abeliane di w variabili a cui spetti quella matrice di
periodi?

La matrice, in base a tali relazioni, ¢ sempre riducibile alla
forma normale (40)?

La sola condizione che le funzioni sicno meromorfe e a
p < 2z = periodi non & sufficiente (come invece lo & nel caso
abeliano p=m=) onde assicurare che le funzioni sono quasi abe-

(} In collegamento con taluni risuitati della presente Memorvia, tratfo
incidentalmente d'urn'interessante ricduzione di ogni integrale semplice d’una
varieth qualunque, d'irregolaritd superficiale p, a 3 # fissati integrali, a meno
d*un additivo integrale privo di periodi ciclici. Do inoltre una condizione
necessaria e sufficiente perché un integrale privo di periedi ciclici riducasi
ad una combinazione razionale-logaritmica; condizione che & soddisfatta,
p. es., quando le varietd logaritmiche dell'integrale son semplicemente le-
gate (n. 56).
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liane, ossia che ammettono un teorema algebrico di addizione
0, cio che & equivalente, che sono a w4 1 a w-+ 1 algebricamente
legate, Questa insufficienza risulta da esempi indicati nel n. 59.
P.es. & facile constatare che esistono funzioni meromorfe di
w variabili con w periodi arbitrari (generici) e che la loro tota-
lita & un corpo di funzioni, non quasi abeliane (ma che con-
tiene un sottocorpo di funzioni quasi abeliane).

Cousin [18] ha studiato fin dal 1go2 le funzioni meromorfe
di © variabili con w+1 o w42 periodi ed ha accennato [18,
p- 52) anche a quelle con w+g periodi (g<n). Quando i pe-
riodi sono in numero di 7w+ 1 essi son arbitrari [18, p. 25];
quando sono in numero di ©-+2 vi & tra essi una relazione
quantitativa [18, p. 44] e in ogni caso le funzioni di cui trat-
tasi si esprimono come quozienti di funzioni intere analoghe
alle serie ®,

CousiN non si occupa di queste funzioni nei loro rapporti
col teorema di addizione (la Memoria di Panvevi [47] & po-
steriore di un anno a quella di CousIN); ma & molto probabile
che le pit generali funzioni di Cousin, per quanto meromorfe,
non sieno quasi abeliane. Precisazioni ulteriori alla propria ri-
cerca CoUsIN apporta in una Memoria del rgro [19], dove
mostra che Parbitrarieta della scelta det periodi di una fun-
zione di w variabili a =+ 1 periodi ¢ vincolata da una disu-
guaglianza, ch’egli studia diffusamente per w=2 quando i tre
periodi non sono eccezionali (ved. 1'Oss. alla fine del nostro
n. 50); e nella quale compaiono taluni interi arbitrari, carat-
teristici delle funzioni in giuoco [19, p. 132].

Lo studio di queste funzioni come quozienti di trascendenti
intere viene spinto fino in fondo per w=2 [19, p. 164]. Il pas-
saggio alle funzioni semirazionali di due variabili si compie
aggiungendo la condizione che le funzioni studiate sieno legate
algebricamente alle loro derivate parziali prime, il che le fa
rientrare nel dominio delle funzioni quasi abeliane {(ved. la

fine del n. 53).

Intr,
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Per completare il riassunto delle conoscenze sulle funzioni
periodiche di pit variabili e l'iltustrazione dei problemi ancora
insoluti, avvertiremo che esistono {secondo esempi indicati da
PANLEVE e inquadrati nel nostro punto di vista al n. 59) fun-
zioni di piti variabili, periodiche, possedenti singolarita essenziali
al finito, alle quali sono collegati gruppi continui abeliani non
pitl algebrici, ma trascendenti, sopra varieta algebriche o sopra
varietd trascendenti,

Tutto cid mostra quanto sia vasto e importante il campo
di ricerche sulle funzioni periodiche di pit variabili. Ma ad un
altro problema non vogliamo tralasciare di accennare: quello
che concerne la ziduzione a tipi con frasformazioni birazionali
0 anche soltanto univazionali delle equazioni a devivate parziali,
integrabili con funzioni abeliane e con funzioni quasi abeliane.
1.’esempio pill antico del genere ¢ dato dalle equazioni di Rig-
MANN a cui soddisfano le funzioni & di 1° ordine. Vi & una let-
teratura abbastanza ampia nei riguardi di trascendenti colle-
gate colle funzioni abeliane (ma non colle funzioni quasi abe-
liane) per la quale rinvio a Krazer-WIRTINGER [38, pp. 638,
805, 806]. La visione geometrica condurra certamente a risul-
tati coordinati, semplici ¢ maneggevoli per le applicazioni ed
abbraccianti funzioni di = variabili con meno di 2= periodi.

* & ik

L’ampia generalitd dei risultati conseguiti rende opportuna
un'illustrazione, sia analitica che geometrica, del caso m=2,
ciod delle funzioni quasi iperellittiche. E quanto faccio nell’ul-
tima parte della Memoria.

Classificati 1 casi che si presentano (n. 58) e determinate
le loro tabelle normali tipiche {nn. 50, 58) ed i modelli delle
cortispondenti superficie quasi iperellittiche di Jacosr, F, ri-
trovo, dal mio punto di vista, la classificazione dei corpi di
funzioni quasi iperellittiche, che costituisce il punto di armivo
della fondamentale Memoria gia citata di Pamnvrevic [47]. Per
clascuno dei detti tipi sono assegnate (n. 5%) tre funzioni (a
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due a due indipendenti) mediante cui si esprimono razional-
mente tutte le altre funzioni del corpo. Com’e naturale, queste
funzioni possono scegliersi con una larga arbitrarietd, ma bi-
sogna, cercare di porre la mano sulle pili semplici. Il mio quadro
delle funzioni tipiche & un po’ dissimile da quello di PaivrLnve,
ma vien ricondofto agevolmente a quest’ultimo, merce relazioni
classiche della teoria delle funzioni ellittiche.

Per I'illustrazione geometrica mi riferisco al caso piltt impor-
tante p=1, 6=0;=1, in cui la superficic ¥ & una rigata ellit-
tica astratfa, quale varietd (senza eccezione) delle coppie di
punti di una curva ellittica C. Essa (come nel caso generale di
una V. quasi abeliana di jaconr) ¢ anche prodotto della curva
ellittica C ¢ di una retta; ma fra i modelli senza eccezione di
questi due atteggiamenti di F non si pud porre una corrispon-
denza birazionale senza eccezione; cosicché la F, nel primo
atteggiamento, & riferibile senza eccezione soltanto a rigate

by

d’ordine dispari (>> 5), mentre nel secondo & riferibile sol-

Conviene tuttavia possedere la rappresentazione di I anche
sopra un cilindro cubito ellittico di S; e su questo ricercare sia
le curve ognuna delle quali rappresenta le coppie di F con un
punto fisso, sia gli elementi eccezionali della rappresentazione
(n. 60), onde esemplificare circostanze accennate in generale,
nel rappresentare una V, quasi abeliana di Jacorr o di Picdrp
sopra un cilindro abeliano (n. 53, Oss, 1*; n. 54).

Il ritorno ad un modello senza eccezione di F permette di
isolare le eccezioni connesse colla natura della questione: ecce-
zioni delle trasformazioni di 1* e di 2 specie, &, B, di F in sg,
le quali son determinate in relazione ad una coppia 4, B di
punti distinti, data su C, per definire ivi un campo neutro v
(n. 61) e di trovare i punti doppi dell’involuzione di 2° ordine
generale su F da una o {n. 62). :

Si presenta allora il problema di costruire la superficie @,
che, in questa teoria fa le veci della superficie di KumMMER della
teoria delle funzioni iperellittiche. Tale costruzione, resa disa-

Intr,
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gevole dalle difficolta determinate dalla presenza degli elementi
eccezionali, si svolge nei nn. 63, 64, ove son indicate altresi
le pitt notevoli proprieta della ®. Trattasi di una superficie del
4° ordine, come la superficie ¢ di Kumwmer, Essa ¢ razionale
ed é caratierizzata, quale superficie guast ipervellitlica di vango 2,
dal fatto di possedere una vetta doppia con 8 punit doppi conici
fuori della refta doppia (il massimo numero di punti siffatti che
una supetficie del 4° ordine pué avere fuorl di una retta dop-
pia). Proprietd analoga a quella che caratterizza Ia superficie
di KuMMER come superficie del 4° ordine col massimo numero,
16, di punti doppi isclati,

La @ coincide dunque con una superficie scoperta da PLU-
cxkR fin dal 1867 in questioni di geometria della retta (ved. le
notizie storiche relative nel n. 66). Come le funzioni quasi ipe-
rellittiche possono considerarsi quali limiti delle funzioni iperel-
littiche, cosi la ® pud considerarsi limite della superficie di
Kummer ®. In questo passaggio al limite dei 16 punti doppi
di @ otto vanno verso i punti doppi conici di © e gli altri otto
tendono a coppie ai 4 punti cuspidali di ¢ (sulla retta doppia).

La @ possiede due invarianti proiettivi (che son poi i suoi
moduli come superficie quasi iperellittica): i birapporti dei cin-
que punti doppi di ¢ (i 4 punti doppi conici ¢ 1 punto della
retta doppia) contenuti in una conica di @. Punti doppi e co-
niche di ® (tante quanti i punti doppi) formano un’elegante
configurazione, che gode delle proprieta limiti di quelle della
configurazione di KuMMER.

Nel n. 65 vengono infine indicate le proprieta della superfi-
cie di PLUCKER corrispondente al caso di una coppia neutra
A, B di punti coincidenti. E caratterizzata, fra le superficie del
4° ordine, come superficie quasi iperellittica, dal fafto di posse-
dere una retta doppia cuspidale con 4 punti doppi conici isolati
(if massimo numero}; possiede un sol invariante (modulo}; ecc.

Accenno in ultimo ad altri modelli (quadrica doppia, rigata
del 4° ordine con 2 rette doppie direttrici, ecc.}, che provengono
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da forme degeneri di funzioni quasi iperellittiche e che son sem-
pre casi limiti d’una superficie di KuMMzR.

Attesa la mole inconsueta di questa Memoria, ho reputato
utile, per un pitt facile orientamento del lettore (!), di diffon-
dermi abbastanza largamente sui risultati in essa contenuti e
sopra ampie notizie bibliografiche, le quali riesciranno, spero,
di qualche vantaggio a chi vorrd proseguire le ricerche in wn
campo tanto attraente ed importante.

(1) Ved. anche VIndice alia fine delia Memoria,

Inir.



PARTE PRIMA

LE SERIE LINEARI NEUTRE
E LE VARIETA QUASI ABELIANE SPECIALI

PROPRIETA DELLE SERIE LINEARI NEUTRE

1. DEFINIZIONI E CONCETTI PRELIMINARI INERENTI AD UN
CAMPO NEUTRO. — Sopra una curva irriducibile C, di genere p,
astrattamente concepita priva di punti multipli (attraverso un
conveniente modello proiettive), fissiamo un gruppo t di un
numero finito di coppie di punti, distinte fra loro, i punti di
ogni coppia potendo esser distinti o coincidenti.

L’insieme delle serie lineari sopra C, ciascuna delle quali ha
quelle coppie come neutre, ciot tali che ogni coppia imponga
(al pit) una condizione ai gruppi della serie, si dira il campo
HEUiro .

L’insieme delle serie lineari sopra C, cui non si prescriva
nessuna. coppia neutra, si dird il campo assoluto.

Se si considera il campo ¢’ definito da una parte delle cop-
pie di y (in particolare il campo assoluto, qualora non si fissi
alcuna coppia di y), ogni serie di y & anche serie di Yy’ (non
necessariamente viceversa). In particolare ogni serie di ¥ ¢ con-
tenuta totalmente nella serie lincare assoluta completa, indivi-
duata da un suo gruppo qualunque.

Coppie neutre accidentali d’una serie d’un campo (neutro
o assoluto) son coppie neufre che la serie possiede automatica-
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mente, senza che siano state prescritte nel definirla. Le altre,
ove occorra distinguerle, si chiaman coppie neutre date. Ma in
generale, poiche soltanto di queste ¢’ da occuparsi, si parlerd
semplicemente di coppie neutre.

Se & ¢ il numero delle coppie di v, I'intero m=p+ 8 si chia-
merd il genere virtuale di C (si sottintende in relazione a ¥).

2. MODELLO PROIETTIVO PIANO D'UN CAMPO NEUTRO. AG-
GIUNTE NEUTRE. — Dimostriamo che:

Dato sopra una curva un campo neuiro ¥y, esiste sempre
qualche modello proiettivo plano | della curva, nel quale le
coppie neutre di Y, costituite ciascuna da punti distinti, cadono
wn altvettanti nodi ordinari di f; le coppic neutre costituite cia-
scuna da punic coincidenti, in altrettante cuspidi ordinarie di f;
gl altri punti multipli di | essendo soltanto nodi ordinari.

Un modello siffatto si chiamerd un modello proiettivo (piano)
del campo y.

Per dimostrare il teorema assumasi sulla curva una g™
completa con » >> 2 m, la cul imagine proiettiva sard una C"
di S,.,, priva di punti multipli (); e diclamo , la corda (o
tangente) di C, congiungente i punti della coppia neutra A4,
di y. Per un punto di a,, diverso dai punti di appoggio su C,
non passa nessuna altra corda o tangente di C, se no pel piano
delle due corde passerebbero oo”~#~3 iperpiani, seganti su C,
fuori dei punti d’appoggio delle due corde, una g7 speciale,
perché avente la dimensione > (n — 4) — p. D'altro canto
questa g, , non potrebbe essere speciale avendo !'ordine
me—4>an-—4>2p—2 (si ricordi che & = 1).

Per analoga ragione le duec tangenti a C nei punti d’ap-
poggio di A, se questi sono distinti, non posson incontrarsi;

(') [69, p. 148]. 1l ragionamento che stiamo per sviluppare & rapida-
mente accennato in [67, p. 352].
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né, se ¢, ¢ tangente a C, il piano osculatore alla curva nel
punto di contatto ¢ a contatto pill che tripunto.

Ne segue che la proiezione di € da un punto generico O
di @, sopra un S, _, ., da uwna curva C; in cui la coppia
A, vien sostituita da un nodo o da una cuspide ordinaria O,
di C,, secondo che 4, & a punti distiati o coincidenti.

Gliperpiani per O, segano altrove su C; una g,;7%"* com-
pleta, proiezione della serie completa segata su C dagl’iper-
plani per 4.

Cid posto, consideriamo la corda o tangente @, di Cy, con-
giungente i punti della coppia 4, di y (). Per un punto di a,,
diverso dai punti d’appoggio, supposti distinti, non passa altra
corda di C,, se no pel piano delle due corde e per O;, passe-
rebbero oo"=#=% iperpiani seganti su C;, fuori del punti fissi,
una g®#5 che dovrebbe essere speciale, avendo la dimen-
sione # — p — 5 > (# — 6) — p e non speciale, avendo 1'or-
dine # — 6 > 2% — 6 > 2 p — 2. (Si tenga presente che, nel
caso che stiamo esaminando, & & > 2).

Per analoga ragione le due tangenti a C; nei punti d’ap-
poggio di a, supposti distinti, non sono complanari; e, se a,
& tangente a C, il piano osculatore a C,, nel punto di contatto
di a,, ha ivi contatto tripunto. Onde la proiezione di C; da un
punto generico di 4,, sopra un S,_, , muta la coppia 4, in
un nodo o in una cuspide ordinaria della curva C, proiezione.

Cosl continuando si trova una curva C? di S,_,_,, proie-
zione di C,, nella gnale le coppie 4, 4,, 4; son sostituite da
nodi o cuspidi ordinarii; finche si arriva ad una C§ di S, s,
in cui le coppie 4;, 4,, .., As son sostituite da nodi o da
cuspidi ordinarii. La proiezione di questa Cy da un S,_,_5_3
generico (# — p— 8 — 3 > p + & — 2) sopra un piano, for-
nisce il modello f considerato.

(" & sottinteso che le notazioni inerenti a € si trasportan senz'altro
da C alle sue projezioni,

P I n 2
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I nodi e le cuspidi di f, che rappresentano le coppie di ¥,
si chiameranno, ancora, brevemente, coppic di . Poichg, come
vedremo in seguito (n. 20}, le serie lineari di ¢ s’ottengon quasi
tutte come limiti di serie lineari assolute sopra una curva
piana f, dello stesso ordine di f e di genere effettivo n per § ten-
dente ad f, le coppie di v si chiameranno anche punti doppi
virtualmente inesistenti di f, mentre gli altri punti doppi di f
si chiameranno punti doppi assegnati. .

Una curva passante pei nodi assegnati di f, dicesi un’ag-
giunta newtra ad f.

Un’aggiunta ad f in senso ordinatio, cioé passante per tutti
i punti doppi di f, si chiama un'aggiunta assoluta. Essa & una
particolare aggiunta neutra.

OssERVAZIONE. — La curva Cf di S,._, s, sopra ottenuta,
fornisce un modello proiettivo iperspaziale del campo ¥, privo
di punti multipli, salvo i nodi e le cuspidi delle coppie di .

3. COSTRUZIONE PROIETTIVA DELLE SERIE NEUTRE DETERMI-
NATE DA GRUPPI INDIPENDENTI DAL CAMPo. — Un gruppo G di
punti d’una curva irriducibile C, non contenente alcun punto
delle coppie di vy, dicesi indipendente da v,

Sussiste il TEOREMA PROIETTIVO DEL RESTO:

Sul modello proiettivo f di vy, sia G un gruppo indipendente
da y; @ un’aggiunia neutra, d’ordine I, contenente G e segante
ulleviormente f, fuori dei nodi assegnaii, in un gruppo H, pure
indipendentc da Y; g una serie lineare di ¥, contenente (total-
mente) G. Allora ¢ fa parte d’un sistema lineare di aggiunte
newire di ordine I, passanti per H, che sega su f, fuori di H e
dei nodi assegnali, la serie g.

Vale I ragionamento classico per le serie e le aggiunte
assolute [69, p. 3477, in quanto, in esso, a causa delle ipotesi,
1 punti doppi virtualmente inesistenti di f non hanno influenza
alcuna,
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4. IL TEOREMA DI UNICITA E DI ESISTENZA PEI GRUPPI INDI-
PENDENTI DA {. — E importante osservare che per ogni dato
gruppe G, indipendente da v, si pué sempre condurre un'ag-
giunta neutra ¢, di ordine /, abbastanza alto, la quale soddi-
sfaccia all’ipotesi del precedente teorema, ciod seghi f, fuori
di G e del nodi assegnati, in un gruppo H pure indipendente
da y. Basta invero ricordare che, se m & I'ordine di f. alle curve
di ordine > m — 3 i punti doppi (assegnati e virtualmente
inesistenti) di f presentano condizioni indipendenti, sicche si
pud sempre costruire un’aggiunta di ordine >> . 3, conte-
nente i nodi assegnati e nessun altro punto doppio di f. Aggre-
gando a questa aggiunta tante rette generiche passanti pei sin-
goli punti di G (se un punto di G & »-plo per esso si dovranno
condurre 7 rette generiche), si ottiene un’aggiunta soddisfacente
alle richieste condizioni,

Per la serie g segata su f, fuori dei nodi assegnati e del
gruppo H, dalle aggiunte d’ordine 7, i punti doppi virtualmente
inesistenti costituiscono nel fatto altrettante coppie neutre, in
quando ognuna di tali coppie presenta una sola condizione alle
dette aggiunte e quindi ai gruppi della serie. Daltra parte ogni
serie ¢ di y, contenente totalmente G, a norma del n. prec.,
appartiene a g, che dungue & la pitt ampia e l'unica serie li-
neare non ampliabile di y, contenente totalmente G. Si diry la
serie lineare neutra completa individuata da G. Si otfiene in
tal guisa, secondo il concetto classico di BriiL e NOETHER, il
teovema di esistenza ¢ di wnmicits della sevie Lineare completa
di Y, contenente totalmente un dato gruppo G di puniti, INDIPEN-
DENTE da v; e si assegna il modo di costruire proieftivamente
questa serie completa mediante le aggiunte neutre.

La serie completa di v individuata da G s'indichery, con
[Gly. Non resta escluso che |G, riducasi al solo gruppo G.

5. ESTENSIONE DEL TEOREMA A GRUPPI QUALUNQUE, — QOc-
corre ora indagare se una serie lineare neutra pudé o meno indi-

4 PoI onog
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viduarsi con un gruppo dipendente da y. Premettiamo all’uopo
talune nozioni.

Sia 0,, 0, una coppia di ¥ e g una serie lineare del campo.
Le molteplicita A, (>>0), A, (>0} di O;, 0, in un gruppo di g,
le diremo i caratteri della coppia O;, O, rispetto a quel gruppo.
L'annullarsi di un carattere implica che il punto corrispon-
dente non appartenga al gruppo.

I caratteri della coppia O,, O, rispetto al gruppo generico
della serie, si posson assumere addirittura come caratteri della
coppia rispetto alla serie. 1 caratteri di Oy, O, rispetto ad un
gruppo particolare sono non minori dei corrispondenti carat-
teri rispetto alla serie.

La coppia O,, O, & una coppia neutra propria per g, se
0,, 0, hanno caratteri nulli rispetto alla serie; & impropria
(ciot contiene un punto fisso per la serie) se uno solo dei ca-
ratteri & nullo; & fissa se ambedue sono (positivi) non nulli.

Ogni gruppo di g avente nelle singole coppie di y gli stessi
caratteri che queste hanno rispetto alla serie, lo chiameremo
un gruppo ordinario, mentre si dird gruppo singolare nel caso
contrario, ciod se per qualche punto delle coppie di y il carat-
tere relativo al gruppo & maggiore di quello relativo al gruppo
generico.

Premesse queste nozioni, possiamo enunciare come segue
il TEOREMA GENERALE DI UNICITA E DI ESISTENZA!

In un campo neutro Y esiste ed é umica la sevie completa
|G|, che coniiene (totalmente) come GRUPPO ORDINARIO ## dato
gruppo G di punti della curva.

La dimostrazione consegue facilmente dal n. prec. Poiché
per ogni serie lineare di v, contenente G come gruppo ordinario,
sono fissi 1 punti delle coppie di ¥, che figurano in G con ca~
ratteri > o, facendo astrazione, in G e in tutti i gruppi di g,
da tali punti, si oftiene un gruppo G ed una serie g, per la
quale le coppie di v che non hanno alcun punto in ¢ sono neu-
tre proprie. Diremo ¥ il campo da esse definito. Una serie g
contenente totalmente G come gruppo ordinario e non ulterior-
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mente ampliabile, da fwogo pertanto alla pit ampia serie ¢ di Y
contenente G come gruppo ordinario; e viceversa, perché l'ag-
giunta a tutti 1 gruppi di ¢ dei punti che si erano tolti da G,
ricostituisce senz’altro una serie del campo vy contenente total-
mente G come gruppo ordinario.

Ma siccome il gruppo G & indipendente da ¥, cosi per esso
vale il teorema di unicity e di esistenza del . PIec.; epperd
vale anche in v, nella forma enunciata, il teorema di uniciti e
d’esistenza.

La serie completa individuata da G in Y s’indichera ancora
con |G, .

L'ipotesi che il gruppo G, con cui si vuol individuare la
serie, sia, entro questa, ordinario, & essenziale per la validity
del teorema. II feorema cade in difetto pei gruppi singolayi
delle serie neutre. Ecco in proposito un esempio.

Sia in S, una curva normale C ed una sua corda AB; sieno
P, @ due punti generici della corda. Le serie g1 segate su C
dalle stelle d’iperpiani di centri P, (7 appartengono al campo
neutro v definito dalla coppia 4, B; ¢ sono complete nel campo,
perche la g” delle sezioni iperpiane non appartiene a vy.

Le serie stesse hanno in comune la g% segata su C dagli
iperpiani per PQ e i gruppi di questa g™~ son tutti singolari per
le due serie. Nessuno di questi gruppi ¢ perfanto capace d’in-
dividuare una serie di cui esso sia gruppo singolare, mentre &
capace d'individuare la serie completa 2%, di cui il gruppo
stesso ¢ gruppo ordinario. :

Il teorema stabilito mostra che il concetto di serie completa
contenente G, d'una serie ciod che abbia la pit alta dimensione
fra le serie del campo y contenenti G, ka valore soltanto guando
st & precisalo che si vuole una serie di cui G sia gruppo ordi-
nario; in caso diverso la serie non & individuabile,

Cosl, nell’esempio precedente, una sezione iperpiana conte-
nente i punti 4, B determina oot serie complete del campo ¥,
che la contengono totalmente come gruppo singolare.

P on s
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OSSERVAZIONE 1%, — Se non esiste alcuna serie infinita di
per cui G sia gruppo ordinario, si dird che G ndividua una
serie |Gl, di dimensione zero, del campo vy, conformemente
all’analoga definizione che, a rimuover ogni caso d’eccezione
nell’enunciato del teorema, si di nel campo assoluto. Natural-
mente non & detto che se |G|, & oo° lo sia pure la serie asso-
Iuta. |G!; ma, viceversa, se questa & oo lo & certo anche |Gl..

OSSERVAZIONE 2%, —— L’eccezione che i gruppi singolari
presentano nei riguardi del teorema d’unicitd e d’esistenza ha
riscontro, come si & detto nell’Introduzione, in cid che (n. 27,
0ss.), la determinazione di una serie neutra individuata da
un dato gruppo di punti, equivale all’integrazione di un si-
stema pfaffiano 1 cui coefficienti presentano, nei punti delle
coppie di ¥y, singolarity non eliminabili con cangiamenti di
variabili, leciti nel dominio delle trasformazioni birazicnali. Se
il gruppo da cui si muove & ordinario per la costruenda serie,
a quel sistema pfaffiano se ne pud sostituire facilmente un altro,
i cui coefficienti non hanno singolarita nei punti del gruppo ini-
ziale; mentre questo non & possibile quando il gruppo & sin-
golare.

O3sSERVAZIONE 3% — Una serie subordinata ad una qua-
lunque serie g di ¥, appartiene a ¥y, ma naturalmente con un
gruppo ordinario, che pud esser gruppo singolare di g. L'inter-
sezione di due serie lineari di y, equivalenti nel campo assoluto,
appartiene percid a y; mentre la loro congiungente, entro la
serie del campo assoluto che le contiene, non appartiene in ge-
nerale a y. Un esempio in proposito & offerto dalle due g™
sulla curva normale C di S,, sopra considerata: esse hanno
come serie congiungente la g™ delle sezioni iperpiane di C, la
guale non appartiene al campo y cui appartengono le due gl

6. UN’ALTRA DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA DI ESISTENZA.
CONSEGUENZE. — Per la dimostrazione cui s’allude e che, spe-
cialmente pel metodo dimostrativo, ha la maggiore importanza
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pel seguito, basta che ¢i riferlamo ad un gruppo G indipendente
da vy, perché, una volta acquisito il teorema in questo caso,
lo si deduce in generale come al n. prec. (1),

Sia g la dimensione della serie assoluta completa |G|. Se
questa appartiene a v, il teorema & dimostrato. Tale fatto si
verifica certo se p=o.

Supponiamo dunque che esista una serie neutra, almeno
ool, di ¥, contenente totalmente G {sicché ¢ certo ¢>1) e pro-
viamo che questa serie, eventualmente completata, & unica e
che la sua dimensione » soddisfa alla disuguaglianza »>p - &.

Alcune delle @ coppie di vy potranno esser automaticamente
neutre per G: non tutte, perché se no si cade nel caso 7=p gia
considerato. Sieno & le coppie rimanenti Ay, 45, .., A¥, non
neutre per |G| (8'2>1). Sara certo p3=2, perche, se fosse pa=,
la serie |G| si ridurrebbe alla serie neutra infinita del campo v,
di cui si & supposto 1'esistenza e risulterebbe di nuovo r=p. Vi
sono pertanto in |G| oc®* gruppi contenenti 4, e soltanto cot2,
percht altrimenti A, sarebbe automaticamente neutra per |Gl
Tra questi gruppi non figura G. Pertanto la predetta serie cot2
& congiunta a G, entro |G|, da una serie co®, per la quale 4 {
& coppia neutra propria. Questa serie oo¢* & completa ed &
V'unica serie completa contenente G (e necessariamente conte-
nuta in |G|) avente la coppia neutra 4;, perch® i gruppi di una
siffatta serie completa passanti per 4, son compresi fra gli occe-2
gruppi di |G| passanti per 4,. Diremo |G|, la serie 0ot trovata.

Similmente ¢’¢ una ed una sola serie |Gl,, o0 | contenente
G, rispetto alla quale & neutra 4, ; . ... ; una ad una sola
serie |G|y, contenente G, rispetto alla quale & neutra 4.

Queste serie (iperpiani dello spazio lineare a p dimensioni
costitnito dai gruppi di |G|) s’infersecano per ipotesi in una se-
rie, almeno ool, contenente G, e la dimensione della loro inter-
sezione, che appartiene a v, ed & una serie lineare (come

('} La dimostrazione che esponiamo & in sostanza (con qualche amplia-
mento) quella di pag, 358 della mia Memoria {76].

P15 6
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intersezione di iperpiani in unoc spazio lineare) soddisfa alla
disuguaglianza #>>p - &' (valida in senso forte se p</8). La setie
trovata & completa ed unica, perché ogni serie di ¥ contenente G
appartiene necessariamente a |G|y, 1Gls, . . ., |Gla .

La disuguaglianza #>p - & vale anche quando #=p e quan-
do #=0. Invero, se =0 & certo p<(&’, glacché se p>8" le serie
IGly, |Gl5, .. .., |Gl hanno in comune una serie di dimen-
sione >p - &' >o.

Sostituendo & a & la disuguaglianza »>p - 6" viene eventual-
mente rafforzata.

Resta cosi nuovamente acquisito il feorema di wunicitd e
di esistenza; e, cid che pit importa, resta alfresi stabilito il
modo di costruire la serie {G|, come intersezione delle serie |G|,
IGiy, . . ., |Gle di struttura ben definita. Inoitre:

Se G & un gruppo indipendente da v, fra le dimensioni p, v
delle sevie complete |G|, |G|, sussiste la disuguaglianza:

(x) rzp—3a;

sicché |G|, esiste cerfo, come Serie infinila, se >3,

OssERVAZIONE 1%, — Della (1), che trovera applicazione nel
seguito, si pud anche dare la seguente dimostrazione di carat-
tere proiettivo,

Se la serie |G| & semplice, se ne faccia in S, la imagine
proiettiva €. Le coppie di ¥ danno luogo a & corde o tangenti
di C c gl'iperpiani che passan per 8 punti genericamente sceli,
uno per ciascuna, sulle & rette predetfe, segano su C una scrie
di y, di dimensione >>p -8, Questa serie coincide con |G|, o
& contenuta totalmente in |G/, eppero v>>p ~ 8.

Se la serie |Gl & composta con un’involuzione ¢, , due punti
qualunque presi, uno per ciascuno, sui due gruppi di elp indi-
viduati dai due punti di quella coppia, costituiscono una coppia
neutra di ogni serie di y composta colla =, cioe quei due gruppi
danno luogo a coppie neutre.



F. SEVERI - TFUNZIONI QUASI ABELIANE 55

Sieno &'<(8 le coppie di y non appartenenti a ¢, (distri-
buite in gruppi di p? coppie del tipo indicato). Allora sopra una
curva D, imagine profettiva di €, si ha una serie |G| imagine
di |&] ed una serie Ié!; imagine di |G|, e appartenente al campo

neutro ¥, individuato da W coppie neutre, imagini delle &' cop-
pie predette. Risulta pertanto, su D, r>p - E.‘,—e quindi a for-
tiori, su C, #>p - &

OSSERVAZIONE 2*. — Da notare che, se p > 2, cosl che
IGly, . . ., |Gls hanno la dimensione p-1x, la serie G, ha
la dimensione della intersezione di quelli fra gl'iperpiani
|Gly, . . ., |Gls- entro lo spazio lineare |G|, che son linear-
mente indipendenti. Se questi son in numero di & - ¢’ (@"20)
& r=p-8+0’, Aggiungendo a &, ¢’ il numero &-& delle
coppie automaticamente neutre per |G|, si ottiene e g, ed-a
viene ad essere il numero delle coppie di v, che, imposte come
neutre a sevie subordinate a |G|, presentano altrettante condi-
zioni semplici indipendenti. Cosl risulta

(2) r=p—08+ a.

L’intero ¢ (0) si chiamerd sovrabbondanza della serie
neutra |Gl,.

OSSERVAZIONE 3%, — Il generico gruppo G di |G| di luogo
ad una serie |G|, che ha una dimensione 7 ed una sovrabbon-

danza ¢, le quali cangiano soltanto, per eventualmente cre-
scere, per particolari posizioni del gruppo ordinario G. Le serie
IGl, son cosi, entro |G|, c0¢ " ¢ due di esse hanno eventual-
mente in comune soltanto gruppi singolari.

OSSERVAZIONE 42, — La disuguaglianza (1) é applicabile a
gruppi dipendents da v, ai quali non sieno prescritte che coppie
improprie; non ¢ invece applicabile a gruppi ai quali sieno pre-
scritte coppie fisse di ¥.

P.I n. 6
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Invero, se G & un gruppo dipendente da y, al quale sieno
prescritti soltanto, come punti fissi, certi &, punti appartenenti
ad altrettante coppie di ¥, ma nessuna coppia fissa di ¥, a norma
del n. 5, bisognera considerare la serie assoluta individuata
da G dal quale sieno tolti quei punti fissi: essa ha la dimensione
Po>F - 0y Sia H il gruppo, indipendente da ¥, che la individua.
A questa serie si dovra poi applicare il procedimento di que-
sto n. per ottenere la serie |Hj,, che avrid cosi la dimensione
¥ > po— (8 — &) > p — 0, ugunale alla dimensione di |Gl,.

Se invece a G & prescritta qualche coppia fissa di ¥, nulla
di simile si puo concludere, perché una tal coppia impone gene-
ralmente due condizioni ai gruppi di |G| che debban contenerla.
Tolte da G le coppie fisse e ottenufo in tal guisa il gruppo H,
si potrd applicare Ia (1) alla serie }H|, che ha Ja stessa dimen-
sione di |Gl,, e scrivere #2>>p, - 8;, ove gy & perd la dimensione
della serie completa [H| e 3, il numero delle coppie di ¥ non
fisse per G.

OsservaziONE 5% — Tornando ad un gruppo G indipen-
dente da vy, supponiamo che esistano gruppi della serie |G|
contenenti simultaneamente tutte le coppie di y. Poiché la serie
& da essi formata appartiene alle serie |G|, |Gl,, .. . ., iGls,
essa & contenuta lotalmente in |G|, e coincide addirittura colla
serie dei gruppi di |G!, passanti per le coppie di y. La dimen-
sione #* di g & pertanto espressa da:

(3) ¥ =r—08+E

ove & - & (E>>0) ¢ il numero delle condizioni che le coppie di ¥
impongono ai gruppi di {G|,. Considerando invece la serie g
come proveniente da |G, coll'imposizione delle coppie di ¥y,
il che importa pei gruppi di |G| un certo numero 28 - 1 (>>0) di
condizioni, risulta:

(4) v p—20 +
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H confronto delle due espressioni di #* conduce alla relazione
r=p—0+n—E
la quale, paragonata colla (2), porge

(5) o =n—F

ciog:

Se esiste effettiva nel campo assoluto la serie residua delle
coppie di ¥ rispetto alla serie |G|, definita da un gruppo G indi-
pendente da v, la sovrabbondanza della serie newtra |G|, &
espressa dalla (5).

Dalla (5) segue che 7>, onde, se =0, ¢ E=0=0.

7. EQUIVALENZE IN UN CAMPO NEUTRO, QPERAZIONI DI SOM-
MA E DI SOTTRAZIONE, — Dal teorema generale d’esistenza e
d’unicitd, discende la seguente definizione d’equivalenza in un
campo neutro:

Due gruppi di punti diconsi EQUIVALENTI in un campo neu-
tro quando son gruppi ORDINARI di una wmedesima sevie del
campo.

Tale definizione & conseguenza necessaria di quel teorema,
ove si voglia trasportare dal campo assoluto a un campo neutro
la relazione d’equivalenza, conservandone la proprietd transi-
tiva, che ¢ quella che la rende fruttuosa. Bisogna cio® rinunciare
a parlar d’equivalenza fra gruppi ordinari e gruppi singolari.

Una serie neutra completa risulta pertanto insieme dei
gruppi equivalenti a un dato gruppo ordinavio di ¥ e dei lovo
gruppi d’accwmulazione (tra i quali rientrano appunto i gruppi
singolari).

Fissato il concetto d’equivalenza, si presenta quasi automa-
tica la nozione di somma di due serie complete |4],, |B],, indi-
viduate dai loro gruppi ordinari 4, B.

P.oI on 0
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Sieno A4, B altri due gruppi ordinari delle date serie. Poiche
aggiungendo dei punti fissi a tutti i gruppi di una serie di 7,
si ottiene ancora una serie di y, sussistono in y le equivalenze:

A+B=4Ad+B , A+B=A+B

e, per la proprietd transitiva:

A+B=A4+ B.

Pertanto tutte le somme di coppie di gruppi ordinari di
|Aly, |Bl;, appartengono ad una medesima serie lineare, che
pud individuarsi con una qualunque di esse, p. es. con 4+ B.

La serie completa |A+B|, dicesi somma delle 4]y, IB],.
Essa conticne, come elementi di accumulazione, le somme di
due gruppi, di cui uno almeno singolare, delle date serie; e Ii
contiene, naturalmente in qualitd di gruppi singolari. Sicche,
in definitiva, |4+ B|, contiene tutte le somme di coppie di
gruppi di |4}y, |Bl;, qualunque essi sieno, Ogni punto di una
coppia di v ha per |4+ B|, carattere uguale alla somma dei
caratteri ch’esso possiede rispetto alle |4l |Bly.

In base alla nozione introdotta di somma, le equivalenze
in y posson sommarsi a membro a membro, dando luogo a
nuove equivalenze,

Passiamo alla differenza di due serie |4, [Bl,. Suppon-
gasi che un gruppo ordinario A di |4}, contenga un gruppo
ordinario B di |B|,: il che richiede che il carattere d’ogni punto
d’una coppia di ¥ rispetto ad |4], sia non minore del carattere
dello stesso punto rispetto a |B[,. Consideriamo il gruppo
C=A-B e la serie |Cl, individuata da C come gruppo ordi-
nario.

Dico che allora ogni altro gruppo ordinario B di |Bl, & con-
tenuto in qualche gruppo ordinario A di 4], e Vinsieme dei
resti di B rispetto ai gruppi ordinari di |Adl,, che contengon B,
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sta in [C|,. Intanto i resti predetti, completati coi loro elementi
d’accumulazione, costituiscono la serie lineare residua di B
rispetto ad [A],; serie di y della quale son gruppi ordinari tutti
i resti di B rispetto ai gruppi ordinari di |4|, contenenti B.
Ora. fra questi resti vi & anche C ed ogni altro gruppo ordinario
C di |Cl,, perché B+C, B+C appartengono, in qualitd di
gruppi ordinari, alla serie |B-+C[;, ciod ad {4j,. Dunque la
serie residua sopra considerata coincide colla serie complela
IC],. Si conclude che:

Se un gruppo ovdinario B di |B|, & contenuto in un gruppo
ovdinario A di [A|, e lascia come resto C=A ~ B, la serie com-
pleta |C|, contiene i rvesti di ogni gruppo ordinario di |B|, ri-
spetto ai gruppi ovdinari (anzi a twiti ¢ gruppi) di (Al

E il teorema invariantivo del vesto relativo a gruppi ordinari
di [Al, |Bly (%). Esso consente di definire la serie [C|, =14 - Bl,
come differenza delle |A!,, |B|y in quanto essa contiene tutte le
differenze dei gruppi delle due serie che son effettivamente pos-
sibili.

Ogni punto d'una coppia di ¥ ha in |C|, carattere uguale alla
differenza dei suoi caratteri rispetto ad |Ai,, |Bl,.

Per un gruppo singolare By di !B, passano per lo meno tanti
gruppi di {4}, quanti ne passano pel gruppo generico (ordina-
rio) B. La serie dei resti contiene |Cl,, ¢ se & pit ampia di |Cl,,
non & detto che appartenga a y.

8. ESTENSIONE DEL CONCETTC DI DIFFERENZA TRA SERIE
NEUTRE. — Che cosa pué dirsi quando non esiste in A}, nes-
sun gruppo ordinario contenente come parte un gruppo ordina-
rio di |B|,, mentre vi esiste qualche gruppo A contenente come
parte un gruppo B di |B|,, ed uno almeno dei due gruppi 4, B
sia singolare nella rispettiva serie?

(") Ii teorema proiettivo del resto pei gruppi indipendenti da v, & gia
stato dato nel n. 3.

P I, #n 7
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Per rispondere occorre un lemma di per sé notevole:

Data una serie neutra completa |G|,, ogni sevie neuira com-
pleta individuata in 7y da wn gruppo QUALUNQUE (anche singo-
lare) di |G|, appartiene interamente a |Gl,.

Il teorema & un ovvio corollario del teorema di unicitd e
& ordinario; ma costituisce una proprietd nuova se G & un
gruppo singolare di |Gly, che si assume come ordinario per la
costruenda serie.

Ci si riduce al solito (fatta astrazione dai punti di coppie
di v, eventualmente fissi per !Gl,} ad una serie individuata
da un gruppo indipendente da vy (alla quale poi, alla fine
del ragionamento, si tornano ad aggiungere i punti fissi). Sieno,
come al n, 6, 4,, 4,, . . ., 45, le coppie di ¥, non neutre per
IG|, le altre & - & essendo automaticamente neutre per |G| e
quindi per ogni serie, la quale, al pari di |G, e di |G1,, sia con-
tenuta totalmente in |G].

Poiché G & indipendente da v, le 4y, 45, . . ., A5, son cop-
pie neutre proprie per |Gl,, epperd un gruppo G di [Gl,, che
contenga un punto di una di queste coppie, li cotiene ambedue.
Sieno p. es. 4,, 4,, A; le coppie contenute in G: le altre essen-
done completamente fuori. '

Allora |G|, appartiene ad ognuna delle serie [Gly, |Gl
|G|, del n. 6, che contengon rispettivamente tutti i gruppi di
|G| passanti per A4,, A, A;. Siccome poi G non contiene le

coppie Ay, . . ., Ay con esse si posson definite, in relazione
a queste coppie, le serie 16—334, ..., |Gls analoghe olle
|Gly, . . ., IG5 definite al n. 6 a partire dal gruppo G; e alle

serie |Gl ...,|Gl; appartiene ogni serie di |G|, che contenga
il gruppo G ed abbia come neutre le coppie A, . . ., As.
Pertanto le serie |G|,, |G|, stanno nell'intersezione delle |Gly,

(Glay (613, IGl,y - ., Gl -
Poiché inoltre ogni serie di ¥ contenente G ¢ G sta necessa-
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riamente in [Gi,,|Gly, |Gls, Gly oo o - , |Gls, intersezione
di queste serie, che & una sevie lineare di v, & completa. I sic-
come essa contiene G, gruppo indipendente da y, pel teorema
di unicitd, coincide con |G{,. La conclusione &, come volevasi,
che |G|, sta in |Gl,.

Dal teorema dimostrato scende il corollario:

11 gruppo B (ovdinario o singolare) della sevie |Bl, sia con-
tenuto in qualche gruppo di [Al, e sia A il gencrico gruppo
(ordinario o singolare) di |A|, passante per B. Allora i gruppi
della serie completa |A - B), appartengon tutti alla seric dei resti
di B vispetto ad |A|,.

Non & perd detto che la serie (A - B}, esaurisca la serie di
tali resti, perché quest’ultima pud non appartenere a vy, Cosi,
se una serie |G|, ha una sola coppia neutra propria 4, (il campo
v essendo ridotto a questa coppia), i resti di 4,, rispetto a |G/,
costituiscono una serie che non appartiene a y, ma il generico
di essi definisce una serie completa, che giace tutta nella pre-
detta serie di resti.

L esistenza della differenza |;1— - I?l?, quando A, B non sieno
‘ambedue ordinari in |A],, |B],, non implica affatto l’esistenza
della {A - Bl,. & una differenza singolare cui danno origine le
[Aly, 1Bl

Abbiamo segnalato questo tipo di differenze singolari, non
perché abbiano in seguito importanza, ma per illuminare pit a
fondo la natura delle questioni che si presentano nella teoria
delle serie neutre,

Ecco un altro corollario del teorema dimostrato:

I gruppi d’una sevie neutra completa |G|, individuala da wn
gruppo indipendente da vy, i guali contengon talune coppie di v,
formano nel campo una serie neutra completa (il cws gruppo
ordinario contiene come fissi i punti di quelle coppie).

La serie cui s’allude & completa, perché coincide con quella
individuata da un gruppo singolare di |Gy, che & poi il generico
dei gruppi di |Gy, che contengon le coppie fissate.

Pl ou 8
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9. APPLICAZIONE ALLE SERIE SEGATE DALLE AGGIUNTE NEU-
TRE, — Riferiamoci ad un modello projettivo piano f, d’or-
dine m, della data curva ed osserviamo che il teorema proiettivo
del resto consente agevolmente di affermare che le aggiunte neu-
tre ad f di ordine {>># - 3 segano su f, fuori del nodi assegnati,
una serie neutra completa,

Invero, dal momento che fu#f i punti doppi di f impongono
alle curve di ordine I>>m - 3, che debban contenerli, condizioni
indipendenti, & sempre possibile costruire un’aggiunta neutra
di ordine /, la quale stacchi su f, fuori dei nodi assegnati, un
gruppo G indipendente da vy, E cid permette senz’altro di appli-
care il teorema proiettivo del resto e di trarne la conclusione.

Diverso & il caso per le aggiunte neutre di ordine /< - 4.
E vero infatti che la serie segaia su f, fuori dei nodi assegnati,
dalle aggiunte neutre di ordine m - 4 (supposte esistenti) si de-
duce dalla serie segata dalle aggiunte neutre di ordine m - 3,
imponendo ai suoi gruppi di passare per # punti generici alli-
neati (con che le aggiunte di ordine m - 3 si spezzano nella retta
dei punti e in aggiunte d’ordine m - 4); ma pud accadere che
in conseguenza del passaggio imposto le aggiunte di ordine # - 4
contengano qualcuno dei punti doppi virtvalmente inesistenti
di f ed allora il generico gruppo da esse staccato fuori dei nodi
assegnati, non & pill indipendente da ¥ e non si pud senz’altro
concludere,

Ma qui soccorre il primo dei corollari segnalati nel n. prec.
Chiamato invero H il gruppo degli s punti allineati, poiché
esiste qualche (- della serie segata dalle aggiunte d’ordine m - 3,
che passa per H, la serie completa |G - H|, & tutta contenuta
nelia serie dei resti di H rispetto a |G],; essa coincide colla serie
segata dalle aggiunte d’ordine m - 4, fuori dei nodi assegnati,
anche se il generico gruppo della serie contiene qualche cop-
pia di 7.

Similmente si scende dall’ordine m -4 all’ordine m -5 e
cosi via e si conclude che:
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Le aggiunte neutre di un ordine qualunque segano sopra un
modello proiettivo del campo, fuort dei nodi assegnati, una serie
neutra completa.

OSSERVAZIONE, — Secondo il teorema proiettivo del resto
resto per costruire la serie lineare neutra |Giy, individuata su f
da un gruppo G indipendente da 7, occorre condurre per G una
aggiunta neutra ¢ di un ordine 7 cosi alto, ch’essa stacchi su f,
fuori dei nodi assegnati, un gruppo H, pure indipendente da .

Interessa invero esaminare pel seguito che cosa si puod dire
di un’aggiunta neutra ¢ di ordine I, passante per G, la quale
seghi ulteriormente f, fuori dei nodi assegnati, i un gruppo H
contenente qualche punto doppio virtualmente inesistente, cioé
qualche coppia di v. Includiamo i punti doppi virtualmente ine-
sistenti per cul ¢ passa, {ra i punti doppi assegnati, definendo
mediante i punti doppt virtualmente inesistenti, che rimangono,
un campo neutro v’ (il campo assoluto se contiene addirittura
tutti i punti doppi, virtualmente inesistenti, ciot se ¢ ¢ un’ag-
giunta assoluta). Sia H” il resto di H, dopo toltene le coppie di y,
che ad esso appartengono. Considerata ¢ come un’aggiunta neu-
tra del campo ¥, le aggiunte neutre d’ordine / di questo campo,
passanti per H’, che & indipendente da ¥’, segano su f, fuori
dei punti doppi assegnati e del gruppo H’, la serie completa
|Gl;., che (n. 1) contiene totalmente |Gl,.

In conclusione, anche quando ¢ sega su f, fuori di G e dei
nodi assegnati, un gruppo H contenente alcune coppie di ¥
(o tutte), la serie |G|, & segabile con aggiunte neutre d’ordine J,
del campo y, passanti per H; ma non sono in generale tutte
queste aggiunte che staccano |Gly, sibbene un sistema lincare ad
esse subordinato.

Cid & del resto ben d’accorde col fatto che se un’aggiunta
neutra ¢ di ordine /, segante su f, fuori di G e dei nodi asse-
gnati, un gruppo indipendente da v, tende ad un’aggiunta neu-
tra ¢, dello stesso ordine, segante un gruppo H, che contenga
alcuni nodi virtualmente inesistenti di f, il sistema lineare delle
@ per H, cresce generalmente di dimensione, in quanto i punti

P.I n g
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del gruppo presentano in generale alle aggiunte neutre d’ordine ?
meno condizioni del gruppo H.

1o. GRUPPI E SERIE VIRTUALI NEUTRE, — Se A, B son
gruppi di y, il simbolo 4 - B denota un gruppo wvirtuale di Y
(in particolare un gruppo effettivo). Due gruppi virtuali 4 - B,
A; - By, di v, diconsi equivalenti e si scrive

A-~B=A~B (n¥y),

se:
A+ B =4, + B (in ¥).
Anche I'equivalenza fra gruppi virtuali & transitiva; ciod se
A—~—BEA1—BIBAI—BI =A4,—5, (iny),
risulta

A--B=4,—B, (in¥y).

Invero, da

A+ B =4, +B, 4 + B,=4,+ B, (in¥),
sommando si trae:

A+ Bys 4y + B, ciot: A—B=4,—B, (i 7).

In conseguenza dell’introduzione dei gruppi virtuali, le equi-
valenze fra gruppi (effettivi o virtuali), considerate nel campo ¥,
posson comungue sommarsi o sottrarsi a membro a membro,

La totalith dei gruppi virtuali equivalenti a un dato, non &
neé algebrica né dimensionale.
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OssERVAZIONE. — E superfluo avvertire che come carattere
d’un punto d’una coppia di vy rispetto ad un dato gruppo vir-
tuale A - B, si deve assumer la differenza fra i caratteri che
presentano in quel punto i gruppi effettivi 4, B.

Naturalmente pud accadere che il carattere di 4 - B in ta-
luno di quei punti sia un intero negativo.

LA SERTE CANONICA E IL TEOREMA DI RIEMANN-ROCH
IN UN CAMPO NEUTRO

II. SERIE LINEARI NEUTRE DI ORDINE #>27 - 2. — Dob-
biamo ora cercar di determinare la dimensione di una serie neu-
tra completa, analogamente a quanto si fa nella teoria classica
nei riguardi delle serie assolute.

Un primo risultato preciso si pud facilmente ottenere per le
serie lineari neutre di ordine »>>27 -2, m essendo il genere
virtuale della curva sostegno C.

Sia G un gruppo di #>>2m~2 punti, indipendenti da Y

e Ay, 4;,...., As sieno ancora le coppie di ¥; ¥y, Y. .. ;
Ts.q; 1 campi neutri definiti rispettivamente dalle coppie 4y
Ay Ay oo Ay Ay oo Ay

Per & >> 1, in conseguenza della » > 2w — 2, risulta
n > 2p; epperd la serle assoluta G|, di dimensione
p=mn-—p>p>1 non ha coppie neutre; onde la serie
assoluta |G - 4| ha la dimensione p-—22>0 ¢ la serie congiun-
gente, entro |G|, il gruppo G con |G ~ A|+ 4, (1), ciot la serie
|Gly, ha la dimensione p- 1> 1.

Per 8>2 & n>>2p+2. La serie |G - 4,{, avendo l'ordine
#==2_>2p, non ha coppie neutre e siccome essa consta, astra-
zione fatta da 4;, dei gruppi di |Gi, passanti per 4,, cosi Gl,,

(') Questo simbolo denota manifestamente la serie dei gruppi G colla
coppia fissa A4,.

35 P. L n 1o
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non pud avere coppie neutre accidentali (ciot diverse da 4,).
Pertanto i gruppi di |G|, passanti per 4, formano una serie di
dimensione (p—1I)—2 =n—p—3 > p—17T >0 ¢ la se
rie congiungente G con |G—4,l, -+ 4, cioé la serie neutra |G
ha la dimensione p — 2 > I .

Cosi proseguendo, si trova, se n > 2 p + 2 (8 — 1), che la
serie |G|, ha la dimensione p— & > 1; e, 56 n > 2 p + 2 8,
ch’essa non ha coppie neutre accidentali. In conseguenza:

In un campo neutro Y, sopra una curva di genere virtuale T,
ogni sevie lineave neutra completa di ovdine n > 2w — 2, tn-
dividuate da un gruppo indipendente dal campo, ha la dimen-
sone ¥ = n-——T; €, S B > 2T, essa non ha coppic neulre
accidentali (e quindi ¢ semplice e priva di punti fisst).

Una serie neutra completa di ordine » e di dimensione
n — 0 si dird fin da ora non speciale (ved. il successivo n. 17).

ye !

12. UN’ALTRA DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA PROIETTIVO DEL
RESTO. — Abblamo premesso il teorema del n. prec., il guale
rientra in altri pitt generali, che vedremo poi, perché esso con-
sente di stabilire preliminarmente il teorema proiettivo del resto,
senza farlo derivare dal classico teorema algebrico 4 f + B ¢:
il che pud esser utile in un’esposizione rapida e geometrica della
teoria.

A norma del n. g basta invero mostrare soltanto che le ag-
giunte neutre al solito modello projettivo f, quando il loro or-
dine [ sia abbastanza grande, segano su f, fuori dei nodi asse-
gnati, una serie neutra completa, perché da cio si trac la com-
pletezza della serie segate dalle aggiunte neutre di ogni ordine,
donde scende infine, come immediato corollario, il teorema
proiettivo del resto.

Ora le aggiunte neutre di ordine ! > m — 3 segano su f,
fuori dei nodi assegnati, una serie il cui gruppo generico &
indipendente da v e il cui ordine & maggiore di 2 = — 2. Onde
la dimensione della serie completa da esse staccata vale
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¥ = n — w. D’allro canto un facile computo mostra che, es-
sendo indipendenti le condizioni di passaggio offerte dai nodi
assegnati, la dimensione della serie segata dalle aggiunte neutre
di ordine ! >> m — 3 vale esattamente # - 7. Pertanto questa
serie & completa.

13. LA SERIE CANONICA DI UN DATO CAMPO NEUTRO, — Vale
il teorema:

Sopra una curva C di genere virtuale =, in un dato campo
neutro Y, esiste una ed una sola sevie lineare g™ appartenente
al campo.

Sieno 4, Ay, ..., As le coppic di ¥ e p sia il genere effet-
tivo (= » — 8) di C. Liberiamoci anzitutto dall’ipotesi p = o,
che si presenta a s¢. Consideriamo all’'uopo in S,;_, , come ima-
gine della curva data, una curva C razionale normale d’ordine
2 & — 2. Le corde o tangenti di C, che contengon le caoppie di v,
son a -~ 1 a&— 1 linearmente indipendenti, percht 2 & — 2
punti scelti comunque su C son sempre indipendenti. Esiste [rer-
tanto uno ed uno solo S; , ad esse appoggiato (1) e gli iper-
piani per questo Sz—p staccano su C una g%, per la quale son
neutre le coppie considerate. Viceversa, una. tal serie deve cssere
staccata da un sistema oo®~' di iperpiani, ciod dagl’iperpiani
passanti per un certo S, , e siccome le coppie date devon esser
neutre, le corde o tangenti che le congiungono debbon appog-
giarsi a tale S, , Si ricade cosl nella serie precedentemente
trovata, che dunque & unica.

(') & questa una proprieth elementare, che rientra in fermule generali di
geometria numerativa, concernenti il probiema degli spazi secanti. Nel caso

speciale la proprietd si dimostra subito. Dette invero a a4y, .., az le rette
di cul trattasi ed M il punto ove @, incontra Uiperpiano congiungente
G ..., a5, M & fuorl deghi spazi congiungenti a §—z 2 5—2le ay, . . , as

percheé altrimenti uno di questi spazi s'appoggerebbe ad a, e si avrebbe un
gruppo di §—x1 rette o dipendenti. Perci¢ [5, p. 17] esiste uno ed uno

solo S5—2 per M appoggiato ad a, .., as. Viceversa, un Ss-az appog-
giato ad a,, ..., a3, avendo $—1 dei suoi punti indipendenti nello S,5.,
congiungente ,, . . .., a5, glace in S35 e quindi coincide col precedente.

P. I n 1z
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Esaminiamo Vipotesi p > 1. Allora ¢ = — 1 > & e, se esi-
ste una g=!, di v, i gruppi di questa serie passanti per le &
coppie neutre, tolte queste coppie, formano una g,,_, di dimen-
sione >> m—1I — & = p — I epperd, necessariamente, di di-
mensione  — I; cioé tali resti costituiscon la ghl, canonica
del campo assoluto, La serie di cui si vuol dimostrare 1’esistenza
va dungne cercata, nel campo assoluto, fra le serie totalmente
contenute nella g#.%:%% , completa, somma della g.", canonica
e del gruppo A, + ... + 4s .

Muoviamo per cio da questa g/22% . Le & coppie di y pre-
sentano ai suoi gruppi 2 8 - 1 condizioni indipendenti, invece
di 29, percheé il resto del gruppo 4, -+ .. + A, rispetto alla
serie stessa ¢ la gf-!  canonica. Pertanto se 8 = 1, la serie di
cul si parla, che & una g7, appartiene gid a 7; ed essa & unica,
in quanto ogni g/, colla coppia neutra 4,, da come resto, 1i-
spetto ad 4, la gf!, .

Essendo cosi dimostrato il teorema per & = 1, potremo
supporre & > 2. E facile allora vedere che & — 1 qualungque

delle coppie A presentano ai gruppi della g-2f25  esattamente

22120
28 — 2 condizioni indipendenti. Invero, il resto del gruppo
Ay, + ...+ A, rispetto alla predetta serie, & una g,, com-

pleta e quindi di dimensione p. Inoltre per essa la coppia A4,
& neutra.

Cio premesso, dato che la g2-2t% ha l'ordine # > 29, la
sua imagine proiettiva sard una curva C priva di punti mul-
tipli in S, ,,,5. Le rette (corde o tangenti di C) che congiun-
gono le coppie di ¥, per quanto precede, stanno in un S,., ¢
sono a & — 1 a & — 1 indipendenti. Lsiste pertanto uno ed
un solo Ss;., ad esse appoggiato. Glliperpiani per tale Sy,
segan su C una gt di y. Cosi ¢ dimostrata l'esistenza di una
tale g7,

Bisogna dimostrame 1'uniciti. Essa & intanto necessaria-
mente unica entro la gZ;?7% . Invero, una gi7), di v, formata
da sezioni iperpiane di C, & ivi segata dagli iperpiani passanti
per un S;_,, che deve appoggiarsi alle solite & rette, perché le
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coppie di ¥ son neutre per quella serie. D’altronde gia abbiamo
provato che una g% di 7 appartiene necessariamente alla

2702

£U21% 1 epperd essa & unica non soltanto entro questa serie,
ma entro .
La g7=!, di vy, di cui si ¢ cosi dimostrata I'esistenza, chia-

272

masi la serie canonica (neutra) del campo.

14. COSTRUZIONE PROIETTIVA DELLA SERIE CANONICA D'UN
CAMPO NEUTRO. CONSEGUENZE. — La costruzione cui s’allude
si ottiene agevolmente sul solito modello proiettivo piano f, di
ordine m, del campo v. Precisamente:

Le aggiunte neutre d'ovdine m — 3 ad § segano sulla curva,
fuori dei mody assegnati, la g=). canonica.

Invero, siccome tutti i punti doppi di f presentan condizioni
indipendenti alle curve di ordine # -— 3, una generica ag-
giunta neutra ¢ d’ordine m — 3, non passa per alcuno dei punti
doppi virtualmente inesistenti di f. Un facile computo mostra
dopo cid che la serie neutra (necessariamente completa, n. g)
segata su f, fuori dei punti doppi assegnati, & una gal , la
quale, a causa del teorema del n. prec., coincide colla serie
canonica del campo.

Sul modello f si dimostra subito che:

La serie canonica del campo | non ha punii fissi.

Infatti, la g7}, di ¥ non pud aver come fisso un punto infi-
nitamente vicino ad un nodo assegnato di f o comunque distinto
dai punti doppi virtualmente inesistenti di , perché tale punto
risulterebbe fisso anche per la ghl, canonica assoluta; né pud
aver come fisso un punto di una coppia di v, perché la gene-
rica @ non passa per alcun punto doppio virtualmente inesi-
stente di f.

Ne segue il corollario;

Ogni gruppo ordinarvio della serie canowica di ¥ é indipen-
dente dal campo.

E. I n 13
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15. QUAND'E CHE LA SERIE CANONICA D'UN CAMPQ NEUTRO
E coMPosTA. — Per rispondere alla questione di cui vogliamo
occuparci in questo n. premettiamo il lemma:

Se la gT', canonica di v possiede una coppia neutva acci-
dentale X, Y, la curva sostegno é iperellittica ¢ X, Y & una
coppia indipendente da v, appartenente alla g! della curva.

La coppia X, Y, essendo accidentale, & distinta dalle coppie
di v; ma cid non esclude che X, Y possan esser punti di due
distinte coppie di ¥ o che uno dei punti di X, ¥ possa apparte-
nere ad una coppia di y e I'altro essere indipendente dal campo.

Rigettiamo anzitutto la prima eventualitk. Nell'ipotesi con-
traria esisterebbero infatti un paio di coppie di y presentanti
complessivamente una sola condizione ai gruppi canonici neu-
tri, mentre si sa che le coppie di y presentano ai gruppi stessi &
condizioni indipendenti (n. prec.).

Anche la seconda eventualith ¢ da escludersi. Invero, se
p. s & X indipendente da y, poiché tutte le ¢ neutre per ¥
passano per X, cosl & delle ¢ assolute: onde X sarebbe fisso
per la g7, di f, giaccht le ¢ assolute passan gid automatica-
mente per Y,

In conclusione X, Y & indipendente da t ed essendo coppia
neutra per la g%!, , essa risulta neutra (appunto perché indi-
pendente da vy, cio¢ distinta dai punti doppi inesistenti di f)
anche per la g2 di f. Ne deriva che [ & iperellittica e che
X, Y & una coppia della g} dif.

Se p=1 il ragionamento precedente non perde significato,
perché non pud esistere in tal caso né un punto fisso né una
coppia neutra, per le ¢ assolute, fuorl dei punti doppi di f,
in quanto 1'unica ¢ esistente non sega { fuori dei punti doppi.

Consegue senz’altro dal lemma che fa g7, di f pud esser
composta soltanto quando f & iperellittica: la gZ!, ¢ allora com-
posta colla g} di f.

E anche facile concludere che, quando quest’eventualita si
verifica, ognuna delle coppie di y appartiene alla g!. Invero,
se X, Y & una coppia qualunque di v, il coniugato di X nella
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£; non pud esser un punto Z distinto da Y, se no la coppia
Y, Z sarebbe neutra per la gm_z . in quanto per essa passereb-
bero gli co*~% gruppi canonici neutri per X, Y e per X, Z; onde
Y, Z sarebbe coppla. neutra accidentale della ¢77!, , non appar-
tenente alla ¢! : contrariamente al lemma,

Viceversa, se f ¢ iperellittica e le coppie di 1 appartengono
alla gl (ciot la g} & una serie di ¥), indicata con R la curva
razionale sulla, quale ]‘ viene rappresentata doppiamente me-
diante la g!, alla gr1 dei gruppi di = — 1 punti di R 1i-
sponde su f la g";lz di v e la serie canonica neutra risulta cosi
composta colla g!. In conclusione:

Condizione necessavia e sufficiente perché la g7!, canonica
d’un campo neuiro y sia composia, é che la curva sostegno sia
perellittica nel campo v. In tal caso la gi}, canonica é com-
posta colla g} del campo.

11 significato della frase « la curva & iperellittica in 7 » &
trasparente. Vuol dire non soltanto che f & iperellittica (nel
campo assoluto), ma che la g; a.ppartiene a y. Se f ¢ iperellit-
tica e la g non appartienc a v, la g77!, canonica non & com-
posta.

Il lemma permette altresi di dimostrare che:

Quando la sevie canonica di ¥ non é composta essa non pos-
siede alcuna coppia neulra accidentale.

Sia infatti X, ¥ una coppia neutra accidentale della gm_2 .
Pel lemma essa ¢ indipendente da T, la curva sostegno & ipe-
rellittica ¢ X, ¥ & una coppia della g} . Ora la g77!, pud consi-
derarsi anche come serie canonica del campo 1’ ottenuto da vy
col sostituire ad una 4, delle sue coppie la X, Y, lasciando im-
mutate le altre & — 1. Rispetto a v diviene allora accidentale
la coppia 4, e come tale, pel lemma, appastiene alla g; . Ana-
Joga conclusione vale per tutte le coppie di y. Duuque la g .
appartiene a v e la g=-1 & composta colla gl . Percid se la gm_
¢ semplice, non pud possedere nessuna coppia neutra acci-
dentale,

PoI, on 15
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Se si fa Pimagine proietiiva della pZ=, canonica, quando
questa non & composta, si ottiene pertanto una curva C, di or-
dine 2 w — 2, dello Sx_,, dotata di & punti doppi (nodi o cu-
spidi ordinari) imagini delle coppie di ¥ e ulteriormente priva
di punti multipli.

16. TEOREMA DI RIDUZIONE IN UN CAMPO NEUTRO. — Per
determinare la dimensione di una serie lineare neutra completa,
procediamo come nel caso classico delle serie assolute, esten-
dendo anzitutto al campo neutro 7 il teorema di riduzione. Ci
riferiamo, ora ed in seguito (salvo esplicito avviso in contrario),
alle serie individuate da gruppi indipendenti da y, perché a que-
sto caso ci si riconduce subito, senza alterare la dimensione da
valutarsi (n. 5). Il teorema di riduzione nel campo ¥y si enuncia
come segue:

Sia G un gruppo di punti, indipendente da vy, pel quale passi
un gruppo canowico neutro (ordinario o singolave) K, ¢ P un
punto della curva, fuori di K, indipendente pur esso da +:
allora per la serie neutra completa |G+ P, i punto P & fisso.

Ragioniamo al solito sul modello proiettivo piano f, d’or-
dine #, della data curva e g sia 'aggiunta neutra d’ordine
m — 3, che stacca su f, fuori dei punti doppi assegnati, il
gruppo K. Quest’aggiunta non passerd per alcuno dei punti
doppi virtualmente inesistenti, se K & ordinario; conterra qual-
cuno di tali punti, se X & singolare.

Conducasi per P una retta generica a e sia L il gruppo degli
m — I puntli ov'essa sega ulteriormente f. La serie neutra
completa |G+ P|, & staccata su { da {utte le aggiunte neutre di
ordine m — 2 che passano pel gruppe (K —G) + L, se K
& ordinario; da un sistema lineare di aggiunte d’ordine # — 2
passanti per (K — G) + L e contenute in un sistema even-
tualmente pit ampio di aggiunte di ordine m — 2, neutre ri-
spetto al campo definito dai punti doppi virtualmente inesistenti
pei quali ¢ non passa, se il gruppo K ¢ singolare (n. g, Oss.).



F. SEVERL - FUNZIONI (JUAST ABELIANE 73

Ma nell'un caso e nell’altro le aggiunte neutre che staccano
su f, fuori dei punti doppi assegnati e del gruppo (K—G)+ L,
i gruppi di |G+ P|, avendo m —- 1 punti allineati, contengon
tutte come parte la retta 2; epperd P & fisso per |G+ Pl,.

Il ragionamento (salvo le debite lievi varianti), & il mede-
simo di quello (di BriLr e NOETHER) valevole per serie lineari
assolute.

17. IL TEOREMA DI RIEMANN-ROCH IN UN CAMPO NEUTRO, —
Per giungere a questo teorema non ¢’¢ ormai che da ripercorrere
la dimostrazione classica relativa alle serie assolute, valendosi
del precedente teorema di riduzione (%).

Definiamo anzitutto Uindice di specialité neutro ¢ di un
gruppo G di punti, indipendente da vy, come il numero dei
gruppi canonici neutri {ordinari o singolari) indipendenti, pas-
santi per G. Se i=o0, ciot se G non sta in alcun gruppo cano-
nico neutro (pel che & necessario, ma non sufficiente, che non
stia in alcun gruppo canonico assoluto) il gruppo si dira non
speciale nel campo neutro v, speciale, nel caso contrario.

Dicansi # ed # ’ordine e la dimensione della serie completa,
neutra |G|,. Proviamo in primo luogo che sussiste la disu-
guaglianza:

¥ T,

Tale disuguaglianza pud stabilirsi con un facile computo,
segando la serie con aggiunte neutre di ordine [ conveniente
passanti pel resto (indipendente da ¥) di uno generico dei suoi
gruppi, rispefto alle aggiunte neutre di quell’ordine; ma & pit
semplice dedwrre addirittura la disuguaglianza dalla (1} del
n. 6, tenuto conto che p > % - e che m = p + 8,

Dimostriamo ora che, se » > # — =, il gruppo G & certa-
mente speciale in y. Il caso # << ©m— 1 (nel quale & certo

(") [69, p. 150].
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7 2> n— m) sl esaurisce subito, perché per -~ 1 punti di f
passa sempre qualche gruppo canonico neutro. 5i pud dunque
supporre s — T 2 0 epperd » > 0 e ammettere inoltre la pro-
prieta asserita per le serie neutre di ordine » — 1, a gruppo
ordinario indipendente da ¥, ¢ dimostrarla per le serie neutre
di ordine s,

Sia dunque una |G|, con # > # — 7 > 0 e P sia un punto
di G non fisso per la serie. Vi & certo in G un tal punto, se no
sarebbe »=0. La serie dei resti di P rispetto a |Gl,, tra i quali
c’¢ il gruppo H=G - P, indipendente da vy, appartiene a y ed
ha l'ordine # — 1 e la dimensione » — 1. Lssendo per essa
r—I>(nm—1)—m=x, il gruppo H, per la proprietd am-
messa, & speciale. Sia K un gruppo canonico neuiro conte-
nente #. Un tal gruppo contiene in conseguenza P, cioé tutto
il gruppo G=H + P, perché, in caso contrario, pel teorema di
riduzione, il punto P sarebbe fisso per |G|,. Dunque |G|, & spe-
ciale, secondo quanto si ¢ asserito.

Siccome & sempre, come abbiamo premesso, » > # - T,
la conclusione pud enunciarsi in forma negativa dicendo che,
se per G & { = o, la serie |G|, ha la dimensione » = # — .

Si vuol ora provare che, se G ha lindice di specialith
neutro 1, ¢ ¥ = #— 7 + 1, Poiche il teorema & vero per i =o,
potremo dimostrarlo per induzione da 7 — 1 ad ¢, supponendo
¢ > 1. Per G passano dunque, secondo l'ipotesi, 7 gruppi ca-
nonici neutri indipendenti e di questi ne passano i — 1 (> 0)
per un punto generico P della curva; onde, a cagione del teo-
rema ammesso, la serie |G+ Ply, individuata dal gruppo G+ P,
indipendente da ¥ e di indice di specialitd neutro i — 1, ha la
dimensione # + I —m + ¢~ I = -7 4+ 7. L siccome
esiste qualche gruppo canonico neutro passante per G, ma non
per P, a norma del teorema di riduzione, la serie |G+ P|, ha
il punto fisso P; sicché essa ha la stessa dimensione » di |G|.
Si conclude pertanto col seguente feorema di Riemann-RocH
per le sevie neutre
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La dimensione della sevie lineare neuiva completa indivi-
duata da un gruppo G di n punti, indipendente dal campo newu-
tro fissato v, di genere vivinale ™, & espressa da

(6) y=n—m + i,

ove t denota Uindice di specialita neutro di G.

OSSERVAZIONE., — Se csiste almeno un gruppo canonico
neutro ordinario passante per G, il generico dei gruppi canonici
neutri contenenti G & ordinario ed ¢ — 1 esprime in tal caso
la dimensione del vesto di G rispeito alla serie canonica neutra.

Se invece ogni gruppo canonico neutro contenente G & sin-
golare, la differenza fra la serie canonica neutra |K|, ¢ la serie
|G|, non esiste nel campo neutro, ma esiste come differenza sin-
golare (n. 8).

II teorema di Riemann-RocH ci dice che I'indice di specia-
lita neutro di un gruppo G della serie}Gl,, il quale sia indipen-
dente da v, non muta al variar di G nella serie, purche il gruppo
non divenga singolare: il qual fatto consegue pure dal teorema
invariantivo del resto se esiste effeftiva nel campo neutro la
serie |K — Gl;. '

L’indice di specialita neutro di un gruppo della data serie,
indipendente da v, si potrd percid anche chiamare indice di spe-
cialité neutro della serie.

18, INDICE DI SPECIALITA ASSOLUTO; SUA RELAZIONE COL-
L’INDICE DI SPECIALITA NEUTRO E COLLA SOVRABBONDANZA DELLA
SERIE. — Oltre all’indice di speciality neutro ¢ di una serie |G,
a gruppo ordinario indipendente da v, si pud considerare 1'in-
dice di specialita assoluto j, che & il consueto indice di specia-
litA di G, in quanto si considerino le serie nel campo assoluto,
con riferimento dunque all’ordinaria serie canonica. E questo
indice non varia neppure quando G diviene singolare entro
|G|y, perché trattasi di un gruppo variabile in una serie conte-
nuta totalmente in una serie lineare assoluta.

PoI onory
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E facile trovare una notevole relazione fra i, § e la sovrab-
bondanza o (n. 6, Oss. 2%) di {G|,. Invero, dalla (2) del n. 6,
tenuto conto che

p=n-pty
segue:
=0 - ®n o+ § koo,

e, confrontando colla (6):

(7) t=7+0,

cioé:

L'indice di specialita neutro d'una sevie neulra & la somma
dell'indice di specialita assoluto e della sovrabbondanza della
serie.

Ne deriva che una serie speciale neutra é genevalmente so-
vrabbondante, nel senso che, generalmente, se & speciale, pel
suo gruppo ordinario (indipendente da ¥) passa un gruppo ca-
nonico neutro ordinario e quindi ¢ certo 7 > 7.

La sovrabbondanza di una serie speciale nemtra é nulla
soltanto mel caso eccezionale n cui pel gruppo ordinario della
serie non passa alcun gruppo canowico newtro ovdinario,

Una serie non speciale & sempre non sovrabbondante, per-
che, essendo ¢ = o son nulli § e o.

OSSERVAZIONE. ~— Si zricordi (n. 6, Oss. 5%) che se esistono
gruppi della serie assoluta |G| contenenti le coppie di v, e
queste presentano ai gruppi di |G| esattamente 2 & condizioni,
la serie |G|, non pud esser sovrabbondante, Per serie siffatte,
anche se speciali, il caso generale & dunque della non sovrab-
bondanza. '

Se & = 1 una serie |G|, contenuta in una |G| per cui la

by

coppia data non sia neutra, non & mai sovrabbondante.
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LE SERIE NEUTRE COME LIMITI DI SERIE LINEARI ASSOLUTE

1g. LE CURVE DI GENERE VIRTUALE 7 COME LIMITI DI CURVE
DI GENERE EFFETTIVO m. — La teoria della serie lineari neuntre
deve esser considerata da un aliro punto di vista, che le con-
ferisce maggiore portata,

Una curva C di genere p, sulla quale siano comunque
assegnate 3 coppie distinte di punti (distinti o coincidenti), in
quanto curva di genere virtnale = = p + 8, pud considerarsi
come limite d’una curva di genere eflettivo =. Cosi il campo
neutro y, definito su C dalle coppie date, si presenta global-
mente come limite del campo assoluto delle serie lineari d’una
curva, di genere effettivo =.

Occorre ginstificare e precisare queste asserzioni. Costrui-
scasi un modello proiettivo piano f det campo {n. 2) e ne sia m
I'ordine. La curva f ha & punti doppi, imagini delle coppie
neutre date (nodi e cuspidi ordinari) ed altri d nodi assegnati.
Vi @& allora, nello spazio lineare Sy delle curve di ordine m,
una falda lineare @, di origine f, di curve irriducibili di ordine
con d nodi variabili e nessun altro punto doppio (). La gene-
rica curva f di @ & di genere effettivo = e facendola tendere,
entro ©, al limite f, essa acquista ex nove i & punti doppi, che
debbon riguardarsi virtualmente inesistenti nel definire su f
il campo y.

Vediamo che cosa accade delle aggiunte ad f in questo pas-
saggio al limite.

Consideriamo in primo luogo il sistema lineare delle ag-
giunte ¢ ad { di un ordine fissato I > m - 3. Poiché i punti
doppi di f tendono ai nodi assegnati di f e questi, come i nodi
di f, presentano alle curve di ordine ! condizioni indipendenti,
il sistema considerato ha per limite 'intero sistema lineare delle
aggiunte neutre ¢ a f, di ordine /. Ogni aggiunta neutra pud

(') [67. p. 317].
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cosi riguardarsi (nello spazio lineare delle curve di ordine /)
come un elemento di accumulazione di aggiunte dello stesso
ordine alle curve della falda ®. Si pud anzi ottenere che ogni
prefissata ¢ sia Kwmife di una % variabile, facendo tendere f ad
f lungo un ramo di @ coll’origine f e determinando, mediante
un numero sufficiente di punti genericamente scelti su ¢, una
aggiunta ¢ aila f variabile.

Le considerazioni precedenti non valgono quando I< s - 3
e pitl propriamente quando il sistema delle aggiunte neutre
¢ ad f, di ordine /, & sovrabbondante (cioé quando i punti doppi
assegnati di f non offrono condizioni indipendenti alle curve
di ordine ). Pud allora avvenire che la dimensione del sistema
delle aggiunte neutre ad f, di ordine /, sia maggiore della di-
mensione del sistema delle aggiunte dello stesso ordine ad f; i
quest’eventualita & possibile tanto che ogni aggiunta neutra sia
elemento di accumulazione di aggiunte alla f variabile in @
(in tal caso essa pud anche conseguirsi come limite di una
aggiunta ad §, ¢ il sistema variabile al limite aumenta di di-
mensione), quanto che fra le aggiunte neutre ve ne sieno di
quelle che non sono affatto conseguibili come elementi di accu-
mulazione di aggiunte ad f.

20. LE SERIE NEUTRE COME LIMITI DI SERIE LINEART DI UN
CAMPO ASSOLUTO. — Quel che si ¢ esposto nel n. prec. per-
mette gia di affermare che la serie canonica newtra di f & limite
dell’ ovdinaria sevie canomica di f e che le serie qpeciali segate
su f dalle aggiunte neutre dei vaii ordini, maggiori di m - 3,
son limiti delle analoghe serie segate su f dalle aggmnte asso-
Iute. Infatti per un dato ordine I >> m - 3 la serie neutra su f
e la serie assoluta su f hanno ugual dimensione.

Cid premesso, mostriamo che ogni seric lineare neulra non
speciale di f puo considerarsi come limite di una seric linearve
non speciale di f.

Sia, invero, su f una |G|, non speciale, completa, di ordine =
{e dimensione ¥ = » — m), Determiniamo un { > m - 3 cosi
grande che esista qualche aggiunta neutra ¢, di ordine /, pas-
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sante per G ¢ segante ulteriormente f, fuori dei nodi assegnati,
in un gruppo H, di v punti, indipendenti da y. Cid ¢ sempre
possibile (n. 4). Siccome la serie |G + H|, segata su f, fuori
dei nodi assegnati, dalle ¢ di ordine I/, & non speciale e lo
stesso accade della serie {Gl,, i punti di H impongone v con-
dizioni indipendenti alle ¢ di ordine 7, che debbon contenerli.

Conducansi genericamente pel punti di A altrettanti rami
linearl, aventi le origini in quei punti; e consideriamo il
gruppo H, vicinissimo ad H, staccato da quei rami sopra una
curva f, dell'intorno di f nella falda ®. Poichd # presenta
condizioni distinte alle ¢ di ordine I, cosi per ogni f di un
intorno abbastanza piccolo di f in @, dovra accadere che il
relativo gruppo H presenti pure v condizioni distinte alle § di
ordine /. D’altronde tutte le & di ordine ! segan su f, fuori dei
nodi, una serie non speciale; dunque anche la serie |G| segata
dalle ¢ di ordine I, fuori dei nodi e del gruppo H, & non spe-
ciale. Pertanto |H! ha per limite tutta e sola la serie [H|, di
ugual dimensione.

Possiamo aggiungere che la varieta V delle servie non spe-
ciali di dato ordine n della curva variabile §, ha per Limite
tutta e sola la varieta 'V delle sevie neutre non speciali dello
stesso ordine di f, perche le due varieta constano clascuna di
oo™ serie di ugual dimensione »n - .

Se # > 2w - 2, quest’ultima asserzione vale non soltanto
per le generiche serie di Ve di ¥, ma anche per serie qualsiansi,
che son sempre non speciali. Se invece » < 27 - 2 (ma ad
ogni modo > w, se no la generica serie di V e di V sarebbe
speciale) vi sono in V e in V serie speciali ¢ si pud comunque
affermare che ogni serie neutra speciale di V & elemento di
accumulazione (epperd anche limite} di serie non speciali di v,
dato che V e V come varietd algebriche, contengon totti i loro
elementi di accumulazione.

OSSERVAZIONE 1%, — Nei riguardi delle serie di ordine #n<n

esistenti su f, nessuna relazione generale di limite si pud indi-
care, perché la generica serie lineare o la generica scrie neutra

P, I, n zo
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di ordine # < m, esistente su f o rispettivamente su f, ¢ speciale.

OSSERVAZIONE 2°. - Giova osservare pel seguito che fissati,
su f, W gruppi canonici meutri lncarmente indipendenti, essi
posson considerarsi come limiti di altvettanti gruppi canonici
indipendenti di f, per | — 1.

Sleno @y, ..., @5 lo aggiunte neutre di ordine ms.— 3,
che segano su f i gruppi canonici neutri fissati. Poiché nel
sistema lineare delle aggiunte di ordine m - 3 ad f non ve n’é
nessuna che contenga qualcuna delle predette ¢, per @ - I
punti generici fissati su ciascuna delle ¢, passa una sola ag-

giunta ¢, d’ordine m -~ 3 ad f. La condizione si verifica cer-

tamente quando f appartiene ad un inforno abbastanza pic-
colo di f in ®, perche per § — f ognio , passante per ™ - I
punti generici di ¢, ha per elemento di accumulazione una P
passante per quei punti e di tali ¢ vi ¢ la sola ¢;; sicche quella
¢y & certamente unica ed ha per Lmite ;. Similmente per le
altre ¢. Le $,, &, ..., &, cosi ottenute, son certo indipen-
denti tra loro, perch¢ hanno per limiti curve indipendenti.

LE VARIETA QUASI ABELIANE SPECIALI

2I. LA VARIETA DI JACOBI IN UN CAMPO NEUTRO. — TFer-
miamoci un poco a considerare la varieta V, dei gruppl di «
punti d'una curva C, di genere effettivo e di genere virtuale
m = p + &, sulla quale son fissate & coppie, individuanti un
campo v di serie neutre,

Questa varietd, che ¢ I'analoga della varieta di Jacosi nel
campo assoluto, gode d’una delle proprietd peculiari d’wna
varietd abeliana di genere 7. Essa possiede ciod un gruppo con-
tinuo abeliano oo™ di trasformazioni birazionali in sé, che si
costruisce con processo analogo a quello classico per una varieth
di Jacobi (1). £ inutile ripetere questo processo, bastando av-
vertire solamente che il ragionamento va riferito a, gruppi di =
punti indipendenti da v, perché soltanto per essi valgono incon-

() 1l procedimento cui si allude trovasi in [8}. Vedi pure [69, p. 281],
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dizionatamente il teorema di unicita e di esistenza e le opera-
zioni di somma e di sottrazione.

Le operazioni del predetto gruppo abeliano, da applicarsi
ad ogni gruppo G di = punti di C, indipendente da ¥, sono
del tipo +4 - B, ove 4, B son gruppi di w punti indipen-
denti da y. Esse s’ottengon tutte tenuto fisso A, al variare di B.
L’omologo G’ di un gruppo G, indipendente da Y, in una,
+ A - B, delle trasformazioni del gruppo abeliano, & carat-
terizzato dall’equivalenza

G+4-B=G (iny),

sicche G’ ¢ individuato se la serie |G + 4 - Bl, & non spe-
ciale; il che accade certo per G, 4, B generici.

C'e pero wuna differenza essenziale ira il gruppo abeliaio
Spettante ad ww ordinaria varietd di Jacobi ed il gruppo abe-
lano dell’ analoga varietd in un campo neutro ed & che mentre
il primo & assolutamente transitivo, il gruppo trovato su V, &
generalmente transitivo. Anzitutto ricordiamo che una varieti
di Jacobi di genere m diviene del tutto omogenea, cosi che i
suol punti appariscon equivalenti fra loro rispetto al gruppo
abeliano a questa spettante, quando essi s’assumano come ma-
gini delle g. non speciali, pinttosto che come imagini dei gruppi
di = punti della curva data di genere effettivo w. Quest’ultimo
modo di considerar le cose si pud riferire anche alla ¥, ine-
rente alla curva C di genere virtnale w; ma, nonostante cio,
il gruppo abeliano spettante a ¥, non diviene assolutamente
transitivo. Esso & generalmente transitivo, nel senso che dati
due gruppi gemerici G, G’ (ciod due serie complete g.), esiste
sempre una trasformazione + 4 - B del gruppo, che porta
G in G’. Basta all’'uopo assumere

B=A+ G - G (iny),
A essendo un gruppo generico di m punti.

5 PoT, owm o2r
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Per contro Upperazione perde significato, pur essendo
A, G, ¢’ indipendenti da v, se B risulta dipendente da Y o,
peggio ancora, se uno dei due gruppi G, G’ ¢ dipendente da y.
In questi casi il modo di operare di una trasformazione del
gruppo va studiato a parte. Precisiamo: Per ottenere tutte le
operazioni + A - B basta fissare un gruppo generico 4y, di n
punti, e far variare B. Suppongasi che, essendo G indipendente
da v, come lo & A, per una posizione By di B, pure indipendente
da v, accada che ogni gruppo della serie |G +4,l, passante per
B,, contenga qualche punto delle coppie di y. L’operazione
+ A, - B, applicata a G non ha allora di per sé significato inye
si potra chiamare un’operazione del gruppo, singolare non in st,
ma rispetto a G. Ebbene, in tal caso si osservera che le posizioni
di B per cui accade il fatto segnalato, sono particolari, cioé
formano in V, una varieth subordinata, perché quando B va
in B, il gruppo G + A, - B, ¢ indipendente da y. Si pud
pertanto considerare in ¥, un ramo analitico ¢, avente per
origine By, il quale non abbia, nell'intorno di B, che questo
gruppo originante ’operazione singolare + Ay - B,.

Quando B tende a By, lungo o, la serie |G + 4, - Bl
tende verso una posizione limite ben deferminata (in conse-
guenza di un’osservazione che ho pit volte fatto altrove), la
quale sard generalmente un solo gruppo di punti; ad ogni
modo I'insieme dei gruppt limiti, ottenibili al vaviare di g, sotto
le condizioni poste, ¢ U'entec omologo di G nella trasformazione
+ Ay~ By, singolare rispetto a G.

Diversamente procedono le cose se G dipende da . Dicasi
H il gruppo ottenuto da G sopprimendovi i punti delle coppie
di v, contenuti in G, contando ciascuno colla molteplicita con
cui entra in G; e si denoti con ¢ il campo definito dalle coppie
non impegnate, completamente o parzialmente in G (eventual-
mente il campo assoluto, se G contiene qualche punto di ognuna
delle & coppie).

Te serie |G|, ed |H),, differiscono soltanto pel fatto che
ai gruppi della seconda si devono aggiungere come puntt fissi
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quelli soppressi da G. Similmente la serie |G + 4 -~ Bl,, con
4, B indipendenti da v, differisce dalla |H + 4 ~ Bl,., per
gli stessi punti fissi. Pertanto I'operazione + 4 ~ B muta
gruppi dipendenti da v in gruppi dipendenti da ¥, cogli stessi
punti fissi.

Se l'operazione H + 4 - B non ha senso in v’, soccorre
la precedente considerazione di limite; ma i punti fissi son
sempre i medesimi.

Insomma sulla V. esistono ool varietd U ..; ciascuna delle
quali rappresenta le m-ple con un punto fisso: in particolare vi
sono 28 varieth Ui inerenti ai punti delle coppic di Y (due
Uz-1, inerenti ai punti di una coppia, coincidono, se coinci-
dono i due punti). Le trasformazioni del gruppo abeliano di V,
mutano i sé ciascuna di queste 2 & varietd Uay (),

Resta cosi precisato il modo di comportarsi del gruppo abe-
liano di fronte alle anomalie delle operazioni di somma e di
sottrazione nel campo neutro.

La varietd V,, in quanto, come diceramo, & in certa mi-
sura analoga ad una varietd di Jacobi, secnza essere nel fatto
birazionalmente identica ad una tale varietd, di genere i, si
chiamerd una varietd quasi abeliana (di JACOBI) di genere vir-
tuale (o dimensione) m e di genere effettivo p (= w - 3). Essa
riducesi all’ordinaria variety di Jacobi per & = o.

Come si sa, la varietd di.Jacobi di genere p, per p > 3,
non & la pill generale varietda abeliana: Poincart la chiama
una varietd abeliana speciale, perche essa dipende da un nu-

. : : : pp -+ 1)
mero di moduli, 3 p ~ 3, minor di quello, B
dipende una varictd abeliana qualunque.

Le varieta abeliane piti gencrali si ottengono (come risulta
da un teorema di CASTELNUOVO-ENRIQUES) a partire da super-
ficie o varietd algebriche e non da curve.

{7) Non & percid detto che vengan mutate in sé anche le varieth comuni
a due o pih delle 2 § variethy invarianti; e cid a causa della nmon assoluta

biunivoeitd delle trasformazioni del gruppo. Tn seguito vedremo che effetti-
vamente talune delle predette varietd possono non esser mutale in sb.

P. I, n z2r
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Dovremmo pertanto aggiungere, anche nel caso della con-
siderata varieta quasi abeliana, I'attributo « speciale »; ma ce
ne dispenseremo, fino al momento in cui non avremo da con-
siderare varietd quasi abeliane pid generali.

OssERVAZIONE 12 — I moduli di una varietd quasi abe-
Jiana (speciale) di genere 7, ciot di una curva € di genere vir-
tuale © = $ + 8 e di genere effettivo p si contan facilmente.
Sono in definitiva i moduli del campo neutro ¥, risultante dal-
Passociare la curva C di genere effettivo p alle coppie neutre
su essa prescelte (!). Supponiamo dapprima che ognuna di
queste coppie consti di punti distinti. Se p >> 1, poicht la C a
moduli generali non ammette trasformazioni birazionali in se,
il numero dei moduli di v & uguale al numero © dei moduli
di C aumentato del numero dei parametri delle coppic neutre,
clo¢ a

t+28=3m -3 - 3.

Se p = 1 il numero © + 2 & dei moduli di ¥ va diminuito
di 1, perché vi sono in C oo! gruppi di 8 coppie birazionalmente
equivalenti a uno dato di essi: onde il npumero dei moduli i~
sulta ancora (per & > 0) 37— 3 — C.

Se p = 0, 8 > 2, il numero T + 2 & va diminuoito di 3,
percht vi sono in C oo® gruppi di & coppie proiettivamente
equivalenti a uno dato di essi, e il numero dei moduli continua
ad essere espresso da 3 ® - 3 -~ &

Infine, se # = 0, & = 1 non vi sono moduli, perche tutte
te coppie di punti C son proiettivamente equivalenti.

Se le & coppie si suddividono in 8; formate ciascuna da
punti distinti e in &, costituite da punti coincidenti, invece del
numero T + 2 & dei moduli di ¥, si perviene al numero

t 423 +8 =3a—3—08—0

(1) Nel n. 48 sarh precisato, il valore di quest’identificazione, che costi-
tuisce soltanto un primo assaggic d'una guestione da considerarsi in seguito
nefla sua piena generality (n. 55}
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che vale per tutti i casi, salvo che per p=o0, 8,=1, 8,=1
08 =o0,8 =203 =1, ne quali non vi sono moduli.

Concludendo:

Il nuwmero dei moduli di una curva di genere virtuale w1
¢ di gemere effettivo p < w & espresso da 3 T -3 — & — B,,
ove 8 (= w—— p) é il numero totale delle coppic neuire ¢ &, il
numero di quelle, fra esse, che constano di punli coincidenti,
La formula non vale per © = 1: allova non vi somo moduli,
L unico ulteriove caso tn cui non vi sono moduli ¢ quetlo nel
gquale p = o0, & = &, = 1.

La conclusione puo altres} stabilirsi tenuto presente il noto
procedimento per contare i moduli d’una curva di genere ef-
fettivo p (') ed il fatto che Iimposizione alle curve di un si-
stema continuo di curve piane di un nuovo nodo o di una
nuova cuspide, in un punto non dato del piano, equivale ri-
spettivamente ad 1 o a 2 condizioni semplici.

OsSERVAZIONE 2%, — B noto che quando si assume a va-
rietd di Jacosr ¥, d’una curva di genere p > 1 la variety dei
gruppt di p punti della curva, invece di quella defle g, spe-
ciali, la varietd viene a contenere una varietd eccezionale E,
a p - 1 dimensioni, rappresentante i gruppi speciali; ecce-
zionale nel senso che, passando alla V p delle g, essa trasfor-
masi in una £, ,, imagine delle g, speciali e ogni punto di
E’,_, proviene da una curva razionale di E,; () Per la
E', ., passano le ool varieta oo’~1, ognuna delle quali rappre-
senta le p-ple con un punto fisso.

Queste proprietd trovano risconfro in analoghe proprieta
d’una V. quasi abeliana. Anche su V,, in quanto variety dei
gruppi di = punti della curva, esiste una varietd eccezionale
£, lappresentante i gruppi neutri speciali di @ punti. Ma la
trasformazione di questa E_, nella Z”__, nelle g, neutre spe-
ciali, da Iuogo a circostanze pid riposte per I'intervento dei
gruppi di = punti dipendenti dal campo y. Su queste circostanze

() (87. pp. 155, 321].
() {15, p. 447], [69, p. 2847 e pit ampiamente in [785, p. 140].

oI on er
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ritorneremo nel n. 33 e le illustreremo anche con un esempio
alla fine della Memoria (per © = 2, p = 9 = I).

22. ALCUNE PROPRIETA DELLE VARIETA QUASI ABELIANE, —
Una seconda diversith essenziale fra varietd quasi abeliane e
variety abeliane & che, mentre una varietd abeliana, considerata
in un modello privo di varietd eccezionali (qual’é quello che
s’ottiene per la varietd di Jacobi riguardandola come insieme
di serie gp), non possiede alcuna varieta razionale, invece una
variett quasi abeliana di gewere T=p T 8 contiene wn’invo-
luzione abeliana oo di varictd razionali di dimensione 9.

La generica di esse & I'imagine dell’insieme dei gruppi di
punti di una generica g% completa del campo assoluto. Le oo”
varieth M, cosi oltenute, formano un’involuzione, ciogé un
sistema continuo d’indice I, appunto perché per un generico
punto di V. ne passa una sola. Due M; non hanne punti co-
muni.

L’involuzione oo? & poi abeliana, essendo birazionalmente
equivalente alla totality delle gi di C, cio¢ alla varieta di
Jacobi di genere p inerente alla C.

Le M, son sistemi d’imprimitivith pel gruppo abeliano di
V. e sono inoltre traiettorie delle trasformazioni + 4 - B,
ove A, B denotan due gruppi (indipendenti da t) non speciali
in vy, appartenenti ad una medesima g% assoluta.

Ma c’& di pit. Fissato su C un gruppo H di & punti generici,
gli oof gruppi G di @ punti passanti per H, son rappresentati
su ¥, dai punti di una varietd algebrica W, unisccante delle M.
Al variare di H si ottengono oo® varieta W, costituenti un

. . N
sistema algebrico d’indice (‘a‘) .

Proviamo che dall’esistenza delle W, segue I'esistenza so-
pra V. di un sistema involutorio oo? di varieth Z, unisecanti

delle M,. Conviene all uopo comsiderave V. come tmaging bira-
sionale senza eccezioni della totalita dei gruppi di T punti di C
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{anziché della totalita delle serie neutre gi). A questa norma
ci atterremo nel seguito. La generica M; viene allora ad essere
in corrispondenza birazionale senza eccezioni con un ente li-
neare g¥ ed & percid, essa medesima, Luneare ().

Cid premesso, scegliamo sopra una M; genericamente fis-
sata, ¢ sia M5, un gruppo di & + 2 punti linearmente indi-
pendenti e consideriamo una W, per ciascuno di essi. Sieno

i E
W, W e+ e W, in tal modo scelte. Esse staccano

sulla generica M; un gruppo di 8 + 2 punti indipendenti,
perché cid accade sulla particolare M;. Resta cost algebrica-
mente individuata, fra due M; generiche, un’omografia, nella
quale si corrispondono le intersezioni con una medesima delle
Wi ..., W, ' Le traiettorie di quest’omografia variabile

P
sono co® varietd Z,, unisecanti delle M3, costituenti un sistema

involutorio, perché pel generico punto di V; passa una sola Z,,.

Fra le Z, vi son naturalmente & + 2 varietd che con-
tengono le W, ..., W+ ¢ ne differiscono per varieta
fondamentali del sistema oo delle M;, ciod per varietd che

('} {78, p. 21]. B necessario tener presents gualche propricta delle va-
rietd lincari, che discende quasi automaticamente dal loro stesso concetto.
Anzitutto in una Mz lingare son da distinguere quelle curve aigebriche, le
quali godon della proprietd di esser segate nel minimo numero di punti da
ogal varietd algebrica a § — 1 dimensioni della M5 le chiameremo le rette
invariantive di M. Gliperpiani invariantivi saranno poi e varietd a § — 1
dimensioni di M5, che godon della proprieth di esser incontrate in un punto
dalle rette invariantive. Per intersezione degl'iperpiani invariantivi si gene-
rano i feand, gli spazi Bneari a 3 dimensioni invariantivi; ece, In una qual-
siasi rappresentazione birazionale senza eccezioni di Ms in un Sj, rette,
plani, .. . invariantivi, si rappresentanc in rette, piani, ... di Ss. La geo-
metria projettiva di Sp si trasferisce cosi immutata ad M. Una trasforma-
zione birazionale senza eccezioni fra due Mz & sempre un’omografia, ciod
muta rette, piani, . . . invariantivi, in rette, piani, . .. invariantivi. Essa &
individuata quando a § + 2 punti indipendenti, arbitrariamente scelti so-
pra una delle due wvarietd, si fanno ordinatamente corrispondere i punti di
una (& -4 2)-pla di punti indipendenti scelti nell’altra. Occorre in ultimo
avvertire, a scanso di equivoci, che gli enti lineari invariantivi sopra consi-
derati, non si potrebbero definir puramente e scinplicemente come le curve,
le superficie, . . . lneari contenute in My, perchd di curve, superficie, . . . li-
neari subordinate ad M3 ce ne sono ben altre. Cosi in un S cgni curva ra-
zionale priva di punti multipli & un ente lineare oo'; ogni superficic razionale
rappresentata da un sistema Jineare di curve piane senza punti base o
curve fondamentali, & un ente lineare co?; ecc.

P.I, n 22
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son contenute in talune M,, se & > #, o son composte con
infinite M, se 8 </ p: in ogni caso varietd che non hanno
intersezioni colla generica M. Varieta siffatte non posson man-
care, perché le Wb, ..., W, da sole non posson far
parte di un sistema irriducibile oo?, d’indice 1, posto che gia
fanno parte da sole di un sistema irriducibile co? d’indice
> 1.

Le Z,, essendo in corrispondenza birazionale colle loro
tracce sopra una data M,, formano un sistema razionale.
Ad una generica coppia di elementi M;, Z, dei sistemi delle
M e delle Z,, corrisponde un sol punto di V. (I'intersezione
delle due varieth}, e, viceversa, ad un punto generico di V.
corrisponde una M, ed una Z, (che in esse s'intersecano). In
conclusione: '

Ogni varieti quasi abeliana di geneve virtuale ™ = p + 8,
derivante da wna curva C di geneve effettivo p, & i prodotio
della varietd di Jacobi inevente a C e di uno spazio lineare Ss.

Se la curva C & razionale (p = o) la varietd riducesi
senz’altro alla varieta razionale co® dei gruppi di & = m punti
di C.

Si avverta che per & = 1, 2, .... la V; viene ad essere
la varieti dei gruppi di  + 1, # + 2,.... punti della C;
pertanto si pud enunciare, indipendentemente dalla teoria delle
serie neutre, che:

Sopra una curva di genere effettive p la fotalita dei gruppi
di un numero dato di puntt, maggiore di p, & sempre una va-
rietd quasi abeliana (mentre la varietd dei gruppi di p punti
& abeliana).

OSSERVAZIONE T2, — Come imagine proiettiva di V. si pud
assumere addirittura wuna varietd abeliana di spazi lincari S,
perché una tal varietd, che sia birazionalmente equivalente,
come totalith di Ss, alla varietd di Jacobi di una curva C di
genere p, ¢ il prodotto di questa varieta e di un S;. In parti-
colare, per & =1, si ha una varietd rigata di dimensione p + 1
e per p = & = 1 una rigata ellittica,
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Le Z, entro V. formano un sistema che & di equivalenza,
in quanto ¢ razionale (1. Per & = 1 le Z, sono addirittura
linearmente equivalenti ¢ una Z, ed una W, son linearmente
equivalenti, a meno di varietd rigate a p dimensioni tracciate
sulla V.

(OSSERVAZIONE 22, — Abbiamo gid osservato che una M;
& mutata in sé dalle trasformazioni del gruppo abeliano di V.,
che proveugono dai gruppi 4, B di una medesima g? assoluta.
Queste oo® trasformazioni — le quali sull’ente lineare M; non
sono che omografie — formano un sottogruppo, che & ovvia-
mente abeliano. Le suc omografie lasciano invarianti le 28
varieth U__, di cui parlammo nel n. prec.

Nel caso & = 1 come modello della Vi pud assumersi, come
s'¢ detto, una V,,, rigata, sulla quale son tracciate due va-
rieta U, unisecanti delle generatrici e cortispondenti ai punti
della coppia di y. Su ogni generatrice il gruppo abeliano di
V.1 subordina un sottogruppo abeliano ool, che lascia fissi 1
due punti segnati dalle predette U .

Queste osservazioni precisano sufficientemente anche in ge-
nerale la struttura del gruppo sopra V.

1L TEOREMA D ABEL E IL TEOREMA D'INVERSIONE
IN UN CAMPO NEUTRO

23. INTEGRALI ABELIANI DI I® SPECIE IN UN CAMPO NEU-
TRO. — Consideriamo nuovamente la curva di genere virtuale

= $ + &, con & coppie neutre, come limite d'una curva di
genere effettivo = e riferiamoci all’'uopo ai modelli proietiivi
piani f,  delle due curve, considerati nel n. Tg.

Sulla falda @, di origine f, ncllo spazio Sy, fissiamo una f,
vicinissima ad f e, supposti gli assi %, y generici rispetto alle
due curve, segnamo sul piano dove si distende la variabile
indipendente %, i punti di dirvamazione della funzione y di

M {78 p. 112}

P.I, n 2z
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definita dalla f = o e i punti di diramazione della funzione y di
x definita dalla f= o, nonché i valori di x che spettano ai nodi
virtualmente inesistenti di f, non occorrendo di segnare espres-
samente 1 valori di x spettanti alle eventuali cuspidi di f,
perché essi figurane gia tra ie diramazioni.

Fra i punti di diramazione di y, in numero di 2 m+2 7 - 2,
ve ne sono 2 m+2p-2-8, vicinissimi ad altrettanti punti
di diramazione di y, ove &, rappresenta il numero delle cop-
pie di v costituite da punti coincidenti, cio¢ il numero delle
cuspidi di f. Vi sono inoltre &, coppie di punti di diramazione
di v, ciascuna delle quali consta di punti vicinissimi alle ima-
gini dei nodi virtualmente inesistenti di f, ove 8, (= & - §,)
¢ il numero di questi, cio¢ delle coppie di y costituite da punti
distinti.

Infine vi sono &, terne di punti di diramazione di y vici-
nissimi alle imagini delle cuspidi di .

Fissiamo 7 aggiunte neutre linearmente indipendenti, di
ordine s ~ 3, della f: denotiamo con ¢ una generica di esse.
Un integrale del tipo:

- j g

si dird su f un integrale abeliano neutro di 1* specie. Prima di
precisare il comportamento di quest’integrale nei punti di f,
conviene di premettere un’osservazione circa la pitt opportuna
scelta delle .

Tra le aggiunte neutre ad f vi sono le aggiunte assolute e
quelle che contengone 1, 2, . .., & - 1 del punti doppi vir-
tualmente inesistenti di f. Orbene, per individuare il sistema
lineare co™=! delle ¢, sceglieremo:

a) le p aggiunte assolute d’ordine s - 3, linearmente
indipendenti: sieno @,, @,, . . ., Pps ,

b) le & aggiunte neutre d’ordine m -3, ¢, ¥,, . ., U5,
ognuna delle quali contiene & - 1 punti doppi virtualmente
inesistenti, e dall’'una all’altra varia il punto doppio escluso.’
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Precisamente: intenderemo che ¢y, . . ., 5 sieno le aggiunte
neutre ognuna delle quali esclude uno dei &, nodi virtualmente
inesistenti e ¢y, - . ., s le restanti aggiunte, ognuna delle
quali esclude una cuspide.

Le 7 aggiunte neutre ¢, ¢, cosi fissate, son linearmente
indipendenti, perché¢ in un legame lineare

(8) Ayt R, gy Db s 95=0

non potrebbe esser diversa da zero qualcuna delle p, in quanto
ogni ¢ non contiene un punto doppio di f, che invece glace
sulle @ e sulle alire ¢; e d’altronde se tutte le p son nulle,
anche le A devon essere nulle, perché le ¢ son linecarmente
indipendenti. Porremo:

) un—[% = (=T, ores ) 4
(1o} v, = (P}a;i (¢ =1,..,0).

1] sistema oot~! delle aggiunte neutre pud dunque rappre-
sentarsi colla combinazione (8), al variare delle A, . Per ge-
nerici valori dei parametri si ottiene un’aggiunta neutra ordi-
naria.

Poich® gl'integrali (g) sono di 1* specie nel campo assoluto,
per completar lo studio degl’integrali abeliani neutri di specie
basta prenderc in esame soltanto gl'integrali (ro).

Sia A il punto doppio di f pel quale non passa la ¢ consi-
derata. Secondo la teoria elementare degl'integrali abeliani,
Pintegrale relativo a quella ¢ & dovunque finito su f, salvo che
in 4, ove presenta due singolaritd logaritmiche, se 4 ¢ un
nodo; e un polo di 1° ordine, se A ¢ una cuspide.

Invero, se A & un nodo, la funzione razionale-—7- ha in

¥
ciascuno dei punti sovrapposti ad A un polo di 1° ordine,

P.oI, n 23
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donde deriva per integrazione una singolarith logaritmica (1).
Sta invece A una cuspide {ordinaria}. Dato che f,/ =0 passa

. . : VI
per 4, toccando ivi la tangente cuspidale, la funzione i‘("‘f pre-

v
presenta in A (che ¢ un punto di diramazione semplice per y)

un polo di 3° ordine, epperd lo sviluppo di —‘_-?7 nell’'intorno del
; ,
valore x == 4, imagine di A, ha come potenza negativa di

3
ordine pitt basso (x ~ )77 , sicche nello sviluppo dell'inte-

grale attorno ad & ¢’¢ un termine in (x ~ 4)” % oltre ad un
evenluale termine logaritmico proveniente dal residuo di ;—p—}
¥
in @. Ma in realtd questo residuo ¢ nullo, essendo il solo di —-
su tutta la f. ’

I due periedi polari deli'integrale, provenienti dalle due sin-
golaritd logaritmiche, quando 4 ¢ un nodo, danno per somma

zero, essendo, a meno del coefficiente 2 = 4, I due residui di q),
¥
su tutta la f.

e si ricorda 'espressione (8) di una qualsiasi aggiunta neu-
tra di ordine m - 3, si conclude senz’altro che:

Un integrale neutro di 1* specie ¢ dovungue finito sulla
curva f, salvo che nelle coppie neutre. In ogni coppia newtva
a puniy distinti presenta (al pitr) duc singolavits logavitmiche
coi periodi polari differenti soltanto nel segno ¢ in ogni coppia
newtva a puniy coincidents presenta {al pite) un polo di 1° ordine.

24. I PERIODI DEGL’INTEGRALT NEUTRI COME LIMITI DEI PE-
RIODI DI ORDINARI INTEGRALI ABELIANI DI I® SPECIE. — Un
integrale neutro di 1° specie ha 2 p + 8, periodi, cioé 2 P

(") Si sottintende, ora ¢ nel seguito, fino a contrario avviso, una singo-
lavita logaritmica pure, ciod nen risultante dalla sovrapposizione <¢’'una sin-
golarita logaritmica e d'una singolariti polare,
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periodi ciclici, relativi ai cicli lineari della curva f e &; periodi
polari relativi alle coppie neutre a punti distinti.

Consideriamo un integrale neutro di 1* specie #% come limite
di un ordinario integrale abeliano di 1? specie della curva Fl
che & sempre possibile; n. 20, Oss. 2%). Che cosa accade, per
J— f, dei 2 @ periodi ciclici dell'integrale considerato?

Sul piano dov'¢ distesa x, 1 cappi che vanno da un’origine
O a circondare 1 punti di diramazione di y, si posson sempre
suppotre ordinati alla maniera di LirroTH-CLEBSCH (1), in guisa
che una coppia di punti di diramazione di y, vicinissimi all’ima-
gine x - a di un nodo virtualmente inesistente di f, sieno
quelli che connettono p. es. i primi due fogli della costruenda
riemanniana di f: cosa possibile, perché quei due punti di di-
ramazione permutan di fatto le medesime due determinazioni
di y, qualunque sieno ’origine e i cappi avvolgenti. Vi ¢ per-
tanto una retrosezione, inerente alla linea di passaggio che
‘congiunge la considerata coppia di diramazione, la quale consta
di un ciclo o avvolgente, sopra uno dei due fogli, la linea di
passaggio e d'un altro ciclo p, incontrante il precedente in un
punto e passante dall’'uno all’altro foglio, attraverso questa
linea.

Quando Fw f, il ciclo 7 tende ad un ciclo ¢ tracciato so-
pra uno dei due fogli della riemanniana di f, combacianti in a,
e che avvolge questo punto; e il ciclo § tende ad un cammino
aperto p, cogli estremi coincidenti in a, ma su fogli diversi e
incontrante ancora ¢ in un punto. Il cammino p torna ad esser
chiuso soltanto se il nodo acquistato nel passaggio da f ad f, si
considera virtualinente inesistente.

Per cio che concerne gl'integrali #, u di—]‘, f, il valore di #
lungo ¢ & finito, se # &, in via assoluta, di 1* specie nel nodo,
& infinito nel caso contrario: mentre il valore di « sovra o & il
periodo polare dell’integrale attorno ad a, sul foglio a cui @

() [67. p. 204].

P.I, n o2y
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appartiene; epperd ¢ nullo se # ¢ di 1% specie nel campo as-
soluto.

Dunque lacquisto di un nuovo nodo della curva Ilimite
muta un periodo ciclico dell’integrale vaviabile @ mel periodo
polare velativo al nuovo nodo, mentre un altvo periodo ciclico
di @ tende all'infinito o ad un valove finito, secondo che I'inte-
grale lmite u ¢ in via assoluta di 3* o di 1° specie.

Passiamo a considerare 1'effetto sui cicli dell’acquisto su f
di una nuova cuspide. Si pud supporre (nell’ordinamento alla
LororH-CLEBSCH del cappi relativi alla funzione y), che i
tre punti di diramazione di y, prossimi all’imagine della cu-
spide, congiungano due fogli consecutivi deila riemanniana
di §, perche al limite I'unico punto di diramazione (semplice)
di v, nel quale i tre punti si fondono, dando luogo alla cuspide,
permuta due sole determinazioni di v. E possiamo altresi sup-
porre che due di quei punti sieno estremi d’una linea di pas-
saggio, mentre il terzo sia, con un altro punto di diramazione,
congiungente gli stessi due fogli, estremo d’un’altra linea di
passaggio, Per consfatare quel che avviene al limite dei cicli
della riemanniana variabile, basta por menfe soltanto ai quat-
tro punti di diramazione che entrano in giuoco. Si pud percio
pensare addirittura ad un toro, come riemanniana di una cu-
bica ellittica f, costruita, con guattro punti di diramazione,

mediante una gl, della quale si segua la variazione, mentre |
tende ad una cubica razionale f con una cuspide. Vi sono nel
toro due circolf meridiani, che funzionano da lnee di passag-
gio dall'una all’altra delle due regioni del toro, che rappre-
sentanc i due fogli della riemanniana, ognuno dei quali con-
tiene due diramazioni. Quando f — f, uno dei circoli meridiani
si confrae verso un punto e nello stesso tempo un punto (di
diramazione) dell’altro circolo si avvicina al precedente circolo;
onde al limite vien fuori una superficie del tipo topologico della
sfera, con una specie di schiacclamento a pizzico in un punts.
1 due cicli della retrosezione del toro si riducono cosi a due
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cich (omologhi a zero), ognuno dei quali passa per l'imagine
della cuspide.

Se ora l'integrale di 1° specie # di f tende all’integrale u
di f e questo ha nella cuspide un polo di 1° ordine, duc dej
periodi di # vanno all’infinito; se invece # & in via assoluta
di 1° specie, due dei periodi di # vanno a zero. In conclusione
nell’ acquisto di una cuspide della curva limite due dei periodi
dell'integrale variabile @, che abbia per limite un integrale u
avente nella cuspide un polo di 1° ordine, tendono all’infinito;
se invece Uintegrale limite é in via assoluta di 1* specie ¢ due
periodi tendono a zevo.

25. I TEOREMA D'ABEL DIRETTO IN UN CAMPO NEUTRO. —
Che cosa accade della somma dei valori (definita a meno dei
periodi polari e ciclici) d’un integrale neutro di 1* specie nei
punti d’un gruppo variabile entro. una serie lineare neutra
|Gi, (1? La questione va esaminata soltanto nei riguardi degli
integrali (ro), perché per gl’integrali (g), che son ordinari in-
tegrali abeliani di 12 specie, la risposta & data dal classico teo-
rema di Abel.

Proveremo che anche per un integrale (10) la somma pre-
delta si conserva costante cioé che subisce un incremento infi-
nitesimo nullo, passando da un generico gruppo G ad un
gruppo infinitamente vicino della serie stessa.

Conviene all'uopo considerare la serie neutra gl, che con-
giunge, entro |G|y, 1 due gruppi infinitamente vicini e ridurre
cosi 1l problema a constatare che cosa accade di quella somma,
quando il gruppo varia in una serie lineare neutra oo!,

In primo luogo, il punto doppio virtualmente inesistente
A di f, per cul ¢ non passa, sia un nodo. Una g} neutra, il cui
gruppo ordinario sia indipendente da v, come quella che stiamo
considerando, contiene un sol gruppo G, al quale appartiene la

() Ci riferiamo al solite a serie a gruppi ordinarti, indipendenti da y.

P. I n z2z
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N

coppia neutra 4, 4. Questo ¢ il fatto essenziale, che permette
di concludere e che d’altronde caratterizza una g} di v, a
gruppo ordinario indipendente da ¥.

Invero, la somma dei valori dell’integrale v, inerente a ¢,
nei punti d’un gruppo G variabile in gl, & un integrale abe-
liano di 3* specie sulla retta s, su cui pud distendersi il para-
metro A, che individua linearmente G in g!. Quest’integrale
di 3% specie ¢ dovunque finito, salvo una sola singolarita loga-
ritmica, che cade nel punto X = X, imagine di G,; epperd
questa singolaritd deve sparire {cioé¢ il periodo polare relativo
deve esser nullo). L'integrale riducesi dunque su s alla 1 spe-
cie, cioé ad una costante.

In secondo luogo, 4 sia una cuspide e G, sia il gruppo di g},
cui appartiene 4 come punto doppio. Allora la somma di v nei
punti di G & un integrale di 22 specie su s, ciod una funzione
razionale ¢ (X), avente soltanto un polo di 1° ordine in 2.
Inoltre per £ (X) ogni gruppo di g! & un gruppo di livello, per-
ché la somma considerata assume lo stesso valore in tutti i
punti di un gruppo G. Pertanto nella trasformazione unirazio-
nale fra s ed f al polo di 1° ordine A=2X, di §(X) corrispon-
dono # poli di 1° ordine della funzione stessa nei vari punti
di Gy; ma siccome due di questi punti coincidono in 4, ivi la
£{*) avra un polo di 2° ordine: il che & assurdo, perché invece
in 4 lintegrale » ha un polo di 1° ordine. La singolarita polare
deve dunque nel fatto sparire quando si fa la somma, sicché
£(2), essendo priva di poli, riducesi ad una costante.

Resta pertanto dimostrato il seguente feorema d’Abel di-
refto, per le serie neutie:

Net punti di un gruppo variabile tn una sevie lineare neutra
(a gruppo ordinario indipendente da v), ogni integrale neutro
di 1% specie (anche se tn via assoluta ¢ di 2° o di 3 specie) da
una somma costante.

OSSERVAZIONE 1%, -~ I opportuno di porre in rilievo che
il teorema cade per le sevie a gruppo ovdinario dipendente da ~
¢ per le sevie assolute. In veritd per una serie a gruppo ordinario
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dipendente da y si potrebbe in un certo senso dire che il teo-
rema continua a valere, in quanto la somma variabile cui esso
riferiscesi diviene infinita nei gruppi della serie; ma se si fa
astrazione dai punti fissi, che cadono nelle coppie di ¥, la
serie tesidua riman neutra soltanto rispetto ad un campo ¥’,
contenente alcune delle & coppie neutre o diviene addirittura
una serie assoluta. E son allora rispettivamente gl’integrali neu-
tri di 1 specie del campo v’ o gl'integrali assoluti di 12 specie,
che danno somme costanti: tutti gli altri danno generalmente
somme variabili.

OSSERVAZIONE 22, — Dal teorema diretto s Puo trarre una
nuova dimostrazione del teorema di Riemann-Roch per le se-
rie neutre, imitando il procedimento da me esposto altrove nel
caso classico (!).

26. L TEOREMA D'INVERSIONE IN UN CAMPO NEUTRO. — Le
somme def v integrali neutri di 1* specie della curva data in
un gruppo di @ punti variabili, sono funzioni analitiche (a infi-
niti valori) del gruppo. In qual modo ed in qual misura queste
funzioni posson invertirsi? Nel campo assoluto (& = o) & que-
sto il classico problema d’inversione di Jaconpy, di cui Riemann
ha dato la soluzione generale, la quale afferma che il gruppo
(ossia ogni funzione razionale simmetrica delle coordinate de’
suol punti) ¢ funzione univoca (2p volte periodica) di quelle
somme,

Anche ne] campo neutro 'inversione porta a funzioni uni-
voche (pill volte periodiche). Tl procedimento di Rismany non
¢ tuttavia estendibile: occorre percid cercare altre vie onde
conseguire lo scopo. Una di queste & offerta da opportune con-
siderazioni di limite, passando dal modello §, di genere effet-
tivo u al modello f di genere virtuale 7 e di genere effettivo

p(=n—3).

) [87. p. 277].

7 P. I, u. 23
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Sia G un gruppo non speciale di © punti, del campo neu-
tro v, indipendente dal campo; e gli assi coordinati sieno gene-
ricamente disposti rispetto a G (il che pud sempre ottenersi con
una preventiva trasformazione di coordinate). Nessuna delle di-
ramazioni della funzione y né della funzione y (ricavata dalla j,
vicinissima ad f) cade allora nel gruppo.

Sul piano dove si rappresenta x Segnamo le imagini
X, %3 ..., %z dei punti di G; e fissata un’origine O delle
integrazioni, scegliamo i cammini d’integrazione k&, ky, ..., Ba
da O ad x,, % ..., % in guisa che non attraversino le
zone descritte dai punti di diramazione di y, mentre f si muove
sulla falda @, in un intorno abbastanza piccolo di f.

Glintegrali (9), (10), calcolati lungo i cammini & € som-
mati, danno luogo a p + & somme, che denotiamo con
By oo s By by ba

Vogliamo provare che non esiste su f nessun altro gruppo
di = punti, distinto da G e indipendente da vy, in cui gl'inte-
grali (g) (ro), calcolati lungo cammini d'integrazione arbitrari
p. es., dalla stessa origine O, dieno luogo a somme congrue
alle a, b, rispetto ai periodi ciclici e polari degli integrali stessi.

Ragioneremo per assurdo, supponendo che esista su f un
gruppo G’ di ™ punti, distinto da G e indipendente da y, ove
sl'integrali @, . . ., %, vy, . . ., Vs dieno somme congrue ad
Ay, ooy, by B

La scelta generica degli assi garantisce che i punti di dira-
mazione di ¥ e di y (per ogni f di un intorno abbastanza pic-
colo di f) non cadono neppure in G’; sicche possono scegliersi
i cammini d’integrazione k¢, k), ..., ks da O ai punti
%/, ..., % imagini dei punti del gruppo G’, in modo da
evitare le zone descritte dai punti di diramazione di y, du-
rante la variazione di f.

1l nostro scopo immediato & ora di mostrare come, nelle
ipotesi fatte, esista in f un gruppo ‘G non speciale dell’intorno
di G (nella varieta dei gruppi di ® punti del piano), in cui gl’in-
tegrali abeliani di 1* specie di fo Buy ceeq Byy Tiy ooeeq Doy



. SEVERI - FUNZION QUASI ABELIANE 99

i quali a norma del n. zo (Oss. 2%) hanno come limiti rispet-
tivi per j~>f gl'integrali neutri Uy ooy Uy Dy, L, U,
forniscono, per convenient cammini d’ integrazione, le stesse
somme a, b, che gli #, v danno in G; e che esiste inoltre in fun
gruppo G, dell'intorno di G’, In relazione al quale gli inte-
grali @ © dianno somme congrue ad a, b, rispetto al periodi
ciclici di questi integrali.
Una volta raggiunto questo scopo, ne conseguird subito
Yagsurdita dell’ipotesi. Invero, i gruppi G, G, appartengono
aglintorni rispettivi dei gruppi distinéi G, G’, sono tra loro
distinti; e d’altro canto, siccome G & non speciale, a norma
del classico teorema d'inversione, non pud esistere su f nes-
sun altro gruppo in cui gl’ 1ntet1a11 abeliani di 1* specie della
curva dieno somme congrue a quelle ch’essi dinno in G.
Proviamo dunque, in primo Iuogo I'esistenza su [ del
gruppo G. AlY uopo si osservi che in f ¢’& un gruppo Gg, del-
I'intorno di G, nel quale gl'integrali @, # dinno somme &, b vi-
cinissime rispettivamente alle a, 4. Esso & il gruppo (segato
su f, nelle vicinanze dei punti di G, dalle parallele all’asse y
condotte per tali punti), che ha sul piano x la stessa imagine
(%1, %, . . ., %x) del gruppo G. Se, nel fatto, si calcolano gli
@ v lungo i cammini %, k,, ..., ks come si calcolarono
gh u, v., si ottengono certe somme &, b; ¢ per f — f il gruppo
Gy tende a G ¢ le @, b tendono alle a, b di uguali indici. Ora,
considerato il punto @, & entro un parallelepipedo dei periodi
degl’integrali %, &, ¢’¢ corrispondenza biunivoca analitica, e
quindi continua, tra l'intorno di @, & e Uintorno di 50, consi-
derato entro Ia varietd dei gruppi di = punti di }. Esiste per-
tanto su f un gruppo G, vicinissimo a G, ove @, ¥ danno le
somme a, b dell’intorno di @, b: somme le quali proverranno
naturalmente da cammini d’ integrazione vicini a ky, By, F
1l gruppo G appartiene all’intorno del gruppo G di ¥, perché
esso tende a G, insieme a G, per f — f. Inolire il gruppo G ¢

P.I, n 26



1

100 PONTIFICIALE ACADEMIATL SCIENTIARVM SCRIPTA VARIA - 20

non speciale, avendo per limite un gruppo neutro non spe-
clale & di f.

Ci rimane da dimostrare I'esistenza su f del grappo G'. Qui
occorre introdurre esplicitamente i periodi degl’integrali #, v;
i, U,

Ricordiamo (n. 24) che tra i cicli lineari di f ve ne sono 2p,
che tendono ad alfrettanti cicli lineari indipendenti di f; e 2
(ove 8, < & ¢ il numero dei nodi virtualmente inesistenti di f)
che tendono ad altrettanti cicli (nulli) ciascuno dei quali av-
volge, sopra uno dei due fogli di f, uno dei 8, nodi predetti.
Gl'integrali #,, #p, . .., #, non hanno che i periodi (ciclici)

"
relativi ai 2p cicli cui si & alluso; sieno

Wryy Whpy weer Whop h=1I...,%)

questi periodi di #;,. ,

L’'integrale v; (j = I, . . ., 5,) ha 1 periodi ciclici relativi
ai medesimi 2 cicli ed un periodo polare 0, relativo al nodo
di f escluso nel costruire v;; complessivamente sieno

Opajpls +oer Wpajep s BJ' (]=I,2,...,5;)

i periodi di ;.

I’integrale v, (I = 8, + 1, .., 0}, essendo di 2® specie,
ha i soli 2p periodi ciclici relativi ai 2 cicli e sieno
(=3 +12, e B

pr,i LA 4 w3)+1,21)

Denotiamo infine con

Wy l""",ah,‘;‘,p (15:11-'%]5)

apiﬁ,il ...... ’6?4-}'2?7; BJ, (j-_-«—" I, 2,...’51)

Byt s \ Bparzn (0 =B,+T,...,0).
i periodi rispettivi deglintegrali #;, ...; %; Tyy ooy Py Dogrts ey 05,
aventi per limiti i periodi omonimi degl’integrali #, v.
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secondo 'ipotesi, le somme &', b degli w, v in &, luingo
1 cammini %°, soddisfanno a relazioni del tipo:

a, =ay v myy kot g, W, ey f=1,..,/0
bl =b v 0, bk MopWyipon + 2,8 (7=1,..,8)
b ==y M Wy Py Wyt n =8 +1,...,8) ,

ove m, # son numeri interi dipendenti soltanto dai cammini
«'integrazione.

II gruppo Eu' di rappresentato nel piano x dalla stessa
imagine (x,’, x,, ..., %) del gruppo G’ di f, fornisce, per
gl'integrali @, 2, lungo i cammini #, le somme a’, ¥, Pros-
sime ad @, ¥, perche, per f — f. il gruppo G. tende a G

Formiamoci ora le quantiti:

G =+ My e b Mgy, he=1,..,5
b =by o By b g G e w0, (F=1, .., &,)

O = b+ m Gy o+ Mgy Wypr,0p (=8,+1,.,.,8)

congrue alle @, b, rispetto ai periodi degl'integrali @, ¥ e ca-
ratterizzanti quindi su f, come somme inerenti a questi inte-
grali, il solo gruppo non speciale G,

Ebbene, siccome per f — f le 4", 5", come le @, ¥, hanno
per limiti 1e 4, b, la continuitd della univoca corrispondenza
fra I'intorno del punto &', ', considerato dentro un parallele-
pipedo dei periodi degli #, &, e 'intorno del gruppo Gy, 0 per
meglio dire della serie {GO’IT, entro la totality delle g, di f cl
assicura dell’ es1slenza d’'una g. vicinissima 2 |G,’|, e relativa
alle somme @”, b”; epperd di un gruppo G’ di questa g,, pros-
simo a Gy, ossia a G'. Cid @ assurdo, perché il gruppo &,
essendo prossimo a G’, & distinto da G, mentre, essendoglhi
equivalente, dovrebbe coincidere con &.

¢

P. I, n z6
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Resta cosl acquisito il seguente feorema d’inversione nel
campo neutro Y:

In un campo neutro, di gemere virtuale T, un gruppo non
speciale di T punti (indipendente dal campo) é funzione anali-
tica uniforme delle somme, nei punti del gruppo, dei w inte-
grali abeliani newtri di 1° specie.

OSSERVAZIONE. — i appena necessario osservare che il
teorema pud riferirsi non soltanto agl'integrali «, v presi in
considerazione, ma a w integrali neutr indipendenti di 1* spe-
cie, qualsiansi, perché si passa dagli uni agli altri (a prescin-
dere da irrilevanti costanti addittive) con una sostituzione li-
neare omogenea a modulo non nullo.

27. IL TEOREMA D’ABEL INVERSO IN UN CAMPO NEUTRO. -
11 teorema del n. prec. inverte gia il teorema d’ Abel nei con-
fronti dei gruppi neutri non speciali di = punti, Ma da esso &
altresi facile dedurre 'analoga conclusione in generale, cioé per
due gruppi qualunque 4, B, di un ugual numero » di punti,
indipendenti da Y. Scegliamo invero un gruppo non speciale G,
di = punti, indipendente da y. Poich¢, variando G la serie com-
pleta non speciale |4 + G|,, di ordine » + e di dimensione #,
percorre la totalith delle oo™ serie analoghe g3, sicche il resto
|(A + G)— Bl, percorre la totalita dei gruppl di ~ punti,
quando G & generico il resto medesimo riducesi ad un sol
gruppo non speciale &, di © punti, indipendente da (. 1 due
gruppi G, G’ coincidono allora e soltanto allora che 4 = B
(in ¥).

Ora, se #, v danno in A, B somme congrue (mod. w, 8),
siccome in tutti 1 gruppi di {4 + Gl indipendenti da y, gli
integrali stessi danno somme congrue, pel teorema d’Abel di-
retto, cosi anche in G, G gl'integrali #, © dinno somme con-
grue. Ma allora, essendo G, G’ non speciali e indipendenti
da v, pel feorema d’inversione, risulta G = G’, epperd A=E:
il che costituisce la reciproca del teorema di Abel.
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Riunendo in un solo enunciato proposizione diretta e in-
versa, potremo dunque dire che:

Condizione necessavia ¢ sufficiente affinché in un campo
neutro Y, di geneve virtuale w, due gruppi di n punti, indipen-
denti da y, sieno equivalenti, é che 1 w integrali neulri abeliani
di I° specie dieno in essi somme congrue (vispetto ai lovo pe-
riodi).

OSSERVAZIONE. — A norma del tcorema precedente, la de- |
terminazione della serie [4[,, del campo ¥, individuata da un
gruppo 4 di » punti (%, ), ..., (%, v, del modello f,
equivale all’integrazione del sistema pfaffiano:

M(!xl+ ..... +EPJ~(EM-(JI”=0 (=1, ..., 8,
~fyl Yu

PECI) ey B (=p 1., o4 B).
f_}‘s fyw:

Il teorema di unicitd e di esistenza per questo sistema cade
in difetto soltanto quando il gruppo 4 sia dipendente da v,
perche allora qualcuno dei coefficienti dei differenziali diviene
infinito (con una singolarity logaritmica o polare). Da cid la
necessitd, anche dal punto di vista puramente analitico, di indi-
viduare la costruenda serie completa con un gruppo 4 indipen-
dente da 7.

28. ALCUNE PROPRIETA DEL SISTEMA LINEARE D’INTEGRALI
SEMPLICI VIRTUALMENTE DI I* SPECIE SOPRA UNA VARIETA QUASI
ABELIANA SPECIALE. -— Per gli scopi ulteriori occorre a questo
punto approfondire le proprietd degl'integrali semplici che sulla
varicth quasi abeliana V., rappresentante i gruppi di = punti
della curva C, di genere effettivo p, sulla quale & fissato il
campo neutro y, provengono dagl'integrali uy,...,u,, v;,...,v;
di C.

PoI a2y
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Effettivamente le somme dei valori di questi integrali nei
punti di una w-pla variabile su C sono w integrali di differenzial
totali, appartenenti alla vavietd quasi abeliana Vi: si diranno
ivi integrali virtualmente di 1* specie, iu quanto i w iutegrali
abeliani neutri di € si consideranoc, rispetto a ¥y, come se
fossero di 1% specie. In realty i m integrali semplici di Vs,
che indicheremo rispeftivamente (per non moltiplicare le
notazioni e perché non c¢'¢ pericolo di ambiguita) con

Byy oo s Uy Wypgs ..., e, SoNo dl I, 3% e 2% spece.
Precisamente: w,, #,, ..., %, son di 1" specie; #,.q, ..., Uyy oy
son di 3* specie € #,,. 4 .1, - - - » %s SO0 di 2% specie. Aggiun-
gasi che, per lordinario teorema di Abel, gl'infegrali
Uy, Wy . . ., W, SOn costanti lungo ogni M.

Diciamo 4;, B,, la coppia di y dove l'integrale »; di C pre-
senta le proprie singolaritd logaritmiche (f = 1, ..., &) ed
A; = B; la coppia di ¥, costituita da due punti coincidenti
(I =28 + 1, ..., n), dove l'integrale v, presenta il proprio

polo di 1° ordine.

Allora l'integrale #,,; ha come varietd logaritmiche le sole
varietd, a © -1 dimensioni, &; 2, che rappresentano su Vs
le m-ple coi punti fissi rispettivi 4;, B;; e lintegrale u,,, ha
come sola varietd polare di 1° ordine la 8, che rappresenta le
n-ple col punto fisso 4,

Il periodo {polare) di #,,; lungo €. & uguale al periodo 6;
(£ 0) di v, in A perché l'indeterminazione di Uy s in un
punto di V. & soltanto a meno dei periodi ciclici di v; (che per-
mangono immutati passando a ;) e del periodo polare di v;
in A;. Del resto il calcolo diretto del valore dell’integrale #,,;
lungo un ciclo nullo, semplicemente concatenato con €, (cioé
lungo un ciclo riducibile per deformazione ad un punto di €,
senza traversare ulteriormente né¢ €;, né @;) da proprio il va-
lore 8;. Basta all'uopo assumere come cammino d’integrazione
il ciclo lineare orientato di V,, imagine del luogo di una m-pla
di C avente © ~ 1 punti fissi e I'ulteriore punto variabile lungo

un ciclo nullo orientato circondante A4, II periodo di #,,;
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lungo 3; (a uguale orientazione del ciclo d’integrazione ri-
spetto all’orientazione di €, )¢ -0, ().

Gl'integrali #;, ..., u, sono tra loro linearmente indi-
pendenti, perché provengono da integrali indipendenti di C;
cioé¢ nessuna loro combinazione lineare a coefficienti costanti
non tutti nulli riducesi ad una costante. Come si pud ora defi-
nire il sistema lineare £, oo™}, determinato da quei « integrali,
a prescindere dalla posizione particolare ch’essi occupano en-
tro X? %

Per rispondere premettiamo taluni concetti e definizioni.

Anzitutto chiamiamo associate due varictd logaritmiche di
un integrale semplice di 3% specie di V., quando i periodi polari
dell’integrale, ad esse relativi, sono opposti di segno. Le €, 2,
son associate rispetto a u,,;.

Ricordiamo inoltre che un integrale semplice di 2* specie,
avente una varieth polare di 1° ordine, possiede lungo questa
taluni punts d’indeterminazione (che son sempre, a norma
della teoria delle funzioni di pid variabili complesse, punti sin-
golart essenziali), i quali formano una varietd caratteristica della
data varietd, ossia l'intersezione di questa con una varieti infi-
nitamente vicina del sistema continuo cui essa appartiene (?).
Si chiamerd la wvarieta d'indeterminazione dell’integrale consi-
derato di 22 specie. ssa individva la funzione residua dell’in-
tegrale lungo la propria varictd polare, a meno di una costante
moltiplicativa.

Proviamo che la varicta d’'indeterminaszione dell’ integrale
semplice di 2° specie u,,, & Uintersezione (&, &) della varietd
&, colla varieta che le ¢ infinitamente vicina nel sistema ool
cui &, appartiene.

Basta, per dimostrarlo, provare che sopra una qualunque
curva algebrica D, tracciata su V. e passante per un punto P

(% 1 significato del segne di un periodo pelare <'un integrale semplice
di 3* specie sopra una varieth algebrica, sarh precisato in generale nel n. 4o.

() [59, p. 34]. Necl testo si applica l'estensione, alle varietd, del teo-
rema fondamentale dimostrato per le superficic nel mio citate lavero. Questa
estensione si troverd in un mio libro di prossima pubblicazione (vol. II
dell’Opera [78].

P. T, n .8
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della varietd (€, &), l'integrale w,,; subordina un integrale
abeliano che non & piti di 2" specie, ma assume in P un valore
finito. Invero, se cosl &, P non pud essere un polo di u,;, per-
ché sopra una geserica curva per un polo l'integrale subordi-
nato diviene nel polo effettivamente infinito. E se P non ¢
un polo, non pué che essere un punto d’indeterminazicne, in
quanto ¢ punto d’accumulazione di poli e d’altronde #, ; non
possiede che singolarith inessenziali.

Consideriamo dunque l'integrale abeliano v, di 2° specie,
della curva C, da cul proviene u,,; La variety (€, €) rap-
presenta le m-ple col punto doppio A4; e la curva D rappre-
senta una serie oo! algebrica di w-ple, contenente il gruppo G,
{(col punto doppio 4;) che ha per imagine P. Si riprenda il
ragionamento del n. 23, adattandolo al caso presente e si chiami
#p4; V'integrale considerato sopra D ed s; la somma dei valori
di vy in un gruppo variabile nella predetta serie ool. Per un
gruppo di questa serie e pel punto imagine su D vale la rela-
zone §; = u,,;. Siccome s; assume lo stesso valore in tutti i
punti di un gruppo della serie o', se #,,, in P ha un polo, s
diviene infinita in ogni punto di G, e quindi ha in A4, un polo
di 2° ordine. Cid ¢ assurdo, perché nel far la somma dei valori
di v; nei punti di G, I'ordine del polo 4; non pud crescere. La
conclusione &, come volevasi, che u,,; sopra D ¢ finito in P.

Siamo cosi in possesso di tutti gli elementi atti a rispondere
alla domanda posta al principio del presente n. E la risposta
¢ la seguente:

Gl'integrali semplici virtualmente di 1° specie, mediante cu
si definisce una varieta quasi abeliana V., formano un sistema
lineare %, oo™, il quale ¢ determinato dalla condizione che un
suo generico tntegrale é di fatio di 3* specie e possiede coppie di
variela logaritwmiche associate nelle &, &, e varieta polari di
1° ordine nelle €, avendo su ciascuna di queste ultime, come
varietd d'indelermingzione, Iintersezione colla varietd ad essa
infinitamente vicing, nel sistema o0 cui appartengono tutte le
varieiq singolari,
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Sia infatti » un integrale semplice di 3* specie di V. soddi-
sfacente alle condizioni dell’enunciato. Poiché # e %, ; hanno
le stesse varietd logaritmiche associate €, %, esistono delle
costanti ; (rapporti di periodi polari) tali che w - Zp,; %,
non ha pifi alcuna variety logaritmica: & di 2* specie, colle va-
rietd polari €,. Siccome poi u-— % {; %,,; € #,,, hanno sopra
€l; la stessa varietd d’indeterminazione, esistono altre costanti
v tali che

by 8
B2 Yty — A Pl
=1 L=bytd

non ha pit alcuna singolarity: & di 1* specie. Epperd Vi sono
delle costanti X, siffatte che:

LD TR S D U T S TR S P o XA

e cid dimostra il teorema.

Spingiamo oltre (perché occorre in seguito) l'analisi delle
proprieta del sistema lineare % degli oo™ integrali definiti dal
precedente teorema.

Le varieta a]-, &, se p >> 0, NON SONO [incarmente equiva-
lenti su V. (mentre sono algebricamente equivalenti}. Invero,
esse staccano sopra una curva generica di ¥, gruppi non equi-
valenti (equivale a dire che le z-ple di una generica serie alge-
brica ool di gruppi di = punti su C, passanti per 4;, B; non
sono equivalenti). Tuttavia & possibile costruire una funzione
razionale de} punto di ¥, che si annulli del 1° ordine lungo a;
e divenga infinita del 1° ordine lungo 2. Infatti le &, &, ap-
partengono come varietd totali ad un sistema ool staccano so-
pra ogni M, di V, due varieta (€, M:), {35, M;), che son
algebricamente, eppero (trattandosi di una varieta razionale)
linearmente equivalenti.

Su M; resta cosi definita, a meno di una costante molti-
plicativa ,una funzione razionale R, del punto di M;, dalle
(&, M;), (B;, M) assunte rispettivamente come varieta zero

P.I, on. 28
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del 1° ordine e come varieth polare del 1° ordine di R} La co-
stante moltiplicativa si pud poi razionalmente determinare, fis-
sando una unisecante delle M; (p. es. una delle W, definite
nel n. 22) ¢ dividendo la f\’“ considerata pel valore ch’essa
assume nel punto (W,, M;). CObl preparata la funzione razio-
nale R,, essa ¢ razionalmente fissata sopra una generica M; e
quindi, variando questa nella propria involuzione oo?, R; ge-
nera una funzione razionale R; del punto di Vi, la quale bha
le varietd €, @, come varieta zero e infinito del 1° ordine,
Naturalmente la completa varietdh degli zeri e dei poli di R,
consta delle €, @, e rispettivamente di due altre varieta
a}.’, @3}.’ che non hanno intersezioni colla generica M, cioé che
son composte ciascuna con ooPtl wvariety M, dell’involu-
zione oof,
Poiché su V,:
€+ &) == 3B, 4 3B

come complete varietd degli zerl e dei poli di R, ed &

&, =B,
risulta pure
2.
ma non
a, =8/,
Se ora si considera
ar
jop Ro=| —4£
of 41y j\Jj 4

questo e su V; un integrale semplice di 3* specie colle varieta
logaritmiche associate €, + a7, @ + &, onde, moltipli-

cando log R; per la costante non nulla ki, ove siaf; = ami k;
il periodo polale di u,.;, l'integrale

Uyey — Ry log K
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non ha pilt le varieth logaritmiche €;, &;, ma soltanto le

I r
a’, &/ (). Ogni integrale s,,; pudo dunque porsi sotto la

i
forma:
oy = Ry Ky log Wy 4w,
ove w,,; ¢ un integrale semplice di 3* specie avente le varieti

logaritmiche QJ-’ s 93}-’ . L’integrale Wy j ha gli stessi periodi
ciclici dell’integrale &, ; , perché log R; non ha alcun periodo
ciclico. Il periodo polare di w,,; ¢ quello spettante alla fun-
zione - k; log R,

Vediamo che cosa si pud dire di analogo per un integrale
#,,1- La varietd (&, M;), sulla quale sia assegnata come va-
rietd d’indeterminazione per una costruenda funzione razionale
R; del punto di ¥,;, la varietd (&, €;, #;), individua, a meno
di una costante moltiplicativa, una funzione razionale R, del
punto di M; (%, e, al solito, questa funzione pud essere razio-
nalmente individuata, in modo che non rimanga l’ambiguita
della. costante moltiplicativa, dividendola pel valore da essa
assunto nel punto (W, , M;) staccato su M; da vna fissata

i

funzione razionale R; del punto di V., la quale ha la varietd
polare di 1° ordine €, con ivi la medesima varietk d’indeter-
minazione, che compete all’integrale u,,; Pertanto esiste una
costante conveniente ., (rapporto non nullo delle funzioni re-
sidue di R; e di u,,; lungo €,, funzioni che differiscono ap-
punto per una costante moltiplicativa) tale che u,.; ~ 1 By non
ha pit la varietd polare €1, ma ha invece come varietd polare
una varietd €, non incontrante la generica M; e composta
quindi con co?-! varieth M;. La €, se » > o, non pud man-

(*} Se %; log R; ha i periedi polari 2 wwi k. — 2 @i #; in ordine diverso da
come si presentanc per le @, 28; in relazione ad #,., si considererd, invece

. . . ¥
di R;, la funzione razionale — .
Fig

(3 Per un integrale di 2* specie, che riducasi ad una funzione razionale
sopra una varietd (anche non razionale) il gruppo d’indeterminazione non
& che il groppo base del fascio delle varieth di livello costante di guesta
funzione.

P.oIon 28
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care, perché se no la (&, €,) sarebbe varietd base di un fascio
lincare contenente totalmente €,; e, siccome la varietd infini-
tamente vicina ad €, nel sistema oo! delle € passa pure per
(&;, &p), essa apparterrebbe al fascio, cioé due € infinitamente
vicine sarebbero equivalenti e lo sarebbero percid tutte le €.

Pertanto scrivendo R; invece di y; R, (cio¢ inglobando la
costante (; nella funzione) si pud porre:

_— 3
Hpri ‘AI + Wosi s

ove @, , ¢ un integrale di 2* specie avente la sua varieth polare
4, composta colle M; .

In conclusione:

Ogni inteprale del sistema L, oo™ 1, & cui all’ enunciato
precedente, pud porsi sotto la forma:

v 3 B By 8
I Mt L log R+ X R+ Y v, 4+ B vw,y
it J=t [N = LByl

ove gl'integrali w, sono in via assoluta di I° specie ¢ w,,q, W,
sono vispettivamente di 2* e di 3* specie, colle varietd singolari
composte medianie le M,

Una conseguenza notevole deriva da quanto precede. Scri-
viamo la tabella dei periodi degl'integrali u,, u,, . . ., ux (}):

%, Wy, Wpg - llys, .. 00 ... 0

Uy Wyy Wae v v v (s U.}g,gp v OO0 ,..,., 0O

i, () Wea v va e v Wpep « - OO0.. . 0
. #pay Wyaa,i R U'}:ﬂ‘l-!.,?:ﬂ - Gi 0. o
()

%y 4By Wat8y,4 Wpp G800 v v Wyypoy - 6 o . Gﬁl

gy Bi+d Wy drea,0 Dpadyrsae « - Wopyfgtep © 0.0 O

%, Wy oo - Wag oo v vy Wrap --- 0 0.... 0

(") Nella tabella 1 possono anche assumere senza restrizione le 0; tutte
uguali a 2w, bastando all’'uopo alterare w,,;, . . ., #,.5, di fattori costanti,
Con cid le &; risultano tutte ugeali ad uno.
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Un periodo & il vettore che ha per componenti gli elementi
d’una verticale di (T) ed @ costituito dai valori degl'integrali
lungo un medesimo ciclo, non nuilo per le prime 2p verticali,
nullo per le 8, verticali restanti, che contengono i periodi polari
di #,40, .., ¥,y Complessivamente un integrale del si-
stema lineare £ ha 2p + &, = 2m - & - 28, periodi.

It possibile cangiare gl'integrali con cui s’individua %, cio¢
eseguire una sostituzione lineare omogenea sulle wy, t,, ..., tz,
in modo da ottenere ancora p integrali in via assoluta di 1* spe-
cie ed altri & di 3* specie (o di 2%) coi periodi ciclici tutti nulli?
Una tal riduzione sarcbbe importante per la caratterizzazione
(di cui poi ¢l occuperemo) delfle funzioni quasi abeliane. Ma
le considerazioni precedenti provano che una sostituzione sif-
fatta non esiste. Invero, gl'integrali di 32 specie si ridurrebbero
a logaritmi di funzioni razionali e quelli di 2° specie a funzioni
razionali, il che non & possibile per $ > o, perché¢ due qua-
lunque @ distinte o infinitamente vicine non sono equivalenti.

OSSERVAZIONE 1% —— Si noti che gl'integrali w,,, ;, w,,; son
costanti lungo le M,, come gl'integrali #. Invero, sopra una M
generica essi son di 1% specie; e una varietd razionale non
possiede integrali semplici di 1* specie diversi dalle costanti.

OsSERVAZIONE 22, — DPrese sopra una varieta di Jacosr
imagine delle co? M, p. es., sopra una W, 8 + &, funzioni
razionali Knearmente indipendenti, la sostituzione razionale
da Wp a V., le muta in altrettante funzioni razionali
S G=1,...,8) & (=% +1,...,98), le cul varieta di
livello son composte colle M. Se si assume:

Wy, == 10g S Wy =%

si hanno complessivamente, cogli %, p + 3 integrali semplici
indipendenti di ¥, (tutti costanti sulle M;) ai quali spetta una
tabella (7 in cui son nulle tutte le © degli ,.;, #,,, Ma una
tabella siffatta non ha rapporto col campo neutro 7, il quale
richiede che si consideri ¥, come varietd delle m-ple di punti
di C e non come prodotto di una varieta di Jacosr e di unc

P I, n 28
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spazio lineare S;. E invero soltanto da questultimo punto di
vista che si presentano gl'integrali #;, ..., %, quali sono
stati costruiti nella presentc osservazione. La questione sara
chiarita pienamente in seguitc da un punto di vista generale
(n. 48).

OSSERVAZIONE 3. — Se come integrali #, della curva C
si assumon gl'integrali normali di 1°* specie e come integrali
Uyyj U,y Yispettivamente gl'integrali normali di 3* specie re-
lativi alle coppie logaritmiche 4;, B, ¢ gl’integrali normali di
2% specie relative ai poli 4, (4, la tabella (7) assume la forma
particolare, ma non restrittiva:

4 Q0
(T) o Q B
o & 0

i
0

ove le prime due colonne simbolizzano ciascuna p verticali,
Pultima, &, verticali; la prima riga simbolizza p orizzontali,
la seconda &; e la terza &,. Inoltre 4, B sono determinanti di
ordini rispettivi p, &, aventi nulli tutti gli elementi salvo quelli
delle diagonali principali, che son uguali a 2mi,

Per @ son soddisfatte le condizioni:

T)

(T1) Wy = Wy, y=1,2,....0).

2) Le parti reali delle w,, (%, & = 1, 2, .., p) son coef-
ficienti d’una forma quadratica definita negativa.
Si possono approfondire ulteriormente le proprietda della

(') Per ottenere questo bisogna eseguire sugli integrali #, ..., %; una
sostituzione lineare che cangia gl #,, #, ..., #, in certe loro combinazioni
lineari e gl'integrali restanti in somme dei primitivi e di convenienti combi-
nazioni lineari degli #;, . .., », Cid non altera le proprietd che c'interes-
sano degii 2, #, ..., #z. La sostituzione lineare complessiva ha il pro-
prio modulo wgualte al modulo della sostituzione operata sugli =, . . ., Upe
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tabella (T7), cercando di penetrare meglio la natura degli inte-
grali w, .., v, che figurano nelle espressioni

Upyy = 1OE Bt 2w,y Uy = K+,

oy
sopra assegnate per gl'integrali u,.,;, #,,,.

Fissiamo percid una delle oo® varietd W, unisecanti delle
Ms, tracciate in ¥ (n. 22): il che corrisponde a fissare su €
un gruppo generico H di & punti. Le varieth a $ - 1 dimen-
sioni (&, W), (8, W,) rappresentano in W, i groppi di =
punti di C, che passano rispettivamente pei gruppi H + 4,
H + By ciot nella W, concepita come varietd di Jacosr della
curva C di genere p, rappresentano i gruppl di $ punti con un
punto fissato in 4; e in B,

Le M5 che passano pei punti di (&, W), (8, W} riem-
piono due varietd a 7 - I dimensioni, che potremo chiamare
B/, &', perché proprio esse posson assumersi come varieti lo-
garitmiche di w,, ;.

Invero, le varieta €; + 0»]’ %, + B/ segnano su W, la
stessa varietd (&, W) + (63, W,} e quindi son linearmente
equivalenti (1).

Nei riguardi di w,,,, il modo pitt rapido per concludere &
di considerare #, ., come limite di un integrale semplice di 32
specie (u,,,) colle varietd logaritmiche €, ¢ (23}, ove (8 — &,.
L'integrale (w, ) relativo a questo (,,;) ha allora come va-
rietd logaritmiche €/ e (83/), ottenute da €, () allo stesso
modo che &/ , &/ da a., #;, e al limite si ottiene 'inte-
grale w,,,, avente come varietd polare del 1° ordine €1/ e come
varietd d’'indeterminazione (€, , €'), varietd caratteristica di
&, nel sistema oo!, cortispondente ai punti di C, a cui €
appartiene.

Cid posto, in base alle classiche relazioni che nella teoria

) Qui s'applica l'estensione alle varietd di uno de’ miei criteri di equi-
valema sulle superficie. Ved {78, p. 94]. Due varietd a « — r dimensioni,
contenute in una Vi, che stacchino varietd equivalenti sopra una W, fissata
in un sistema continuo che non sia involutorio, son equivalenti,

8 P, w28
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degli integrali abeliani forniscono i periodi degl'integrali nor-
mali di 2* e 3* specie ai cicli normali (*), si ha

en(dy)
[y ()
ove pel secondi membri si son adottate le notazioni del n. 23.

Nei primi membri si sono scritti i periodi ciclici degl’inte-
grali wy, 5, wprp0 (0= I, ..., &,), perché, come abbiamo gia
avvertito, u,,; € w,,; hanno gli stessi periodi ciclici e cosi
Upsarl € Wyas e LB daltronde w5, u,.5,,; hanno rispetti-
vamente ghi stessi periodi ciclici di v}, vy

Restano cost precisati ¢ valoyi dei periodi ciclici di tutti gli
integralt .y, Ypisr

WpasniE () —1,(B) (modd. periodi degli #), Wpis,ep=—

2g. UN’ALTRA VIA PER ARRIVARE AL TEOREMA D’'INVERSIONE:
IL TEOREMA SOPRA UNA VARIETA RAZIONALE. — Non soltanto
per 'importanza dell’argomento, ma anche per preparare gh
strumenti adatti allo studio, che successivamente faremo, delle
funzioni quasi abeliane, indichiamo qui un’altra via onde con-
seguire il teorema d'inversione,

Occorre all’'uopo premettere alcune proprieta fondamentali
della varieta quasi abeliana V., che corrisponde a p = o (e
quindi a 7 = &). Essa non & che I'imagine della varietd dei
gruppi di & punti di una curva razionale C, concepiti come
gruppi non speciali di un campo neutro y, di genere virtuale ,
definito su C da & coppie date di punti.

Quando il modello assunto per € sia privo di punti multipli,
come supponiamo — e talora ci giovera tener quale modello

(") [67, pp. 261, 265]. Se il cammino d’integrazione per calcolar la
differenza 2%, (A} — #; {B)) si sceglic in modo che non tagh pessuna delle
retrosezioni cui riferiscesi la normalizzazione deglintegrali, la congruenza che -
segue pud sostituirsi con una vera e propriz ugunaglianza. Inoltre nella rieman-
niana € il verso del ciclo che serve per calcolare il periodo polare 4+ 2 n¢
in A; & il verso positivo di C.
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di C addirittura una retta » -~ ogni varieti V;, che sia in cor-
vispondenza birazionale senza eccezioni colle 8-ple di punti di C
o di 7, ¢ una varietd non soltanto razionale, ma lineare. Ad un
modello simile ci riferiremo in quanto segue. Ta rappresenta-
rione senza eccezione delle &-ple di punti di € sopra un S, si
ottiene, com’e noto, assumendo per C una curva razionale nor-
male di §; e associando ad ogni 8-pla di punti di C il punto
comune agl'iperpiani osculatori a C nei punti della &pla, I
gruppi di & punti di €, di cui sia fissato un punto P, son rap-
presentati dai punti dell’iperpiano osculatore in P,

Dal punto di vista analitico questa rappresentazione equi-
vale ad assumere a coordinate omogenee di punto di S; i coef-
ficienti di un’equazione di grado &, ciot a coordinate non omo-
genee le funzioni simmetriche elementari delle radici di questa
equazione, individuanti un gruppo di & punti della retta .

Premesse queste clementari proprietd, consideriamo su #
una delle coppie 4, B, del campo, costituite da punti distinti
(f=1,...,8)esiano «, f; le ascisse di 4, B, ().

Su C gl'integrali neutri di 12 specie del campo ¥ son sol-
tanto glintegrali v;, w,, . .., v;. Sappiamo che, fra questi,
Vs Uz « .., Ug, SON In via assoluta integrali di 3* specie,
mentre vy ., ... ,vs (8= 8 + 8,) sono di 2° specie.

Designato al solito con v; I'integrale relativo alla coppia
A;, B; e con 2w I'unico periodo (polare) ch’esso possiede (e
che si presenta con segni opposti nei due punti A, B)), poiche

d v,

la funzione razionale (x ascissa variabile su #) si riduce,

A,

a meno di un'eventuale costante additiva, a

I X

-y x - B

() Siamo maturalmente nel campo proiettivo: i due punti posson percid
supporst al finito, portandoveli, se occorre, con una preventiva trasforma-
zione omografica.

P, n z2g
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se ne deduce, com’e ovvio, che, a meno di una costante addi-
tiva, che trascuriamo, &
. A

vy = log - el (e=1, 2, v0e, Og) -

x = B

Diremo che v; & su # 'integrale normale neutro di I* specie,
relativo alla coppia 4;, B;. Esso & determinato dal fatto di pos-
sedere soltanto 1 due punti logaritmici 4;, B;.

Sia ora v; ([ = 8, + 1, ..., 8) uno degl'integrali restanti.
Se «, = §, & l'ascissa dal punto ove cade la coppia a punti
coincidenti, relativa all’integrale stesso, v, a meno di una co-
stante addittiva, che si pud trascurare e inglobando nell'inte-
grale un eventuale fattore costante, riducesi alla funzione ra-
zionale:

I

s (I=8,+1,...,8) .

Lo diremo Vintegrale normale neutvo di 1° specie, relativo

alla coppia 4, = B;. Esso & determinato dal fatto di possedere
il solo polo di 1° ordine A,.
Glintegrali u,,;, #,,; dl Se, provenienti dagl’integrali v;, vy,
mediante le loro somme nei punti di una &-pla variabile sulla
retta #, hanno come variety singolari le €, @, €, che sono
tutti iperpiani (invariantivi) di S (n. 22).

Siccome due coppie di iperpiani di S5 son sempre omografi-
camente equivalenti e lo stesso puo dirsi di una coppia di iper-
piani con due S,_, assegnati in essi, uno per ciascuno, cosi
un integrale semplice di 3* specie di S;, con due dati iperpiam
logaritmici, pud trasportarsi omograficamente, a meno di una
costante moltiplicativa, in #,.;; ¢ un integrale semplice di
2* specie di S, con un dato iperpiano polare e un dato S,
d’indeterminazione, pud trasportarsi omograficamente, a meno
di una costante moltiplicativa, in w,,;. In tal senso u,,; si
potrd assumere come infegrale semplice normale di 3 specie,
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carafterizzato da due iperpiani (invariantivi) logaritmici; e
,,; come integrale semplice novmale di 2* specie, caratteriz-
zato da un iperpiano (invariantivo) polare del 1° ordine e da
un dato S,_, d’indeterminazione sovra esso.

Cid premesso, veniamo al feorema d’inversione in Sa, ciod
in una qualunque varietd lineare.

Applicato il teorema d'inversione, gid acquisito in gene-
rale, alla varietd S5 dei grappi di ¢ punti di », possiamo affer-
mare che le equazioni:

o~

(12) #y = by (mod, 2mi) (F==1,2,....8,)

(13) Ty 7= Oy {J==8y k1, ..., 8) .,

ove b, b; son costanti generiche, individuano un gruppo (non
speciale) di ¢ punti di 7, c¢ioé un punto di Ss.

Ma a noi interessa ora di stabilire per via autonoma questo
risultato, perché esso costituisce il perno della nuova dimostra-
zione che vogliamo dare in gencrale del teorema d’inversione.
Le (12) porgono senz'altro:

5

T, — .
2 log =2 ~—mizéj+2vzj7tz ,
sl xs——ﬁ,

con u; intero; donde:

(Fe—a)(xy— o) oo (75 — o) =
(x, — ﬁf)(xz “" ﬁj) (%p ﬁj’) i

(14)

avendo posto:
b
64., =e

Le (13) danno:
5 I
(IS) L — =0,

s=1 Ay g

ove st & scritto ¢; al posto di b,

»olon ey
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Le (14), (15), ridotte a forma intera, costitviscono wun si-
stema di & equazioni lineari nelle & funzioni simmetriche ele-
mentari di x,, %,, ... ,% cioé nelle coordinate (non omoge-
nee) di punto in S;. Esse pertanto individuano un punto di S,.
Bisogng in veritd, per stabilire rigorosamente questa conclu-
sione, provare che quando le costanti b, cio¢ le ¢, son generiche,
il determinante D dei coefficienti di queste equazioni non &
nullo.

Senza rendere esplicita ’espressione di D, poniamo:

e riduciamo a forma intera le (14), (z5), nei cui coefficienti
figureranno in forma intera le costanti ¢/, ¢”. Se D fosse nullo
per generici valori delle ¢, cioé delle ¢’, ¢”, sarebbe nullo an-
che assumendo ¢;” = 0, ¢,” = o per ogni j, I. Ora con tak
posizioni le (14), (15) divengono:

(ry— o), — o) (Fp—ay) =0 (A_._ I, .00, 0)

e il determinante di queste & equazioni lineari, nelle funzioni
simmetriche elementari delle x, &, a meno del segno, il deter-
minante di VANDERMONDE delle ¢, a,, . . ., «;. Poiche que-
sti valori delle o son distinti fra loro, il determinante stessc &
diverso da zero; epperd D non & nullo per generici valozi delle
¢, ciog¢ delle b. A generici valori delle & corrisponde pertanto
su # una sola &pla di punti, che non ¢ speciale ¢ indipendente
da vy.

Il teorema d’inversione & cosi dimostrato per p = o. Esso
pud altresl enunciarsi in relazione ad una varietd lineare, come
segue:

Sopra una varieté lineave 0%, wun sistema lineare di &
(= &, + &) integrali semplici normali, indipendenti, dei quals
8, di 37 specie e 8, di 2° specie, & univocamente invertibile.
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Riferito il teorema ad una varietid razionale, esso afferma
I'esistenza ivi di sistemi di & integrali univocamente invertibili.

OssErvAZIONE. ~— Le (14), (15), variando 1 parametri
¢, ¢, danno ¢ fasci d’iperpiani invarianti, individuati, per
j=1,...,8%, dalle coppie 4;, B;; ¢, perl =& + 1, ..., p

dagl’interpiani invarianti 4, per ciascuno dei quali & segnato
lo spazio base del fascio (ciod¢ la varietdh d’indeterminazione
di up-i-l)'

L’indipendenza lineare delle (x4), (15), per valori generici
del parametri c;, ¢;, equivale ad escludere che gli assi dei & fasci
d’iperpiani passino per un medesimo punto (la cosa & quasi
evidente sotto forma duale).

Ognuno degl’iperpiani del fascio 4;, B, & il luogo dei punti
di M, che soddisfanno ad una congruenza del tipo (12); e
ognuno degl’iperpiani del fascio cui appartiene A4; & il luogo
dei punti di M5, che soddisfanno ad un’equazione del tipo (13).

Cioe le condizioni (12), (13), prese ciascuna in s¢, sono al-
gebriche, entro M, (lineari entro la varietd lineare Ms).

30. CONTINUAZIONE: DIMOSTRAZIONE DET. TEOREMA D’INVER-
SIONE NEL CASO GENERALE. — Passiamo al campo neutro v, de-
terminato da 8 coppie sopra una curva C di genere p > 0. A
norma del n. 28 l'integrale »,,; di ¥V, subordina sopra una ge-
nevica M il log R;, che ha per varietd singolari (&1, M;) e
(%, M;). Ora queste varietd rappresentanoc i gruppi della g?
di C, di cui M & immagine, che passano per 4, o per By, ciod
un ente lineare 00®~1, il quale, in una rappresentazione senza
eccezione, di g% su un S;, qual’® p. es. quella offerta da un
sistema lineare segante la serie, vien rappresentato da un iper-
piano.

Le varieta (&, #5), (2, Ms) son insomma, sull’ente lineare
M., iperpiani invariantivi. Pertanto u,, . sopra M; & un inte-
grale normale di 3% specie.

I pol evidente che i & integrali subordinati complessiva-
mente su M; dai = integrali semplici di ¥, son indipendenti,

p+i

P.I, . 29
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perché una combinazione lineare a coefficienti non tuttl nulli
degli Ypf ¢ essenzialmente di 3* specie sopra M; e non si ri-
duce percid mai alla 2® specie; e una combinazione lineare a
coefficienti non tutti nulli degh =, , ¢ essenzialmente di 2* spe-
cie sopra M; e non si riduce percid mai alla 1* specie, ossia ad
una costante.

Si scrivano ora le seguenti congruenze, rispetto alla ta-
bella (T):

(16) t, =0, (=1, 0, )
(17) ur:+_fEb;n+j (=1, ., 8)
(18) Uy == b0y ({e==8+1, ..., 7)),

ove le b son costanti generiche; e st domandino i punti di ¥V,
che soddisfanno alle (16), (17), (18).

Le (16) da sole son soddistatte da u» elemento dell’mvolu-
zione oof delle M5, ossia da una determinata Ms, sulla quale
Uy, My, ..., %, sOn costanti: il che consegue dal teorema di
inversione classico.

Si ricordino qui le relazioni fondamentali

My =108 Bod wyyy, My = Ky 1wy,

del n. 28 (dove le ki sl son assunte, senza restrizione, uguali
ad 1) e si avverta altresi che sopra la M, individuata dagli asse-
gnati valori delle #, gl'integrali w,,;, w,}, sono costanti. Poi-
che questi integrali hanno gli stessi periodi ciclici rispettiva-
mente di #,,;, #,,, 'aggiunta al punto (b,, by, . .., ba) di
un vettore, che sia un periodo ciclico, si da condurre al punto
(b, by, . ... bs'), non soltanto non altera la M, inerente alle
costanti &', ma neppure il valore delle costanti da scriversi nei
secondi membri delle

£ = cost., R, == cost.

In quanto designati con b;, b, e con b/, b,

?

i valori iniziali di
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w, . ; W, ¢ quelll che loro competono dopo Paggiunta del
periodo corrispondente allo stesso ciclo, &

b b T _

€3 Jmmed by by =0/ — b

Pertanto sopra la M, fissata si ottiene sempre il medesimo
punto, qualunque sia il periodo ciclico aggiunto al complesso
delle costanti iniziali. La stessa cosa pud dirsi anche di un pe-
riodo polare, perche ¢ 2™ “?¥ o viene in corrispondenza a
moltiplicare per ¢?#**, con A mtero.

D’altronde le relazioni R;=cost., R,=cost. individuano
un punto sulla M (n. 2g). In complesso dunque in V. ¢’¢ un
sol punto che soddisfaccia alle (16), (17), (18).

La conclusione ¢ espressa dal teovema generale d inversione,
gia enunciato alla fine del n. 26.

31. LE VARIETA SPECIALI TRACCIATE SOPRA UNA VARIETA

'UASI ABELIANA DI JacoBl. — Fissato un indice 7, consideriamao
7s
la congruenza (17). IEssa & soddisfatta sopra una pemerica M,
P g
da un iperpianc invariante, che passa per la varietd lineare
P P

(€, B, Ms) (n. 29, Oss.); ma per particolari posizioni di M,
pud darsi che sia

(&, My) = (3B, My} = (S, B .

Allora, sopra una tale M, I'integrale w; non ha piu singolarita
logaritmiche (né altre singolaritd): & una costante. Indicati con
b, ..., b, b,.;1valori costanti di #;, ..., u, %, ;sopra
quella ¥, le congruenze (16), (14) (con j fissato), che, per
generici valori di &y, ..., &, b,,; son soddisfatte da una
varieta lineare a 8 - 1 dimensioni, per quei certi valori son
invece soddisfatte da una varietd lineare a & dimensioni.

P, n 30
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Questo accade allora e soltanto allora che la g% di cul M;
& imagine, possiede la coppia neutra 4, B;; e siccome in tal
caso la serie residva di 4; + B, rispetto a g3, nel campo asso-
luto, deve essere una g&-) | cio richiede che & < p. Effettiva-
dim - 2 punti di C, d'indice di specialitd assoluto 1, possiede
la coppia neufra A4, B; ed ¢ rappresentata da una M; su cui
t,,; = cost.

Similmente #,,, ¢ costante su una M, che rappresenti una g?
avente la coppia neutra 4, = B,

Piti in generale, il teorema di Abel per le serie neutre prova
che un certo numero v < ¢ di integrali u,,; #,,, sono co-
stanti sopra una varietd @, di dimensione », appartenente ad
una fissata M;, allora e soltanto allora che 1 gruppi di = punti
di € corrispondenti ai punti di @, son equivalenti nel campo
neutro y” definito dalle coppie di v, relative a quel v integrali,
Epperd Q. & sempre contenuta in una varietd lineare, di #;,
non ulteriormente ampliabile, godente di analoga proprieti.
Supposto che gia @, sia in questo senso completa e quindi li-
neare, la seric g% di C, completa in y’, rappresentata da Q,, &
a gruppo generico indipendente da y’, perché nel punto gene-
rico di @, i v integrali considerati assurmmono wvalori costanti
finiti (per guisa che @, non appartiene a nessuna delle varieta
4, &, d, relative ai v integrali). Alla g7 puo dunque appli-
carsi il teorema di RiEmMaNN-RoCH nel campo 7" (n. 1%} e sl
conclude che » >=n - (p + v} (1), il segno > valendo sol-
tanto quando la serie & speciale nel campo neutro v*. In con-
clusione:

Le congruenze (10), untte a un certo numero v < O delle
(x7), (18), som sempre soddisfatte da una varietd algebrica,
anzi lineare, tracciate su V., di dimensione v+ > 8 - v. La
differenza v ~ 8 + v é Pindice di specialita neuwtvo della serie

("} E a priori evidente che » > 7w — (p + v), in quanto ¢, ¢ un ente
definito da # + v equazioni analitiche in un campo analitico a ¢t dimensioni.
Il tecrema di Rrismany-Rocn di perd di pitt il significato della differenza
o [ = (F + vl
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completa vappresentata da quella varield, nel campo neuntro v’
definito dalle varieta singolayi dei v integrali w associati a quelli
prest in considevazione nelle (17), (18) prescelte.

Una varietd lincare siffatta si chiameri una varietd speciale
di dimensione #.

In particolare, se & == v le (16), (17}, (18) individuano un
punto di ¥ (tecrema d’inversione), oppure una ), con # > o,
quando il gruppo, indipendente da vy, rappresenfato da un
punto esterno a tutte le €,8,€, e soddisfacente alle (16),
(17), (18), & speciale in 7.

Diremo spectale un punto di V,, esterno alle varietd singo-
lari deglintegrali di %, ¢ rappresentante un gruppo speciale
in yv. I punti speciali son quelli che rappresentano gli oo™~!
gruppi di = punti tolti dai gruppi della g3;', canonica neutra
di y. Un punto generico P della loro varieth I, (alla quale
gida accennammo alla fine del n. 21), individua una curva ra-
zionale (lineare) ¢, da esso uscente, tracciata su £ __, e sulla
quale son costanti tutti gl'integrali di Z.

L’intersezione di £__; con una generica M ¢ una varietd
di dimensione & = 1, costituita da oo®~? rette invarianti e,
che son altrettante curve speciali, appoggiate alle varietd
(@, &, M), (&), &, Ms) per ogni 7, I. Una ¢ & una retta
invariante, perché & lineare entro la M, lineare ed & appoggiata
alle predette varietd, sia perché rappresenta una gl di vy e
contiene dunque ogni coppia del campo; sia perché gl'inte-
grali di 2 non posson essere tutti costanti sopra una curva
algebrica, s’essa incontra le loro varietd singolari fuori delle
_ varietd d’indeterminazione.

La varietd (£ __,, M;) pud dunque definirsi come luogo delle
rette invarianti appoggiate a certi & spazi lineari invarianti a
& - 2 dimensioni di M;, i quali son appunto le wvarieta
(&, 8, M), (&, &, M:). E una varield razionaie d’ordine
invariantivo relativo & - 1 (!).

(") Pel concetto di ordine invariantivo, ved. {78, p. zc].

P. I, n 3r
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Invero, una corrispondenza birazionale senza eccezioni che
muti M5 in una S,, trasforma (£ __,, Ms) nella varieta delle
oo?=2 rette appoggiate a certi & spazi S,_, (generici). L’ordine
di questa varieti si determina direttamente o applicando for-
mule generali del problema degli spazi secanti (). La variety
& razionale. Infatti per un punto generico di uno dei suoi S, ,
direttori passa una sola retta appoggiata agli altri, in quanto
questi si proiettano da quel punto sopra un S,, in 3 - 1
iperpiani indipendenti di S, ,, che hanno un punto comune.

Possiamo riassumendo enunciare:

I punti speciali sopra wna My di V. costituiscono una va-
vietd razionale a ©- 1 dimensioni & ordine invariantive 8- 1,
luogo di co™=% cupve razionali (speciali).

Il caso &=1 va trattato a s¢, percht la E__, non sega la
generica M, (retta invariantiva) che non contiene alcun punto
speciale. Fra le M, ve ne sono allora oo™ 2 speciali ¢ il loro
luoge & la /.. I’enunciato conclusivo vale dunque anche in
questo caso,

OSSERVAZIONE. - Si potrebbe pensare di eliminare le dif-
ficoltd provenienti dalle varietd speciali di ¥, (che son poi come
vedremo varietd eccezionali di V., nel senso della teoria ge-
nerale delle corrispondenze birazionali fra varieta algebriche
prive di punti multipli) considerando per V., invece della va-
rietd dei gruppi di n punti di C, la variets delle gl speciali
in v, come si fa quando si tratta delle ordinarie wvariety di
Jaconr.

Ma mentre cosi la varietd E__; si riduce ad una varieta di
dimensione © - 2, ci sono, come si vedrd nel n, 33, talune
varietd, di £__, che danno luogo a nuove varieth eccezionali
comt,

(') {541). Per § = 2 la varieth cui s’allude riducesi a upa retta inva-
riante congiungente i due punti d’indeterminazione di My per § = 3 si ha
una varietd in carrispendenza birazionale senza eccezione con una quadrica
di 55 per & = 4 una varietd in corrispondenza birazionale senza eccezione
coll'ipersuperficie cubica di Sperz con 10 punti doppi, delle spazio S,
[56, 57]. Ved. pure [5, p. roy).
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32. PROPRIETA DELLE TRASFORMAZIONI DI I? E DI 2% SPECIE

DELLA VARIETA DI JACOBI IN UN CAMPO NEUTRG. — Sia Vi una
varietd quasi abeliana di Jacoer di genere virtuale = e di ge-
nere effettivo p <w (&8 = 7 - p) ed w4y, 4, . . ., # slen0o ™

integrali semplici indipendenti virtvalmente di 1? specie del si-
stema, lineare Z ad essa appartenente (n. 28). Le congruenze

(19) w, u, =, {modd, periodi) {h=1, 2, ...7),

a norma del teorema d’inversione nel campo ¥, pongono una
corrispondenza biunivoca fra i punti di V; ILa diremo una
trasformazione di 1* specie, estendendo considerazioni e deno-
minazioni relative ad un’ordinaria varietd di Jacosr (1), Al va-
riare delle costanti g; la corrispondenza descrive una serie con-
tinua oo™,

Il teorema d’Abel nel campo neutro y permette di affermare
che la somma dei due gruppi di = punti della curva C, che
hanno per imagini due punti omologhi in vna data corrispon-
denza (1g), varia in una seric lineare neutra gj . Viceversa,
data una tal serie, restan definite le 4, e la trasformazione (1q),
che dunque ¢ algebrica, epperd hirazionale.

Le congruenze

(20) u, = Uy, + 0, (modd. periodi) (h=1,2,..,7

definiscono per ogni scelta delle b una trasformazione di z*
specie, la quale descrive al variare delle  una serie =07, che
¢ ovviamente un gruppo continuo di trasformarzioni a due a
due permutabili e che comprende la trasformazione identica
(by==0).

Poiché prese due coppie G, &' ¢ H, H' di punti di V. cor-
rispondenti nella (20), cio¢ di gruppi di = punti di C, risulta,
secondo il teorema di Abel nel campo y:

G+ H =+ H,
(") & che trovansi in [B].

P. I, n zz
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le trasformazioni (20) non sono altro che le trasformazioni bira-
zionali del gruppo abeliano co™ gia considerato nel n. 21.

Esse si ottengono tufte dai prodotti a due a due delle {19);
dati due punti generici di ¥, ¢’¢ una trasformazione di 1* specie
¢ una di 2* specie che portino uno prefissato nell’altro. Se i
due punti coincidono, la trasformazione di 2* specie riducesi
all’identita; ecc. ecc.

Non sunile analogie con quanto si conosce sulle ordinarie va-
rieta di JACOBI occorre ulteriormente insistere; sibbene sulle
divergenze, perché proprio queste son espressive e fruttuose per
la nostra ricerca.

Sieno al solite €, 3, & le varietd logaritmiche e polari
degli integrali virtualmente di 1* specie di V.. Nel n. 21 gia
abblamo osservato che le trasformazioni del gruppo abeliano
cioe le frasformazioni di 2* specie mutano in sé ciascuna delle
varield, che ova sappiamo esseve varieltd logaritmiche e polari
deglintegrali virtualmente di 1* specie di V.

Si puo aggiungere che le trasformazioni di 1* specie scam-
biano fra lovo le coppie di varieta logaritmiche associate e mu-
tano in $é ogni vavietd polare (1).

Invero, sc A;, B;, ¢ una coppia del campo v, fissata una
generica gg , ogni gruppo di questa che passi per 4; passa in
conseguenza per B, epperd ad un gruppo G di w punti con-
tenente A, corrisponde in gf_, come resto, un gruppo G’ di =
punti contenente B;. Analogamente si ragiona per una coppia
Ay = By costituita da due punti coincidenti,

Ecco dunque in che cosa consistono le eccezioni alla transi-
tivitd della serie oo™ e del gruppo oo® di trasformazioni di 12
e di 2? specie,

Ma c’¢ di pitr. Ritorniamo ad assumere come integrali fon-

{") Da questa seconda proprietd discende come corollario Ja prima,
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damentali di 2 gllintegrali ey, . . ., w, w,,, ..., u.: del
n. 28; sicché le (19}, (20) divengono:

S w, v, ETa,
{21} Wiy + Uy B2y
. LS SR
( u 2 13 + w‘pH = ‘I'p+l ( . ’ ' p)
( (/== T, oevy By)
i ' p—
k Uy == Uy, +bi. (/m61+1,”',8) .
(22) ) Wy 222 Uy o+ by
‘ ufp+l-'_':£ H‘g:+£ + l?p-H
Poiche gl'integrali o, #,, . .., u, son costanti lungo ogni

My di Vi (n. 28), cosl le trasformazioni di 1% e di 2* specie mu-
tano tan sé Uinvoluzione abeliana delle M, e subordinano su
questa, come varietd di Jacopr propriamente detta di elementi
M;, una trasformazione rispettivamente di 1* o di 2* specie,
Vi sono pertanto 2% varieta M, mutate in sé da una data tra-
sformazione di 1° specie (), @, e nessuna che sia mutata in s¢
da una trasformazione di 2* specie diversa dalla identita.

Sopra una delle M; mutate in sé da «, la trasformazione
subordina una trasformazione birazionale involutoria rappre-
sentata dalle ultime ¢ delle (21), cioé una trasformazione di
1° specie della M, in s&, in quanto l'ente lineare M, si consideni
come una varietda di Jacopi quasi abeliana di genere virtuale
n = 0 e di genere effettivo p = o.

I punti doppi di questa trasformazione involutoria su M,
sono punti doppi di @ in Ve, e tutli i punti doppi di & si otten-
gono cosi dai punti doppi delle trasformazioni di 12 specie che
o subordina sulle 2% M unite. La ricerca sara condotta fino
in fondo per una ¥V, corrispondente a m = 2, p =& = 1
(n. 62).

Nel caso particolare © = &, p = 0 st oftiene in uno spazio
Hneare Sy (0 in una varieta lineare) un gruppo abeliano oo®

() 169, p. =282].
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di trasformazioni birazionali, che muta in sé ciascuno di certs
2 8, + &, iperpiani e che & rappresentato dalle formule (n. 29):

b

il (o, Byr Xy ) =Y (=1, 2,..,8)
§=1

(23) s 5
)] = X + &, ({=8+41,..,83),

!
s=1 Xm0y g=] Xy — O

le b essendo le costanti di una trasformazione del gruppo.
Le coordinate di un punto dello Sy di cui trattast son
le funzioni simmelriche elementari di %y, %5, ..., %Xs €
(%5, %2, - .., xs), (%), %', ..., %'5) danno luogo a punti
corvispondents nella frasformazione.
Siccome ciascuna delle precedenti equazioni ridotte a forma
intera & lineare nelle funzioni simmetriche elementari di

(%7, % o .., %), ¢ di (%, %, ..., %5}, esse son soddi-
sfatte singolarmente dalle coppie di punti reciproci in una reci-
procita.

Pertanto ciascuna delle predelte corvispondenze muta una
retta genevica di Sy tn wna curva razionale normale (in quanto
generata per intersezione degl'iperpiani corrispondenti di 8 fasci
proiettivi, omologhi, nelle & reciprocitd, della data retta).

Per 8=1 si ha un gruppo abeliano oo! di omografie, co-
stituito dalle omografie che hanno due punti uniti distinti (caso
di una coppia neutra a punti distinti) o dalle omografie para-
boliche con dato punto unito (caso di una coppia neutra a
punti coincidenti).

Per 8 = 2 si ha wn gruppo abeliano o0? di trasformazioni
gquadratiche piane.

Sarebbe interessante di approfondire in generale le proprieta
del gruppo oof in S; e delle oo® trasformazioni involutorie di
I* specie:

IBI (xswd‘j) (xs,_aj)
P ﬁj) {xsr o pf)

) LS. (I=3,+1,...,5)
=a =0;+ 1, .. .
s=1 \ &y Oy xs’_“l ! ¢ e

= e% (F=1,..,8)

(24)

¢l

—_
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Ritornando a p, © qualsiansi, aggiungeremo qualche osser-
vazione, che sard poi utile, sulle trasformazioni di 2 specie pe-
viodiche. E chiaro che trasformazioni siffatte si hanno allora e
soltanto ailora che il vettore di componenti & sia un sottope-
7iodo, ciot sottomultiplo di un periodo secondo un numero
intero,

Una trasformazione di questo tipo genera su ¥, coi propri
cicli, un’involuzione 7, che, attesa la permutabilith delle tra-
sformazioni di 22 specie, ¢ mutata in sé dal loro gruppo abe-
liano o™ e quindi ¢ rappresentata da una variety W,, la quale
possiede anch’essa un gruppo abeliano continuo oo® di trasfor-
mazioni birazionali in s¢. Inoltre i = integrali virtualmente di
T* specie su Ve, sommati nei punti di un gruppo variabile in 7,
danno luogo ad altrettanti integrali virtualmente di 12 specie
(ma in realtd di 3* specie) sopra 'imagine W.,. La W. si deve
da vari punti di vista, che saranno poi indicati, considerare
come una variety quasi abeliana. Le V, rientrano fra queste W,
come casi particolari. Si ottiene insomma cosi una prima esten-
sione della classe delle varietsa abeliane. Vi ritorneremo in
seguito,

OsSERVAZIONE, — Per dati valori delle costanti «, & le cor-
rispondenze (23), (24), in quanto la M; variabile i ponga ra-
zionalmente in corrispondenza omografica con un S;, anzi colla
totalitad dei gruppi di & punti (x,, x,, . . . , x5) di una retta (il
clie & sempre possibile, n. 22), restan razionalmente fissate su
M. Sicché Vo possiede anche due altve serie continue oo™ di
trasformazioni bivazionali in sé; esse si ottengono associando
alle trasformazioni di 12 e di 22 specie dell’involuzione delle M,
rispettivamente le trasformazioni di 22 e di 12 specie razional-
mente fissate sulle singole M.

33. LE VARIETA ECCEZIONALI PER LE TRASFORMAZIONI DI PRI-
MA E DI SECONDA SPECIE. - Vediamo come pud accadere che
venga a mancare per qualche punto o varietid subordinata di V.
(che, si ricordi, & equivalente birazionalmente senza eccezione

9 P I, n 32



130 PONTIFICIAE ACADEMIAE SCIENTIARVM SCRIPTA VARIA - 20

alla varieta dei gruppi di = punti di C) la biunivocitd della
trasformazione di 1* specie ¢, rappresentata dalle {21).

Dobbiamo all’uopo determinare le coppie di varieta ecce-
zionali per « della V, (priva di punti multipli); ossia le coppie
di varieta irviducibili corvispondenti nella data trasformazione
birazionale o di Vi, fra le quali « induce una corrispondenza
algebrica di indici non ambedue finiti. I ¢’interessano sopra-
tutto, anzi in modo esclusivo, le coppie di varieti eccezionalt
di dimensioni © ~ 1, ciod tali che una delle varieta della cop-
pia abbia la dimensione © - I.

Infanto la varietd E_ , dei punti speciali ¢ certo eccezio-
nale, qualunque sia o. Invero, dato un punto generico di Exa,
vi sono oo' punti dove gl'integrali di = prendono gli stessi va-
loxi; ed essi riempiono la curva speciale uscente dal punto
stesso. La gl rappresentata da tale curva ha, nel campo neu-
tro v, una determinata w-pla residua rispetto alla gf, di v, che
definisce «: la qual w-pla & unica, perch, attesa la genericitd
defla g, essa ¢ non speciale. Pertanto i punti di quella curva
son trasformati da & in un sol punto e tutta la £, ¢& trasfor-
mata in una variety irriducibile £, .p variabile generalmente
con o. Le E' ..o invadono tutta la V,, perche su C un penerico
gruppo non speciale di @ punti sommato con una genetica gl
di v, da luogo ad una serie neutra g, ¢ quindi ad una o, che
muta la curva imagine della g! nel punto imagine della =-pla
prescelta,

Si osserverd che F __, passa per le varicta (€, @), (€, ),
e non contiene punti singolari diversi dal punii d’indetermina-
zione, essendo luogo di curve razionali speciali, le quali ap-
punto non incontrano le variety singolari fuori dei punti di
indeterminazione.

Consideriamo ora un punto generico P della vareta
(€1;, @), Poich¢ esso ¢ punto d’indeterminazione per 1'inte-
grale Wy is nell’intorno di P, entro V., Vintegrale assume tutti
i valori; onde ad un punto infinitamente vicino a P, in dire-
zione generica, corrisponde, mediante o, un punto che di-
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pende dalla direzione stessa, in quanto mutandola cambia il
valore di w,... Cid significa che (&;, ) ¢ una varieth, di
dimensione @ - 2, eccezionale per @, nel senso sopra espres-
so (1. Lo stesso dicasi della variety (a, &),

Viceversa, perché il coniugato in « di un punte P di V,
possa essere indeterminato, sicche a P corrisponda in & una
curva o varieti algebrica, occorre, se P non appartiene alla
varietd invariante K, che sulla varieti omologa di P ciascuno
degl'integrali di ¥ prenda lo stesso valore finito (a meno det
petiodi) che ha in P: onde questa variety & luogo di gruppi
equivalenti speciali del campo v, cioé appartiene ad £ . Se
poi P sta su K e non & un punto d’indeterminazione, ossia non
¢ situato su alcuna delle (&, &, (€, &), e giace quindi so-
pra una sola componente € od €, di K, ad esso {come abbiamo
gid avvertito nel n. prec.) corrisponde sempre un punto della
componente coniugata &, o €,; ed uno solo (se P & generico
dentro quella componenie) od anche infiniti, ma sempre gia-
centi sulla componente coningata, quando P, senza cadere in
una varietd d’'indeterminazione, sia eccezionale per la corri-
spondenza birazionale indotta da « fra & od &, ¢ la propria
coniugata. Di queste eventuali cccezioni alla biunivocith di o,
che si limitano a coppie di varieta eccezionali coniugate, ambe-
due di dimensioni minori di @ - I, non occorre di tener conte
pei nostri scopi.

In conclusione, trovata la coppia di varietd eccezionali
£y &5 rimave da esaminare di qual tipo sono le coppie
i varietd eccezionali di cui fanno parte Je (&, @), (4, ).

Scelto un generico punto P di V,, vi sono intanto oo! tra-
sformazioni di 1* specie @, che lo portano in un punto P di
(&, ;) [similmente si ragionerd nei rignardi di (€;, €)7.
Invero, per trovare una « che porti P in P, bisogna trovare
i limiti delle e che mutano  in un punto ¢’ non singolare, i
quale tenda a P’ lungo un ramo &’ di origine P’, Se il ramo non

(1) L’osservazione pud esser posta in relazione colle considerazioni del
n. 2y,

PoI on 33
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tocca (&, @) in P, dalla sua tangente resta individuato un
S tangente in P a Vi e ad (af, 551-), ciot una faccetta a
n - 1 dimensioni tale che, considerando P’ su essa, l'integrale
w; ha in P’ un valore finito determinato (2 meno dei periodi):

11 che si conclude, dopo condotta entro V. una generica va-
rietd algebrica W __,, passante per (€, @) e tangente in P’ a
quella faccetta, tenuto conto che l'integrale w,,; sopra W,
¢ di 12 specie e quindi ha in P un valore determinato, indi-
pendente dalla direzione della tangente al ramo ¢, il quale
resta vincolato soltanto alla condizione di toccare in P la W ;.

Pertanto le & che portano P in P’ sono oo}, quanti gli S,
del fascio @ individuato entro lo S, tangente a V. in P’ dallo
S..p ivi tangente ad (&, #)); e costituiscono un ente razio-
nale Fissata una di queste «, ad ognuno degli S__; del fascio ¢
risponde in o un punto P, da assumersi come omologo di P';
¢ cosi P, mediante o, si muta in una curva razionale f, uscente
dal primitivo punto P.

Qual’é, per una data «, il luogo di queste curve razionali?
Fissato P ¢ quindi la § per P, determinata da «, consideriamo
un punto . P mobile sopra un ramo generico ¢, di origine P ¢
il punto P corrispondente a P in a. Il punto P’ descrive un
ramo ¢ di origine P’, avente in P’ una tangenie generica. In-
terpretiamo le cose sulla curva C. Ivi & dato un gruppo G di
n punti, che ha per imagine P; un ramo ¢, di origine G, di
gruppl di 7 punti, la cui imagine su V. & il ramo lineare dello
stesso nome; e un gruppe G di m punti, variabile in ¢. Il
gruppo variabile &', corrispondente a P, & il resto di G 1i-
spetto alla serie gf, di C che da luogo su ¥V, ad a. Quando G

S

tende su € a G, il gruppo G’ tende a G’, di cui P’ & I'imagine;

ciot ad un gruppo contenente la coppia 4;, B;. Dunque f & ima-
gine di una g! , che appartiene al campo neutro Y’ definito
dalle 3 ~ 1 coppie di Y, diverse da 4; B, e che & residua ri-
spetto alla g§ di un gruppo G’ di = punti contenente 4;, ;.
La f si appoggia percid in un punto a ciascuna delle & ~ 1
varieth rimanenti d’indeterminazione. Alla stessa conclusione
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si arriva osservando che su f gli altri integrali Uppjo Wyyy di Vi
son costanti, dal momento ch’essi assumono nei punti di f
valori uguali a quelli ben determinati, finiti, che assumono
in P'. Percio f deve incontrare le altre varietd singolari soltanto
in punti d’indeterminazione.

Si vede di piti che le f corrispondenti ai punti di (€, o)
in o, avendo per imagini i resti dei gruppi del tipo G’ rispetto
a g3, sono oo™ 2 perché due gruppi generici di © ~ 2 punii
di C non sono equivalenti nel campo ¥". Ne deriva che la va-
rietd eccezionale coniugata ad (&;, @3,) & una varietd F i di
dimensione % - 1, luogo di c0™=? curve §, corrispondenti ai sin-
goli punti di (€L, @5,

Variando o, epperd la F a1 le f variano descrivendo un
sistema irriducibile, che ha almeno la dimensione © ~ 1. Ma
siccome tutte le g} di C, appartenenti al campo ¥, sono tante
quante il genere virtuale w ~ 1 del campo stesso, cosi le f
son esattamente oo™~! e abbracciano quindi la totality delle
imagini delle g! neutre del campo ¥’ e in particolare delle g!
speciali. Cio¢ il sistema delle | contiene il sistema delle e.

I1 sistema oco™! delle f & involutorio, cioé par un punto
generico di V. passa una sola f. Infatti, un gruppo generico
di = punti di C individua una gl del campo y’. Ma & Oppor-
tuno ritrovare altrimenti lo stesso risultato, incontrando cosi
altre proprieta che interessa di porre in rilievo. Una f glace
nella M, passante per uno qualunque de’ suoi punti {cio risulta
dal fatto che una gl giace nella ¢3 completa da essa individuata
o dal fatto trascendente, che equivale a questo); ed & una retta
invariantiva di M, (perché rappresenta una gl della g2): una
retta invariantiva appoggiata ai & ~ 1 spazi lineari invarian-
tivi a & - 2 dimensioni staccati sulla ¥, dalle 8 ~ 1 variety
d’indeterminazione diverse da (&;, 8,). Per un punto generico
di Ms passa una sola di queste rette invariantive (¢ la tradu-
zione, gia notata nel n. 31, del fatto che in un S, vi & una sola
retta passanie per un punto generico e appoggiata a &-1 S, ,
generici). E si ritrova cosi, che per un punto generico P di V..

P. I, n 33



134 PONTIFICIAE ACADEMIAL SCIENTIARVML SCRIPTA VARIA - 20

passa una sola f. Ne segue che tutte le co' & che mutano P in
un punto P’ di (&, &), mutan P nella unica f uscente da P;
clod vi somo ool a che mutano un punto di (S, B) in una me-
desima curva f.

Siccome poi tanto le F__, come le Ms son composte col-
I'involuzione delle f, 'intersezione di una F_, con unma M, &
composta di oo™ 2 curve f.

Indichiamo altre notevoli proprietd delle coppie di varietd
eccezionali a © ~ T dimensioni di V. Dato che Ja varieta ecce-
zionale E_ ,, passa per (€, 8}, la varietd £ _, coniugata di
£, In una data a, ¢ contenuta nella F__, coniugata in « di
(&, 8). Cosi ogni a associa ad E,_; una F,, ciascuna delle
due varietha contemendo la .varietd eccezionale coniugata del-
Paltra. Restano associate anche le curve e e lo curve | vela-
tive alle due varield eccezionali, nel senso che ciascuna con-
tiene il punto eccezionale corrispondente all’altra. Invero, gh
integrali #,, t,, ..., #, hanno nei punti di una f valoti co-
niugati rispetto ad «, e questi ultimi sono alla loro volta uguali
ai valori costanti assunti da quegl'integrali sulla ¢ passante
per P, Le due e, f associate appartengono a due M, coniugate
nella @. Si noti poi che dalla corrispondenza birazionale tra le
e,  associate segue una corrispondenza birazionale tra (&, &5
ed £, ,.

Siccome ogni F__, contiene oo™~ curve f e, variando &,
quella I, descrive un sisterna irriducibile, che esaurisce tutte
le oo™~} curve f, cosi le ', sono oo™~!; per un punto gene-
rico di V. ne passano ™2, che hanuo in comune la f per quel
punto e vi sono oot trasformazioni ¢, che portano (&, &) nella
stessa F__, : sono le ool trasformazioni e, che portano un punto
P di F__, nel punto P di (8, &} coningato di quello in una o
che muti (&, &) in F__,.

Tenuto poi conto che una « si pud sempre considerare come
trasformata di un’altra qualsiasi o rispetto ad una conveniente
trasformazione di 1* o di 2® specie, si vede che il sistema oo™~!
delle F,_, ¢ mutato in s& da ogni trasformazione di 1 o di 2°
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specie e che le 7 sono altresi omologhe di (€1, @) nelle tra-
sformazioni di 2* specie. E, naturalmente, anche il sistema oo™
delle £’ , & mutato in s¢ dalle trasformazioni di 12 e di 22
specie.

Poiche le f rappresentano seric lineari gl di C, esse segano
in un punto ciascuna delle 4;, B; (e ognuna delle altre varieta
singolari, perd queste ultime in un punto d’indeterminazione).
Nella corrispondenza proiettiva che una qualunque « pone fra
1 punti di f e gli S; del fascio ®, attorno al punto P* omologo
di f, al punto (&, f) corrisponde lo S__, tangente in P’ a @B,
e al punto (&8, f) lo S, ,, tangente in P’ ad €l,. Basta, per
veder questo, osservare che nella cortispondenza birazionale
che o induce fra le &, 8., scambiandole fra loro, alla varieta
(&;, ) considerata sopra &, o sopra @;, corrisponde rispet-
tivamente su &; o su €, la varetd (F_,, @) o la varieta
(F .1, &}; sicche ad un punto infinitamente vicino al punto P'
di (9, ;) sopra &, o sopra &, corrisponde rispettivamente,
su @; o su €; il punto (f, &) o il punto (f, €).

Se trattasi della varietd d’indeterminazione (€, €,) si potra
dire soltanto che il punto (f, €} ha per omologo in a lo §__,
del fascio @ tangente ad €, in P’, perché €, & unita per o.

Se invece ¢ una trasformazione di 2* specie, essa muta in
sé ciascuna delle a}., @, e quindi fa corrispondere ad (&, @),
considerata su 2 B la (F,,, &) o rispettivamente Ia
(F .1+ ). Percio, quando f tende all’identita, la I, , tende
a passare per (&, &) e i due punti d’appoggio sulle &, &,
delle f con cui FF,_; ¢ composta, tendono a coincidere, ossia
quelle f tendono alle 00*~2 curve ¢; epperd la F__, ha per li-
mite E__, .

Il limite della £’ __,, trasformata mediante § di £__,, di-
viene a priori indeterminato (cio¢ pud dipendere dalla scelta
di un sistema analitico oot su cui far tendere f all’identitd), né
interessa di approfondire qui la cosa.

Quando la varieta d’indeterminazione considerata ¢ del tipo
(A, &) ed FF_, & ancora la trasformata di (&1, &) mediante B,
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col tendere di { all’identity, la varieta (F__;, €)) tende ad
(€, €)) e le f tendono ad appoggiarsi ad €, nei punti d’inde-
terminazione ossia tendono a curve e; eppero anche in tal caso
il imite di F__, ¢ E_, . '

Riassumeremo nell’enunciato seguente le proprieta salienti
delt’analisi svolta, indicando in modo generico, per brevitd di
scrittura, con F'__, le varietd d’indeterminazione ed aggiun-
gendo qualche ovvic complemento.

Le varietd eccezionali a 1 — 1 dimensioni per le trasforma-
zioni di 1* specie « e per le trasformaziont di 2* specie [3 del
gruppo continuo 1" esistente su Vi, hanno per omologhe varicld
di dimensione © - 2 ¢ non minove. Precisamente le predetic
varietd eccezionali sono: 1) la vavieta E, | dei punti speciali,
la quale contiene tutte le varietd singolari d’indeterminazione
F, degli integrali ineventi a U'; 2) le trasformate F_, delle
I Ognuna delle £, contiene tutle le vavieta d'indetermi-
nazione da cut non proviene, Le F__, lrasformate per le « di
una data F',_, formano un sistema trriducibile oo™, mutato
wn sé dalle o, B, di cui fa parte la E _,, il quale é composio con
un sistema involutorio co™1 di curve razionali, che compon-
gono anche le M lineari tracciate su Vo e son su queste retie
invariantive. Tali curve son le trasformate dei punti d'indeter-
minazione ovvero, se wcontvano tutte le F'__,, si trasformano
in punti. Le o, B portano la £, in un sistema irriducibile oo™
di varieta E'__,, mutato in sé¢ da «, 3. Ciascuna delle E'__, &
bivazionalmente equivalente ad ognuna delle varieta d’indeter-
minazione (). Rispetto ad una o o ad una B fissata, la E__; ¢
la trasformata Fi_, di una &', son associate nel senso che
oghuna contiene la varietd eccezionale corrispondente all altva.

Ciot le £t Fer st comportano come le curve eccezionali
di 22 specie di una rigata o di una superficie razionale, perché
la E__, 0la F,__, non posson mutassi in una varieta di dimen-

() £ chiaro, indipendentemente da cid, che due varietd d’indetermina-
zione sono birazionalinente equivalenti alla varietd dei gruppt di - 2
punti di C. ’
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sione inferiore, senza che una loro varietd subordmata si muti
in una varieta di dimensione = - 1.

I © sistemi di varietd F __, corvispondenti alle singole varieti
d'indeterminazione hanno fuiti a comune, come varietd lotale,
la E, ., ele I, di questi sistemi, che provengono da una
medesima o. (0 B), passano tutte per la E'_, corvispondente ad
E_ . mediante quella o (o B).

I & sistemi involutori di curve f hanno tetti in comune il
sistema delle curve speciali.
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PARTE SECONDA

LE FUNZIONI QUASI ABELIANE SPECIALI

34. LORO DEFINIZIONE ED ESISTENZA, — Sia V, la varietd
delle w-ple di punti di una curva C di genere effettivo p<m.
La ¥, si pud considerare come una vatrieth quasi abeliana, in
quanto si fissino comunque su C 3= - ) coppie distinte
di punti [delle quali & < & costitvite da punti distinti e
8, (=8-28,)<(8 costituite da punti coincidenti] mediante le
quali s'intenda definito un campo neutro y. Quando parliamo
di. V. come varieta quasi abeliana {speciale), intendiamo sem-
pre di far riferimento ad un campo siffatto, prescelto comunque
su C. & in questo senso che V. pud considerarsi come limite
di un’ordinaria V. di Jacosr (n. 20).

Appena fissato su C il campo v, restano in conseguenza
definiti su V. certi m integrali semplici indipendenti, quelli
che abbiamo finora denotati con sy, #,, . . ., #,, %yyqs - - -
%, 0 Ypebr» -+ - Wa, da considerarsi virtualmente di r®
specie. E sappiamo (n. 28) come pud caratterizzarsi globalmente
il loro sistema lineare X, co™!,

A norma del teorema d’inversione, il punto di V. (ciod
ogni funzione razionale simmetrica dei punti di una =-pla
variabile su C) & funzione analitica uniforme delle = variabili
%y, U, . . ., #z O di altre =, che da esse derivino con una so-
stituzione lineare a modulo non nullo.

Funzioni siffatte, in quanto servonc ad uniformizzare il
punto mobile sulla varietd quasi abeliana Vs, si chiameranno

PoIIL a3
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funzions quasi abeliane (per ora si sottintende 1'attributo spe-
ciali). Gl'interi m, p si chiameranno rispettivamente il genere
virtuale e il genere effettivo delle funzioni quasi abeliane con-
siderate, le quall costituiscono un corpo.

Per p=m si ricade nelle funzioni abeliane; per ==1, p=o0
si ottengono le fungion: quasi ellittiche; per t=2¢ p=0 0 p=1
le funzioni quasi iperellittiche.

Una funzione quasi abeliana di genere virtuale = e di genere
effettivo p ammette 2 p+8 =2 n- & ~2 3, periodi. Essa am-
mette cioé meno periodi di quanti non ne spettino ad una fun-
zione abeliana di genere (effettivo) =, di cui essa pud pensarsi

come limite per V.—V,. T periodi che al limite vengono per-
duti, divengono infiniti (n. 28),

Se 8,=0 (cio¢ se le coppie neutre son tutte a punti coinci-
denti), nel passaggio da V. a V. i periodi si riducono da
zma 2 p: ¢il minimo numero di periodi di una funzione quasi
abeliana di generi =, p.

35. LE FUNZIONI RAZIONALI E LE FUNZIONT TRIGONOMETRI-
CHE COME TUNZIONI QUASI ABELIANE DI GENERE EFFETTIVO
zERO — Consideriamo in modo speciale il caso p=o0, che oc-
corre approfondire pel seguito.

Sia mw=5 il genere virtuale del corpo di funzioni quasi abe-
liane di genere effettivo zero, che vogliamo studiare.

L'inversione delle congruenze (12), (x3), relative a
questo caso, ¢ gia stata fatta nel n. 29. Le equazioni che de-
terminano il punto della varieth lineare S, (modello della va-
rietd quasi abeliana di genere p=0), sono le (14), (15) del n.
stesso, che possiamo scrivere, ponendo in evidenza le variabili

Upatr Mpis o o vy Unl
Xy o) (X — &) .. - “ .
e K G R O
{2y B — ). (as— B
1 1 I o
— + — 4+ ..+ e 2 ([:OI'*'I""'E) .

g —e) Xty Xy — o
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Le funzioni simmetriche elementari di x,, %,, . . . , x5 tratte
da queste equazioni si esprimono razionalmente (oltreché per le
o, B) per le quanfita:

cio¢, tenuto conto della formula di Eulero, razionalmente per

SIN 1%, , COS €0,.;, %ye.

Concludendo:

Una funzione quasi abeliana di generve effettive zero, qua-
lunque sia il suo genere virtuale , si viduce sempre, previa una
eventuale sostituzione lineave omogenea a wmodulo non nullo
sulle variabili, ad una funzione razionale-esponenziale e quindi
ad una funzione trigonomelrica in O, variabili e vazionale in
&, vartabili (6,+8,=n (})).

Vi son funzioni, per cui 0,=0, ridotte a sole funzioni trigo-
nometriche (o razionali-esponenziali); funzioni, per cut 8, =o0,
ridotte a sole funzioni razionali.

In particolare le funzioni quast ellittiche non sono che fun-
zioni trigonomelriche e funzioni razionali.

36. ALCUNE PROPRIETA DELLE FUNZIONI QUASI ABELIANE DI
GENERE QUALUNQUE., — A norma di quanto precede, la varieta
quasi abeliana V., di generi w, p (n>>$>>0), si rappresenta pa-
rametricamente con funziori quasi abeliane di #;, . . . , %), .
S’essa appartiene (com’® lecito supporre, senza restrizioni) ad
un S_,,, nel quale sieno x,, x,, . . ., x_,, le coordinate non
omogenee di punto, la V, ¢ data da formule del tipo

(25) 'rh-:!:h(uil By oy u‘n:) (/Lﬁl,2,...,1‘t+l) H

(') Per funzione frigonometrica intendiamo ogni funzione razionale di
seni e coseni delle variabili, eventualmente meltiplicate per 'unitd imma-
ginaria
g .

P, n 33
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ove le I, son funzioni quasi abeliane, relative alla tabella (77).
Le F, posson essere anche espresse mediante le variabili otte-
nute dalle precedenti con una arbitraria sostituzione lineare
omogenea a modulo non nullo. Cid equivale a mutare i = inte-
grali con cui g’individua il sisterna lineare Z.

La rappresentazione (25) ha il rango 1 (Y, nel senso che
ad un genetico punto della varietd corrisponde un sol punto
d’un campo fondamentale del considerato corpe di funzioni.

Nello spazio reale cuclideo S,,, dove si distendono le % va-
riabili complesse #, un campo fondamentale & costituito da wun
qualsiasi prisma indefinito, che ha come figura divettrice il pa-
rallelepipedo dei 2p+8; periodi,

Invero, ogni punto di Sy, pud esser portato in quel prisma
con convenienti traslazioni secondo i periodi e due punti interni
al prisma non posson dedursi 'uno dall’altro con trasformazioni
siffatte.

Quando una funzione del corpo si concepisce come limite
d'una funzione abeliana di genere #, inerente ad una varietd
di Jacomr V., che tenda a V., il campo fondamentale delle
funzioni abeliane, ciot il parallelepipedo dei loro 2= periodi,
si allunga indefinitamente, perché 8,28, de’ suoi spigoli ten-
dono all’infinito ¢ si riduce al prisma indefinito sopra indicato.

Dimostriamo in primo lnoge che:

Una funzione quasi abeliana ¢ meromorfa {al finito).

Denotiamo con @ (2, 2, . . ., #,) una genevica funzione
del corpo e sia P un punte di W, (che possiamo sempre sup-
porre al finito, considerando le cose proiettivamente). Se in P
la. @ diviene infinita, la funzione razionale del punto di ¥, a
cui essa ¢ uguale, ha in P un polo o un punto d’indetermina-
zione. Se P & un polo la funzione reciproca ha ivi uno zero,

L I . .
ciog flw & olomorfa in P come funzione delle Hy, - . ., Uz, O0de
({1

P ¢ un polo per @, come funzione delle Uy, - 0., Be SE P B

M (24, p. 2851, Ivi il concetto di rango & fissato per le superficie,
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per quella funzione razionale punto d'indeterminazione, si puo
moltiplicare la funzione per un’altra funzione razionale (un
polinomio) olomorfa in P, in guisa che P divenga punto di
olomorfismo del prodotto. Cio significa che, nel caso in esame,
® si pud moltiplicare per un’altra funzione quasi abeliana, olo-
morfa in P, in guisa che il prodotto sia olomorfo; e quindi P
& per ¢, come funzione delle #,, %,, . . . , %, un punto d’inde-
terminazione. Il teorema & cosi dimostrato.

I penti delle varietd singolari €, &;, €, degl'integrali
%, ;, %, 1ON si conseguono colla rappresentazione {25) della
V., perche in essi qualcena delle variabili » diviene infinita.

La wvarieta rappresentata dalle (25) non é cioé esattamente
la wvarietd quasi abeliana V., ma questa varietd alla quale é
stato dato come contorno ['insieme det punti singolari de’” suot
integrali semplict virtwalmente di 1* specie.

Il contorno defa varietd rappresentata corrisponde all’in-
sieme dei punti all’infinito del prisma dei periodi.

Anche questa & una divergenza notevole rispetto alle varieta
abeliane, le quali vengono poste dalla rappresentazione abeliana
in corrispondenza biunivoca continua col parallelepipedo dei
periodi, ove s'imaginino saldate le coppie di faccie opposte. La
varietd abeliana vien data ciod integralmente, senza alcun con-
torno, dalla sua rappresentazione.

Ma wvi & un’altra divergenza importante. Consideriamo ['in-
sleme 7 dei punti al finito di un prisma dei periodi, nel quale
si riguardinoe come un solo due punti del contorno differenti tra
lore d’un periodo; e I'insieme Vi - I (€&;+8)) - & €; dei punti
di V. non singolari per glintegrali di Z. Orbene, fra i due
insiemi la corrispondenza continua & soltanto generalmente bi-
-univoca.

Infatti le oo™2 curve speciali di V. (n. 31} vengon ciascuna
rappresentata da un sol punto dell’insieme I. I la totalitd degli
oo®™-2 punti reali cosi ottenuti entro 7, & ivi I'imagine della
E_ | eccezionale di Vs.

It opportuno altresl di appurare che cosa accade, passando
da ¥V, alla sua rappresentazione nel prisma dei periodi, delle
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altre varietd eccezionali delle trasformazioni di 1# ¢ di 2® specie
[le quali sono le (&, &) (€, €], ciot di quelle altre varieta
che mediante una trasformazione di 1* e di 2* specie danno
varieta di maggior dimensione, m~1; e che cosa avviene di
queste ultime, le quali da una trasformazione di 12 o di 2? specie
vengon invece mutate in varietd di minor dimensione, = - 2.

A priori si pud dire che, sia le une che le altre debbon avere
per imagini nel prisma varietd di dimensioni uguali alle lore,
perché le (xg), (2o) son ivi (al finito) trasformazioni univoche
senza eccezioni (%).

Nel fatto, se F__, & la varieth cccezionale trasformata di
(&, @) o di (9, €)) mediante una trasformazione di 12 o di
2® specie, non essendo essa composta con curve razionali spe-
ciali, & rappresentata nel prisma da una variety reale a
2 (m - 1) dimensioni. Anche la (&, &) od (€, €,), nonostante
che abbia la dimensione m -2, & rappresentata nel prisma da
una varieth reale a 2(w- 1) dimensioni, perché in ogni suo
punto gl'integrali di  son funzioni di un medesimo parametro
inerente all’indeterminazione e dipendente dalla faccetta tan-
gente scelta, com’e spiegato nel n. 33.

Tanto I'una che 'altra varietd si estendono entro il prisma
all’infinito (), perche, per cio che concerne la prima, su F__,
1l generico integrale di Z resta di 3* (o di 2%) specie e vi ha
dunque punti d’infinito; per cid che concerne la seconda, ac-
cade che in ogni punto P’ di (€, ) o di (&, €;) vi sono ri-
spettivamente due faccette o una faccetta a © - 1 dimensioni
della V', contenenti la faccetta a © - 2 dimensioni tangente in P’
ad (€, &) o ad (€1, &), sovra le quali uno degl’integrali di %
diviene infinito; sicché ognuna delle riemanniane oo? che cor-

(") Nello S;x euclideo rappresentativo di %, t, . . ., g, la {19} ¢ il pro-
dotte della simmetria rispetto all’origine per uma traslazione inerente alle
costanti @, (cui va fatta seguire una traslazione secondo un periodo per
ripertare il punto nel prisma); e la (20) & una traslazione, inerente alle
costanti b, {cui va fatta segnire un’altra traslazione secondo un periodo}.

(%) Ch'esse si estendano all'infinito nello Spn deriva dal fatio che son
varieth « caratteristiche ».
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rispondono ai punti di (&, &) od (&, €)) ha due od un punto
all'infinito.

Ecco, riassumendo, come posson descriversi le eccezioni alla
buunivocita della rappresentazione di V. sul proprio prisma dei
periodi.

Sia [’ I'insieme dei punti di V. non singolari per gl'integrali
di % ed / l'insieme dei punti al finifo del prisma, il cui contorno,
al finito, sia soppresso riguardando come un solo due punti delle
facce differenti di un periodo (*). Allora la corrispondenza biuni-
voca continua fra I, /' non & un omeomorfismo (come invece
accade nel caso abeliano); ma ammette le seguenti eccezioni
alla biunivocita.

Vi sono o0®™3  punti di I a ciascun dei quali covvisponde
in I una superficie di Riemann di geneve zero e il luogo di queste
superficie di Riemann é U'immagine reale di una E__, eccezio-
nale di V., la quale contiene tutle le varicta d’indeterminazione
deglintegrali di X. Queste varieta sono alla lovo volta eccezio-
nali, essendo ciascuna rappresentata da una wvaviets rveale
™1 fnvece che 0¥ | di I Ad un punto genevico & inde-
terminazione corvisponde su I wna superficie di Riemann di
genere zevo, che ha due punti all'infinito od un solo secondo
che Uindeterminazione é relativa ad un integrale di 3 o di
2° specie (%).

{) Nelle proprietd in cui entrano in giuoco wvalori infiniti delle %, oc-
corre riferirsi alla rappresentazione delle u,, ., . . . , g SOpPIA una varietd
di SxorE a 27 dimensioni di un conveniente spazio euclideo [70, p. 71, 911,
Sn tale varietd si ha I'imagine del prisma dej periodi, che ha per contorno
Pimagine delle facce e Vimagine (proiettiva) dei punti all’infinito del
prisma. L'insieme [ si ottiene mantenendo quest'ultimo contorno ed eli-
minande I'altro, eoll'associare le coppie di punti differenti di un periodo.

(*) Naturalmente guest’ultima asserzione vale soltanto quando oi si rife-
risce all’insieme I sulla varietad di Secre, di cui alla nota precedente,
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PARTE TERZA

LE FUNZIONI QUASI ABELIANE GENERALI

LE VARIETA E LE FUNZIONI QUASI ABELIANE GENERALI

37. TRE TIPI DI DEFINIZIONE DELLE FUNZIONI QUASI ABE-
LIANE GENERALI. DIVISORI E RANGO. LA DEFINIZIONE a), — Le
considerazioni finora svolte offrono varie possibilith d’estensione
del concetto di funzioni quasi abeliane speciali, alle quali ab-
biamo limitato fin qui il nostro studio.

St possono invero proporre le seguenti definizioni:

a) Un corpo di funzioni quasi abeliane di 7 variabili & un
insieme di funzioni analitiche meromorfe (al finito) e periodiche,
i cul periodi primitivi son riducibili, con wna conveniente so-
stituzione lineare (a modulo non nullo) sulle variabili, ad una
data tabella del tipo 7 (n. 28).

T chiaro che, se un tal insieme esiste (ed esiste di fatto, come
sappiamo, almeno nel caso delle funzioni speciali) & un corpo,
nel significato consueto della parola.

b) Un corpo di funzioni guasi abeliane {in particolare
abeliane) di = variabili & il corpo delle funzioni razionali del
punto mobile sopra una varetd algebrica V. possedente un
gruppo continuo abeliano oo®, generalmente transitivo (in par-
ticolare assolutamente transitivo), di trasformazioni hirazionali.

PoHI, w37
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¢) Un corpo di funzioni quasi abeliane di « variabili ¢
il corpo delle funzioni razionali del punto mobile sopra il pro-
dotto di una varietd di Prcarp V ,(p<(=) () ¢ di uno spazio li-
neare S; (=7~ ).

Le funzioni quasi abeliane speciali soddisfanno a ciascuna
delle a), b), ¢). Per csse la V, & una varietd di Jacos.

Innanzi di scegliere la definizione pil adatta, & opportuna
qualche riflessione sulle &), b}, ¢}.

Cominciamo dalla «). Si sottintendono intanto stabilite, per
i periedi che figurano nella 77, le condizioni 1), 2} dell’Oss. 3*
del n. 28, in quanto esse assicuran l’esistenza di un corpo di
funzioni abeliane relative ad una varieta di Picarp VJ,,, d’irre-
golarith superficiale $ (%), e aventi come periodi quelli delle
prime $ orizzontali e delle prime 25 verticali della 7”.

La sostituzione di una V, di Picakp alla varietd di Jacosy,
da cui prendemmo le mosse per costruire e funzioni quasi abe-
liane speciali, implica gid una notevole {(anche se per ora ipo-
tetica) estensione del campo delle funzioni da definire.

Ma questa sostituzione non ¢ completa se non si tien conto
altresi dei divisori della varieth di Picarp (*). Vi sono invero

(1) Legata alle ricerche classiche di Prcazp {48, 49], sulle superficie e
varietd algebriche possedenti gruppi continui abeiiani di trasformazioni bira-
zionali. Varietd cosi denominate per p=2 da ExriQuEs-Stverr [24] e per £
qualunque da CasTELNUovo [9, pp. 540, 593, 655}, Ved. anche [17, p. 105
¢ segg-}.

(*y Ved. per es. [17, pp. 184, 206].

() 1 divisori sono stati considerats per la prima volta, in relazione ai
periodi degl'integrali semplici di 1* specie d’una superficie, ciot della sua
varieth di Picarp, in una mia Memoria del 1gob6 {62] e introdotti siste-
maticamente neilo studio delle superficie di Picazp e delle superficie iperel-
littiche da Ewrigues-Severr. Ved. [17, p. 184]. Si deve altresi ricordare
una pitt antica e fondamentale Memoria di Fromznivs {25, D. 331 ove 1
divisori son considerati nello studio delle relazioni fra i periodi delle fun-
zioni che Fropenius chiama Jacobiane, ¢ che son pei quelle aventi un
rumero di periodi doppio del nwnero delle variabili.
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varietd di PICARD per le quali la tabella dei periodi primitivi
{normali) &

TE 0 0wy W Wy,
S
27
0 Wy Wy g,
2
2
0 0 Wy Wygee W
»
ove dy, dy, ..., d, son convenienti interi positivi ().
La (7”) conticne invece una tabella abeliana a divisori uni-
tari (dy=d, .. =d,=1).

Nel campo delle funzioni abeliane speciali abbiamo gia so-
stanzialmente introdotto i divisori, nel considerare (n. 32) le
mnvoluzioni generate da trasformazioni cicliche di 22 specie sopra
una V. quasi abeliana di Jacomr (in particolare sopra una v,
di Jacopr). Pit generalmente, partendo da gruppi finiti di tla-
sformazioni di 22 specie (costruiti con convenienti scelte dei
sottoperiodi) si ottengono involuzioni le cui varietd rappresen-
tative soddisfano ancora alle definizioni a), ), ¢) [purché natu-
ralmente nella 4) la (7) s’intenda completata coi divisori].
I divisori si posson prescrivere ad arbitrio, compatibilmente coi
loro mutui legami aritmetici, ¢ si pud sempre in corrispondenza
costruire sulla V, di Jacosr un’involuzione generata da uno
conveniente dei predetti gruppi finiti, che dia luogo ad una va-
rietd coi prescelti divisori.

Questo concetto & stato sfruttato, pel caso delle superficie —
e la cosa si estende subito alle varietd — da ENRIQUES-SEVERI,
1 quali hanno anche avvertito (a p. 299 della loro Memoria) che
per certe scelte dei sottoperiodi si pud benissimo ricadere su
varictd a divisori unitari.

(") Precisamente dy=1 ¢ d, divisibile per d,_, (=2, ..., #p}. Ved,
[17. p. 184].

PoHL w7
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Le stesse cose son da ripetere quando si sostituisce ad una
varietd di JACOBI una varieth di Picarp a divisori unitari ('),

Prima di procedere oltre & opportuno di precisare qui anche
il concetto di rango (a cui abbiamo fatto allusione nel n. 36)
pur esso essenziale nello studio delle varieth abeliane, e che si
trasporta alle varietd quasi abeliane colla stessa definizione con
cui ENRIQUES-SEVERI 'hanno introdotto nel caso abeliano.

Ampliamo la classe delle varieth quasi abeliane, gih allar-
gata (per ora ipoteticamente) colla sostituzione di una varietd
di Prcarp ad una varieth di Jacosi, considerando come varieta
quasi abeliane le involuzioni sulle varietd sopra definite. L'uso
della qualifica di « quasi abeliane » anche per le varieta ima-
gini di tali involuzioni, ¢ giustificato dal fatto che il Joro punto
¢ funzione razionale del punto variabile sopra una varietd
quasi abeliana (a divisori unitari o non unitari) soddisfacente
(col periodi dei propri integrali virtualmente di 1* specie) alla 4}
e alle &), ¢). Eppero quel punto risulta in definitiva funzione
quasi abeliana appartenente allo stesso corpo di funzioni a cui
da luogo la varieth sostegno dell’involuzione.

Perd pud ben avvenire (ed anzi avviene in generale) che
_nell’interno di un prisma di periodi primitivi d’una delle varieta
imagini delle predette involnzioni, si trovi non nn solo, ma nn
numero finito # di punti corrispondenti ad un generico punto
della varieth: # & allora il rango della varietd, la quale risulta
cosl imagine d’un’involuzione di grado » sopra una varietd
guasi abeliana di rango 1.

Una varietd quasi abeliana di rango >I non & necessaria-
menie mutata in sé da nn gruppo abeliano di trasformazioni di
dimensione uguale alla dimensione della varieta, la quale pud
anche avere (come nel caso delle varietd abeliane) irregolaritd
superficiale nulla. Cosi ¢ della varietd di rango 2, rappresen-
tante 'involnzione di 2° ordine generata su una V. quasi abe-
liana di Jacomr da nna trasformazione di 1* specie.

Fd ora, continuando a discutere il valore della definizione a),
domandiamoci se per lesistenza delle costruende funzioni non

() (k7. p. 282].
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occorra prescrivere qualche altro legame quantitativo o quali-
tativo ai periodi @ delle ultime & righe della 77 (che d’ora in-
nanzi imagineremo completata col divisori).

Le w delle orizzontali dalla {p + 1) - esima alla (p +8&,) - esi-
ma, nel caso di funzioni quasi abeliane speciali, per p>1, ¢
supposto che sieno da considerarsi distinti due corpi di funzioni
quasi abelianc speciali provenienti da campi neufri birazional-
mente distinti, dipendono da 238, moduli (n. 21 Oss. 1), epperd
tra essc dovrebbero correre (p - 2) &, relazioni. Il caso p=1 &
cccezionale, in quanto le w di quelle orizzontali sono in numero
di 8;, mentre i moduli portati dalle &, coppie sono in numero di
2 8, - 1, sicché, non soltanto fra le w non ¢’¢ nessuna relazione,
ma vi sono oo¥!  varieta birazionalmente distinte, corrispon-
denti ad una scelta delle .

Le w delle orizzontali dalla (p+8,+1) -esima alla
(p + &) -esima, sempre nel caso di funzioni quasi abeliane
speciali, dipendono, per $>>1, da &, moduli e quindi vi dovreb-
bero esser tra esse {p - 1) &, relazioni. Per p=1 le predette w
non contengono alcun modulo e quindi si dovrebbero avere tra
esse &, relazioni.

Ma, come vedremo nei nn. 48 e 55 e segnatamente nel-
Pultimo, questo modo di considerare le cose ¢ ristretto e ina-
deguato alla natura del problema.

Che cosa sl puo dire quando la parte abeliana della tabella
(T') non ¢ piu relativa ad una ¥, di Jacosi, ma ad una ¥V, di
Prcarn?

Accettata la definizione @) senza limitazioni, resta da vedere
se le w delle ultime & orizzontali di 77 sono o non sono del tutto
libere. Per la ricerca degli eventuali legami necessart (di cui
poi bisognerd riconoscere la sufficienza, onde risolvere la que-
stione csistenziale defle funzioni cercate), si pud trarre lume
dalle relazioni bilineari tra i periodi di prima e di seconda spe-
cie delle funzioni intermediarie con un numero di periodi non
superiore al doppio del numero delle variabili e dalie relazioni
qualitative fra le stesse quantita, quali trovansi nella Memoria

P, w37
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di FroBeENIUS ultimamente citata {ved. alle pagg. 17 ¢ 19 della
Memoria) e (quando i periodi superino di 2 il numero delle
variabili) dai legami lineari fra i determinanti di ordine mas-
simo estratti dalla matrice dei periodi di un corpo di funzioni
meromorfe di = variabili a w4+ 2 periodi, quali trovansi in una
Memoria di CousiN (!). Nelia stessa Memoria si studian le
funzioni meromorfe di = variabili a m+ 1 periodi e si dimostra
che, soddisfatte alcune condizioni qualitative, 1 w1 periodi
possono scegliersi ad arbitrio. Lo stesse Autore ritorna in altra
Memoria [197 sulla questione, nel caso delle funzioni di 2 va-
riabili con ire periodi, approfondendo il caso generale in cui i
periodi non sono, come egli li chiama, periodi eccezionali (p. 113
della Memoria), ossia tali che i determinanti di 2° ordine estratti
dalla loro matrice non siano legati da una relazione lineare,
omogenea a coefficienti interi non tutti nulli né i periodi sieno
legati da una relazione lineare omogenea a coefficienti realf non
tutti nulli. Essi possono entro questi limiti essere scelti ad
arbitrio sotto una ulteriore condizione qualitativa (?). Lo stesso
risultato sard da noi conscguito nel n. 50; e sard conseguito
altresi, sebbene sotto ipotesi un po’ diverse, che preciseremo,
e quale coroflario del teorema di struttura (n. 53), il risultato
principale a cui & dedicata una parte notevole di guell’ampia ¢
importante Memoria.

Ma un’altra via si presenfa per cercare le eventuali relazioni
necessarie (e sufficientl) fra i periodi di un corpo di funzioni
meromorfe di 7 variabili con non pitt di 2% periodi. Ne par-
leremo nel n. 48.

38. CONSIDERAZIONI E TEOREMI PRELIMINARI INERENTI ALLA
DEFINIZIONE b). — La definizione &) & la pit importante e la
pit significativa. Essa si riconnette alle fondamentali ricerche

(') {18, p. 50]. Ivi {p. 52] & dato pure un cenno d'estensione alle fun-
zioni con T4 g (g<n) periodi.
()} T periodi di cui si parla son in conseguenza indipendents,
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di Picarp [48, 49] ¢ di PavrLevE [47] sulle superficie e varieta
algebriche possedenti gruppi continui di trasformazioni bira-
zionalt.

I risultato culminante dei due grandi analisti & che se una
V. algebrica & mutata in ¢ da un gruppo continuo oo™, abe-
ltano, transitivo, I", di trasformazioni birazionali, essa possiede
@ integrali semplici funzionalmente indipendenti, i quali sono,
nel loro insieme, invertibili con funzioni uniformi, meromorfe
al finito, ¢ dipendenti vazionalmenie dal punio orvigine delle
integrazioni. Tali funzioni risultano in conseguenza abeliane,
proprie o degeneri [49, p. 249; 47, p. 54]. '

Perd nelle ricerche di P1cARD ¢ di PAINLEVE ed in quelle che
st sono succedute sullo stesso argomento o su argomenti colla-
terali, non si pone in luce una circostanza importante: che cioé
la diversith geometrica essenziale fra le ¥V, con gruppi oo™ che
danno origine alle funzioni abeliane propriamente dette (vo-
gliam dire Ie V. di Picarp) e quelle donde derivane funzioni
abeliane degeneri, & che nel primo caso d gruppo I' & assoluta-
menle transitive, mentre & soltanto penevalmente transitivo nel
secondo.

Di questa diversitd non credo vi sieno accenni anteriori a
quelio contenutoe in una mia Nota del 1907 [63] dove la carat-
terizzazione algebrico-geometrica della superficie di Picarp {ciog
d’ogni superficie iperellittica di rango 1) & ottenuta appunto a
partire dalla assoluta transitivitd del gruppo continuo T, oo?,
esistente su tale superficie (). Si pervieme cosi, per w=2 ¢ con
semplici mezzi geometrici, al risultato di Picarp, che 'acuto
esame critico ¢ costruttivo di PAINLEVE aveva a suo tempo net-
tamente circoscritte, esteso, e liberato da qualche obiezione.

() Un cenno d'una via onde dimostrare, per 7 qualunque, il teorema
di Prcarp, sul fondamento dell’assoluta transitivitd del gruppo, trovasi a
pag. 286 dell'opera [17]. 1] punto delicato i guesto cenno & che sia pos-
sibile — attraverso alla nota similituding « in piccolo » di un gruppo abe-
liano continuc ad un gruppo di traslazieni — di ottenere una rappresen-
tazione parametrica in grande della varietd: cosa che occorre per poter
concludere.

PO n 38
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5\

L’assoluta transitivitd di I & in rapporto colla specie dei ©
integrali semplici #,, #,, . . . , #x, di cui il gruppo I' determina
I'esistenza sopra V', in conseguenza delle equazioni differen-
ziali del 1% ordine, che lo definiscono. Ne vedremo tosto la ra-
gione.

Intanto osserviamo che, se pur tutti gl'integrali # non sono
di 1* specie, le trasformazioni biunivoche di V; in sé

(26) ), + 1, = a, (modd, pericdi) (h=1,..,®

continuano ad essere algebriche e quindi birazionali, come
quando ghi # son tutti di 1* specie e la V. ¢ addirittura una
varietd di Prcarp (). Lo stesso fatto sappiamo gia che si ve-
rifica (come conseguenza del teorema di ABEL) quando ¥, & una
varietd di JacoBr quasi abeliana (n. 32). Nel caso generale esso
non & che un modo di esprimere il feorema di addizione (nel
senso di WEIERSTRASS) per le funzioni abeliane e le loro dege-
nerazioni [47, p. 87. '

Invero, detti P, P’ due punti omologhi nella (26) ¢ ¢, (P)=
=@y (Uy, .., %) (R==1,2,...) una delle coordinate di P, la
tunzione @, (w;+u,", ..., s +us’), ciod @, (a;, 45 ..., dz), &,
per ogni dato %, algebricamente esprimibile per ¢, (P), ¢ (P7)
(k, I=1,2, ...): il che significa che la corrispondenza (26) &
algebrica.

Le (26) che continviamo a chiamare #rasformazioni di 1I°
specie, formano una serie continua oo®. Moltiplicandole a due
a due si ottengono le trasformazioni di 2* specie:

(27) o, =5 wy, + &, (modd. periodi) {(f==1,..,m)

le quali s’identificano colle trasformazioni di ¥

Cid posto, se gl'integrali # son tutti di 1 specie, if gruppo I'
¢ assolutamente transitivo. Infatti, in un punto qualunque P
di Vi le #;, hanno valori finiti (determinati a meno dei periodi)
e, fatto variare il punto (b, b,, . . ., bz) entro un parallele-

(') Ved, {87 pel caso in cui tutti gli # son di 1% specic.
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pipedo dei periodi, le (27) portano P in oo™ punti distinti, cio®
in tutti i punti di V., perché viceversa da uno qualunque di
questi si pud risalire a P {!).

Viceversa, se ' & assolutamente transitivo, tutti gli «,, son di
1® specie; ossia, se vi & fra gli «;, qualche integrale, sia #, di 2*
o di 3* specie, I' ¢ generalmente transitivo. Invero, #, come
mostran le (27), & mutato in s¢ (a meno di un’irrilevante co-
stante addittiva) da ogni trasformazione di I' e quindi un punto
singolare dello stesso integrale. Onde la varicta algebrica a 7~ 1
dimensioni (irriducibile o riducibile, ma certamente riducibile
se # & di 3° specie) luogo dei punti singolari di # ¢ invariante
per I'. Si pud anzi osservare che ogni parte irriducibile di quella
variethy & invariante, perche I' & continuo e contiene 'identita.

Se a cid si aggiunge 'osservazione che un generico punto P
di V. dove tutti gli u, sieno finiti vien portato dalle trasforma-
zioni di T in oo™ punti di V ¢ precisamente in tutti gli altri
punti di ¥ dove ogni u, & finito, si pud raccogliere, come se-
gue, un primo semplice risultato dell’esame che stiamo facendo.

Condizione necessaria e sufficiente perché il gruppo con-
tinwo T sia assolulamente tramsilivo ¢ che glintegrali
Uy, Uy - - ., W Sieno di I® specie, Quando il gruppo é gene-
ralmente transitivo la sua varietd (algebrica) invariante K ¢ a
% - T dimensioni ¢ consta di tutti i punti singolavi (non d’inde-
ferminazione) degl integrall predetii.

Prima di procedere oltre, occorre avvertire che, quando il
gruppo I' & generalmente transitivo, come gi risulta dall’esame
esposto nel n. 33 pel caso ¢&i una V. quasi abeliana di JacosI,
le trasformazioni di 1* e di 2* specie non son biunivoche senza
eccezione, n¢ ¢ possibile scegliere un modello di V. dove la
grave difficolti sia climinata. La V. si trova in generale nelle
stesse condizioni in cui trovasi per w=2 (caso che sard esamni-
nato dettagliatamente in seguito), allorch¢ la sua imagine ¢ una

() N2 la conclusione cade per Peventuale presenza di varieth eccezionali
che faccian mancare Vassoluta biunivocitd delle trasformazioni del gruppo.
altronde quando fulti gli « son di 1* specie, le varieth cccezionali, come
ora vedremo, possen eliminarsi.

P, . 38
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superficie razionale o una rigata ellittica, sulla quale, qualun-
que sia il modello, son sempre presenti curve eccezionali (di
2% specie).

Fra le varietd di V., che da una trasformazione di I" son
mutate in varietd di dimensioni maggiori o minori delle varieti
di partenza, vanno distinte quelle che hanno posizione fissa,
indipendente dalla trasformazione, da quelle che variano con la
trasformazione, Le varietd eccezionali fisse son le sole che
posson presentarsi quando I' & assolutamente transitivo; nel
qual caso basta la semplice sostituzione di V. con una V,’, che
rappresenti birazionalmente, senza eccezioni, le trasformazioni
di ', perché tutte le variety eccezionali spariscano. Invero, ogni
trasformazione del gruppo ¢ portata in un’altra ben determinata
da una frasformazione di 1* specie , sicché fra le trasformazioni
del gruppo quelle di 1* specie inducone trasformazioni birazio-
nali senza eccezione. Ora la equivalenza birazionale di V. con
V' sussiste anche quando I" ¢ generalmente transitivo, essendo
essa conseguenza del fatto che due punti generici P, P* di V,
individuane una trasformazione di I' che porta P in P’; ma
la sostituzione di V" a V non ¢limina in tal caso tutte le varieta
eccezionali. Esamineremo pit a fondo la questione nel n. 41.

La presenza della varietd K e delle varietd eccezionali ri-
chiede particolari attenzioni nell’esame del modo di trasformansi
di un integrale semplice di V. di fronte alle trasformazion: di I*
{(od anche alle trasformazioni di 1* specie): esame che ha una
importanza essenziale onde determinare la strutiura della va-
rieta V. ¢ delle funzioni ad essa inerenti.

Le attenzioni cui alludiamo son richieste, pitt 0 meno diret-
tamente, dalla circostanza che due cicli lineari o, 67, 1 guali
siano omologhi in V5, non sono sempre omaologhi nella varieta
VV: - K~ E ottenuta dando a V. come contorno la varietd inva-
riante K e l'insieme F delle varietd eccezionali per una data
trasformazione di 1* ¢ di 2* specie. La cosa non ha importanza
nei riguardi degli integrali di 1® specie, in quanto essi, finiti
come sono anche nei punti di X, continuano a dare periodi
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uguali lungo due cicli omologhi in ¥, anche se questi non sono
omologhi in Vo - K- E,

Lo stesso non pud dirsi neppure per gl'integrali di 2* specie,
i quali hanno, & vero, residui tutti nulli nei punti singolari; ma
sopra un ciclo lineare che incontri X (come sarebbe il trasfor-
mato mediante una trasformazione di 1* o di 2 specie di un
ciclo lineare incontrante una varieth eccezionale per tale tra-
sformazione} un integrale di 2* specie pud divenire infinito,

Sottolineando questo aspetto delicato della questione, osser-
viamo ora che gl'integrali #,, #,, . . ., %, son linearmente indi-
pendenti, e individuano quindi (in quanto ognuno di essi si con-
sideri definito a menc d’un’arbitraria costante addittiva, come
quando son tutti di 1 specie), un sistéma lineare £, oo™ !, che si
dira il sistesma lincare associato al gruppo continuo (). Provia-
mo che:

1l sistema lineave T d'integrali di differenziali totali di V.,
associato al gruppo continuo ', pud carattevizzarsi invariantiva-
mente come il sistema degl'integrali semplici di V. ognuno dei
quali ¢ mutato in sé da I'. Al sistema appartengono tutti gl'inte-
grall sesmplici di 17 specie di V.

Dicendo che un integrale semplice »{P) di V. & mutato in s&
da I" intendiamo ch’esso sia mutato in ¢ da ogni trasformazione
di I', cloé che sia:

(28) W(Py=o(P)re

ove ¢ ¢ una costante, dipendente soltanto dalla trasformazione j3,
di cui P, P’ rappresenta una coppia generica, e non dal po-
sto P (2).

("} La dipendenza o indipendenza lineare va insomma pensata come di-
pendenza o indipendenza lineare dei differenziali totali dei considerati inte-
grali e deile loro combinazioni lineari a coefficienti costanti. Osservazione
non del tutto inutile, onde evilare equivoci, dato che, guando enirana in
giuoco integrali di 2" o di 3 specie si soglion considerare distinti alcuni i
questi integrali quande nessuna loro combinazione lineare a coefficienti co-
stanti non tutti nulli, non st riduce mai ad una combinazione razionale-
logaritmica {efr, col. n. 56).

() Si potrebbe anche considerare l'effetto di (3, anziche sulVintegrale
come funzione dell’estreme variabile d’integrazione, sul diflerenziale dov:
il ¢he & cosa diversa. Ma per gPintegrali mutati in s& da f, nel senso
espresso, 1 due aspetti sostanzialmente si identificanc.

PoHI, n. 8
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Le (28) esprimono senz’altro, come gid osservammo, l'in-
varianza degli integrali «, di fronte alle singole trasformazioni
di I'. Si tratta ora di provare che un integrale v mutato in s¢
da I', nel senso fissato, appartiene a .

La (28) applicata ad una trasformazione infinitesima § di T’
prova che 'incremento

Ao =y du+ Ay diby + .oy + A AU,

subito da v nel passaggio da P al punto P’, corrispondente di P
in 8, dipende soltanto da du,, du,, . .., dus, cloé da 3, e
non da P; sicché le A son costanti nell’intorno di P. I sic-
come nell’intorno di P esse son funzioni analitiche olomorfe di
%y, My . . ., Ms, Tisultano costanti dovunque sopra V.: il che
dimostra 1'appartenenza di v a 2.

Ci rimane da constatare che ogni integrale semplice di 12
specic di V., appartiene a Z, ossia che per esso vale la (28).

Se P descrive un ciclo lineare o e P il ciclo lineare o’ corri-
spoudente in una trasformazione ff qualunque di I, 1 valori di
v{P) ¢ di v{#') lungo ¢ e ¢’ son uguali, in quanto in V, &
gwg’, percht per 3 tendente all’identita, o tende a ¢, La dif-
ferenza v (P')—v (P), considerata come funzione di P, riceve
un incremento nullo mentre P percorre o ed ¢ dunque un inte-
grale semplice di 1* specie senza periodi, cloé¢ una costante e
vale la (28) (1).

Donotata con p (>0} I'irregolarity superficiale di V., gli
oo?=1 integrali di 1 specie di V. stanno tutti in £; epperd ¢
p<w il segno = valendo soltanto quando gl’integrali # son tutti
di 1% specie, ossia quando V. & una varieth di Picarp e il
gruppo I' & assolutamente transitivo. Noi naturalmente consi-
deriamo l'ipotesi p<(r, senza escludere che possa essere p=o,

(') Lo stesso ragionamento, applicato ad un ¢ualunque integrale » di
2* o di 3 specie di Vxz prova che v (P) & mutato in un integrale v (P)
che differisce da v per una funzione raszionale se & di z* specie ¢ per un
integrale di 3* specie privo di periodi ciclici, se ¢ di 3 specie (ved. a tal
proposito il n. 56).
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cioé che ¥, sia superficialmente regolare. Porremo d’ora in poi
- p=C e supporremo che i primi p integrali #;, ), . . ., %,
siano i p integrali semplici indipendenti di 1* specie di V.: il
che sl pud sempre ottenere con una conveniente sostituzione
lineare (a modulo nen nullo) sulle «.

L’integrale generico # di % potra essere di 2° o di 3 specie:
il caso pilu generale ¢ quello che sia di 3* specie, in quanto non
esclude vi possano essere in X integrali di 2? specie. L’insieme
degli integrali di 2® specie di & costituisce ivi un sistema lineare
subordinato 2, perché una combinazione lineare di due inte-
grali di 2 specie di Z appartiene a £ ed & di 2* specie. Se
p+08, -1 (<{m-1) & la dimensione del sistema 2’, si posson
trovare in 2’8, integrali di 2* specie linearmente indipendenti
e tali che una loro combinazione lineare non sia mai di 12 specie.
Essi formeranno un sistema lineare X,, oco® e ¥’ gard il si-
stema congiungente di Z, e del sistema Z, degl’integrali
di 1* specie. Infine, si potranno trovare in Z (fuori
di 2%) &, =7 - p -8, integrali di 3" specie linearmente indipen-
denti e tali che una loro combinazione lineare non sia mai di
2% (o di 1* specie). Il loro sistema lineare %; & congiunto a Z
e a 2, dal sistema % c i tre sistemi Z,, Z;, Z, non hanno a due
a due integrali comuni. Infine, con una sostituzione lineare con-
veniente sulle #, potremo ottenere che Uypils + + v o Upes, sieno
8, integrali linearmente indipendenti di 2;, e w5 11, - %=
sieno &, integrali linearmente indipendenti di 2,.

Le eventualita =0 o §,=0 si posson nel fatto presentare,
com’¢ dimostrato da una ¥V, quasi abeliana di Jacosr relativa
ad un campo neutro y definito da &, coppic di punti coincidenti
o da &, coppie di punti tutti distinti. Anzi ’esempio d’una va-
rietd quasi abeliana di Jacosr mostra che, dato $, si posson ad
esso assoclare tutti 1 valori interi di &,, &,.

I numeri p, &, 8, son ire interi caratteristici del gruppo, del
primo dei quali possediamo il significato geometrico (irregolariti
superficiale di V,}, mentre per gli altri due il significato geome-
trico & per ora conosciuto soltanto nel caso di una V., quasi
abeliana di Jacosl.

P, w38
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OssERVAZIONE, — Gllintegrali semplici di V', che non hanno
punti singelari fuori di K, formano un sistema lineare, nel senso
che una combinazione lineare a coefficienti costanti di due inte-
grali dell'insieme, appartiene all’insieme stesso. Perd l'insieme
non ¢ dimensionale. N& si put dire ch’esso sia mutato in s¢ da
I, perché¢ una trasformazione di T pud benissimo mutare un
integrale dell’insieme in un integrale che, oltre alle singolarita
di quello, abbia altre singolaritd fuori di K, in varieth eccezio-
nali., La questione sara approfondita in seguito. Per ora ci limi-
tiamo ad avvertire che per glintegrali di ¥ questa circostanza
non si verifica mai: il che significa che l'integrale considerato
non presenta singolariti nelle varietd eccezionali che nascon da
varieta di K.

Qualunque cosa avvenga delle varietd eccezionali per una
data trasformazione di 1* e di 2* specie sopra V., & certo che i
punti P pei quali I'omologo ¢ indeterminato nella data trasfor-
magzione e nella sua inversa si distribuiscono in un numero finito
di varieta algebriche, giacché quando P & generico su V.,
I'omologo ¢ ben determinato sia nella corrispondenza diretta
che nell’'inversa.

39. DIGRESSIONE INTORNO AD ALCUNE PROPRIETA DELLA BASE
SOPRA UNA VARIETA DI DIMENSIONE QUALUNQUE. — Per appro-
fondire ulteriormente il valore della definizione &) ed i suoi rap-
porti colle a), ¢), occorre esaminare pit davvicino la distribu-
zione delle singolaritd degl’integrali di 3? specie del sistema Z.

I legami, da me scoperti nella teoria generale della base (1),
fra glintegrali semplici di 3? specie della varietd ambiente V.,

('} Le Memorie sulla base, che occorre qui tener presenti, sono ie {61,
66, 73]. Talune delle proprietdh che occorrono nella presente ricerca somo
ovvie estensioni di guelle, contenute in [§1], relative alle curve di una
superficic, tenuto conto del teorema del n. 7 (p. r138) della Memoria [66],
seconde cui ogni legame algebrico fra pit varieth a m—: dimensioni d’una
varietd Vx proviene da un legane cogh stessi coefficienti tra le intersezioni
di quella varietd con una superficie generica tracciata sn Vr, Delle altre,
che non siano ovvie estensioni, diremo espressamente.
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(che sara qui una varieta algebrica qualunque) e la totality delle
varietd a w- I dimensioni in essa tracciate, richiedono un ri-
torno a quella teoria, onde arrecarvi taluni complementi occor-
renti alle ulteriori fasi dell’attuale ricerca.

Sieno C;, C,, ..., C. varietd irriducibili o riducibili, ef-
fettive o virtuali, ma pure, a m~ 1 dimensioni, di V., tra le
quali interceda un legame algebrico:

(29) MO+ G+ + A G550,

ove Ay, Ay, ..., A son interi positivi o negativi, non tutti nulli.

Quando e come fra le C posson esistere pit legami del
tipo (29)? E anzitutto naturale ed ovvio il concetto di dipen-
denza e d'indipendenza lineave fra pitt di questi legami. Sieno

lf.js >\2j: '--’l-cj (./ZI:"-!”)

i coefficienti di » legami (29). Gli » legami si diranno linear-
mente dipendenti se la matrice A a # orizzontali ¢ t verticali
formata colle A & nulla; indipendenti in caso contrario. Cid
equivale a dire che fra Je %, sussistono o no per valori non tutti
nulli delle ¢, relazioni lineari del tipo:

.
Zgly=o0 (r=1,...,1) .
=1

E se A=o si posson determinare per le € valori interi non tutti
nulli, appunto perché gli elementi di A son numeri interi.

Vi ¢ un numero finito di legami linearmente indipendenti
del tipo (29). Cid ¢ evidente a priori, quando si pensi che
ognuna delle C ¢ algebricamente legata a un numero finito dj
varietd a - 1 dimensioni tracciate su V,: quelle di una base.
Ma conviene di precisare meglio la proprieta.

Sia (Dy, Dy, ..., D,) una base per le curve tracciate su
Vz: allora i coefficienti % di un legame (29) son soluzioni del

I P I, % 39
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sistema. di equazioni lineari omogenee a coefficienti interi:

(30} A [Ci, D)+ 0 Coy D] + oo+ Ae[Coy D=0 (s=1,2,..,p),

donde segue:
(31) M[Co D)+ 2:{Co, D)+ 4 A [ G D) =0,

ove D & una qualsiasi curva algebrica di V.. Viceversa, se
X1 Ags - . ., Aq interi, non tutti nulli, costituiscono una solu-
zione delle (30) ¢ quindi anche della (31), le Gy, G v .., Co
son aritmeticamente epperd anche algebricamente legate, se-
condo glinteri A, Ay, ..., A, ciot soddisfanno a (29) ().

Pertanto, affinché esista un legame (29) bisogna che la ma-
trice M di g orizzontali e di t© verticali, formata cogl’interi
[(C;, D,], abbia la caratteristica ¢<Ct. Viceversa, se o<(1, si
possono scegliere ad arbitrio nelle (30) ©-0 convenienti delle
variabili A e calcolare le altre 6, che riusciranno combinazioni
lineari a coefficienti razionali delle predette.

" In particolare, si posson dare alle A, da scegliersi ad arbi-
trio, T~ o gruppi di valori tratti dalle orizzontali di un deter-
minante non nullo di ordine t- o, a elementi interi, in guisa
inoltre che le altre ) riescano numeri interi (pel che bastera
preventivamente moltiplicare tutte le orizzontali del predetto
determinante per un conveniente intero). Cosi otterremo com-
plessivamente i coefficienti interi 2 di 1 - o legami (2g}, linear-
mente indipendenti; e ogni altro legame (29) sard linearmente
dipendente da quelli.

Per precisare maggiormente, suppongasi che nella matrice M
sia diverso da zero il determinante comune alle prime o oriz-
zontali ¢ alle prime ¢ verticali, ciog:

(Co, D .e-. [Car D)

N == Fo,

(€ D+ [Cor D

() [73], n. 13, ultimo capoverso di pag. 251 e prime di pag. 252.
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e che alle A,;, ..., A; sl dieno i valori delle orizzontali del
determinante di ordine t- o

No....,. o ‘
oN... ... (o] I
o 0 LAV i
In corrispondenza si otterranno per Aphy, oo iy Ags T—G
gruppt di valori interi, coefficienti di C,Cp...,Csint~0
legami del tipo:
a
(32) NCoys+ 80, C o (f==1,2,. ., T~ a).
r=1
Le C;, Gy, . .., Cq sono algebricamente indipendenti, per-

cheé per esse la matrice analoga alla M ha la caratteristica o;
¢ ognuna delle altre 1- o delle C ¢ dipendente dalle prime o.

Un’osservazione ovvia & che ogni soluzione delle (29),
costituita da numeri complessi gualunque, si esprime linear-
mente mediante T~ 0 soluzions intere, lincarmente indipendents,
di quelle equazioni.

Diremo che la relazione (2q) fra le C;, Cyp ..., Cy & un
legame semplice o che le © varletd son semplicemente legate
quando le Cp, C,, . . ., C; si riducono a T - I e non meno alge-
bricamente indipendenti, cio¢ quando la matrice M ad esse rela-
tiva ha la caratteristica o =1 - 1.

Allorché (29) é un legame semplice, ogni soluzione delle (30)
¢ proporzionale ai coefficienti interi del legame, onde fra le
Cy, Gy, ..., C; non esiste nessun altro legame linearmente
indipendente da (29).

Il legame (32), per un dato valore di j, & semplice, perche
vi compaiono ¢+ varieth e la caratteristica della matrice M
ad esse relativa & o,

Per j=1, 2, ..., 1~ 0 sl ottengono dunque da (32) 1-0
legami semplici fra le Ci Cy ..., C; e tali legami son indi-
pendenti, perché nella matrice dei loro coefficienti, costituita
da 1 -0 orizzontali e da 7 verticali, & diverso da zero il deter-
minante delle prime © - ¢ verticali,

PoHI 2 39
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Né fra le C;, C,, . .., C; posson esistere pil di 1~ le-
gami semplici linearmente indipendenti, giacché i legami linear-
mente indipendenti, semplici o no, fra le C), C,, ..., Cy,
sono appunto t-c. La conclusione & espressa dal teorema se-
guente:

Dato sopra wuna wvarietd algebrica trviducibile V. wun
certo mumero T di wvarieta effettive o virtuali, wma puve,
Cy, Cyy.vvy Co a w~ 1 dimensions, perché esse sieno algebrica-
mente legate & mecessario e sufficiente che la matrice
C, DIl (G=1, ..., 5s=1, . ..,p),0ve D}, Dy, ..., D,
sia una base per le curve di Vi, abbia caratteristica o<t. Vi
sono allova = -0 legami algebrici linearmente indipendenti fra
le C e si possono sceglieve in modo che ognuno di essi sia sem-
plice.

(OSSERVAZIONE, — Quanto precede da gia i complementi che
ci occorrono, Aggiungiamo soltanto un’osservazione riguardante
la teoria della base, ma estranea agli scopi attuali.

Nel caso n=2 delle curve di una superficie la ricerca dei
legami (29) fu da me ricondotta, nella [61], non alle equa-
zioni (30), ma ad un sistema di t equazioni lineari omogenee
nelle © incognite X, avente per matrice il discriminante del
gruppo considerato di curve (1),

Qui si pud procedere in modo analogo e si ha un risultato
che ha carattere intrinseco, rispetto al gruppo di varietd; perd
lo scopo di ottenere i ©~ ¢ legami semplici di cui sopra, si con-
segue con maggiore complicazione.

Comunque diamo un cenno della cosa che offre interesse a
s¢, limitandoci al caso delle varietd effettive.

Si seghino virtualmente le C, C,, . . ., C; colle curve vir-
tuali (C;y, Cpy - - -0 Cipa) (), 0vEJy, oo o - o5 foy TAppIE-

{) In verita nella Memoria [§1] si parla della matrice discriminante
di 1+ 1 orizzontali e di t verticali, intendendo ’equivalenza algebrica come
relazione di appartenenza ad un medesimo sistema algebrico a meno di una
medesima curva addizionata alle due che si confrentano. Ved. a tal prope-
sito {6}, p. 202, oss, 2°].

) [78. pp. 9. 13].



F. SEVERL - FUNZIONI QUASI ABELIANE 165

senta una qualunque disposizione con ripetizionea T~ T a 7~ 1
degli indici 1, 2, .. ., 1, avvertendo che tutte le disposizioni
derivanti dalla medesima combinazione dinno luogo alla stessa
curva virtuale (sicché, se non fosse per agevolare il calcolo di
seguito accennato, si potrebbero addirittura considerare le com-
binazioni). Ogni legame (29) offre allora una soluzione del
sisterna di equazioni lineari

(33) Ai [Cil C:fx bl C:fn: reey C;i,.:_,_l]"'lg[cb! C:;i, [} C;ig, - C:ix—l] + e +
+ A"{C‘“ C:F's’ Ciz: seey C}I_"l]-"“:o s

ottenute al variare della disposizione considerata. Viceversa,
ogni soluzione intera (colle A non tutte nulle) del sisterna (33)
d un legame algebrico (2g).

Per dimostrarlo, si tenga conto che, essendo le CCyr.ol, C,
varieta effettive, vi sono talune A positive e altre negative: per
es. sieno negative le ultime = - £;

AM-l == Hypay ey ?\1: = By
Si considerino allora le due variety effettive:
amlic,'+...+l,a, 55::.!.‘”6‘1”+‘..+|1;C;.

In virta delle (33), si deduce, con un semplice calcolo, che
sono uguali I numeri:

(€, 8., a], [T,8,.., &B],...... 6,8, ., &, 28, 8, .., 8],

I cui simboli contengono complessivamente © fra variety € e
varieth 3; e se ne trae (1) che le &, 2 son aritmeticamente
equivalenti, epperd esse o due loro equimultipli son algebrica-
mente equivalenti; donde ’asserto.

() (66, pp. 1139, 17417.
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Ne segue poi che se ¢ & la caratteristica della matrice dei
coefficienti delle (33) frale Cy, Gy, . . ., C;visONo 10 legami
algebrici indipendenti; ecc. ecc.

40. SEGNO DEI PERTODI POLARI D'UN INTEGRALE SEMPLICE DI
32 SPECIE SOPRA UNA VARIETA. — Dobbiamo procurarci qual-
che altro elemento prima di affrontare lo studio dell'insieme
delle varietd logaritmiche degl'integrali di Z.

Ricordiamo che sopra una varietd algebrica qualunque,
p. es. la Vi, a norma di un processo topologico elementare, e
per ogni varietd algebrica irriducibile, di dimensione qualsiasi
da 1 am-1, della V5, si pud definire una faccia positiva, asso-
ciata all’indicatrice subordinata su questa varietd da un’indi-
catrice positiva dell’ambiente V. Avvertito cid, si consideri un
punto semplice P d’una varieta irriducibile a 7w -1 dimensioni,
C, di V, e una curva algebrica irriducibile D, tracciata su V.,
che passi semplicemente per P, non toccando C. Un piccolis-
simo ciclo orjentato o, circondante P sulla riemanniana di D,
da luogo ad un’indicatrice o faccia di D, la quale, insieme alla
faccia positiva di C, pud servire a definire una determinata
faccia di V. La faccia definita ¢ indipendente da I e dal punto
P, perché ogni punto semplice di C si pud raggiungere, da un
punto semplice prefissato di C, con un cammino tracciato su C
e tutto costituito da punti semplici.

Assumeremo su 0 come posifivo quel verso che, associato
alla faccia positiva +C di C, determina la faccia positiva di V.
e denoteremo con + o il ciclo con quel verso.

Fatte queste precisazioni, se C & una varietd logaritmica di
un integrale di 3* specie, u, di Vs, si pud definire, in valore e
segno, il periodo polare di % lungo C, assumendo p. es. come
tale il valore di # lungo il ciclo nullo -+ (%).

() Nel caso d'una Vr quasi abeliana di Jscops il segno dei periodi po-
lari degli integrali di 3* specie di I nasceva automaticamente dal segno dei
singoli periodi polari Begl'integrali di 3* specie della curva C, da cui quelli -
derivavano.
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4I. LLE VARIETA ECCEZIONALI PER LE TRASFORMAZIONI DI 1?
E DI 2% SPECIE DELLA V. AMMETTENTE IL GRUPPO CONTINUO
I'. — L’analisi svolta nel n. 33 per una varieth quasi abeliana
di JacoBi, ci serve di guida, nell’analisi analoga, che dobbiamo
svolgere per una V, generale, almeno per cid che riguarda le
varietd eccezionali dei tipi £, F,_,. Ma mentre nel n. 33
erano queste le sole eventualitd possibili (finché V. rappresen-
tava senza eccezione la varieta delle m-ple di punti della curva
C), per una V, generale non pud escludersi la presenza di va-
rietd eccezionali luoghi di punti singolari logaritmici o polari,
e non gid soltanto di punti di indeterminazione,

C’interessano solamente, come nel n. 33, le coppie di va-
rieta eccezionall irriducibili, coniugate in una data trasforma-
zione di 1% specie «, le quali hanno dimensione = - 1, ciog
contengono una componente di dimensione 7w~ 1 (e l'altra di
dimensione minore).

Esaminiamo anzitutto il caso d’una varieti eccezionale irri-
ducibile I, a -1 dimensioni, il cui punto generico P non
sia singolare per alcuno degl’integrali di Z, cioé sia esterno a K.
A causa della eccezionalitiy della F_,, per P deve passare una
ed una sola varietd f, subordinata a F__,}, di dimensione &>1,
che si muta in un punto P, il quale non pué essere logarifmico
o polare per qualche integrale % di Z, perché, in caso contrario,
il punto P, ad esso corrispondente, sarebbe logaritmico o po-
lare per l'integrale trasformato di %, che, come si & visto (n. 38),
appartiene a Z; epperd P apparterrebbe a K, contro il sup-
posto. Dunque F’ & regolare per ogni integrale di I, ossia ¢
esterno a K, oppure & un punfo d’indeterminazione per qualche
integrale di ¥ e regolare per ghi altri; insomma appartiene a K
giacendo sopra una delle varieta d’indeterminazione, le quali
son tutfe a « - 2 dimensioni.

Se P’ ¢ regolare per ogni integrale di X, la F__, & composta
con un sistema co®~!-k di varietd f, e su ogni f, gl’integrali di
£ son costanti, perch® vi assumon valori determinati (a meno
dei periodi), i quali son coniugali, in o, dei valori degli stessi
integrali nel punto regolare P’ corrispondente a quella f,. Ne

P II, %, g1
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segue che la f, generica, epperd la stessa ¥ __, non incontra
K fuori delle varieta d’indeterminazione. Chiameremo E_
piuttosto che F__|, una siffatta varietd eccezionale, perche essa
¢ appunto del tipo della E,_, incontrata nel n. 33 e le sue f;
le chiameremo ;.

Consideriamo il caso in cui P’ giace sopra una varieta d’in-
determinazione. Vi sard ancora una f, (di dimensione 22>>1, non
necessariamente uguale alla precedente) uscente da P, i cui
punti daranno il medesimo P’. Onde F__, si muterd in una
£ 1 (di dimensione <{m - 2) situata sopra una variety d’in-
determinazione.

Ora le varietd eccezionali di una determinata dimensione
per una & son portate dalle trasformazioni di 12 o di 2® specie
di V. in un sistema continuo di varietd eccezionali per trasfor-
mazioni di 1* e di 2? specie {in particolare son portate in una
varietd fissa, soltanto se questa appartiene a K); e cid perche
ogni trasformazione di 1* specie ¢ mutata da ogni trasforma-
zione di 1* o di 2* specie in nna trasformazione di 12 specie e
perché ogni trasformazione di 22 specie si pud riguardare come
prodotto di due di 1? specie.

La £, & una varietd eccezionale per ogni «, perché tutti
gli integrali di £ son costanti sulle /;, ¢ la sua trasformata varia
con « in un sistema continuo, che contiene le trasformate di
£, rispetto alle trasformazioni di 22 specie ed & mutato in s&
dalle « e dalle . Le trasformate di £__, invadono I’ambiente,
perché un punto fuori di K & portato dalle trasformazioni di
1* o di 2" specie in ogni altro punto fuori di X,

Se una varieta d'indeterminazione & eccezionale per una «
ed & portata da questa in una varieti di punti generalmente
regolari, lo stesso avviene nei confronti con un’altra « qua-
lunque o con una §; e le trasformate di quella varietd d’indeter-
minazione invadono [’ambiente.

Una varietya d’indeterminazione per un integrale » di Z,
nei confronti delle singolarita logaritmiche, che son quelle che
c’interessano, ¢ del tipo (C,, C,), ove C;, C, son varietd loga-
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ritmiche irriducibili, su cui # ha periodi polari opposti. E se
quela varietd & portata da una « (e quindi da ogni « e da
ogni §) in una varieta fuori di X, essa deve esser d'indetermi-
nazione o regolare per ogni altro integrale v di Z, cio& ogni
v di & deve avere le C;, C, come logaritmiche coi periodi polari
opposti {in particolare nulli). Invero, in caso contrario, in un
punto fuori di K, trasformato di qualche punto di (C,, C,),
Uintegrale trasformato di v, cio¢, a meno di una costante addit-
tiva, - v, che appartiene ancora a Z, avrebbe una singolariti
logaritmica, contrariamente al supposto che il punto in que-
stione sia fuori di K.

Insomma wna varietd (C,, C,) comune a due componenis
distinte Cy, C, di K pud essere eccezionale per le o e le B sol-
tanto se & d’indeterminazione per tullt gl'integrali invaviantt
di ', che abbiano le C,, C, come logaritmiche.

Riprendendo allora un’argomentazione del n. 33 si vede che
(Cy, C,) mutasi in una varietd F__, composta con oo™2 curve
di un’involuzione co™~! di curve razionali f, corrispondenti nelle
varie «, § ai punti di (€|, C,) e ciascuna delle quali incontra
tutte le altre varietd d’indeterminazione; che le F__, sono
oo™=1; che tanto il sistema delle f, come il sistema delle F,_,
son mutati in sé dalle «, j3; ecc. ecc.

Dobbiamoe ora considerare le eventuali varietd eccezionali
di dimensione © - 1, che sieno componenti di K, ed i cui punti
generici non sono per conseguenza d’'indeferminazione (giacche
i punti d’indeterminazione son soltanto oo™ %},

Ebbene, trattasi di varieta eccezionali fisse per tutte le o (e
le 8). Questo segue dal ricordare che le trasformazioni di 12 e
di 2* specie mutano ogni « in una o e dal fatto che una varia-
zione continua di « non pud consentire lo spostamento di una
varietd eccezionale, che sia componente (di dimensione - 1)
di K. Invece le varietd eccezionali di dimensione < ® -1 (si-
tuate sempre su componenti di K, che é una varietd pura),
tra esse quelle che corrispondono a componenti eccezionali a
n - I dimensioni, posson variare sopra componenti di K.

PoI, n g2
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Varietd eccezionali componenti di K posson di fatto esistere;
se ne crea subito una, trasformando V. p. es. col sistema di
tutte le quadriche del suo spazio lineare, passanti per un punto
di una compeonente di K, il quale non sia d’indeterminazione.
La wvarieth a w -1 dimensioni, che nasce da quel punto, fa
allora parte della varietd invariante pel gruppo continuo sulla
varietd trasformata di V.

Tuttavia & probabile che componenti eccezionali di K, na-
scano soltanto attraverso trasformazioni birazionali della data
Vz e che percid con una trasformazione birazionale conveniente
di ¥V, in un’altra varieta (priva pure di punti multipli) o nella
V. stessa, si possano fare sparire tutte.

Comunque noi faremo Dipotesi, eventualmente limitativa,
citata in seguito come i{potesi L, che esista un modello (privo di
punti multipll) di Ve, sul quale sieno eliminate le varietd ecce-
gionali a - 1 dimensioni, componenti di K. E ci riferiremo
d’ora in poi ad un tal modello, avvertendo ch’esso esiste di
fatto (per lo meno in relazione a certi gruppi I') nel caso delle
V. quasi abeliane di Jacopr (e quindi per tutte le varietd quasi
abeliane quando $<3) e pit generalmente in quello delle Ve
quasi abeliane soddisfacenti alla definizione ¢), nonché, come
constateremo (n. 46), nel caso 8==1, e nel caso di & qualunque,
ma &;=0.

Vedremo in seguito (n. 46, Oss. 12) che una V. possedente
un gruppo del tipe I', non assolutamente transitivo, ne possiede
infiniti altri, sicché potrebbe darsi che I fosse soddisfatta per
qualcuno di tali gruppi e non per altri, In questo caso ci rife-
riremmo ad un I' per cui L fosse soddisfatta.

Per gli scopi ulteriori ¢ infine importante di esaminare se &
possibile che Iintersezione (C,, C,} di due componenti irridu-
cibili di K sia mutata dalla generica @ in una F__,, fuori di K
(a punto dunque gencralmente regolare), senza che (C,, C,)
giaccia sulla coniugata di C; o di C,.

Avvertiamo anzitutto che per coniugata C,” di una compo-
nente C, di K, distinta da C, o coincidente con C,. si deve in-
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tendere il luogo, #rriducibile, dell’omologo del punto generico
di C,, tenuto conto che il punto generico P di C, non & ecce-
zionale e che quindi la corrispondenza fra l'intorno di P e I'in-
torno del coniugato P’ & biunivoca. Si deve ciog escludere dalla
varieth, che assumiamo come coniugata di Cy, la varieta ecce-
zionale a 7t - 1 dimensioni che nasce dai punti d’'indetermina-
zione situati su C,, la qual varietd & del resto fuori di K.

Un punto generico P di (Cy, Cy), cioé d'una varietd a m -2
dimensioni che consideriamo entro un ambiente a = ~ 1 dimen-
sioni, €, o C,, non pud essere eccezionale né per la corrispon-
denza che « induce fra C,, C," n& per quella che « induce fra
C, ¢ la sua coniugata C,’; epperd P, come punto di (C), C;)
ha un omologo determinato P’ sia su C;” come su C,'; ovvero
su (C';, C',). Questo importa che la varieta eccezionale ¥,
trasformata di (C,;, C,) passi per (C,’, C)').

Se « varia con continuitd, la F__, varia con continuitd {in
particolare resta fissa) e la (C), C,) rimane fissa, cioé F,,
passa sempre per (C;, Cy). Sieno F__,, F’,, due posizioni
distinte o coincidenti, della varietd eccezionale variabile, corri-
spondenti a due distinte trasformazioni di 1 specie &, @’. Si
osserverd che siccome o pud considerarsi come trasformata di
&’ mediante una conveniente trasformazione di I* specie, sia
ay, © %, trasforma (C,’, C;'), in quanto varieta di Cy’, G, in
(C,, C,), cosi F__,, trasformata di una F'_, passante per
(Cy’, Cy) passera per (Cy, Cy).

Si aggiunga che le /7, sono anche le trasformate di (Cy, Cy)
rispetto alle trasformazioni di 2* specie, concepite come prodotti
di coppie di trasformazioni di 1* specie. Per questa ragione un
punto di (C,’, C;) come punto della F__, trasformata di (Cy, Cy)
mediante una trasformazione di 2 specie generica i, deve pro-
venire, qualunque sia B, da qualche punto di (C,, C;). Facendo
tendere § all’identita la conclusione rivelasi assurda, perche la
varietd (C/’, C,), distinta da (C,, C,), rimane fissa. Si pud
dungue affermare che:

P I, n g1
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Le sole intersezions delle coppie di componenti logaritmiche
della varieta invariante K, che possono essere eccezionali per le
trasformazioni di 1* (¢ giwindi anche di 2%) specie, son quelle
provementi dalle coppie di componenti coningate nelle trasfor-
maziont di 1% specie.

Cio significa che non tutti gl'integrali di £ hanno periodi
opposti in Cy, C,, quando queste varietd non sieno coningate;
altrimenti I'intersezione {C,, C,) sarebbe eccezionale.

42. EFFETTO DELLE TRASFORMAZIONI DI I® SPECIE SULLE
VARIETA LOGARITMICHE D'UN INTEGRALE SEMPLICE DI 3% SPECIE
INVARIANTE PEL GRUPPO CONTINUO I'. — Per precisare Ieffetto
cui si allude notiamo, in primo luogo, che sopra V. le trasfor-
mazioni @i 1* ¢ di 2° specie son equiverse o dirette, ossia mutano
in s¢ ognuna delle due faccie di V, (vogliamo dire della sua
riemanniana): trasformano insomma un’indicatrice data in una
del medesimo verso (). Cio dipende dal fatto che le predette
trasformazioni son analitiche {pseudoconformi) (2).

Cid premesso e ricordato il n. 4o, proviamo che:

Una trasformazione di 1 specie muta ogni varieta logarit-
mica irviducibile di un integrale semplice di 3° specie u, tnva-
viante per I, in una varietd logavitmica diversa, dello stesso
integrale, e i peviodi polari lungo le due varieta differiscono sol-
tanto pel segno.

Consideriamo, invero, un punto generico P di una variet
logaritmica irriducibile ¢ di # e teniamo presente che, nelle
nostre ipotesi, fra l'intorno di P e Vintorno del punto P’ co-
niugato di P in una o, questa induce una corrispondenza biuni-
voca analitica. Sia ¢ un ciclo orientato omologo a zero, sem-
plicemente concatenato con € attorno a P, il quale, associato
alla faccia positiva di C dia la faccia positiva di V. e o sia il

(')} Per le nozioni topologiche occorrenti ved. p. es. {70, pp. 382 e segg.].
() Ved. p. es. [TI, n. 26]. Del resto, la rappresentazione di Vi nel
prisma dei periodi conduce alla stessa conelusione [ved. la nota (%) della

PRg. T44].
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ciclo lineare omologo semplicemente concatenato aftorno a P
colla varieti C’, coniugata di C in «,

Il trasformato #(P") di »(P) mediante «, considerato come
funzione di P, ha sul ciclo ¢ lo stesso valore 0520 che # possiede
sul ciclo lineare o,

Supposto ora, per assurda ipotesi, che C coincida con C’,
poiché la trasformazione ivi subordinata su C & equiversa, resta
invariata la faccla +C; e siccome deve restar invariata anche
+ Vs, ne deriva che ¢’ & positivo rispetto a +C, come ¢, Per-
tanto 0'=0, ove ® & il valore di # in ¢. Poiché # appartiene
a I, il trasformato di #(P) mediante «, considerato come fun-
zione di P, é integrale

w{P)= ~ u(P)+cost,

Dunque « (P’), considerato come funzione di P, ha lungo ¢’ il
periodo - 0; il che contrasta colla conclusione precedente. Si
perviene cosi all’assurdo cercato. Vuol dire che C & mutata da
o in una altra varieth C’ e ripetendo per questa il ragionamento
precedente si vede che % (P) ha in ¢’, lungo ', il periodo - 0.

Qualunque sia «, la C mutasi nella stessa C’, perche al
variare di « nella seric continua delle trasformazioni di 1* spe-
cie, C’ resta entro la varietad K, la quale non contiene che un
numero finito di parti di dimensione - 1. Percid €’ non pud
variare.

OsservAzZIONE, — Nell'ipotesi L esiston dunque certamente
varieta d’indeterminazione per ogni integrale invariante di 32
specie.

Non tutti gl'integrali semplici di 3* specie d’una varieta alge-
brica posseggon punti d’indeterminazione (mentre ne posseg-
gono sempre glintegrali di 2* specie). Cosi p. es. nel piano
Pintegrale semplice di 3% specie:

8 ad a
o S [ 302227
¥ & ¥
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avente per curve logaritmiche le x=o0, y=o0 e la retta all’in-
finito, col periodi polari rispettivi 6mé, - 477, - 2w, non pos-
siede punti d’indeterminazione (perché nei vertici del trilatero
delle rette logaritmiche ¢’@ sempre un periodo polare non nullo).

It importante osservare che per la nostra ¥, col gruppo T,
anche quando wmon sia soddisfaiia Uipofesi L, ogni integrale
semplice di 3* specie u, invariante, possiede (abmeno) una va-
rietd d'indeterminazione a -2 dimensioni.

Invero, data una @, le singolaritd Jogaritmiche devon po-
tere associarsi in « a coppie (di punti non eccezionali o ecce-
zionali), in modo che sopra la varieta V', imagine delle coppie
di o, U'integrale #+«' (»” trasformato di u) sia costante; e cio
implica che per ogni varietd, con un dato periodo polare, ce ne
sta una col periodo polare opposto. La intersezione delle due
varieta & allora una varietd d’indeterminazione per u.

Un'argomentazione pill circostanziata, colla quale si con-
stata 1’esistenza di varietd logaritmiche a periodi polari opposti
& la seguente: Si conduca per un punto generico P d’una varieti
logaritmica (a = - 1 dimensioni) € di # una curva algebrica D,
che passi semplicemente ¢ genericamente per P; sia D’ I’omo-
loga di D in « ¢ P’ il punto omologo di P sopra D', La o muta
+D in +.D epperd un ciclo orientato nullo, o, circondante P
sopra D, in un ciclo orientato nullo, ¢’ circondante P’ sopra D',
Ne segue, come sopra, che P’ non pud appartenere ad €, ma ad
un’altra varietd logaritmica € e che 1 periodi di # su o, ¢’ sono
opposti.

43. STRUTTURA DELLA VARIETA INVARIANTE DEL GRUPPO
CONTINUCG, LEGAMI E GRUPPT DI COMPONENTI AUTQCONIUGATE., —
La varietd invariante K, a prescinder dalle varietd eccezionali
F ., che nascono dalle sue varietd d’indeterminazione, ¢ mu-
tata in sé da ogni trasformazione « di 1% specie ¢ da ogni tra-
sformazione B di 2* specie. Nei riguardi delle trasformazioni B
ben poco ¢’¢ da dire, perché una componente C di X non pud
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esser spostata dalle trasformazioni di 2* specie, in quanto ogni
trasformata di quella componente deve rimancre in K; epperd
essa ¢ portata dalle trasformazioni f§ in una componente fissa,
che coincide con C, perche il gruppo I’ contiene I'identita.

Invece le componenti di K, di fronte ad una, e quindi a
tutte le trasformazioni «, possono in parte rimaner fisse ed in
parte esser a coppic coniugate. La seconda eventualitd si ve-
rifica certo quando I contiene integrali di 3* specie (sia pure
ridotti a combinazioni razionali-logaritmiche), perché (n. 42)
ogni varietd logaritmica ¢ mutata in una variethy logaritmica
distinta,

Consideriamo in K I'insieme (eventualmente subordinato) K
delle varietd logaritmiche degl’integrali di 3* specie di 2. Esse
son csaurite dalle varietd logazitmiche C,, C,, . .., C; degli
integrali #,,1, . . . , %,,; , del sistema %; (n. 38), perché ogni
integrale di 32 specie # di I differisce da una combinazione li-
neare dei predetti integrali per un integrale di 2® (o di 1?) specie
addittivo e quindi le sue varietd logaritmiche son comprese fra
le C;, €, ..., Ci; e se u & generico queste ultime entrano
in giuoco tutte.

Un primo fatto importante, che consegue dal teorema fon-
damentale dimostrato nella Memoria [61] sulla base (teore-
ma IT], pag. 209), & che le Cy, Cy, . . ., C; son algebricamente
legate, che cloé fra esse intercede un legame del tipo (29) colle
A interi non tutti nulli, e non tutti dello stesso segno, perché
le C,, Cy ..., C,, essendo varictd effettive, hanno gli or-
dint >o.

Legami analoghi sussistono altresi fra alcune C, quando
sieno da sole varietd logaritmiche di qualche integrale di X
Il teorema ricordato di invero come condizione necessaria e
sufficiente per I'esistenza di un integrale di 3* specie, che abbia
certe varietd logaritmiche, 'esistenza di un legame algebrico
fra queste.

Riservandoci di ritornare nel n. successivo su questo paral-
lelismo fra legami algebrici e integrali di 3* specie, indichiamo

PIT, n 43
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in questo n. alcune proprietd preliminari che conseguono dal
fatto che le curve logaritmiche d’un integrale di 3* specie, del
sistema lineare X, son a coppie coniugate,

Una prima conseguenza & che i numero delle componenti
logaritmiche di K & pari (v=2¢), com’¢ pari il numero § (=22)
delle componenti di X che son, da sole, logaritmiche per un
integrale di X.

Un gruppo Cy, Gy ..., Cp; Cpyps -+ ., €y, di 22 com-
ponenti distinte di X, a coppie Cy, C,,1; Gy, C,.p5...; C, Cy,
coniugate in ogni trasformazione «, anche se a priori queste
coppie non appartengono tutte a K, si dird un gruppo autoco-
nigato. Dimostriamo che;

Se le varietd di un gruppo autoconiugaio son algebricamente
dipendenti, esiste sempre fra esse un legame algebrico in cui 1
coefficienti di due variela qualungue del gruppo o son simul-
tancamente interi oppostt od interi uguali.

Sia infatti:

(347 MCH+2 G+ i+ X, C A Gt et o, Gy S0

un legame fra le varieta del dato gruppo (colle % non tutte nulle).
Se accade che

A== i1 (fe=T, 00, &), Oppure:s Aye=—X,,, (=1, ..., 2},

il legame & del tipo enunciato. In caso diverso si applichi a (34)
una &, Verra:

)\1 C;.,_i + )\2 Cz+2 +...+ l_._. ng + >\3+1 C‘_ ot 12: Cz =0
¢ sommando e sottraendo a membro a membro colla precedente:

P+ A (G Cudt o+ 00 + 2 (G + G =,
O‘i - >‘:+i) (C.( - Cz+£)+"'+(lz - l?z)(Cz m C2z) o,

E questi legami son ambedue effettivi e dei tipi voluti, perche
ne tutte }e )‘h+>‘z-i-h ne tutte }.e ;Lfi - lz-{-k son nulle.
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Diremo del primo tipo o autocomiugato un legame (34) in
cui per ogni & A= -2, e del secondo tipo un legame in
cui, per ogni & & A, =2, ,. Si osserverd che non si pud dedurre
dall’ipotesi 'esistenza di un legame autoconiugato del primo
tipo solfanto quando il legame che si conosce ¢ del secondo tipo.

44. COSTRUZIONE DEGL’INTEGRALI DI 3* SPECIE INVARIANTI.
TEOREMA FONDAMENTALE. — Dobbiamo finalmente cercar di ri-
conoscer come e da quali legami algebrici fra le componenti
di K, nascono gl'integrali di 3* specie invarianti pel gruppo.
A questo scopo riprendiamo il procedimento del n. 4 della [61,
p. 20], ripetendolo per quella parte che occorre nel caso delle
varietd e arrecandovi un complemento attualmente necessario.
Si deve dimostrare che:

Ad ogni legame (20):

fra © varielta algebriche cffettive irviducibili a = - T dimensioni
di Vz, pud associarsi un integrale semplice di 3% specie su V,
(non mecessariamente invariante) che ha lungo le Cy Cont, Cs
periodi proporzionali agl’interi )|, gy ooy hey le C come va-
vieta logaritmiche pure ¢ nessun’altra singolarita.

La dimostrazione & un’ovvia estensione di quella data nel
caso delle superficie. Tuttavia dobbiamo riprenderla per com-
pletarla con I’osservazione che le € son vareti logaritmiche
pure, Poiche le C son effettive e quindi di ordini o, le A non

posson avere tutte lo stesso segno; sieno A,, ..., A, positive
€ Ay (= ~fyy)r - ooy A (= - 1) negative. Allora le due
varietd '

(35) A=l G+ A, C a:”m[hH Coord oot 1 G
oppure le:

(36) A=C4X Ci+...+10,0,, B=Cr gy Cp+ o+ e G

12 P, w43
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ove C & una conveniente varietd a 7 - 1 dimensioni, apparten-
gono come varietd totali ad un medesimo sistema algebrico irri-
ducibile H, oo!, di varieth a « - 1 dimensioni.
Sia
flx y) =0

la curva algebrica (irriducibile) i cui punti rappresentano bi-
razionalmente le varietd di H; e Qf, Q,,...,¢, i v punti di f
corrispondenti alle v varietd di A uscenti dal punto P variabile
su V.. Indichiamo inoltre con 4, B i punti di f (che posson
supporsi, senza restrizione, semplici) imagini delle &, 2 di H
sieno esse, a seconda del caso, le (35) oppure le (36); © un
integrale abeliano di 3 specie di f, che abbia soltanto le sin-
golaritd logaritmiche pure A, B (e nessuna singolaritd polare),
col periodi polari rispettivi 2mi, ~ 2%,

Poiché il gruppo (Qy, Q. ..., @Qv) & funzione razionale
di P, la somma

GJ(Q1>+GJ(Q2>+...+G)(QV) 3

considerata come funzione di P, & un integrale semplice w sulla
V.. Colle argomentazioni del passo citato della mia Memoria si
vede che lintegrale w ha le sole varietd logaritmiche &, &
date dalle espressioni (35), perché la varieta C, qualora le
€l, @ avessero la forma (36), sparirehbe come varietd polare
delle funzioni razionali di P, coefficienti del differenziale totale
dw; e che lungo le componenti delle €, & (per una conve-
niente scelta del verso positivo sulla riemanniana della curva f)
w ha i periodi positivi:

2Ry, 2T Ay, ver 2MEA,, — 2T Wy gy rey — 2T by

Fuori di €, & I'infegrale w resta finito. Ci resta da provare
che w ha lungo le €, & singolaritd logaritmiche pure, cio¢
non sovrapposte a singolarity polari, All’uopo assumasi su f
una funzione razionale ¢, che abbia un polo di 1° ordine in 4
ed uno zero di 1° ordine in B; e si consideri su f 'integrale di
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3" specie log ¢, avente le sue singolarith logaritmiche (pure)
nel gruppo dei poli e nel gruppo degli zext di ¢, e in particolare
in 4, B, col periodi polari rispettivi 27i, -2wi. La somma

log ¢(0,) +log ${ G+ o log ${ 0

¢, come funzione di P, I'integrale semplice di 3 specie su V,,
log W(P) ove
W(P) =2 (D) 4 (D) o P (03

¢ funzione razionale del punto P di V..

L’integrale log W (P) ha le stesse varietd logaritmiche di w
(oltre ad altre, che non c’interessano e che corrispondono agli
altri poli e zeri di W) coi medesimi periodi; e inoltre la diffe-
renza

w( Py —log W(P)

non diviene pili infinita nel punto generico di wna componente
di &, & perche I'integrale di 32 specie di f:

B () — log ${ Q) )

da cui proviene I'integrale precedente, resta finito in 4, B. Si
conclude, come volevasi, che = ha lungo €, 23 singolarith
logaritmiche pure.

Dobbiamo ora dimostrare che:

L'integrale semplice di 3° specie associato colla costruzione
precedente ad un legame autoconiugato, & invarianie rispetto al
gruppo continue I,

Con questo teorema s'inizia il punto cruciale della nostra
ricerca, dove confluiscono i concetti e i mezzi posti finora in
opera. Sia dunque

(37) l‘-(C|l_m(:2+!.)+ '“+Az(Cz~ CSz)-_—"_:O

il Jegame autoconiugato al quale si accenna nell’enunciato, ove
Cps Copn (B=1,...,2), son coppie di componenti di K,

PoII, n g4
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coniugate nelle trasformazioni di 1* specie e le A son interi tutti
diversi da zero (1).

L'integrale w di 3 specie, costruito in relazione al lega-
me (37} nel modo precedentemente indicato, possiede sulle

Ci: Cz+ls Ce: Cz+2: A Cz) ng,
i periodi polari
iy, — 2Ty} 2Wihg, —2WE Ny L poamid,, —2RiA,

e le C son per esso varieta logaritmiche pure; n¢, fuori di queste
varietd, o possiede altre singolarit.

Applichiamo a w(P) una trasformazione di 2 specie B.
L’integrale trasformato w(P), considerato come funzione di P,
ha le stesse singolarita logaritmiche pure di w(P) cogli stessi
periodi polari e nessuna nuova singolaritd, perche le sole va-
rietd eccezionali F__, che nascono dalla trasformazione delle
varietd d’indeterminazione (C;, C,,;) sono luoghi di punti non
singolari di w{P’) (n. 41).

Confrontiamo i periodi ciclici dei due integrali. Una base
intermediaria di cicli lineari di V¥, pud rticondursi, per defor-
mazione continua, ad un sistema di 2p cicli, che non incon-
trano né K né le varietd eccezionali di 8, ¢ cid a meno di cicli
semplicemente concatenati colle singole varieta singolari, nei
quali w(P) e w(P") hanno gli stessi valori.

Ogni ciclo lineare orientato ¢ della base intermediaria cosi
scelta, si muta, mediante B, in un ciclo lineare orientato o’, e
w{P’), come funzione di P, ha su ¢ lo stesso periodo ciclico
che w(P) ha su ¢’. Ora, se 3 & abbastanza prossima all’iden-
tita, il ciclo o’ & omologo al ciclo o nella varietad V., alla quale
si sieno date per contorno le varietd Cy, . . ., C,, e le varietd
eccezionali di B, perché o’ riducesi per continuita a ¢ facendo
tendere B all’identita, senza che il ciclo variabile incontri il con-

() E ovvio che dalle )\ nulle si pud prescindere, senza che il legame cessi
di esser autoconiugato.
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torno attribuito a V.. Pertanto w(P) e w»(P), in quanto
funzioni di P hanno gli stessi periodi ciclici, come avevano gli
stessi periodi polari; e siccome le loro singolarity logaritmiche
son pure ¢ non Vi sono singolaritd polari, ne viene che
w(P)~w(P)e un integrale semplice di V. senza periodi,
dovunque finito, cioé una costante ¢. Insomma:

w () =w((P) + c;

¢ questa prova che w(P) & mutato in s¢ da P e quindi dalle
trasformazioni infinitesime di I", epperd da tutte le trasforma-
zioni del gruppo continuo,

Un corollario importante del teorema dimostrato & il se-
guente:

Se il legame (37) é semplice, esiste uno ed wn solo inie-
grale di 3* specie invariante per T (definito a meno di un fattore
molliplicativo costante ¢ di wma costante addittiva), il quale
possiede  singolarita logaritmiche pure lungo le wvarietd
Coooov s Gy ¢ nessun’altra singolaritd; ed ogni integrale in-
variante per L', avente (al pin) le stesse varieta logariimiche
(pure od impure), differisce dal precedente per un addittivo
integrale di 2* (o di 1) specie invariante.

Infatti ogni integrale % di 3* specie avente le sole varieta
logaritmiche (pure od impure) Cy, C,, . . ., C,, ha i suoi pe-
riodi polari [in quanto soluzioni delle equazioni analoghe
alla (30) del n. 39] proporzionali ai coefficienti delle rispettive
varietd nel legame (37), ciod proporzionali ai periodi dell’in-
tegrale w sopra costruito; epperd esiste una costante k%o tale
che u - kw non ha pit periodi polari; & un integrale di z* (o
di 1°) specie. D’altronde, se % & invariante per T', essendo gid
kw invariante per T, risulta #- kw invariante pel gruppo
stesso; e il corollario ¢ dimostrato.

Possediamo a questo punto tutt gli elementi sostanziali per
dimostrare il teorema fondamentale; tuttavia & opportuna qual-
che ulteriore osservazione.

P HI, w44
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Sieno C,, Cyppy 5 - - - 3 Cpp Cyy {28 % 1) le coppie di compo-
nenti di X permutate da ogni trasformazione di 1* specie e

Iy O = Gy oy o= G — G

sieno le ¢ varietd virtuali pure, differenze defle varieta irridu-
cibili di ciascuna coppia. Le I',, T';, . . ., T', son mutate nelle
varietd opposte -I'y, -T, ..., -T, dalle trasformaziont
di 1? specie e clascuna in sé dalle trasformazioni di 2* specie.

Frale I',, I';,..., T, ci son le varieta virtuali differenze delle
coppie coniugate di varietd logaritmiche di K, cioé le coppie
costituenti la varietd K di cui al principio del n. 43. Viceversa,
le I', I',, . .., I, appartengono tutte a K? I probabile che
si debba rispondere affermativamente, ossia che accada (come
nel caso di una V. quasi abeliana di Jacop1), che le varietd
di K, le quali son soltanto varieth polari d’integrali invarianti,
sieno ciascuna mutata in sé dalle trasformazioni di 1* specie;
ma la risposta a tale questione ci costringerebbe a sviluppare
pitt a fondo la teoria degl’integrali invarianti di 2* specie, in
relazione alle loro varieth d’indeterminazione, il che, per qu'mto
offra di per sé interesse, qui non occorre. Comunque sia di cio,
a noi interessa solamente di considerar le T inerenti a K, che
son poi quelle che compaiono complessivamente nei legami fra
le T di X, perche, a norma del teorema or ora dimostrato, le
varietd che figurano effettivamente in uno di questi legami, son
logaritmiche per qualche integrale invariante. Possiamo dunque
affermare che i legami awtoconiugati fra le varietd di K son
tutti ¢ soli ¢ legami autocomiugati fra le varieta di K.

Detto questo, intenderemo che I'), T',, . . ., I, sieno addi-
rittura differenze delle coppie di varieta coniugate di K, ¢ sol-
tanto di queste.

Applichiamo alle ', I',, ..., T, cosi intese il teorema
conclusivo del n. 3g. Se la matrice di ¢ orizzontali e di p ver-
ticali [T, D,Ji (=1, ..,¢ s=1,..,p)ove Dy, Dy .., Do

sia una base delle curve di ¥, ha la caratteristica o (certa-
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mente <(f, perché fra le I'y, T',, ..., T, esiste almeno un
legame effettivo), si possono trovare tra le Iy, T', ..., T,
¢t~ legami semplici linearmente indipendenti:

Al Te+ o+ 3,1 =0 (f=1,2,..,f—0)

ciascun dei quali contiene soltanto o+ 1 delle ' in guisa che
ogni altro legame

PN AT 0 W A RO W A=)

fra le T', sia linearmente dipendente da quelli; sicche ogni solu-
zione Ry, &y, ..., k, delle equazioni lineari nelle A:
(38) Ai.[l‘.l.:Ds]"'lﬁ[[‘?:[)s]'l'""'{":k't{r‘r.yZ)s]%‘) (S=I! "'!p)

si esprime come combinazione lineare delle soluzioni corrispon-
denti ai legami semplici. Esistono cioé dei numeri (complessi,

non necessariamente intert) e;, e,, . . ., e, fali che

(39) ko= dy +e A+t &gl g (r=1,..,70.

Sieno w,, w,, ..., w._, glintegrali di 2, definiti ciascuno
1 ¥ s & &

a meno di una costante moltiplicativa e di una addittiva, asso-
ciati, a norma del teorema ultimamente dimostrato, ai t-¢
legami semplici costruiti. I periodi polari di w;, essendo solu-
zioni delle equazioni

Ag[Poy DY+ 2y[T, D] =0 (s=1,..,p),

nelle quali, per ogni 4, vi sono un certo numero t-o -1 di X
nulle, son proporzionali ai coefficienti inter lli, e, l,f, ap-
punto perché il legame & semplice (*); e quindi, alterando even-
tualmente il fattore moltiplicativo, essi posson ridursi a:

2midyy, —2WEdg; . 2REAy, —2Widy
rispettivamente sulle varieta:

CiyCoiieonn; Gy Co s

(" (81, p. z10].

PII, n 4g
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Sia, dopo questo, # un generico integrale di Z e
2miky, —2Wiky ;... 2Wik, ~2WER

sieno 1 suoi pericdi polari lungo le predette varieta (n. 39g).
Allora %y, ..., R, son soluzioni delle (38) e valgon quindi
per convenienti e, indipendenti da 7, le (39). Ne segue che l'in-
tegrale

vom i — (€, Wy + E Wat i F By_g Wy_g)

ha periodi polari nulli lungo ciascuna delle C, C,, . . ., Cy;
epperd & un integrale di 2* (o di 1%) specie appartenente a Z;
mentre @, ®,, ..., W, sono integrali essenzialmente di
3? specie nel senso che nessuna lore combinazione lineare

g %3+ P Wot it Pp_g Wi

a coefficienti |y, by, . . ., 4o NoN totti nulli, pud ridursi mai
alla 22 (o alla 1*) specie, perché altrimenti sussisterebbero le:

1 l,.;‘}“p-gl,.g"' e 1]-,;_6)\,.’,'__620 (?’: Ly oy l')

e it—-¢ legami semplici sarebbero linearmente dipendenti. Per-
cio cogli integrali w,, w,, ..., w._, st pud individuare il
sistema lineare Z%,, considerato nel n. 38; onde ¢ ¢~0=8;, e
possiamo assumerc

Uyt =gy eury Fpys, == W4

In conclusione abbiamo il

TEOREMA FONDAMENTALE. GI'integrali essenzialmente di 37
specie e invariants pel sistema continuo T sono fants, indipen-
denti, quanti sono i legami (indipendenti) semplici e autoconiu-
gati fra le componenti della varieta invariante K; e st possono
scegliere in modo che abbiano soltanto singolarita logaritmiche
pure. Ogni altro integrale invariante differisce da una combina-
zione lineare dei precedenti per un addittivo integrale di 2* (o
di 1°) specie invariante.
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1l teorema ci da anche i significato geometrico degli altri
due interi 8,, &, cavatieristici del gruppo continuo I’ (il primo
dei tre essendo l'irregolaritd superficiale p di V,): invero &, &
il numero dei predetti legami auntoconiugati e d, risulta definito
per differenza 8,=m -~ p - &,.

OSSERVAZIONI, —— (Quando V. & una varietd quasi abeliana
di Jacos, i & legami semplici autoconiugati cui allude il teo-
rema Sono

.

Iy=€,; - 8=o G=1,...,8).

Tutti gli elementi della matrice |[T';, D,]| son nulli, ossia &
g = 0.

45. LA BASE DEI CICLI LINEARI NELLA VARIETA V. CONTOR-
NATA DALL’INSIEME DEI PUNTI LOGARITMICI. PERIODI PRIMITIVI
DEGL’INTEGRALI DI 3* SPECIE. TABELLA NORMALE, — Per cia-
scuno dei &, integrali di 3* specie invarianti w,,,, . .., 4,
si hanno o+ 1 coppie di variethd logaritmiche coniugate, alle
quali spettano 2 (04 1) periodi, che si riducono a o+ 1, per-
che i periodi di ciascuna coppia sono opposti. Ma un’ulteriore
notevole riduzione & possibile nei periodi di questi integrali,
considerati come vettori dello Sp, euclideo, dove si rappre-
sentano le variabile w,,,, . . ., u,,, , cioé come vettori dello
52 euclideo, dove si rappresentano le ..., Uoypsy s0evs Hmy
nei quali son nulle le componenti relative alle variabili « diverse
da my,q, ..., s, Tali periodi son infatti riducibili nel
senso che fra essi passano talune relazioni lineari omogenee a
coefficienti interi, che permettono in definitiva di esprimerki
come combinazioni di &; periodi convenienti.

Prima di determinare queste relazioni faremo qualche pre-
messa, utile anche in seguito.

a) Sopra una varieta algebrica (irriducibile) M, d’irrego-
larita superficiale b, ogni ciclo lineare o sul quale 1 p integrali
semplici di 1° specie di My dieno periodi nulli, é omologo a zero
o & un divisore dello zevo.

PoHI, . 4
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Sia g, o yoee ., Ty una base intermediaria dei cicli di M,:
i Y2 2p 2
a}lora:

TR 7y Oy + My Gy s 4 2y, Oy

& essendo il simbolo di pseudomologia ed m,, m,, . . ., Mg
convenienti interi, positivi, negativi o nulli. Sieno inoltre
%y, Uy . .., #, p integrali semplici indipendenti di 1* specie
di My ed w,, sia il periodo di #, al ciclo .. Per ipotesi

Py W,y + Py Wep b b gy 0, 5, = O {(r=1, .,7),
¢ quindi:
Ty Wy My 0yt M, Uy, == O

ove:
2
W, = X l,. W,.o
r=l
¢ il periodo al ciclo o, di un qualunque integrale semplice di
1* specie
W= A2, + .+ A,

di M. Posto
.
w,= 0+ 7 CI

ne segue:

Mg+ My i b gy 0 =0

il che importa:

My My T L TRy, =0
perché esiste un integrale semplice di prima specie colle parti
reali dei periodi arbitrariamente fissate (1).

"y [62, n. 4, oss. =2*].
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b} Diremo che due cichi lineari 1, 7, tracciati sulla va-
rieth V., - K, alla quale sia dato per contorno l'insieme K delle
coppie di variethd autoconiugate di K (varietd logaritmiche deghi
integrali di 3* specie), sono wviwtualmenic omologhi e scrive-
remo:

Tyew Ty,
se nei cicli t,, T, ogni integrale invariante da periodi uguali.

Da a) segue che due cicli virtualmente omologhi sono pseu-
domologhi in V., perché su essi danno uguali periodi i p inte-
grali semplici di 1* specie di V,, che son fra gl'integrali in-
varianti.

Sopra V.- K due cicli omologhi, ciod contornanti insieme
una superficie che non incontra K, sono virtualmente omologhi;
ma non & vero il viceversa. P. es. due cicli nulli circondanti
con versi contrari due punti di due varietd logaritmiche coniu-
gate, sono virtualmente omologhi, ma non omologhi in V, - K.

Vogliamo trovare la base dei cicli omologhi ¢ di quelli vir-
tualmente omologhi in ¥V, - K.

Figsiamo una base intermediatia oy, g,, . . ., 0,, del ciclt
lineari di V., la quale sia costituita da 2p cicli non incon-
tranti K. Due cicli ¢, © omologhi o pseudomologhi in V.
e quindi espressi dalla stessa combinazione lineare di
Oy, Gy . ., Ty, NON $0n0 necessariamente omologhi (o pseu-
domologhi) sopra V.~ K, perché fra le superficie di cui o, t
o due loro equimultipli costituiscono complessivamente il con-~
torno (orientato), pud darsi che non ve ne sia nessuna non
incontrante K. Attraverso ad una tal superficie, incontrante
K, t (od un suo multiplo) diviene dunque omologo a o (o ad
un suo equimultiplo) coll’aggiunta della somma di alcuni cicli
nulli contornanti altrettanti punti semplici di componenti di K.

Percid tutto si riduce a determinare una base intermediaria
dei cicli nulli e pseudonulli. Una base siffatta, aggiunta a
Oy, Oy ..., Oy, di una base intermediaria di tutti 1 cicli
lingari di V. - K.

P.HI, mo 15
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Il procedimento ¢ il medesimo, colle debite varianti, di
quello che ora indicheremo per le omologie virtuali, che pin
c’interessano.

Sieno al solito Cy, C,yy; Cy, Cppgs .. .5 €, Cy, le coppie
& varietd logaritmiche coniugate di K e I', T',, . . ., T, le
loro differenze. Seghiamo le € con una D, (n. prec.). La somima
dei cicli positivi nulli che circondano sulla riemanniana di D,
Ie singole intersezioni delle C con D, & omologa a zero sulla
riemanniana stessa, privata di quei punti, perche contorna due
parti distinte della riemanniana e una di queste non contiene
nessuna delle intersezioni. D’altronde i cicli che circondano due
intersezioni di D, con una medesima C son omologhi in V, - K;
percid, designati con 1, 1,, ..., Ty, 1 cicli relativi ad una
intersezione di D, rispettivamente con C,, C,, . . ., Caps
viene:

(€, Du+ [0y, D)o+ 4 [Co, D]t v o (mod. ¥V, — K),
epperd, tenuto conto che:

Ty o — Tyan (h=1,..,0)
risulta:

Uy, D)+ [Ty, D)o+ o[y, D1, S 0 (s=1,.,p) .

Queste omologie virtuali riduconsi a ¢ linearmente indipendenti,
tante quant’e la caratteristica della matrice |{T'; D,]]. Se p. es.
& diverso da zero il determinante A delle prime ¢ orizzontali
¢ delle prite o verticali della matrice, dalle precedenti omologie
virtuali si traggono At , A1y, ..., A, espressi per combi-
nazioni lineari a coefficienti interi di 14,5, ..., T,

Ora, dato un ciclo nullo © di V., esso & omologo in
Ve~IK ad una combinazione lineare a cocfficienti interi di
Tys Tasee .5 Ty € lo stesso vale per un multiplo conveniente del
ciclo T, se questo & un divisore deflo zero, Pertanto un mul-
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tiplo conveniente di © & virtvalmente omologo ad una combi-
nazione lineare a coefficienti interi di ti1, Ts2 » - - - » T

I cicli g1, Toszs - - - » T, s0n pol indipendenti dal punto
di vista delle omologie virtuali. Infatti, in caso contrario esi-
sterebbe fra essi una omologia virtuale a coefficienti interi non
tutti nulli e il determinante dei periodi polari lungo 15.4,.-., T,
degl'integrali #,,;, . . ., #p, costruiti a norma del teorema
fondamentale del n. 44, sarebbe nullo. Esisterebbe pertanto
una combinazione lineare a coefficienti non tutti nulli dei pre-
detti integrali avente periodi nulli ai cicli T4, . . ., T, quindi
ad ogni altro ciclo 1: il che & assurdo, perch® u, (..., 0,5
son essenzialmente di 32 specie (n. 44). La conclusione & dun-
que che Tg, . . ., T, costituiscono una base pei cicli nulli o
pseudonulli di ¥, - K, considerati dal punto di vista delle omo-
logie virtuali,

Da questa base si pud poi passare ad una base intermedia-
ria, che & anche una base minima dei predetti cicli, perché nel
campo delle omologie virtuali non esistono, per la definizione
stessa, che cicli virtualmente nulli, non pseudonulli. II passag-
gio ad una base intermediaria si puo fare ad esempio col pro-
cedimento aritmetico usato da WEIERSTRASS nella ricerca dei
periodi primitivi di un corpo di funzioni abeliane (!}, sosti-
tuendo ai cicli 74y, ..., 1, convenienti loro combinazioni
lineari indipendenti a coefficienti interi. Continueremo a de-
signare 1 cicli della base minima colle lettere Ty, . .., Tt
varra allora per ogni ciclo lineare o di ¥~ K una omologia
virtuale del tipo:

O ooy Oy + My Toboa + My Top 9 Topy T Ry Tgpn+. +013, T,

con m, n interi convenienti; sicché i periodi primitivi degl'in-
tegrali invarianti [* si ridurranno a quelli {ciclici) relativi ai

{") Monatsberichte, 1875. Il procedimento & riprodotto in Picarp (50,
pp. 227-28]. Il suo ovvio adattamento ai cicli linecari d'uma wvarietd si
vedra difflusamente nel segnito della mia opera [78].

P HE n. a3
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cicli ¢ e a quelli (polari) relativi ai 8 =¢- o (n. 44) cicli nulli
o pseudonulli T4, . . ., T,

Un passo ancora occorre compiere, onde avere la tabella
dei periodi deghi # sotto la forma pitt semplice,

Anzitutto scegliamo per o, 0y, . . ., 0,, due gruppi di ci-
cli normali associati () 0y, Gy ..., 0,5 O, ..., 0y,
(essendo associati o, € 6,,,). Una sostituzione lineare non de-
genere sugli integrali semplici di 1* specie #;, u,, . .., ty,
riduce i loro periodi alla tabelia normale |4 Ql, ove 4 & un
determinante d’ordine p avente non nulli, ed uguali a

2 2Ty L. N
s e v, —5— (con d, 4,, . .., d, divisori della variet)
dy dy b

di PrcarDp di V., cio¢ di V,) soltanto gli elementi della diago-
nale principale; ed £ un determinante simmetrico d’ordine p
costituito dai period wg,, relativi ai cicli 0,,,, ..., 95, (.

Dopo cid, sottratto da ognuno degl’integrali di 2* ¢ di 3?
specie un conveniente integrale di 1 specie, si riducono a zero
tutti i periodi deglintegrali di 22 e di 3* specie ai cicli
Ty, vy O, La matrice del periodi primitivi di w,, #,, ..., #.
st presenta allora sotto la forma

A L O
(40) O 9 7
0 0 O

con significato trasparente dei simboli (in relazione a quanto
spiegammo nel n. 28, Oss. 3%). Ma un’ulteriore riduzione &
possibile. Sia

0 O ..o Qg |

B gy G ... 8221,

fea e

01 Bso ... Og, i

(" [62, n. 3].
% [62, n. 5].



., OBEVERI - FUNZIONI QUASI ABELIANE 191

ove 0, & il periodo Qell 1ntegr§1e di 3* specie w,,, al
ciclo T4, . 1l valore di B & diverso da zero, perché in
caso contrario esisterebbe una combinazione lineare a coeffi-
cienti non tutti nulli di w,,,, . . ., #,,, , avente periodi polari
nulli, cioé¢ di 2* {0 di 1?) specie, contrariamente al fatto che
BH %y 1s o 0 s By come gli originari, contmjuano ad esserc
essenzialmente di 3* specie. Si potranno percid determinare
delle costanti Ay, . . ., A; tali che l'integrale A4; #,.,+. ..+
+ Ag, X #yes, , abbia il periodo z @i al ciclo 1., ¢ periodi nulli
sugli altri cicli ©. Similmente si otterrd una combinazione li-
neare di a,,y, .. ., %, , avente totti nulli i periodi polar,
salvo quello al ciclo t,,; ecc. Verremo cosi a sostituire ad
Uppls - - o thy, altrettantl integrali di 3° specie, che .desp
gneremo cogli stessi simboli e che saranno indipendenti, 1n
quanto i determinante dei loro periodi polari assumera la
forma

In tal modo giungiamo alla forma pill semplice, che de-
sideravamo di conseguire, per la tabella dei periodi degli
ty, %y, . . ., Ua: la divemo una tabella normale di periodi pri-
mitivi, E si ricordi che in essa la |4 €] & una matrice di Rin-
MANN (cioé abeliana) ridotta a forma normale: la chiameremo
matvice abeliana associata ad ogni covpo di funzioni quasi abe-
liane su Vy; e le w di @ soddisfano pertanto alle relazioni qua-
litative ¢ quantitative caratterizzanti una siffatta matrice,

46. CARATTERIZZAZIONE DELLE VARIETA ALGEBRICHE POSSE-
DENTI GRUPPI CONTINUI ABELIANI TRANSITIVI DI DIMENSIONE
UGUALE ALLA DIMENSIONE DELLA VARIETA AMBIENTE, EQUIvA-
LENZA DELLE DEFINIZIONI B), C). — Dimostriamo in primo
lnogo che:

Una V, d'irregolavita superficiale nulla, mutata in sé da un

P, I, w45
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gruppo continuo I', abeliano, oo™, transitive, di trasformaziont
birazionali, é razionale.

L’ipotesi che il gruppo sia « generalmente » transitivo &
inutile (per 7t>>1), perché, quando il gruppo & assolutamente
transitivo, 7, ha I'irregolaritd superficiale = (n. 38).

Essendo p =0, non vi sono in £ che integrali di 3* (o di 29)
specie, 1 quali si riducono a combinazioni razionali-loga-
ritmiche (*). Riferiamoci a uno generico # degli integrali
Upoigs v s Wyys 1 CIOE ty, Uy, . . ., uy (p=0), del teorema
fondamentale. Le varietd logaritmiche €, & di «, sono linear-
mente equivalenti sulla attuale V,, appunto perche, attesa la
regolaritd superficiale di questa, ogni sistema algebrico com-
pleto di variety a m- 1 dimensioni su ¥V, & un sistema lineare.
Vi & dunque una funzione razionale R, del punto di ¥, che
s’annulla su & cogli ordini A, ,,..., A, lungo le C, C,,..., C,
¢ su @B cogli ordini — A, ~—2, ..., —34, lungo le
Covrr Coyar -« o5 Gy essendo €y, Cpys ... 5 €, Gy, le cop-
pie di varietd coniugate di K riempite dalle singolarita loga-
ritmiche di ». E siccome V'integrale di 32 specie log R ha lungo
le predette coppie 1 periodi polari:

S22, —2WiA; ... ; 2TLR,, —2Tmik,,

si potra in definitiva assumere % =log R,
Insomma, come integrali fondamentali del sistema £ di V.
posson assumersi gl'integrali:

>

= log R, (j=1,2,...,8)

ove Rf son funzioni razionali sopra V..
Gl'integrali di 2® specie u; ,,, . . . , #. riduconsi addirittura
a funziont razionali;

Hp 4] = Rﬁﬁt ({=1, 2y 000y 82) .

{} {61, p. 2r3}. La proprieth caratteristicz delle superficie regolari, che
ciot gl'integrali semplici riduconsi ivi a combinazioni razionali-logaritmiche,
estendendosi tal quale alle varietd superficiaimente regolari (ved. anche a
tal proposito il n. 56).
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Pel teorema d’univoca inversione deglintegrali u,,u,,...,%,,
le equazioni:
log #;=rcost., Rg.==cost.

cloe

{(a1) Ry=e , Ry e T (F=2 0,00, 8y Imm X, o, By)

ove ¢, ¢y, son costanti generiche, individuano un punto di
Ve, le cui coordinate si posson dunque ricavare in modo uni-
voco dalle (41) (unite alle equazioni di ¥, nel proprio ambiente).
Pertanto queste coordinate risultano funzioni algebriche ad un
valore, cio¢ razionali, dei parametri €1, €3 « o ., Cx; &, Vice-
versa, le (41) danno ¢;, ¢,, ..., ¢, come funzioni razionali
del punto di V.; onde W, & razionale,

Dimostrato il teorema di cavatterizzazione, che abbiamo in
vista, nel caso p=o0, passiamo ad enunciarlo e a dimostrarlo
per p>o (p<m):

Sia Ve una vavieta algebrica mutata in sé da un grupho
abeliano, continuo, o™, transitivo, ', di trasformazioni bira-
zionali. Essa ha Uirvegolarita superficiale p<n. Condizione ne-
cessaria e sufficiente perché sia p<<m, & che T' contenga un sof-
togruppo abeliano razionale, la cui dimensione é 3=x-$. La
Vi & birazionalmente equivalente al prodotto di una varietd di
Prcarp Vp’ e di yno spazio lincare S;. Viceversa, ognt tale pro-
dotto soddisfa alle ipotesi.

Che sia p<w lo abbiamo gii osservato ed abbiamo altresi
osservato che quando p=x la V., & una varietd di Picarp (pro-
dotto di una varietd di PICaRD per un punto). Sia dunque pla,
Allora il sistema I degl’integrali invarianti pel gruppo T' pud
esser individuato cogl’integrali:

Uy Uy veey Uy, Upb iy vy Upidy s Hoppbgwly ooy Uy

di cui alla fine del n. 38 (8, +8,=8), essendo gli Uppiogs oo os Mg
scelti a norma del teorema fondamentale (n. 44). Secondo il

I3 P Il n. 46
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teorema con cui s’apre il n. 44, ciascuno di questi integrali,
diviso per un’opportuna costante, puo ridursi ad avere per
periodi polari i prodotti di 2mi pei coefficienti interi del legame
semplice fra le sue varieta logaritmiche.

Le equazioni

&y == COSL., t, = COSL., ..., Uy == COSL.,

dato che %, %, . . ., U#g, € quindi anche u;, u,, . . ., %, son
funzionalmente indipendenti, son soddisfatte su ¥V da oo® punti,
i quali riempiono una varietd Ms, che & algebrica. Al variare
delle costanti dei secondi membri la M; descrive un’involuzione
algebrica oo, J, poiché per ogni punto di V. passa una sola
M (). |

Il gruppo I" muta in sé U'involuzione delta M, perché muta
in s& ogni u e subordina su J un gruppo abeliano continuo oo?
assolutamente transitivo di trasformazioni birazionali. Il gruppo
subordinato da I' su J & assolutamente transitivo, perché in due
punti gualunque di V. gl'integrali 2, %, . . ., %, hanno va-
lori finiti.

Diremo V,’ una varieta i cui punti rappresentino birazio-
nalmente le M;, considerate come elementi di J. La Vp’ & una
varietd di Prcarp, perché ammette un gruppo abeliano con-
tinuo, ocf, assolutamente transitivo di trasformazioni birazio-
nali. T suoi coP~!integrali di 12 specie, mediante la sostituzione
razionale da V" a V, danno tutti gl'integrali di 1% specie di V.

Vi sono oo? trasformazioni di I", che mutano in s¢ ogni Ms:
esse si ottengon una per una, facendo corrispondere ad un
punto P genericamente fissato su V', un punto P’ delia M5 pas-
sante per P. Queste trasformazioni mutan di fatto in sé ogni
M; {subordinano su J 1'identitd) e son rappresentate dalle {27)
nelle quali si assuma b, =b,=...=b,=0. Esse formano un

(") L’algebricitA delle Mg ¢ di J consegue p. es. dall’'ovvia estensione
alle varieth del risuliato della mia nota [64. p. 685]. Ved. pure la mia
Memoria [65], ove, al n. 6, & confenuto un teorema, che, applicato al
nostro caso, di Vinvoluzione algebrica J delle M algebriche.
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sottogruppo abeliano I'; di ', le cui trasformazioni, considerate
come clementi, si posson porre in corrispondenza birazionale
con una qualunque M;. 11 sotfogruppo I's & su My generalmente
transitivo ¢ i rispettivi integrali semplici invarianti sono
“yi1s - - -, #n € Soltanto questi, giacché sono & linearmente
(anzi funzionalmente) indipendenti sulla generica M;. Inoltre
sulla M; essi son della stessa specie che sull’ambiente V.

Poicheé M; soddisfa alle ipotesi cui soddisfaceva, per p=o,
la V. considerata nel tcorema premesso, si conclude ch’essa &
razionale. E il suo sottogruppo I'; & razionale come M;.

Preso ora un generico integrale # fra i &, integrali
Uppls o - o Hyys,, € 1o sue varietd logaritmiche:

g = )\1 O]_ + ...+ )\3 (/Y;., D = )\i 0:.:1-1 + . 4‘)\x O:‘Zfl >
intcrsechiamole colla generica M;;

(g’:'ﬂ{b)mll(ol 3 Ayﬁ) ”I“"'+)ks ((’Yzy ‘/M'ﬁ) ]
(@31 Mb) = A (O‘m.l » ﬂ{/{,) + ...t }\z (OZ.., , 17;75) .

Le (&, M), (8, M:) sono algebricamente equivalenti, epperd
linearmente equivalenti su M. Esiste pertanto una funzione
razionale R, del punto di M; che ha per varieti zero la (&, M)
e per varietd polare la (&, M;). Essa & determinata a meno
d’un fattore costante su M;, cioé¢ a meno d’una moltiplicativa
funzione razionale del punto di V",

Per individuare razionalmente R sopra M3, usiamo di un
artificio che ho altrove adoperato in circostanze analoghe ().
Consideriamo cio¢ su Vi una qualunque varietd algebrica Z,,
la quale seghi la generica M; in un gruppo (Z,, Ms) di un nu-
mero finito # di punti, P, P,, . .., P, ¢ assumiamo invece
di R la funzione razionale

o R(P)
T REYRRPY+ A REBY

() (78, p. 191]. A p. 157 dalla stessa opera & citata la mia Nota del
1911, dove il precedimento & usato per la prima volia.

P.IIE, 5. 46
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ove R (P) & una qualunque delle funzioni razionali che sopra
M; hanno (&, M), (8, M;) come varieta (complete) di zeri
e di poli.

La @, variando M;, di luogo ad una funzione razionale del
punto di Vs, la quale ha le Cy, C,, . .., C, come varietd di
zeri degli ordini Aj, A,, . .., A, ele Cy, ..., C, come va-
rietd di poli degli ordini A, %,, . . ., A,. Naturaimente queste
varietd non esauriscono in generale le varieta di livello zero ¢
infinito di ®, come funzione del punto di V,, perche le &, &
non sono in generale linearmente equivalenti sopra V.. Esse lo
sono soltanto quando #, che ha gid su Cy, . . ., C,, 1 periodi
polari del log @, riducesi a questa funzione. Nel caso generale
accade invece che le ulteriori varieta di livello zero e infinito
di @, diciamole €, €, non hanno intersezioni colle M; (che,
si ricordi, non hanno punti fissi), cioé ognuna delle parti irri-
ducibili di &/, 8’ consta di co?~! varietd M, (le quali si distri-
buiscono su quelia parte in un’involuzione cof—1),

Sussiste pertanto su V. I'equivalenza lineare:

MO+ 2 O+ Q=0 Cog b+ 2 O+ 80
e I'equivalenza algebrica:
a’ = o
cosicche la differenza
(42) u-log ®,
che & su V. un integrale semplice genza periodi polari lungo
le €,, 2, ha invece le €, 8 come varietd logaritmiche, e i

periodi polari proporzionali, col fattore di proporzionalitd 2,
ai coefficienti interi del legame

(43) @ =0

fra le parti irriducibili delle €, 25",
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Insomma risulta:

(44) w==log @+ w

ove w ¢ un integrale semplice di 3% specie (non appartenente pilt
al sistema 2) trasformato razionale di un integrale semplice di
3% specie di ¥,/ Invero, la differenza (42) subordina su M; un
integrale senza periodi, che a priori potrebbe essere di 22 specie
{ciot ridotto ad una funzione razionale). Ma questa possibilita
si deve escludere, percht # & a varietd logaritmiche pure sia
nell’ambiente V. come sopra M;. Dunque la differenza (42) &
costante sopra ogni M; e riducesi ad un integrale semplice di
3% specie w appartenente all’involuzione J.

Lintegrale w ha solianto singolarita logaritmiche pure, per-
cheé le sue singolaritd lungo le €, &’ son dello stesso tipo delle
singolaritd che presenta log® Iungo le medesime variety e i
periodi polari lungo le componenti di €/, 2’ si ottengono cam-
biando segno ai periodi polari di log @ lungo le stesse compo-
nenti, perché¢ log®+w non ha pitt le & , 8’ come varietd
logaritmiche. Insomma ¢ periodi polari di w son propovzionali
(col fattore di proporzionalits 2 w i) ai coefficienti intevi del
legame algebrico (43) fra le components irviducibili &i €17, &'

Scriviamo la (44) per ognuno degl’integrali di 3* specie
Upps -« o s By

Verra:

Uy === log Ky wy,,, (J==1,2,..,8) .
Similmente potremo scrivere:
up+1:]@;+20?,+; (1:51-%1, ,5) y

ove R, ¢ una funzione razionale conveniente del punto di V,
€ w,,; un integrale semplice di 2° specie di ¥ (non appartenente
al sistema ), costante lungo le M, cioé trasformato di un inte-
grale di 2 specie di V.

La funzione R, si costruisce coll’artificio analogo a quello

usato per costruire la @, dopo aver constatato che #,,; indi-

POIIL w46
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vidua sulla generica M; un integrale semplice di 2% specie e
quindi una funzione razionale definita su M; a meno di un fat-
tore moltiplicativo, dipendente razionalmente dal punto di V.

Poiché su M, gl'integrali invarianti pel gruppo I'; sono
log R; (j=1,...,08)ed Ry (=8 +1,..., 8}, le equazioni

{45) Ri=q¢, Ro=g¢,

ove ¢;, ¢; son & parametri generici, unite alle equazioni di una
generica M; mnell’ambiente lineare di V, si posson risolvere
rispetto alle coordinate di un determinato punto di Ms. E sic-
come M dipende razionalmente dal suo punto imagine su V',
in definitiva le coordinate del punto individuato su M. risul-
tano funzioni razionali dei parametri ¢y, ¢y, - . . , €5, cioé del
punto variabile sopra un S; e del punto variabile in V.

Viceversa, dato un punto di ¥, esso individua la M per
esso ¢ quindi un punto di V" e sulla M; i valori delle R;, R,
ossia dei parametri ¢, ¢; . . ., Cs. Percid ¥, & in corrispon-
denza birazionale colla varieta delle coppie di punti di Ss e di
Vp', com’e affermato dal teorema da dimostrarsi.

Le varieta algebriche N, che entro ¥, hanno le equa-
zioni (45) sono unisecanti delle M,: rappresentano le coppie di
punti di Ss, ¥,,” che hanno un punto fissato su S;; mentre le
M, rappresentano le coppie che hanno un punto fissato su V",

Si badi che le varietd oo? definite su V, dalle:

Uy 4 = COSL. (7= 1,0y Bg)
Uyt = cOSt. (L=5,+1, .\ 8)

non sono algebriche, né contengono come parti le N, (come a
prima vista si potrebbe pensare), perche sopra le N, gl'integrali
U,y i Upyy Sioriducono agl'integrali w;, w; e non son dunque
costanti.

Viceversa, la variety V. prodotto di una varietd di PIcarDp
¥V, per uno spazio lineare S; possiede un gruppo continuo abe-
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liano oc® transitive di trasformazioni birazionali che si genera
nel modo seguente:

Si fissi entro Ss un gruppo continuo abeliano oo® transitivo,
I’;, di trasformazioni birazionali: p. es. il gruppo (23) di tra-
sformazioni, considerato nel n. 32, la cui varietia invariante ¢
costituita in S; da certe &, coppie di iperpiani distinti e da
certi altri &, iperpiani e che di luogo alla schiera delle oo?
trasformazioni di 1* specie (26), le quali scambiano fra loro
gl'iperpiani di quelle 8, coppie e mutano in sé clascuno dei &,
iperpiani isolati.

E dentro ¥V, si consideri il gruppo abeliano continuo
oo, I',, assolutamente transitivo, di trasformazioni birazionali
che mutano in s¢ ¥, Fissata una trasformazione §’ del gruppo
TI'; e una trasformazione 3” di I',, la coppia ', f” definisce una
trasformazione birazionale § di V. in s¢, nel senso che, presa
una coppia di punti P/, P” di S5 e di Vp’ (cioé un punto di V),
T'omologo @ di P’ in " e "omologo Q" di P” in ", costitui-
scono una coppia @', (7 (cioé un punto di V), che & omologa
nella f§ della coppia (o punto) P/, P”.

Le oo™ {8 formano su V il richiesto gruppo I' e le trasfor-
mazioni provenienti dall’associare alle 3" 'identita di I', for-
mano un sottogruppo, razionale oof, del gruppo I', che po-
tremo continuare a chiamare I's; e le trasformazioni § risul-
tanti dail’associare ad ogni " Pidentityd di I's formano un
sottogruppo oo del gruppo I', che & birazionalmente equiva-
lente a V. Le traiettorie di 'y sono le M5 di V,, imagini dei
prodotti dei punti di V" per Ss; e le traiettorie di I, sono va-
rietd abeliane &, unisecanti delle M5, imagini dei prodotti dei
punti di S5 per V.

Il teorema che avevamo in vista & cosi completamente di-
mostrato ed ¢ stabilita I'equivalenza delle definizioni b), c).

OsservazIoNE 12, — 11 gruppo I's di S; non ¢ affatto indi-
viduato, neppure guando sono fissati gl'iperpiani che devon
esser permutati dalle trasformazioni di 1* specie associate a I';
e quelli che devono rimaner fissi. Si pud prendere in sua vece

P w46
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un qualunque gruppo abeliano oc?, transitivo, di trasforma-
zioni birazionalt di S; in sé: p. es. il trasformato del gruppo I';
considerato, mediante un’arbitraria trasformazione cremoniana
w di S;, la quale si ripercuote ovviamente in oo? trasformazioni
birazionali di ¥ in s, associandola alle co? 57,

Pertanto quando una Vs contiene un gruppo continuo abe-
liano oo™ generalmente (e won assolutamente) transitivo di tra-
sformazioni birazionali, essa contiene addirittura un gruppo
continuo tnfinito di trasformazioni bivazionali, le quali traspor-
tano quel gruppo abeliano in infinile altri isomorfi (in isomorfi-
st che sono perd generalmente e non assolutamente oloedrici).

OsSERVAZIONE 2. — I teorema di caratterizzazione e I'equi-
valenza delle definizioni b), ¢) sono stati dimostrati sotto 'ipo-
tesi L (n. 48). £ chiaro che L & soddisfatta per la varieta V.
rappresentante senza eccezione le coppie di punti di una V/
di Picarp e di uno spazio S;, sempre che il gruppo I' di V.
si costruisca a partire da un gruppo I's di S5, la cui varieta
invariante non possegga componenti eccezionali. £ appunto
questo il caso del gruppo (23), glacché 1 &, integrali di 3® specie
e i &, integrali di 2* specie associati al gruppo stesso, hanno
iperpiani logaritmici e polari, che non sono eccezionali per le
trasformazioni del gruppo, come risulta anche dal modo con
cui questo gruppo prese origine sulla varieti dei gruppi di &
punti di una retta, assunta come imagine, senza eccezione, di
un Ss. Perd sulla stessa V', si posson avere naturalmente (in
ordine alla precedente osservazione), gruppi abeliani oo™ con
variety invarianti eccezionali.

OssServVAZIONE 32, — L'ipotesi L & inutile, come gid accen-
nai nel n. 41, quando =1 o quando & =o.

Invero, nel primo caso le M, riduconsi a curve, le quali
son necessariamente razionali, perché posseggono un gruppo
abeliano oo! con punti invarianti (almeno 1 e non pilt di z,
glacche sulla M,, come varietd lineare, le trasformazioni sono
omografie).

Quando poi &, =0 tutti gl'integrali del sistema lineare £ su
V- sono di 2 specie e su M, si ha un gruppo oof i cui integrali
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invarianti si ridiucono a funzioni razionali, sicché vale, senza
alcuna ipotesi sulla varietd V., il ragionamento esposto.

4%7. VALORE DELL’IPOTESI L E INDUZIONI RELATIVE. -~ Ri-
capitoliamo anzitutto alcuni dei risultati conseguiti, indipen-
dentemente dall’ipotesi L.

1) Una ¥ con un gruppo continuo abeliano oo*, T', non
assolutamente fransitivo, di trasformazioni birazicnali, cou-
tiene sistemni involutori o™=! di curve razionali { (*) corrispon-
denti alle varietd d’indeterminazione (n. 42, Oss.), i quali sona
clascuno mutato in s¢ dalle trasformazioni § di I' e dalle tra-
sformazioni di 1 specie &, che esistono su ¥V, in conseguenza
di T

2) La V. contiene uvn’involuzione oo?, abeliana, mutata
in s¢ dalle o e dalle B, di varietd ¥, superficialmente regolari,
trajettorie di un sottogruppo abeliano co®, T';, del gruppo T*
(le M, risultanc birazionalmente equivalenti {ra loro e al sot-
togruppo I's). Le M; son composte con ognuno dei predetti
sistemi involutori di curve razionali.

Consideériamo uno di questi sistemi e diciamolo 7. Il gruppo
I" induce fra le f di 7 un gruppo abeliano co™1, generalmente
transitivo, essendovi ool trasformazioni B, che mutano 'una
nell’altra le f; e quindi in particolare oot trasformazioni 3 che
mutano in s& una f epperd ogni altra f.

Queste oot trasformazioni costituiscono un sottogruppo abe-
liano razionale oot, Ty, del gruppo continuo T, del quale le f
sono traiettorie, Di tali sottogruppi se ne hammo tanti quanti
sono i sistemi involutori del tipo I; i quali son per lo meno
tanti quante sono le varieti d'indeterminazione (%),

Una varieta W._, 1 cul punti sieno in corrispondenza bi-
razionale colle f di I & dunque una varietd del tipo della V..

() Cid risulta anche implicitamente, in modo del tutto diverso, da Parx-
LEVE {47, D. 541,

(*) In realth sono infiniti, come risulta dall’Oss. 1* del n. prec. ¢ dal
seguito. Che in I" vi sienc sistemi oo! razionali di trasformazioni consegue
pure senz’altro dal fatto che l'ente [, come insiemc di % elementi, &
birazionalmente equivalenie a Vg,

P n. g6
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Essa ha manifestamente la medesima irregolaritd superficiale
di V. e la stessa varietd di Prcarp Vp', che ¢ rappresentfativa
delle ", , di W__,, analoghe alle #; di V.. E queste M’ ,_,
non sono che le imagini dei sistemi involutori di co®-! curve ¥,
appartenenti alle singole M.

Pertanto, se il teorema di caratterizzazione del n. prec. pud
acquisirsi indipendentemente dall’ipotesi L, ne deriva che le
M, son varietd razionali, eppero che ogni Ms contiene una
involuzione varionale o0®~ di curve razionall,

P. es. dal fatto che il teorema vale senza l'ipotesi L per
mw=p+1 (8=1), segue che su una V, con m=pH+2 le oo su-
perficie M, (§==2) sono razionali, in base ad un classico teo-
rema di Norrger. Infatti ognuna di esse contiene un fascio
razionale di curve razionali.

L'ipotesi L sarebbe del tutto superflua (almeno per certi
tipi di gruppi I') se sopra la generica § di un sistema del tipo T
fosse possibile di fissare vazionalbmente un punto.

Supponiamo, infatti, che cosl sia e posto che il teorema &
acquisito, senza l'ipotesi L, per =1, ammettiamolo per le va-
rietd del tipo considerato, nelle quali la differenza fra la dimen-
sione e l'irregolarita & uguale a 8~ 1.

Allora il punto razionalmente fissato sulla generica f de-
scrive un’unisecante delle f e questa genera, mediante le oc?
trasformazioni del gruppo razicnale I';, un fascio di unisecanti
delle f; onde V. risulta prodotto di W__, e di una retta S,. E
siccome W__, ha l'irregolaritd p e quindi & (m-1) — p=0-1,
per essa il teorema vale per ipotesi: onde W.__, & il prodotto
di V,/ per un S ; ; e in definitiva risulta:

Vs W xS, =V, xSy xS, =V,"x.5,

cioé V prodotto di ¥, per un Ss.

Volendo pertanto dimostrar superflua 'ipotesi L, per I'in-
condizionata validith del teorema di caratterizzazione, la ricerca
deve concentrarsi sulla possibilith o meno di riferire la gene-
rica f ad una retta, senza introdurre irrazionalitd aritmetiche.
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Le considerazioni precedenti danno anche T'occasione di os-
servare che ¢ caso abeliano ¢ caratterizzalo non soltanto dalla
circostanza che il gruppo T, oo™, su V, é tvi assolutamente
transitivo (n. 38), ma anche dal fatto che una parficolare tra-
sformazione del gruppo, sopra un modello conveniente di Vs,
& biunivoca semza eccezione. Insomma, quando cid accade ogni
altra trasformazione di 2* (o di 12) specie ¢ assolutamente biuni-
voca, e il gruppo ¢ assolutamente transitivo. Invero, se una
trasformazione del gruppo (od anche una trasformazione di
12 specie) & assolutamente biunivoca, non posson esistere punti
d’irideterminazione degl’integrali semplici invarianti per I'; e,
se cid avviene, non possono esistere neppure singolarity loga-
ritmiche o polari. Glintegrali invarianti son percid tutti di
1* specie e la V., & abeliana (n. 38) (4).

Aggiungeremo qualche altra riflessione sul valore dell’ipo-
tesi L.

In primo luogo la possibilitd di ridurre gl'integrali di 3* spe~
cie invarianti (con cui si determina, entro , il sistema
oo®-l 1), ad avere soltanto singolaritd logaritmiche pure, non
& legata all’ipotesi L, anche se le opportunitd della nostra espo-
sizione possano lasciar pensare il contrario. Giustifichiamo bre-
vemente quest’asserzione.

Supposto che sieno Cy, C,, . . ., C; le varieta logaritmiche
di un integrale s invariante per I' e 9;, 8,, . . ., 0. i relativi
periodi polari, sicché le 8 son soluzioni del sistema lineare (30),
nelle A, esse possono esprimersi come combinazioni lineari di
1~ ¢ soluzioni intere indipendenti del sistema (30), alle quali
cortispondono  altrettanti legami algebrici (29} fra le
Ci, Cp ..., Ci e quindi (n. 44) altrettanti integrali sem-
plici di 3® specie w,, w,, . . . , W, aventi soltanto singolarita
logaritmiche pure sulle curve predette: integrali che, natural-
mente, in generale non apparterranno a Z.

(") L'esistenza di varietd eccezionali sopra ogni modello di Vx, per qua-
lunque {rasformazione di 1* o di 2* specie, pud costituire dunque un oppor-
tuno punto di partenza d'una trattazione algebrico-geometrica delle Vg
quasi abeliane, '

P, I, n. a7
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Esistono inoltre, in conseguenza di quanto precede, certi
coefficienti ¢, €5, . . ., e, tali che I'integrale

W=¢e W +e,wy+ ... + Er_g ;g

ha nelle €y, C,, . .., C; gli stessi periodi polari di %, ma con
singolarita logarifmiche pure.

Proviamo che w appartiene a £ (pur essendo generalmente
fuori di ¥ gl'integrali wy, w,, . .., w,_,). Sia § una trasfor-
mazione di I' e P’ 'omologo del genetico punto P di V, in f.
L’integrale w (P’), considerato come funzione di P, non pud
avere singolaritd logaritmiche in varieth eccezionali fuori di K,
che nascano da punti di Cy, C,, ..., C., perchd in queste
varieth avrebbe singolaritd logaritmiche #, che in ogni punto
logaritmico possiede lo stesso periodo polare o la stessa inde-
terminazione di w. Dunque w (P’), come funzione di P, ha le
stesse singolarita logaritmiche ¢ gli stessi periodi del trasfor-
mato di # (P) che ¢ a meno di una costante additiva, u (P);
ossia w (P') ha lungo le Cy, C,, .. ., C. le medesime singo-
larita logaritmiche di w (P), cogli stessi periodi polari. E queste
singolarita logaritmiche sono pure, al pari di quelle di w (P,
perché la trasformazione non pud generare singolaritd polari se
non provengono da singolaritd polari.

Quanto ai periodi ciclici, si vede facilmente (ripetendo il
ragionamento del n. 38) che, almeno quando B & abbastanza
prossima all’identiti, i periodi ciclici di w (P7), come funzione
di P, son i medesimi dei periodi ciclici di w (P); e siccome
la differenza w (P')~ 1w (P) non ha singolarity polari né pe-
riodi (né ciclici né polari), essa risulta costante. Cid significa
che w (P) appartiene a Z.

E a X appartiene dunque anche # - w, che & un integrale
di 2* (o di 1%) specie. In conclusione: Si posson sempre assu-
mere glintegrali di 3* specie del sistema X, anche se non &
soddisfatta U'ipotesi L, in modo che abbiano sole singolariti
logaritmiche pure (e non singolaritd polari distinte dalle singo-
larita logaritmiche o a queste sovrapposte). Ogni integrale di T
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differisce da una combinazione lineare d’integrali siffatti per un
addittivo integrale di 2 (o di 1?) specie di 2.

Ma la difficolta jondamentale che qui sorge ¢ di sapere se
glintegrali di X st possano scegliere in guisa che 1 lovo peviodi
Iungo le varieta logaritmiche sicno proporzionali a numert in-
teri.,

Se cosi non &, lintegrale subordinato su una generica M,
superficialmente regolare, da un generico integrale « di X, si
riduce bensi ad una combinazione razionale-logaritmica, che in
tal caso & una combinazione logaritmica pura, ma una siffatta
combinazione & del tipo

X, iog R,

colle 17 numeri reali o complessi, non interi [61, p. 212].
E le equazioni:

24, log &, = cost., clod: log N A = cost.,

che occorre considerare per la dimostrazione del teorema pre-
liminare del n. 46, non si trasferiscono cosi dal campo tra-
scendente al campo algebrico, com’é necessario per quella di-
mostrazione. Che forse la possibilith stessa del teorema d’in-
versione a cui deve soddisfare il sistema di equazioni, in parte
essenzialmente trascendenti, che vengono a scriversi, implichi
senz’altro che debbano esser costanti singolarmente le funzioni
razionali, elevate a esponenti non interi? La questione rimane
sospesa.

48. SUI MODULI DI UNA V. QUASI ABELIANA GENERALE &
SULLE RELAZIONI FRA 1 FERIODI. IDENTIFICAZIONE DELLE FUN-
ZIONI (QUAST ABELIANE COLLE FUNZIONI CHE AMMETTONC UN TEC-
REMA D'ADDIZIONE ALGEBRICO. —— D’ora innanzi una Vs col
gruppo continuo oo®, T, abeliano, non assolutamente transi-
tivo, si chiamera varvietd quasi abeliana generale di dimensione

P w47
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T e di vango T. E si dird « di rango 1 » per ricordare ch’essa
¢ in corrispondenza biunivoca col prisma dei pericdi. Le fun-
zioni razionali del punto di Vi son le funzioni quasi abeliane
generali, secondo 'accezione b), la quale, neil'ipotesi L, con-
corda (n. 45) colla ¢) ed inoltre assorbe la a).

In verith questa definizione delle funzioni quasi abeliane,
che abbiamo provvisoriamente accettato nel n. 37, senza ap-
profondirne subito il valore, ha bisogno di esser precisata, giac-
che essa presuppone implicitamente la considerazione della V.
non tn Sé, wma associata al gruppo abeliano T, che si sup-
pone dato sopra V.. E infatti soltanto quando & dato T,
che pud considerarsi dato il sistema 2 degl’integrali invarianti
%y, Uy, . . ., @, € quindi il corpo delle funzioni quasi abe-
liane associate, le quali son bensi le funzioni razionali del
punto di Vi, ma nello speciale atteggiamento di funzioni (me-
romozfe al finito) di e, u,, . . . , ., attraverso il teorema d’in-
versione a cui questi integrali soddisfanno.

Sicché un altro gruppo continuoe del tipo I, esistente su V.,
non di luogo necessariamente allo stesso corpo di funzioni quasi
abeliane, relative alla medesima V.

La questione di considerare 'eventuale esistenza di corpi
distinti di funzioni quasi abeliane appartenenti a V., si pone
appunto perché su ¥V, esistono infiniti gruppi continui del
tipo I".

Ma con cié non si vuol dire che gruppi continui I' distinti
debbano necessariamente dar luogo a corpi distinti di funzioni
quasi abeliane.

Per precisare, bisogna in primo luoge fissare quand’é che
due corpi K, K’ di funzioni quasi abeliane si considerano coin-
cidenti.

Intanto & naturale di comprendere in un medesimo corpo
totte le funzioni quasi abeliane che hanno una medesima ta-
bella di periodi. Intendiamo che questi periodi formino un si-
stema primitivo. Ma essi non sono definiti da tale condizione,
perché, eseguendo sui periodi dati (considerati come veltori a
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7 componenti) una sostituzione unimodulare a coefficienti in-
teri, si otftiene ancora un sistema di perioci primitivi. Sicché
dovremo considerar come identici due corpi quando si riducano
Uuno ail’altro con un cangiamento det periodi primitivi. E sic-
come inoltre gl'integrali # invarianti pel gruppo I' relativo al
corpo considerato di funzioni, non son definiti entro il sistema X
ed il loro cambiamento importa una sostituzione linearc non
degenere a coefficienti qualunque sulle %, cosl riguarderemo
coincidenti due corpi che derivino 1'uno dall’altro con wna so-
stituzione linearve non degeneve opevata sulle variabili. & lo
stesso di quel che si fa nella teoria delle funzioni abeliane [},
p. 28].

Riferendosi alla tabelia dei periodi, la quale sia formata scri-
vendo in una medesima orizzontale i periodi d’uno stesso inte-
grale, il cangiamento dei periodi primitivi si risolve in una
sostituzione lineare unimodulare a coefficienti interi sulle co-
lonne della tabella e la sostituzione lineare sulle variabili nella
medesima sostituzione lineare sulle orizzontali della tabella.

L’effetto di una trasformazione birazionale w di ¥V, in sé&,
sul corpo K relativo ad un fissato gruppo I', di cuil sieno
%, My . .., thy gllintegrali invarianti, & quello di mutare in
sé K, tanto se w mufa I in s& (il che accade sempre nel caso
abeliano, in cui vi & un sol gruppo I'), quanto se w muta I' in
un alfro gruppo I'. Invero, detto P’ =w {P) 'omologo in w
del generico punto P di V;, gl’integrali invarianti per I'V sono:

wy (P)=w/[o(P)=uw(P) (=1, 2,..,7);

sicche il corpo K, relativo a I, si oitiene da K cambiando
semplicemente nome alle variabili; eppert la tabella dei pe-
riodi resta immutata.

Che vi sieno effettivamente trasformazioni birazionali di ¥,
in s¢, le guali mutino un I' in un altro ', & dimostrato p. es.
dal fatto che di tale proprietd gode la trasformazione w ottenuta
su ¥V, associando, nel senso del n. 46, ad un’omografia gene-
Tica di S, in s¢, una trasformazione del gruppo I', di V. In-

Pl w48
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fatti, w muta il gruppo I" costruito su ¥V, a norma del n. 46,
in un gruppo analogo distinto da esso (appartenente con I'
ad un sistema continuo di gruppi).

Quando » muta un gruppo I', al quale sia associato il corpo
K, nel gruppo-I" distinto da I', & bensi vero che K si muta in
sé, ma i periodi delle funzioni quasi abeliane trasformate, con-
siderate come funzioni degli integrali «’, non si posson sens’ al-
tro interpretare come perviodi degl'integrali ', definiti in rela-
zione alle componenti della varietd invariante K’, trasformata
della varietd invariante K; e cid pel fatto che nel passaggio da
I a K’ possono nascere componenti (a % ~ I dimensioni) di K’
eccezionali per la corrispondenza .

E se tali componenti s’introducono, esse son eccezionali
anche per ogni trasformazione di IV, la quale ¢ la trasformata,
mediante w, d’una trasformazione di I'. Se invece ci limitiamo
a considerare coppie di gruppi continui I, I soddisfacenti en-
trambi all'ipotesi L e corrispondenti in una trasformazione
birazionale di V. in s, i periodi delle funzioni trasformate si
posson effettivamente interpretare come periodi degli integrali
trasformati lungo cicli lineari provenienti da quelli che servono
a calcolare i periodi degli . In particolare, cié vale quando si
trasformi V. in s¢ con una trasformazione birazionale senza
accezioni. ,

Dimostriamo ora che, viceversa, se due gruppi conlinui
T, I danno luogo ad un medesimo corpo K di funzioni quasi
abeliane, esiste una trasformazione birazionale di Vi in sé, che
muta T tn IV (1),

SIEno #y, . . ., #a; w,, ..., 4 gl'integrali invarianti pei
due gruppi. Possiamo supporre scelti questi integrali e i loro
periodi primitivi, per ciascuno dei sistemi lineari £, 2’ ine-

() Fondati indizi mi fanno ritenere che due gruppi continui del tipo I’
sieno sempre su ¥z deducibili I'uno dall'aliro con una trasformazione bira-
zionale della varieth in sé: il che ridurrebbe ad un solo il corpo di fun-
zioni guasi abeliane associato a una data Vs, come accade gid certamente
quande uno dei due interi 2, 8 (m=p+8) & nulle,
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renti a I', I¥, in guisa che le tabelle inerenti sieno identiche.
Scriviamo le:

(46) w/ (Py=u{P)  (modd. periodi), h=1,2,..,m.

Ha senso di considerar tali congruenze rispetto ai periodi, per-
che questi sono i medesimi pei due integrali (sebbene relativi
a cicli lineari eventualmente diversi).

Dato un generico P i valori deghi #y, (P) son definifi a meno
dei periodi degl'integrali u, che son poi i periodi degl'inte-
grali «’; eppero esiste un sol punto P’ che soddisfa alle {46).
Similmente se ¢ dato P’ si trova mediante le {46} un sol punto P
corrispondente. La corrispondenza fra P, P’ & (generalmente)
biunivoca. Essa & birazionale. Infatti una funzione quasi abe-
liana del corpo K nelle variabili @1, &zs - . ., fx, Tiguardata
come funzione delle #' (4,=u,") & come funzione razionale del
punto P’ e riguardata come funzione delle » (%,=1,) & una
funzione razionale di P. Sicché il punto P & funzione razio-
nale di P e viceversa questo di quello.

Per contare dunque i moduli da cui dipende una varieta
quasi abeliana di rango 1, ciod un corpo di funzioni quasi abe-
liane, bisogna contare i moduli da cui dipende la coppia V, T,
perché & I'associazione di questi due elementi che costituisce
propriamente la varietd quasi abeliana e che definisce un corpo,
dal punto di vista delle trasformazioni birazionali.

I moduli di V,, T" sono i ﬂ%ii) moduli da cui dipende

V,' (1) e i moduli da cui dipende sopra V. un gruppo T, Limi-
tiamoci in proposito per ora a talune considerazioni preparato-
tie, rinviando al n. 54 pili esaurienti riflessiont,

Richiamiamo anzitutto ’esempio di una V, quasi abeliana
proveniente da una curva C di genere p<<wm. Il problema dei

() T17, pp. 184, 208, 295].

14 . P, I n. 48
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moduli in tal caso & stato gia posto (n. 21, Oss. 1?) non nella
presente accezione generale, ma considerando in sostanza l'as-
sociazione di V. col gruppo continuo I’ imagine del gruppo
delle trasformazioni di 22 specie del campo neutro ¥, dato su C,
e viguardando come distinti due covpi di funzioni guasi abeliane
(ineventi agh stessi 8y, 8,), che non possano ottenersi Funo dal-
Ualtro con una trasformazione birazionale senza eccezione di V,
la quale muit in sé il sistema H, oo, delle vavietd a ™~ 1 di-
mensiont €, rappresentanti ciascuna le m-ple di punti di C con
un punto fisso. Ma non & detto che due corpi distinti da questo
punto di vista, lo sieno rispetto a futfe le trasformazioni bira-
zionali di ¥, in sé. Nel fatto si dimostra ch’essi cotncidono sem-
pre quando p=o0, menfre il compuio del n. 21 ci darebbe in
tal caso 2 8, +8, - 3 moduli.

La coincidenza dei due corpi consegue senz'altro dal fatto
che per p=o la tabella (77) del n. 28 riducesi a

1

<

)
o 0
)

T o

)

ed ¢ quindi indipendente dalla scelta su C delle coppie 4;, B;;
Ay A;. Cid ¢ ben d’accordo col fatto che le funzioni del corpo,
qualunque sieno queste coppie, riduconsi a funzioni trigonome-
triche in &, variabili ¢ razionali in &, variabili.

Del resto si posson anche facilmente assegnare, nel caso di
una Vi (n=20) ridotta ad uno spazio lineare Ss, le trasforma-
zioni cremontane che mudan Uuno nell aliro © covpi cui §°¢ ac-
cennato.

Il sistema H & in S; il sistema degl'iperpiani osculatori ad
una curva C razionale normale. Le trasformazioni birazionali
senza eccezione di Sy in s¢ omografie; e, fra queste, oo mu-
tano in s¢ H. Due gruppi I' ed i relativi corpi non son equiva-
lenti rispetio a fali omografie non appena le coppie di iperpiani
osculatori a C sieno scelti genericamente, per definire i due

gruppi.
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Ma invece i due gruppi ed i relativi corpi riduconsi l'uno
all’altro, come ora vedremo, con trasformazioni cremoniane,
Piu generalmente, scelte in S; (non diciamo neppure fra gl'iper-
piani osculatori ad una curva razionale) 8, coppie d’iperpiani
distinti €&, &, e &, coppie d’iperpiani coincidenti €, €, e
assegnato su ogni €&, un S, ,, come varieta d’indeterminazione,
colla sola condizione che i fasci d’iperpiani cosl definiti sieno
« indipendenti », ossia tali che & loro iperpiani generici, uno
per ciascuno, si taglino in un sol punto di Ss, gl'integrali di 32
e di 2? specie:

n, = log K, {(F==1,..,3), w, = /%, ({=8+1,..,8)

ove R;=cost. sia il fascio definito da &;, 3; ed R;=cost. il
fascio definito dallo S, , dato su €, son integrali invarianti
di un gruppo continuo del tipo I', che & il gruppo di trasfor-
mazioni cremoniane:

(47) R(P)y=gR(P), R{PY=R(Fi+e,

essendo ¢y, ¢ . .., ¢s 1 parametri (dei quali i primi &; non
nulli) d’una trasformazione, ¢ P, P’ una coppia di punti omo-
loghi. La (47) ¢ effettivamente una trasformazione cremoniana,
perche le equazioni

Re=b,, R=4

per valori generici delle b son soddisfatte da un sol punto di
Ss (4.

Ebbene, se IV & un altro gruppo similmente ottenuto da
altre coppie €@, & ; €, €', di iperpiani (ove gl'interi &, 3,
restano immutati), le equazioni di I saranno del tipo:

WP =R/ (F}, R(Py=RY{(P)+¢,

(*) 11 gruppe (47} & un gruppo abeliano continuo di trasformazioni cve-
moniane trasformanti le retie dello spazio S5 in curve vazionali normalki.

P.oHIL w48
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e la trasformazione cremoniana:
Ry(Py=R{P), HK(P)=R(),

muta I'un gruppo nell’altro.
Pill generalmente ancora, considerata in S; una qualsiast
trasformazione cremoniana.:

(48) w0y = () (h=1,2,..,8) ,

ove (¥}, ..., %'s) son le coordinate del punto P’ omologo
di P e le ¢, son funzioni razionali di P, tali che le (48), per
valori generici delle x', son risolubili razionalmente rispetto a P,
si ha in corrispondenza un gruppo continuo del tipo T’

@ (P) =69 F) @ (L) =9 (F)+4

e un corpo di funzioni, che coincide con quello sopra definito
(trattasi sempre di funzioni razionali-trigonometriche} e la tra-
sformazione cremoniana

Ry(P)e=P),  R(LY=9(F},

muta questo gruppo nel primo dei precedenti.
It chiaro che i gruppi cremoniani considerati riduconsi con
trasformazioni cremoniane al gruppo di omografie:

xj=qx; (J=1I,.,8; gF0), F=a+ea ({(=0+1,..,79),

ove %y, X, . . ., %3 sieno coordinate di punto in Ss.

Circa il delicato problema generale dei moduli di un gruppo
del tipo I' sopra una Vy, per dati &, 8,, osserveremo quanto
segue.

Bisogna in primo luogo sapere come si costruiscono su V,
i gruppi T'; e cid implica la conoscenza delle trasformazioni
birazionali di ¥ in sé.
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Consideriamo all’uopo su ¥, 1'involuzione J, delle M; pro-
dotti del punti di V) per S, e I'involuzione 5 delle N, pro-
dotti dei punti di Ss per ¥,”. Una trasformazione birazionale 1
di V, in sg, trasforma in s@ il sistema Hneare degl’integrali sem-
plici di ¥* specie di V. e quindi I'involuzione J »» inducendo fra
gl elementi M di J, una trasformazione birazionale . Inolire
© muta Uinvoluzione J," di unisecanti delle M, in un’involu-
zione analoga [,” di unisecanti, eventualmente nella stessa I
Designata con p la trasformazione birazionale indotta da < fra
J:' e J5”, la © sl ottiene associando ad un generico punto P
di Vs, concepito come intersezione della M, e della N,, passanti
per P, il punto P’ intersezione delle varieta trasformate di quelle
Mz, N, nelle w, p.

La determinazione delle trasformazioni birazionali di V. in
st s1 riconduce pertanto alla ricerca delle involuzioni oo di uni-
secanti delle M;, cioé ad un problema della teoria della base.

Nel n. 46 il gruppo T costruito per dimosirare la reciproca
del teorema di caratterizzazione, mediante i gruppi P, T, presi
rispettivamente su f,, 7', consta di trasformazioni, che mutano
in s¢ f, ed J5". Il corpo delle funzioni quasi abeliane associate
a ', normalizzando la tabella dei periodi, il che & sempre pos-
sibile quando T soddisfa ad L (n. 45), da luogo alla matrice

SO
S C e
oo

sicché non trattasi di una vera estensione del campo delle fun-
zioni abeliane, ma di funzioni che son separatamente abeliane
in p variabili e trigonometrico~-razionali delle altre (4.

Per ottenere funzioni quasi abeliane non banali bisogna
combinare le trasformazioni del gruppo I, di J, con trasfor-

() & l'analogo di quel che accade nel campo abeliano quando si ha
da fare colla varieth i Prcarp ¥z pradotto di due varietdi di Prcamp
V,'. ¥5”. Le funzioni abeliane corrispondenti son separatamente abeliane
in $ e in § variabil,

P I, n. 48
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mazioni in s¢ di un sistema algebrico opportuno di unisecanti
delle M. La precisazione richiede ulteriori indagini, delle quali
non ci occupiamo in questa Memoria.

Accenniamo invece ad un altro aspetto del problema.

Data una qualungue V. possedente un gruppo continuo T,
abeliano, oo®, generalmente transitivo di trasformazioni bira-
zionali, consideriamo il corpo K di funzioni quasi abeliane
determinato dalla coppia Vi, I'. Sia T la tabella di un sistema
di periodi primitivi delle funzioni di K, le prime p orizzontali
contenendo i periodi associati alle variabili che posson interpre-
tarsi come integrali semplici di 1* specie di V. e le prime 2p
verticali contenendo i periodi provenienti da un sistema primi-
tivo di cicli lineari omologicamente indipendenti di V. Allora
Ja matrice delle prime p orizzontali ¢ delle prime 2p verticali
appartiene ad una ¥, di Picarp (n. 46), cioé — ed & questa
una prima condizione a cui & sottoposta 7 — quella matrice
deve esser abeliana.

1l problema & di trovare le ulteriori relazioni quantitative e
qualitative cui debbon esser sottoposti gli elementi di T, a pre-
scindere dall'ipotesi L. Le prime son le sole che interessano pel
computo dei moduli; tutte insieme poi costituiscon la neces-
saria premessa dei teoremi d’esistenza. Per la ricerca delle une
e delle altre conviene tener d’occhio la Memoria di FROBE-
N1US [25] ed una mia Memoria (!} ove si tratta di relazioni fra
i periodi d’integrali (semplici e multipli) di 1* specie sopra una
variety algebrica, ma il cui concetto (estensione di un metodo
di Hopcr e di KAHLER) & riferibile con opportuni complementi
anche agl'integrali semplici di 2 ¢ di 3* specie.

Quando I soddisfa ad L, la tabella T puo sempre ridursi
al tipo normale (40) del n. 45. Allora si devon trovare le even-
tuali relazioni fra gli elementi delle matrici parziali @, Q,, Q

(") [75, p. rz1].
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e 1 moduli del gruppo son soltanto quelli che figurano nella
matrice

{49)

mentre 1 moduli di ¥V, figurano in Q.

Giova inoltre in questo caso ricordare le espressioni del pe-
riodo w,, ., dell'integrale di 32 specie ty; =1, ..., 8) al
ciclo normale o,,, (h=1, 2,..., p) (n. 45) e del periodo
wpisary dell'integrale di 2® specie 4., (=1, 2,...,8,)
al ciclo stesso. Per questi p periodi, che son poi quelli costi-
tuenti la matrice (49), valgon le espressioni da me altrove asse-
gnate (') una delle quali, quella che riguarda gh integrali di
3* specie, &

Wp g = Uy [y D] — a3 [88 5, D] (mod. Q) (A=1,..,p},

ove €, 8% son le varieta logaritmiche di #,,; coniugate nelle «,
con periodi polari a coppie di segno opposto (n. 44); D ¢ una

curva genericamente fissata in V., e
(€ D)) [(30y, DY)

indican le somme dei valori dell’integrale di 1* specie 1, nei
punti dei gruppi (&, D), (3, D) ().

Non sto a trascrivere Vespressione del periodo w pebpetn el
I'integrale di 2* specie %04 Derché a spiegarla occorrono
varie premesse qui non necessarie. Basta soltanto ricordare che

('y [62], formule (16) (20). Queste formule [delle quali la (z0) va ret-

tificata scrivendovi invece di g,] riferisconsi alle superficie, ma si

2w
trasportano facilmente alle varieth. Sulla curva D il verso di percorrenza
dei cicli con cui si calcolano i periodi polari nei punti dei gruppi (&1;, 2),
{&;, D), ¢ quello positivo sulla faccia positiva di D, definita dalla faccia
positiva di Va.
() Pet caso d’'una varicta abeliana speciale la formula riferita coincide
sostanzialmente con quella data nell’Css. 3* del n. 28.

P, I, n. 48
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il valore di quel periodo & assegnate univocamente dalle somme
dei valori, nei punti del gruppo (€, D), ove €, & la varietd
polare di %, , (irriducibile o riducibile, contando ogni parte
colla molteplicitd che le compete}, di certe funzioni razionali
dei punti variabili sulle singole componenti di €, e che queste
funzioni son determinate (a meno di una costante moltiplica-
tiva, che & la stessa per tutte} dalla conoscenza della varieta
di indeterminazione dell’integrale s, .,

Del resto le formule che troveremo in seguito (nn. 51, 52)
esprimenti gl'integrali di 2* ¢ di 3* specie d’una varieta di Pr-
CARD in funzione degl’integrali di 1* specie, consentono di
ricostruire per altra via le espressioni dei periodi normali degli
integrali normali di 2® e di 3* specie, in relazione appunto agli
integrali di 12 specie.

Comunque la sola esistenza di queste espressioni attesta che
la determinazione dei termani della matrice (40) dipende sol-
tanto dalla scelta delle varietq logavitmiche degl integrali inva-
rianti di 3* specie e delle varieid polari e d'indeterminazione
degli integrali invarianti di 2* specie.

Nel fatto, la scelta delle €l,, 25, importa la determinazione
della funzione razionale R; (di cui al n. 46) e quindi delle va-
rietd 61,-’, @3]-’ composte colle M; e tali che

&, + €l = 8+ &,

son le varieta di livello zero e infinito di R; e per conscguenza
dellintegrale Wi che ha le @«j’, %j’ come varietd logaritmi-
che coi periodi polari 27 e — 2ni e i periodi ciclici nulli ai
cicli normali o), ¢,, ..., 0, Pertanto son determinati 1 pe-
riodi di w,,; al cicli normali del 2° gruppo @, . . .. Uy, 1
quali sono i periodi stessi dell’integrale u, ; ossia gli elementi
di Q.

La scelta poi di €, e della relativa varietd &’indetermina-
zione (€, €l;) determina la funzione razionale R; ¢ la varieta
&/ composta colle M; e tale che €, + €l sia la varieta polare
di R;; e quindi lintegrale w,,, & definito dalla propria varieta
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polare €/, dal gruppo d’indeterminazione subordinato da R,
su € (Y) e dal fatto che sieno nulli i periodi ciclici inerenti al
primo gruppo di cicli normali. Risultan cosi definiti i periodi
ciclici di w,,; ai cicli del 2° gruppo, 1 quali son gli clementi
di Q,.

Come debbono infine assumersi le varieta €, &, €, in
guisa da dar luogo, nel modo accennato, a &, +8, integrali sem-
plici di 3* e di 22 specie, i quali aggiunti agl'integrali semplici
di 1* specie di V., costituiscano un sistema lineare di oo™—!
integrali semplici, soddisfacente al teorema d’inversione? Per-
ché questa ¢ poi l'unica condizione a cui deve soddisfare tale
sistema lineare per originare un gruppo continuo del tipo T,
rispetto al quale esso sia invariante.

Ebbene, dopo quanto abbiamo detto nel n. 30 (e che vale
anche nel caso quasi abeliano generale) & chiaro che le
4, &, €, debbon soddisfare alle condizioni seguenti:

1) Le €, 2, sono algebricamente equivalenti e le €, sono
suscettibili di variare in sistemi continui, che le contengono
totalmente.

2) le a}.', &/, €, determinate dalle Oif, b, e dalle 9, &,
[coppie di varietd infinitamente vicine definite da €, e dalla
variets d’indeterminazione (€, €)] definiscono, aggiunte alle
precedenti varieta, & fasci di varietd a @ - 1 dimensioni:

Rj-zcost. s R;=cost. ,

tali che, al variare delle costanti dei secondi membri, le equa-
zioni di questi fasci rappresentano una varietd N,, la quale
descrive su V¥, un’involuzione oc® di unisecanti delle M.
Tutto ¢io chiarisce i problema della determinazione di tutti
i possibili gruppi T sopra Vs, ciascun dei quali viene in fondo
a dipendere soltanto dalla scelta della propria variets invariante.
Termino queste considerazioni sul moduli dei corpi quasi
abeliam avanzando la congettura che per ogni corpo di funzioni

{) La costruzione di quest’integrale si fa trasportande alle varietd la
costruzione indicata per le superficie nella mia Nota [60]. -

POIT, 5. 48
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quasi abeliane sia possibile ottenere una tabella normale (40)
e che i legami e le imitazioni fra gli elementi di questa matrice,
ai quali abbiamo alluso, e che indicheremo in modo completo
nel n. 54, costituiscano in complesso le condizioni necessarie
e sufficienti per l'esistenza di funzioni quasi abeliane del tipo
pit generale, sicché si possa, anche per questa via, sgombrare
il terreno dall'ipotesi L,

Come le relazioni esprimenti i periodi normali degl’integrali
invarianti di 2® ¢ di 3* specie possan giuocare nella defermi-
nazione dei moduli d’un corpo di funzioni quasi abeliane, sara
constatato, in un caso particolare, nel n. 50 e in generale nel
n. 54.

OssErvazIoNE. — Un complemento essenziale a quanto pre-
cede ¢ che le funzioni quasi abeliane generali cui riferiscesi il
nostro studio sono tutte le funzioni di © variabili ammettenti
un teorema algebrico d’addizione (1), Cid risulta dalla Memo-
ria [47] di PavLEVE. Invero Uinsigne analista francese, dimo-
strando il teorema d’addizione enunciato da WEIERSTRASS, sta-
bilisce che © funzioni funzionalmente indipendenti, che soddi-
sfacciano al teorema, son razionalmente esprimibili per m+1
funzioni abeliane proprie o degeneri di un medesimo corpo,
diciamole xy, %, ..., %_,;, le quali son sempre algebrica-
mente legate. Si possono inoltre scegliere le m+ 1 funzioni x nel
corpo, in modo che sulla V. algebrica, irriducibile, rappre-
sentata dal loro legame, si abbiano = integrali semplici

"y, %y . . ., g, 1a cul inversione dia univocamente le funzioni
stesse (che son meromorfe, al finito) ¢ che nelle x, (u,,..., u.),
%y (% oo, W)y oo, Xeyy (..., ug) 1 origine
&%, x%, ..., ", delle integrazioni, entri razionalmente.

Condizioni queste ultime, le quali assicuran su V., Pesistenza
di un gruppo continuo del tipo I', come subito si riconosce.

(*) N2, come dicemmo nell'Introduzione, occorre supporre ['analiticitd
delle funzioni in givoco, bastando soitanto ch'esse ammettano un teorema
d’addizione e sieno continue, a derivate pritne continue rispetto alle w va-
riabili, considerate nel campo reale {47, p. 5].
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Viceversa, se una V. contiene un I', a norma del teorema
di Prcarp citato nel n. 38, possiede in conseguenza m integrali
semplici #,, #,, . . . , %= univocamente invertibili con funzioni
analitiche {(meromorfe al finito e dipendenti razionalmente dal-
’origine delle integrazioni), e attesa la forma che le trasforma-
zioni di T’ assutnono, espresse per le u, ne segue che le fun-
zioni razionali del punto di V, considerate come funzioni delle
#, ciod come funzioni quast abeliane definite dalla coppia
V., I', ammettono un teorema d’addizione (algebrico).

Si pud infine aggiungere che se in un corpo K di funziont
periodiche meromorfe {al finito) di = variabili, velative ad una
data tabella di periodi, vi sono © funzioni funzionalmente indi-
pendenti (Y), tali che qualunque altra funzione del corpo sia
funzione algebrica di quelle, ogmi sistema di w funzioni indi-
pendenti del corpo ammette un teovema di addizione.

La dimostrazione & quasi ovvia e basta riferirla al sistema
di = funzioni:

Py (Wgy vy Ugdy aeens s Boe (g oy By

che si suppone esistente, perché ogni altro sistema di = fun-
zioni indipendenti del corpo, in virtd dell’ipotesi, si trova nelle
stesse condiziont.

Presa una funzione del sistema, p. es. 1a ¢, (#y, %y, ..., #z)
[brevemente scriveremo ¢, ()] bisogna dimostrare che
¢y {w+u’) ¢ funzione algebrica di @, (#), @, (), . . ., 9= (%)
edi o (), ¢ (), ..., ¢ (W) Supposti dati i valori v’ ¢
varviabili gli u, la ¢, (u+ ") soddisfa alle condizioni che la de-
finiscono come funzione di K, epperd essa verifica ad una
equazione algebrica a coefficienti funzioni razionali di
@y (%), @3 (), . .., @x (u). I coefficienti di queste funzioni
razionali, alla lor volta, dipendono dalle »’. Scambiando fra
loro le #, »' la ¢; (#+u") si muta in sé e lo stesso deve acca-

(" 11 che esclude ch'esse possepgano periodi infinitesimi e quindi che
il numero dei periodi sia >2x {ved. 1'Introduzione).

P.IML w48
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dere dell’equazione algebrica cui essa soddisfa, Pertanto la
¢; {#+u’) viene in definitiva a soddisfare ad un’equazione

algebrica a coefficienti funzionali razionali di ¢, (), ..., ¢ (2);
¢ (), ..., $x (#'); e questo & il teorema d’addizione per ¢;.
Analogamente per ¢, . .., ¢..

Naturalmente, nelle nostre ipotesi, le funzioni di K si espri-
mono razionalmente per w41 di esse e son sempre a T+1I a
m+ 1 algebricamente legate.

Rimane tuttavia 'importante problema di sapere, dato un
corpo di funzioni meromorfe (al finito) periodiche di = varia-
bili, relative ad una assegnata tabella di periodi, quali son
le condizioni necessarie e sufficienti perché si tratti di funzioni
quasi abeliane, cioé perché w41 qualunque di esse sieno alge-
bricamente legate, come accade sempre guando il numero dei
periodi & 2 .

49. RELAZIONT QUANTITATIVE FRA T PERIODI D'UN CORPO DI
FUNZIONI QUASI ABELIANE SPECIALI. — Il problema posto nel
n. prec., nei riguardi delle refazioni fra i periodi d’un corpo di
funzioni quasi abeliane, pud essere ulteriormente approfondito
nel caso delle funzioni speciali con un metodo, che, nel suo
concetto direttivo, & forse estendibile al caso generale, allorché
le funzioni quasi abeliane si considerino come limiti di fun-
zioni abeliane.

Riprendendo le considerazioni del n. 1g, sia

(50) fl,y;t)=o

I'equazione della curva piana C, irriducibile d’ordine m e di
genere n, dotata di soli nodi, in numero di d, a coefficienti
funzioni clomorfe di ¢, attorno a =0, la quale abbia per li-
mite per £ — o la curva irriducibile C di equazione

(51) fle.ys0) =f(xy) =o0
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e di genere p=m~-08 -8 su cui il campo neutro vy & definito
dai &, nodi e dalle 52 cusp1d1 che C acquista rispetto alla curva
variabile C. Sieno Bysones By Bpyisenns Tpidy Bpitgrly e, Ty
gl'integrali di x* specie di C che hanno per limiti (n. 24) gli
integrali =, ..., Ups Upgls + o o0 Ypgs Upipats + v+ 5 Us di
C dei quali i primi p di 1* specie, gli ulteriori &, di 3® specie,
ciascuno con due punti logaritmici puri in una coppia neutra
sovrapposta a un nuovo nodo di C e gli vltimi 2, di 22 specie,
ciascuno con un polo di 1° ordine in una cuspide di C.

La (50) rappresenta una superficie analitica dello spazio
%, ¥, t; la quale si pud addirittura supporre algebrica, facendo
variare C in un ramo di sistema algebrico contenente C. Per-
tanto un’indicatrice della faccia positiva di questa ‘superficie
definisce su ciascuna curva #=cost. un verso positivo, il quale
ritorna in sé per le circolazioni di ¢.

Segnamo (come nei nn. 23, 24) sul piano della variabile
indipendente x i punti di diramazione delle funzioni ¥ (x, £),
¥ (%), ricavate dalle (50), (51) (per una scelta generica degli
assi); e, a partire da una generica origine O del piano stesso,
ordiniamo i cappii relativi alla » al modo del n. 24. La rieman-
niana C (!) vicinissima a C viene costruita coi cappii limiti di
quelli fissati per C, mediante i cicli lineari di C, provenienti da
quei cicli lineari di €, somme dei cappii fissati, che continuano
ad esser cicli lineari (non nulli) anche al Hmite.

Cosl, a prescindere dai cicli che si perdono per Iacquisto
dei nuovi punti doppi (n. 24) le p retrosezioni di C provengono
da p fra le retrosezioni di C. Quando parliamo delle retrose-
zoni di C intendiamo appunto nel seguito di alludere a quelle
che si ottengon come limiti di altrettante di C.

Su ciascuno dei limiti dei cicli formanti le retrosezioni di C,
i quali, conformemente alle convenzioni classiche, son tutti
orientati positivamente su C, & definito un verso, che coincide
con quello positivo di C e che si ottiene sempre come limite del

(") Denotiamo cogli stessi simboli le curve ¢ le loro riemanniane.

PIH, n 49
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verso positivo di C, comunque C tenda al limite C. Il verso
limite, quando un ciclo di C al limite si apre, non resta natu-
ralmente definitc in relazione al verso positivo di C.

Gl’integrali , limiti degli %, li supponiamo inoltre normaliz-
zati, ciascuno nella specie cui appartiene.

Premesso questo, portiamo 'attenzione sull’effetto prodotto
sui cicl lineari di C da una circolazione di ¢ attorno a ¢=o0
Per una tal circolazione, quando sia abbastanza piccola attorno
a t=o0, si permutano fra loro i punti delle coppie e delle terne
di punti di diramazione della ¥, che per £=o coincidono ri-
spettivamente neile imagini dei nodi e nelle imagini delle cu-
spidi acquisiti.

Sia anzitutfo x=a l'imagine sul piano della variabile %, di
un nuovo nodo di C. Vi & allora un ciclo lineare evanescente
della riemanniana C — & quello, circondante i due punti di
diramazione plossnm ad &, indicato nel n. 24 con o — ed un
ciclo lineare p, ad esso assoc1at0 per dar loogo ad una retro-
sezione di C, cio¢ incontrante o soltanto in un punto in guisa
che, dopo la circolazione c0n81derata il ciclo o ritorna in sé
(ciog in un ciclo omologo} e il ciclo ¢ ritorna in un ciclo (omo-
logo alla) somma di g e di T .

Sia ora x=ga l'imagine sul plano x di una cuspide di C.
Vi ¢ (n. 24) una retrosezione ¢, 3 di C, che al limite d3 una
coppia di ~icli ¢, ¢, omologhi a zerv sopra C e passanti per
I'imagine delia cuspide. Non ci fermeremo ad esaminare l'ef-
fetto su z, p di una circolazione di ¢ attorno a ¢=o, perche il
caso degl'integrali di 2* specie verrd poi considerato come [i-
mite di quello degl’integrali di 3* specie.

a:

("} Occorre qui tener presenti alcune proprietd di tepologia ¢ * analisi
relative all'accennato effetto sui cicli di una curva algebrica dipendente ana-
liticamente da un parametro ¢ c¢ all’equazione differenziale lineare, E, a
punti critiei fissi regolari, del tipo di Fucus, a cui soddisfano i periodi
d'un integrale abeliano <i quella curva, considerati come funzioni di ¢.
Ved. Fucus, Crelie's Journal, t. 71 ¢ 73; 1858 e 18Go e inoltre [51, t. L
p- 94; t. IL, p. 332], {42, pp. 23, 59], [27, t. II, p. 4%6].
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Ripartiamo le 7 retrosezioni di € nel modo che segue:
P retrosezioni, e sieno quelle di indici

I, p1; 2, p+2 ;... b o2p,

abbiano per limiti le retrosezioni di C;
8, retrosezioni, e sieno quelle di indici

2p+r, 2p+Eit+riept2,2p+8 +2;....; 2p+8.2pt+28,

abbiano per limiti le coppie G, g relative ai nuovi nodi di C
(p ¢ in questo caso un cammino aperto);
&, retrosezioni, e sieno quelle di indici

2pt+281+ 1, 2p+28 + 8+ 1 2pt 2l 8. 2p+ 28 +28;,

abbiano per limiti le coppie o, p relative alle cuspidi di C.

Cid posto, si ricordi che i periodi corrispondenti ai due cicli
&, p, relativi ad un nodo di C, qualunque sia l’integrale & con-
siderato, corrispondono ad una radice doppia dell’equazione
determinante dell’equazione differenziale E, cui abbiamo ac-
cennato a pi¢ di pagina: uno di essi, @ (), & un periodo w (2)
di %, funzione olomorfa di ¢, attorno a ¢=o, e Paltro, @ (p), &
un periodo & (¢}, non olomorfo, che si esprime, attorno a ¢=o,
con la

(£
g H=w () + —log?
(=9 () T B
ove ¢ (£) ¢ olomorfa attorno a t=o0

Designeremo con 0, il periodo di #,, al ciclo d’indice s, fra
i 2w costituenti le retrosezioni di C; e supporremo che i cicli
7, ¢ relativi al nodo considerato, costituiscano, in quest’ordine,
la retrosezione 2 p+1, 2 p+8, +1.

La relazione bilineare fra i periodi di due 1nteg1ah s s

at cicli delle retrosezioni positivamente orientate su ¢, &

(52) (O, eh-ﬁ+!. — eh-p+l Ohl) oot (th ekvﬂp - Gk.zp ka) +
+(‘91¢.~2p+1 Gk~2p+§1 o 0h-2:o+ﬁ1+i + Gh°2p+l) +

¢ _
+..+ \Gh-epwﬁwﬁa Gk-i’.:n: _‘011-2:: ﬂwp+25.+an} =0,

PoHI, = 29
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ove le 0 son funzioni di # e;

_ Reptd
Op-padyil = Prospasyer Tomi log ¢,
(33)
0 . ‘91&-2fp+ 1 - ¢
keEp4+d+l — CP.'&‘?]?+§1+1 + *”2 P ogr,
epperd;
(54) Oi0pes Gh-2p+5ﬁ-1 e Bppabial Tgpes =

== Oh'2p+i Proaptbi+l — Cn-2p+dil Dmml .

Analogamente, per cid che concerne gli altri &, - 1 binomi
inerenti ai nuovi nodi restanti di C.

Fincheé 'indice s del periodo 0,, percorre la successione
i, 2,..., 2p, non si hanno che periodi relativi alle prime 4
retrosezioni di C; epperd, tenuto conto che gl'integrali # sono
normalizzati, viene, per ¢—o:

im O, =2mni(r=1,..,2); iml,=o0 (rsts; r,s=1,..,2);
lm O, ==, (=1, .., %; s=1, ..,2) ;
lim0, =0 (r=p+1,..,7; S=1,.,7) -

Supposto poi che i cicli d’indici 2p+1, 2p+2,..., 29+,
nelle: &, retrosezioni di C successive alle prime $ e provenienti
dai nuovi nodi di C, sieno quelli evanescenti relativi agli stessi
niodi, cloé 1 cicli 6, si avra:

lim B, 4,,, =0 (Fr=1,.,8 s=1,..,8);
lm 0, 0ppe  =2mf (Pu=I,..,08,) ; ~

lm 8,4 .0pes =0 (r#=s; 7,5 =1,..,08) ;
lim O,y 54mgpes =0 (r=1,..,8p; §=TI,u,3) ;

Con questi limiti si esaurisce complessivamente la ta-
bella (I7) del n. 28.

Cerchiamo di ricavare dalla (52), con passaggio al limite
per t—o, le relazioni quantitative che andiamo cercando. Le
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dedurremo dapprima nell'ipotesi 8,=0 (8=28,). Se anzitutto si
scelgono gl'indici %, & nella successione 1, 2, . . ., $, sicché 1
limiti degl'integrali @, %, sieno due integrali di 1* specie di
C, wy, wuy, si deve naturalmente ricadere, coll’accennato pas-
saggio al limite, nelle note relazioni

(55) Wy == Wy, (/17 &= I, :P)

fra i periodi normali degl’integrali di 12 specie di C.

Cosi ¢ di fatto, perche, in forza della (54), i limiti dei bi-
nomi relativi ai nuovi periodi di € si annullano tutti.

Scegliamo ora 4 fra gl'interi 1,..., p e k& fra gl'interi
p+I, ..., p+3, cosicche gl'integrali ay, #, sono il primo
di 1* ed il secondo di 32 specie.

Poiche 6;.,,,,, come periodo di #, lungo ¢ & funzione olo-
morfa d{ ¢ attorno a #=0 ed & nullo in #=o, risulta

lim (B,.4,,,log?)=0,

sicche il limite del primo termine del binomio (54), riducendosi
al fimite di 0)5,,1 Prapip.0 ¢ nullo. Inoltre, siccome il limite
della funzione olomorfa 0,,,, & uguale a zero o a 2ni, se-
condo che k#p+1 0 k=4p+1, viene in definitiva

(56} lim (Uh-zp-i-i r}h-z;n+8,+£. - eh-zp+6|+i Ok ='.p+£) =
[ o, per Agkp+1
m] mzﬂi[a’wh, per As=p+1,
o

ove p ¢ il cammino aperto, avente per estremi i punti 4,, B,
della coppia neutra costituita dal prime nodo nuovo di C (quello
che da origine all’integrale #,,,): cammino aperto il quale non
traversa nessuna delle vetvosezioni di C, perche le retrosezioni
di € non si tagliavano a due a due.

Pertanto, se k=p+1, nel limite del primo membro del-
Ya (52) st annullano tutti i binomi relativi ai nuovi nodi di ¢,

1 . P.HI n. gy
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escluso il nodo ove cadono i punti logaritmici 4,, B, dell’inte-
grale u,,; e quest'uliimo binomio ha per limite il valore (56).

Quanto ai primi $ binomi della (52), poiché le rispettive 0
tendono ai limiti finiti gid indicati, il calcolo dei loro limiti &
immediato. Essi son tutti nuili, salvo il binemic k-esimo pel
quale:

lim (th U;u)+ fopeh 7 HII,~7J+h Bg)+£.~.iz.) =lim GMi ﬂgM—i-th =2 2T imgwi-h- .

Analogamente, se k=p+s.
In conclusione per k=p+s il limite della (52) soppresso il
fattore 2mi, comune al termini del 1° membro, riducesi a:

(57) Wyypn — [duh =0 (B==1, i $u31,.,0)

s
ove si & indicato con p,, un cammino {orientato) avente per
estremi 1 punti 4,, B, della s-esima coppia neutra, il quale non
traversa nessuna, delle retrosezioni di C.

La (5%) coincide colla formula classica che esprime 1 periodi
normaki di un integrale normale di 3? specie su C ().

Per ora dunque fra i limiti della (52) non troviamo che
relazioni — le (55) e le (5%) — gid indicate (n. 28).

Cerchiamo che cosa accade quando anche kb varia da p-+1
a p+3,;, assumendo naturalmente un valore diverso da %; ciod
quando ambedue gl'integrali z,, u, son di 3* specie.

I primi $ binomi della (52) al limite svaniscono, perche le
Opes « « s Opps Oggs -+« 5 Opy, hanno limiti nulli e le altre 6 dei
binomi stessi hanno limiti finiti. Prendiamo wnc dei restanti
binomi: p. es. il binomio (54) e distinguiamo due casi:

1) k, k& ambedue diversi da p-+ 1. Allora:

lim 8.5, = Jim Oy g =0,
sicché, a norma della (54), ii limite del binomio & zero.
() [67, p. 2653, [12, p. 119]. 1l cammino d'integrazicne p, va orienfato

dal punto dove I'integrale ha il periodo —2xi al punto dove ha il periode
+ 278,
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2) h=p+1, #p+1 (i caso h#p+1 e k=p+1 i 1i-
duce a questo scambiando fra loro 4, & e mutando il segno del
binomio). Allora:

Hm Oy =20, limb,,,,=o0 ,

onde il secondo termine del binomio tende a zero e il primo,
epperd tutto il binomio, ha il limite:

2w lim Yy.0p,501 == 277 [duh .
.(.’
Assunti dunque h=p+7, k=¢-+s, il limite della (52), climi-
nato il fattore 2 x4, tisulta:

(58) [dfﬂj;+s - [du?,_'_,. =0,

e, o
ove p,, p, sono cammini aperti (orientati) aventi per estremi
rispettivamente i punti delle coppie neutre 4,, B, ed 4,, B, ¢
non incontranti le retrosezioni di C.

Orbene la (58) coincide col teorema di permutabilita del
parametro coll’argomento (!); sicché neanche stavolta troviamo
fra i periodi una relazione che non sia gid conosciuta. In con-
clusione possiame enunciare:

Sia un campo neutvo Y, delevminato da 3 coppie di pumti
distinti sopra una curva C di genere p, il quale si consideri come
limite del campo assoluto d’una curva C di genere n=p+d. Il
passaggio al limite per C—C si pud disporre in modo che le
(z —1) velaziont bilineart fra i peviodi normali degl’integrali

abeliani di 1® specie di C abbian per limill;
a) Le ﬂjﬁ;) relazioni (55) fra ¢ periodi novmali degli

wntegrali novmali di 1° specie di C.

(7 {13, p. 117] 11 cammino p, o o, dovrd esser orientato dal punto dove
Vintegrale w,,,, o rispettivamente =,,, ha il pericdo -2 77 al punto dove
ha il periodo +2qi; oppure in senso contrario per ambedue i cam-
mini g, p,.

PO n. g9
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b) Le p & velazioni (57) espriments i peviodi novmali degli
integrali novmali di 3 specie tneventi alle coppie di .

0 Le 2871

permutabilita del parametro coll’ argomento nelle coppic di que-
st wltimi integrali.

Nel caso in cui il campo y contiene §; coppie di punti di-
stinti e 3, coppie di punti coincidenti le relazioni limiti si otten-
gono rignardando alla sua volta il caso stesso come limite di
quello generale in cui ¢ contiene soltanto coppie di punti di-
stinti. Vediamo come cid si ottenga.

Scegliamo un modello piano di C, dotato di soli nodi, pel
quale le & coppie di punti distinti del campo ¢ non cadan sui
nodi, ma in coppie di punti semplici di C; e gli assi coordinati
sieno generici rispetto a queste coppie. Facciamo tendere su C
il punto B della d-esima coppia neutra 4, B, al punto fisso
As e designamo con E;, E;” le ascisse dei puntt 4;, Bs, con %
I’ascissa di un punto mobile su C, cosicche I'integrale di 3* spe-
cie Y5 & una certa funzione analifica 3 (x ; Es) delle va-
riabili %, £". Sia inoltre v, ; lintegrale normale di 2 specie
avente in 45 il polo di 1° ordine. Vale allora la relazione {13,
p- 32]:

relazioni (58) esprimenti il teorema di

. E)u«ﬂ,,g,
(59) Vard — ) Eb -

Scriveremo la (57), per s=38, sotto lIa forma
(60) wp+§ B u.’z.(Aﬁ) _ uh.(Bfg) th +

ove A; & il punto in cui u,, ha il periodo polare - 2mi.
Attraverso la (60) w,,, , risulta funzione olomorfa di £;’, nulla
in £,’=£,; onde, affinché non svanisca il limite di (60) nella
forma d’indeterminazione o=o, divideremo i1 due membri del-

(") Si sottintende che  valori di %, in 4,, B, son calcolati sulla superficie
di Riemann C resa semplicemente connessa col consueto taglio lungo le
retrosezioni cellegate a catena.
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la (6o) per §’~ & e passeremo al limite per Es'—E;. Cosi
viene:
Hm Opron@a) _ du,

ST AR il

Draltronde, essendo w pesen (§8)=0, il primo membro di que-
sta relazione ¢ la derivata di w pesen 1 E5, epperd:

d&)p+6ﬂ, . d Uy

A& — dE

Detto ¢, il ciclo (orientato) d’indice $+ % della retrosezione
h-esima, dalla (59), attesa l'indipendenza del ciclo d’integra-
zione da £;', s trae:

d Los,,s.

c

[
P+ p+h

eppero il limite della (5%) risulta in definitiva espresso dalla
relazione:

du,
Mpedon = — 5=
r d&s

che & la nota formula [67, p. 161] per i periodi normali
T s di U integrale normale di 2 specie v pab e

Pertanto, se Vavvicinarsi di un punto all’altro avviene
per &, delle & coppie A By, e sieno quelle corrispondenti ad
j=8+1,..., 8 (8,=5-5,) e continuiamo a designare con
peazs (S=T, 2, ..., &) gl'integrali normali di 2* specie ‘che
ne risultano, mantenendo le stesse notazioni w pei periodi di
questi integrali sui secondi cicli delle singole retrosezioni di C,
avremo: )

[

qy,
{(61)  wpipusn == — TdEs .. (A=1y0n, 5 $551, 2,0, 8y)
CBy+s

ove i, sia I'ascissa del punto A4

Gy+y *

P w40
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Vediamo ora a che cosa si riducono le relazioni (58). Ma
prima ricordiamo una classica proprieta degl’integrali normali
di 3@ specie [13, p. 118, teor. IV] secondo cui un integrale di
3% specie, considerato come funzione dei suoi parametri (cio
dei suoi due punti logaritmici) si annulla identicamente quando
questi parametri coincidono. Cid posto, distinguiamo due casi:

I) %,,, Testa un integrale di 3 specie, mentre w,,, di-
venta (come derivata rispetto ad uno dei parametri variabili di
un omonimo integrale di 3* specie) un integrale di 2* specie.

2) Uy, Uy, divengono ambedue di 2° specie.

Scritta la (58) sotto la forma:

(62) up+s (E, 3 as ] Esl) - u;)i—s(zvr 3 Es) Es') -

” oy i, -
=ty (G Grse ) = Upan (563 G &)
ove £, £/ ; E, E/ son le ascisse rispettive di 4,, B,; 4, B,

prima di passare al limite, nel caso 1), aggiungiamo nel 2% mem-
bro le quantity nulle ' '

- u’jH-i' (Es; Er! Er)t ul‘u+r(;;:\s!; EI" Ey)

¢ dividiamo i due membri della relazione cosi trasformata per
E’'~E, passando poi al limite per £/-E,. Verrd:

ou '
F AL N
5E ACpr

M

o
in cui si & provvisoriamente indicato con wv,,, Uintegrale di
2® specie proveniente da #,,, come derivata rispetto al para-

metro &, per £/ =E, ().
Nel caso 2) aggiungiamo anche al primo membro della (62)
le quantitd nulle:

4 “ [ bl k4 |
— . 2o # .o o
up+s(;)-s Sy ? '-:s) L N‘p-{-s(:.r R TS ] ‘-'.‘s)

() Questa formula si trova altresi in [13, p. r20].
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e divisi i due membri per (£7~§,) (£, - £.) passiamo al limite
per £/—E.; E/—~E,. Viene:

O v;ﬂ+s (E?" ffh} i a ”;ﬂ+1'(£r! Es)
J ’:.r 2 Es ’

OVE Uy, Uy, designano provvisoriamente gl'integrali nor-
mali di 2 specic aventi i poli di 1° ordine in £, £,: integrali
dei quali si considerano i valori rispettivamente in E ed in ,.
E il teorema di permutabilita per le coppie di integrali abeliani
novmali di 2" specie, quale pud vedersi in [13, p. 122, for-
mula (17)].

Riferendo il risultato agl'integrali di 22 specie normali
Upedials « + + s Mpipas,, avremo le relazioni:
(63) gﬁq_@m - /.dulm - =1,y 85 #==1,...,8,) ,

ac.ﬁlw
%

ove £, . ¢ l'ascissa del polo dell'integrale normale di 22 specie
%prspr € Pg € UN cammino d’integrazione, non traversante le

retrosezioni, diretto verso il punto ove u ha per periodo
polare +2 %7; e le relazioni:

PHE

oz z ox

(64) (E.Ef?ﬂff), p— (gﬂ’l’l{’.ﬂ)y {rafsy rs==1, .., 8y,
SBy4r Chots

essendo x la variabile indipendente e Eopr s & syse 1 POli degl’in-
tegrali normali di 22 specie %pitgr 3 Popisees v

Concludendo:

Se u campo neutro v é costituito da 8, coppie a punti distinti
e da &, coppie a punti coincidenti, alle (8% velazioni risultanti
dal teorema precedente, vanno aggiunte le p 8, relazioni (61),
che danno i periodi normali dei 3, integrali normali di 2° specie,
le 8 3, yelazioni (63) fra gl'integrali novmalki &i 2* ¢ di 3° spe-
cic ¢ le () relazioni (64) fra gi’integrali novmali d&i 2* specic.

Cosi si ha il quadro completo delle relazioni limiti fra i pe-
riodi o per dir meglio fra i periodi e certi valori degl’integrali

P.HI, n. g4g
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e delle loro derivate prime, che discendono quali limiti delle
relazioni fra i periodi delle funzioni abeliane speciali (*).

Per p=o, §,=0 (n==8=28) le relazioni (55}, (57) svani-
scono, perché tutte le w sono nulle e mancano gl'integrali di

w(r 1)

1* specie. Le relazioni (58} riduconsi, com’ facile

riconoscere, alle relazioni:
(’AT B?' AS Bb) = (AS BS AY’ BJ’)

cui soddisfano i birapporti delle quaderne formate dai punti
logaritmici delle coppie d’integrali di 3* specie.

Quando p=o0, & >0, 8,>>1 anche le (63), (64) si riducono
automaticamente ad identitd, com’e naturale e come pud subito
verificarsi.

OsSERVAZIONE 17, — Per la determinazione delle eventuali
condizioni qualitative cul son soggetti i periodi d’un corpo di
funzioni quasi abeliane speciali, oltre alla condizione inerente
alla matrice parziale |A Q|, che deve esser riemanniana, il
concetto precedente condurrebbe a cercare i limiti delle disu-
guaglianze di RremanN, alle quali soddisfanno le componenti
reali dei periodi normali degl’integrali @i, @,, ..., %#.. Ma
questa via non ¢ senz’altro praticabile, perché non si puo esclu-
dere a priovi che la forma bilineare negativa formata colle dette
componenti al limite si annulli. T.a questione del restc non ha
importanza, giacché dimostreremo nel seguito che nel fatte non
vi ¢ altra condizione qualitativa all’infuori di quella relativa
ad |4 Q.

(") C’'& da presumere che anche le “,(,3:,,2) {?,T ?3-)— relazioni incognite
2
fra i W("—T2+[2 periodi deg¥integrali nommali di 1* specie di € lascino

traccia nel passaggio al limite in altrettante relazioni concernenti gl'inte-
grali neutri di 1* specie di C. Se cosi fosse, sarebbe questc un metodo per
cercar di pervenire a quelle relazioni. Occorre cominciare a sperimentario
per m=4, partendo dall’unica relazione, che, come si sa, in questo casc
¢ nota (ScHoOTTKY).



IF. SEVERI - FUNZIONI QUASE ABELIANE 233

OsSERVAZIONE 27, — C’¢ invece un complemento essenziale
da aggiungere al risultato concernente le condizioni guantita-
tive, il cui aspetto, infegrale o differenziale, non & tale da po-
terlo apprezzare al suo giusto valore senza opportune rifles-
sioni, che ci limiteremo pel momento ad esporre, sulla base di
un lemma topologico, soltanto per c¢id che concerne le rela-
zioni (5%}, rinviando al n. 55 l'esame da-altro punto di vista,
anche delle restanti relazioni. Ecco il lemma:

Data una superficie di Riemann C e tvi un cammino aperto
ovientato », di esirewi A, B, ed un sisiema S di vetvosezioni
che incontri A, si pud sempre sostitwive ad S un sistema S di
retroseziont ¢ cut cicli sieno omologht unc ad uno a quelli di S ¢
che now tncontri piz A

Si tracci invero su € un cammino A, di estremi 4, B non
incontrante S. Allora % -2, & un ciclo di € e si pud guindi
esprimere come combinazione lineare (a coefficienti interi po-
sitivi, negativi o nulli) dei cicli di S. Pertanto basterd dimo-
strare i lemma per la somma di A, e di un ciclo p di S, poiché
I'estensione al caso in cui A & somma di A; e di una combina-
zione lineare di cicli di S, ¢ immediata.

St sposti di poco il ciclo p, sostituendolo con un ciclo o’
omologo a p, che non incontri né p né Ay né nessun altro ciclo
di S, all’infuori del ciclo associato g, e questo in un punto O.
Si assuma indi su ¢ un punto O, prossimo ad O e da guesto
sl tracci un cammino A; che giri attorno all’arco 4 O di
Ao+ (1), conservandosi a questo vicinissimo e terminando ad
un punto O, di o, vicino ad O, dall’altra banda di O, rispefto
ad O. Poiche¢ 2;+ (0,0, ¢ omologo a zero, essendo riducibile
per deformazione continua ail’arco 4 O percorso nei due sensi,
cosl i ciclo g'»ng 4+ - O, O,, omologe a v, non incontra pit
Agtp. I T'arco A +p non incontra nessuno altro ciclo di S,

(') La somma A,+p si ottiene aggiungendo a ), un cammine percorso
in un senso e nell'altro, congiungente un punto generico di 3, con un
punto generico di g. Lo sdeppiamento dei due bordi del cammine aggiunto
trasforma JAp+p in un cammino orientato senza archi combacianti, sul quale
ha senso preciso Yarco 4 O.

P, w2 4y



234 PONTIFICIAE ACADEMIAE SCIENTIARVM SCRIPTA VARIA - 20

perché cosl accade di %, e di g. Pertanto il cammino aperto
orientato Ay +p, di estremi 4, B, soddisfa al lemma rispefto al
sistema S’ costituito da tutti i cicli di S, salvo i cicli p, ¢ a cui
sieno stati sostituiti rispettivamente 1 cicli omologhi &/, ¢”.

Si riferisca quanto precede all’integrale normale di 32 specie
#,4 1l cul periodo al ciclo d’indice % del 2° gruppo ¢ dato
da (57). Sestituito a p; un altro cammino d'integrazione qua-
lunque ¢ di uguali estremi 4, B, e posto p/=g Y, ove
¥ ¢ un ciclo lineare di C, risulta

/duk C R U o £ T

i
o

m cui &, & il periodo di #, al ciclo ¥,.

Alle retrosezioni considerate S (limiti di altrettante di C)
se ne sostituiscano altre, S, con cicli omologhi ai cicli degh
stessi indici di S, le quali non incontrino p,’. Fatto riferimento
alle retrosezioni S’, non mutano né gl'integrali di 12 né gl’inte-
grali di 2* specie, percheé i loro periodi ai cicli di S non variano
sostituendo ognuno di questi cicli con un ciclo omologo, in
quanto i periodi polari degl’integrali di 1@ e di 2* specie ai
punti A, B,, A,=B, son nulli. Mutano invece generalmente
gl'integrali normali di 3* specie, perche i nuovi cicli di ' non
son generalmente omologhi agli antichi di S, sulla riemanniana
C privata dei punti singolari,

Costruiti i nvovi integrali normali di 3° specie w,. , relativi
alle stesse singolaritd logaritmiche A, , B, in virtd dell’ultima
relazione scritta viene:

("),;u)-v-s'h == ("‘))+x-.’x + Q‘hs (/I = I: weay 75 ; § == I; Tty 01) .
Il passaggio dagl’integrali 4, . . ., w. primitivi ai nuovi, ove
) . s . )
Wpyps -« -0 Wy SOMO statl sostitulti con w,py, ..., o) g,

implica una sostituzione lineare (non degenere) sulle z (perchd
due integrali di 3 specie cogli stessi periodi polari negli stessi
punti, differiscon tra lore per un integrale di 1* specie) accom-
pagnata da una sostituzione lineare sui cicli normali (che &
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identica su €, ma non necessariamente su € privata dei punti
singolari). Secondo quanto dicemmo nel n. 48 non si ottiene
dunque cosi un corpo di funzioni quasi abeliane speciali distinto
da quello che corrisponde alla primitiva situazione.

Poiche it ciclo ¥, & arbitrario, questo significa che le (57)
esprimono solamente che i valori delle w,’, ., debbono soddi-
sfare alle congruenze

(65) (drst hE= {d,n+s-k (11'!0d, 1 A Q‘ D b

ove v, ., sia una soluzione particolare delle (57) costituita da
effettlw periodi normali di certi 3, integrali normali di 3* specie,
aventi i punti logaritmici (puri) in 4,, B,.

Cerchiamo ora un modo particolare di ottenere una solu-
zione delle (57), posto che tutte le altre soluzioni si posson
ricondure a questa,

Fisslamo all’uopo su € un gruppoe G di $ - 1 punti generici
e distinguiamo gl’integrali normali di 1® specie # di C dagl’in-
tegrali normali di 1% specie U, a cui essi danno luogo (colle
loro somme) sulla ¥, di Jacoer inerente a C (Y. Distese le
variabili un1f01mlz7a,nt1 U della ¥, in uno spazio euclideo S,
e costruito ivi il parallelepipedo P dei periodi |4 @}, avente un
vertice nell’origine O (U;=U,=...=U,=o0), i gruppi {non
speciall) G+ 4, G+ B, son rappresentati da due punti 4, o B,
del detto parallelepipedo. La riemanniana di ¥,” ha per ima-
gine in S,, la regione R ottenuta da P escludendone i punti
che appartengono alle faccie (e ai contorni delle medesime)
opposte alle faccie di P uscenti da O; o meglio, imaginando
di far combaciare i punti stessi coi loro punti « congrui »
(rispetto alle traslazioni definite dai periodi), sulle faccie op-
poste. Paiché A,, B, son distinti, i punti A,, B, lo sono pure
e non cadono in coppie di punti congrui di P.

La riemanniana di C, come imagine delle serie |G+Q,
ove Q sla. un punto variabile sulla curva, & rappresentata su R

) Intusa come varietd delle g, di € ¢ non come varietd def gruppi di
P punu di €.

P IH, n 49
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da una superficie R su cui son tracciate le retrosezioni imagini
di quelle fissate su C. T punti EJ, B, appartengono ad R ed il
cammino g, che figura nella (§7), & rappresentato su R ciod
su R da un cammino s di estremi ;175, B, non incontrante le
retrosezioni ottenute su R, ¢ tale che:

[ AU, = U, (A) — U(B) = / duy

0; o

sicché:
(66) Opasen == Qe — by, (e=1, 0, p18=1,..,8),

ove (@g, Ag, o ooy 8y), (by bgs o v v, bs,) son due punti
distinti e incongrui di P, & una particolare soluzione delle (57).

Si applichi ora il vettore A ME al punto O; con cid si
ottiene il vettore N - O, il cui estremo N, o appartiene ad R
o ha in R un punto congruo N (coincidente con N, se N, &
in R) e le coordivate dei punti N, (s=1, ..., ) entro P, es-
sendo uguali o congrue alle g, - b,w, forniscono una soluzione
delle (57). Siccome ogni punto al finito di S,, & congruo ad un
punto di P, cosi le w,, posson in definitiva assumere valori
arbitrari.

In verita cosi dicendo si afferma qualcosa di piu di quanto
non sia lecito dalle argomentazioni, perche i punti N, son punti
di R (diversi da Q) e per poter riferirsi a tufti i punti di P
occorre consentire che Av, E; possano esser coincidenti o con-
grui e quindi che N coincida con O o sia congruo ad O, ciog
che i punti 4,, B, di C coincidano, mentre di loro natura sono
distinti. Consentire questo significa accettare i valori zero per
le w,, ., corrispondenti ad uno o pitt valori dati di s (magari
per tutti i valori di s=1, 2, ..., &) )

Tali valori corrispondono a un caso di degenerazione, che
si oftiene con ovvia estensione di quello considerato nel n. 48,
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quando si supposero nulle le matrici parziali ,, Q,. Si tratta
ciot di assumere come V. quasi abeliana di Jacosr la varieta
dei gruppi di @ punti, dei quali % - &, slano presi su C e &,
sopra una curva razionale di genere virtuale &', (con &', coppie
neutre a punti distinti), ove & (<(8,) sieno i valori di s pei quali
vogliamo che risulti w,, ., =o.

Siccome in corrispoudenza ai prescelti valori delle w si pos-
sono determinare (non individuare) su C coppie 4,, B, e retro-
sezioni tali che gl'integrali normali di 3* specie relativi a quelle
coppie logaritmiche ¢ a quelle retrosezioni, posseggano ai cicli
di queste i periodi prefissati, sicche son automaticamente sod-
disfatte le relazioni restanti, si conclude che:

Gli elementi della matvice pavziale Q,, inevente al costruendo
corpo di funmzioni quasi abeliane speciali, possom esser scelti
ad arbitrio. Le (57) esprimono solamente il fatto che attribuendo
ale ©, op (B=1, ..., py s=1,..., 8), per ogni dato s,
valort uguali alle coordinate complesse di wn punto qualungue
del pavallelepipedo dei periodi della matrice riemanniana
14 Q, si ottengono i medesimi corpr che si olterrebbero la-
sciando le w,, . assolutamente lLibeve. Duc gruppi di valori
delle w,,, .., soddisfacenti alle congruenze (65), conducono allo
stesso corpo.

In veritd quest’ultima asserzione si dovrebbe completare
colla condizione che, pel confronto dei corpi cui si allude, sia
scelta una volta per tutte la coppia A,, B, di punti di C, fra le
infinite che possan dare origine a quelle w. Ma la condizione
finisce coll’esser superflua, perche esiste una trasformazione di
2% specie di V. in sé che porta ;1: in O.

I corpi cosi oltenuti sono distinti, rispetto alle trasformaziont
dt 1% ¢ di 2* specie di V. in sé, perché non esiste alcuna di que-
ste trasformazioni che porti 'uno nell’altro due punti di P,
lasciando fisso 0.

50. PRIMA APPLICAZIONE ALLE FUNZIONT QUASI IPERELLIT-
TICHE. - Ad illustrare quanto precede consideriamo il caso par-
ticolare delle fumzioni quasi iperellittiche (ciot delle funzioni

P w49
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quasi abeliane di due variabili), che sard studiato diffusamente
nell’ultima parte di questa Memoria.

Ci riferiremo anzituito a p=1, 8=08,=1 (n=2, §,=0). La
tabella dei periodi normali del campo neutro vy definito sulla
curva, ellittica C dalla coppia A, B di punti distinti, & (can-
giando lievemente per comoditd le notazioni fin qui usate):

e o} €

(67) | )
| 27 0
7 o T 2mi

ove # & Vintegrale ellittico di 1* specie su C e v & Vintegrale
normale di 3* specie coi punti logaritmici puri 4, B; ep, ot la
retrosezione scelta su C, ¢ il ciclo circondante il punto 4 dove
v ha il periodo polare + 2wni. Intendiamo p, o, ¢ orientati posi-
tivamente, rispetto all’indicatrice della prescelta faccia posi-
tiva di C.

Porremo inoltre:

0 == ty &P = '+ 7 0" T = TgeMa= T +iT"

con w’, w”, v, 17 reali.

Con riferimento all’orientazione positiva, la prima condi-
zione qualitativa da soddisfare & w'<{o, caso particolare, per
p=1, della disuguaglianza riemanniana. Se si lascia indeter-
minata l'orientazione basta porre la condizione w'z£o, cioé
w20,

In realta tanto i segni di #, v, come i segni dei singoli pe-
riodi della tabella (67), sono irrilevanti ai fini della determina-
zione di un corpo di funzioni quasi iperellittiche annesso a
quella tabella. Invero, cangiar segno ad uno o ad entrambi
gl'integrali, significa operare una particolare sostituzione lineare
non degenere sulle orizzontali di (67); cangiar segno al periodo
271 della prima colonna, significa cambiare p in -~ p, lasciando
immutatll o, e, cio¢ eseguire una sostituzione lneare unimodu-
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lare a coefficienti interi sulle colonne della {67); cangiar segno
simultancamente a w, 7, significa cambiare ¢ in - ¢; cangiar
segno ad w (0, 1) ¢ non a t {od w) significa mutar o in -0 e
contemporaneamente v (od #) in -v (0-#); infine cangiar
segno al periodo 2mi dell’ultima colonna, significa cambiare e
in ~e. In ogni caso dunque si tratta di sostituzioni lineari non
degeneri sulle orizzontali, accompagnate eventualmente da so-
stituzioni unimodulari a coefficienti intert sulle verticali, clog di
operazioni che, secondo il n. 48, non fanno uscire dal corpo
di funzioni quasi iperelliftiche, che intendiamo di definive.

Tuttavia, per avere una norma costante, ci si pud atfenere
p. es., per cid che concerne i versi dei cicli primitivi e 1 segni
delle variabili, alle convenzioni seguenti:

1) I cicli g, o della retrosezione di € son orientati in
senso positivo, cosicche & w'< o,

2) Il segno di v & scelto in modo che risulti v<o, senza
che cangi il segno del periodo 2ni dell’ultima colonna: il che
significa o il simultanco cangiamento del verso di ¢, o, volendo
conservare per ¢ 1'orientazione positiva, la sostituzione del ci-
clo €, che circonda A, col ciclo ¢’ che circonda positivamente B,
cioé lo scambio delle veci del punti 4, B. Anche quest’opera-
zione si risolve in una sostituzione lineare unimodulare sui cicli
primitivi g, @, €, perché e+¢" forma contorno orientato su C,
onde g'w - g,

Come riemanniana di € assumiamo il paralielogrammo P
dei periodi, applicati all’origine O sul piano dov’e distesa la #,
coll’esclusione dei due lati di P (estremi inclusi) opposti a quelli
che escon da O. Il parallelogrammo P, privato dei punti indi-
cati, d Iuogo alla riemanniana R, come nel caso generale. T ci-
cli p, o hanno per imagini i vettori 2m, w, i cui estremi, per
ciascuno di essi, st pensino coincidenti in O.

L’unica relazione fra i periodi della tabella (67) [(F}=1],
risultante dal n. prec., & la:

T /‘Adu, = ’.'.L(.A) —u{B) ;
‘B

P, I, a. 50
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dove 4 & il punto in cul v ha il periodo polare +2mi. Allo
scopo di ottenere una particolare soluzione della relazione pre-
cedente si pud assumere come cammino d’integrazione, orien-
tato da B verso A, sul parallelogrammo P, un cammino che
non traversi i cicli della retrosezione, cio¢ che appartenga a R:
p. es. il segmento AB, crientato da B verso A.

Aver fissato il segno di 1" (v< o) significa dunque aver pre-
scritto una norma d’orientazione di questo segmento, scegliendo
cosi quello dei due punti che si vuol prendere come punto A,
dove il periodo polare & + 2mi.

Da quanto esponemmo in generale nel n. prec. segue che la
sola condizione d’esistenza di un corpo di funzioni quasi iperel-
littiche corrispondenie alla tabella (67) é w2 >0,

Poiché le componenti del vettore t secondo le direzioni dei
vettori w, 277 sono rispettivamente

cos P . W sin{g—¢) T —t"e
=% T =

Tp e

cos @ o’ " cos o w’
ber oftenere tullt © corpi distinti di funzioni corvispondenti alla
tabella {67) basta scegliere w, © in modo che sieno soddisfatte le
condiziont w'<Co, w'<1'< 0, 21 W<t w” - 1" w'<o, esprimenti
che il punto (v, t”), appartiene al parallelogrammo dei periodi
w, 27 (1.

Verifichiamo, nel caso in esame, I'equivalenza della ma-
trice (67) alla matrice

270E w0
{68)
() 7 2mwi

con v=T-+2mni+nw, essendo m, # interi arbitrari (positivi,
negativi o nulli). Si esegua all’uopo sulle %, » la sostituzione
lineare non degenere

w=u v=v+tnu;

{) I valore di =0 (1"=1"=0) non & escluso, a norma di guanto di-
cemmo alla fine del n. prec.
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e sut cicli p, o la sostifuzione lineare unimodulare a coefficienti
interi;

pleop—mne, c'cog+me, glooe

St ottiene allora pei periodi degl'integrali di 12 e di 3% specie
', v” (il secondo dei quali continua ad avere i punti logaritmici
A, B}, normali rispetto alla nuova retrosezione p’, o’, e al ciclo
¢’, circondante positivamente 4, la matrice (68).

I cicli ¢, ¢’ formano una retrosezione, perche, ottenuti da
P, 0 con una sostituzione unimodulare, si tagliano in un punto,
come i cicli originari p, o.

Il cammino d’integrazione & da B ad A4 per calcolare il
periodo ciclico di v” al ciclo p’ e il cammino d’integrazione &
da B ad A per calcolare il periodo ciclico di v al ciclo p diffe-
riscono per m p+n .

Nel caso che stiamo esaminando vi somo due moduli tra-
scendenti w, T, che posson assumere tutii i valovi sotto la con-
dizione w20,

Passiamo al caso p=8=8,=1 (§,=0). Sia dunque una C
ellittica con una coppia neutra di punti coincidenti in 4. Anche
questo caso sard esaminato dettagliatamente in seguito dal
punto di vista geometrico. La tabella relativa &

e o
{69) 7 ’ 2wE
v I Q T

Si tratta cioé di funzioni qeasi iperellittiche con 2 periodi: # &
I'integrale normale di 1* specie; v I'integrale normale di 2® spe-
cie col polo di 1° ordine A e il residuo 1 (calcolato nel verso
positivo). La retrosezione p, o & orientata positivamente (sicché
vale la w'<{o) e sui segni dei periodi si posson ripeter le osser-
vazioni esposte nel caso di una coppia neutra a punti distinti.

16 P, . s
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L’unica relazione che vincola, almeno in apparenza, i pe-
riodi & ora la
du .
g
A fye o,

ove (xy, ¥ son le coordinate del punto 4 su C. Ridotta la C
alla cubica ellittica

(70) =4’ —-gax — g3,
viene:
I
T T =2 ;
70 23

e, al variare di 4 su C, © assume tutti 1 possibili valori (!). 1I
valore infinito si presenta quande 4 va sopra g; ma questo
pud evitarsi deformando leggermente @. Sicche possiamo dire
che 1 assume tufti i valori finiti; ¢ ognuno di questi da luogo
a un cffettivo corpo di funzioni, perché per ogni valore di t
vi & qualche punto A4 di C, il quale, considerato come coppia
neutra A, A, origina un corpo di funzioni cui spetta la ta-
bella (69). (Vi sono anzi tre punti di C che soddisfanno al
requisito).

11 valore t=0 non fa eccezione. O per meglio dire: non si
tratta pill per t=o0 di un corpo di funzioni quasi iperellittiche
derivanti da un integrale di 1* specie e da un integrale di 2® spe-
cie su C: che per =0 l'integrale ridurrebbesi ad una funzione
razionale col golo polo di 1° crdine A: ed una tal funzione non
csiste sopra una curva ellittica. Perd vi & ugvalmente un corpo
di funzioni relative alla (6g) per t=o, e nasce sulla ¥, di
Jacos1 prodotto dalla curva ellittica € e di una curva razionale,
prendendo l'integrale # di C e per v una funzione razionale con

() E appena necessario avvertire che la (71) vale soltanto per ¥, finito,
ciot guando il polo 4 non cade nel punto di diramazione all'infinito della
»{x). Per calcolare t in questo caso eccezionale biscgna trasformare omo-
graficamente € in modo che il polo venga ai finito.
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un polo di 1° ordine sulla curva razionale. ¥ un caso degenere
di funzioni ellittiche in « e razionali in v, La conclusione &
dunque:

Anche per Uesistenza di un covpo di funzioni quasi ipevel-
littiche con due periodi, dati dalla tabella (60}, si vichiede sol-
tanto la condizione w?>>0.

Se poi si osserva che due posizioni qualunque di 4 su C
sono sempre birazionalmente equivalenti, si conclude senz’altro
che, nel caso &=8,=1x, i corpi costruiti in relazione a una
data C, qualunque sia A, coincidono in un solo. Onde 7 corpo
definito dalla tabella (69) possiede il solo modulo trascendente w
{con wZ>0). Per un dato w i corpi corrispondenti ai singoli
valori di © (con v?>0) son birazionalmente equivalenti. E del
resto manifesto ch’essi costituiscono un sol corpo, dal punto di
vista del n. 48, in quanto si riducono al corpo corrispondente

. - 2} b3
a T=1, cangiando v in o {1 caso 1=0 da luogo ad un corpo

completamenie distinto,
OssErvazIONE. — T risulfati precedenti vanno ravvicinati
a quelli contenuti nella Memoria di Cousmn [19]. A partire da
una tabella qualunque
a4 @& 43
by b, by,

di 3 periodi simultanei, questo Autore (a pag. 114} suppone:
1) che i periodi b non sieno proporzionali agli &: si pud
allora con una sostituzione lineare non degenere sulle variabili
passare ad una tabella (67);
2} che, fatta questa riduzione, non sussista alcuna re-

lazione
A+ ptHamvi=0,

con A, u, v interd non tutti nulli:
3} che una almeno delle w, © non sia imaginaria pura:
p- es. w0,
Le condizioni 1}, 2) sono nel nostro caso (&=28;=1) auto-
maticamente soddisfatte, perche gia il fatto che la tabella dei

P, % 50
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periodi possa ridursi al tipo (67) esclude che la 1) non si veri-
fichi; e, nei riguardi della {z), la Memoria di Cousin [18],
assicura che una funzione meromorfa al finito, appartenente alla
tabella (67), non pud ridursi ad una funzione d’una combina-
zione Hneare delle #, v, ossia ad una funzione di una sola va-
riabile [18, p. 467; assicura cio¢ [17, p. 15], [44, p. 213],
che alla tabella (67) non spettano periodi infinitesimi. E questa
esclusione a noi consegue dall’esistenza della superficie quasi
abeliana di Jacosr corrispondente al campo neutro e quindi di
due funzioni meromorfe, funzionalmente indipendenti del corpo.

Infine la 3) non & che la disuguaglianza che garantisce 1esi-
stenza della curva ellittica C.

Le condizioni 2), 3), si posson altresi enunciare nella forma
generale indicata nel n. 37 e caratterizzano cosi i periodi non
eccezionali di COUSIN,

Ebbene, supposte verificate le 1), 2), 3) e una certa disu-
guaglianza I=>0, ove I & un legame lineare a coefficienti interi,
che posson esser dati ad arbitrio, fra i determinanti di 2° ordine
delle 6 componenti dei determinanti di 2° ordine estratti dalla
matrice dei periodi (considerati come numeri complessi) COUSIN
dimostra [19, p. 2x0] che esistono funzioni meromorfe a tre
periodi cui spetta la tabella (67).

Le funzioni di Cousiy sono pin generali di quelle da noi
trovate come funzioni quasi iperellittiche? ¥ possibile, perche
noi abbiamo aggiunto alle 1), 2), 3) un’ipotesi (quella della
provenienza da un campo neutro sopra una curva ellittica),
che, dal punto di vista analitico, equivale ad ammettere che
pel corpo considerato valga un teorema di addizione. Oltre a
¢io ¢l siamo limitati a considerare sulla superficic delle coppie
dei punti di C gruppi continui I' di struttura speciale. Tuttavia
I'esistenza di funzioni meromorfe di due variabili triplamente
periodiche, diverse dalle funzioni quasi iperellittiche, apparisce
meno probabile, ove si rifletta che le nostre ipotesi non hanno
ridotto il numero dei parametri variabili con continuita nelle
funzioni del corpo. Si tratta in ogni modo di analizzare pil a
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fondo la condizione qualitativa di Cousin: varrebbe la pena
di farlo. Vedremo in seguito i rapporti fra la nostra teoria e
le funzioni che CousIn chiama semirazionali e ch’egli consi-
dera come casi particolari delle precedenti.

I TeOREMI DI STRUTTURA E D'ESISTENZA

51. GL'INTEGRALI SEMPLICI DI 3% SPECIE I'UNA VARIETA DI
PICARD COME FUNZIONI DEGL'INTEGRALI DI I? SPECIE, — Per
determinare la struttura d’una funzione guasi abeliana in rela-
zione a funzioni conosciute, occorre stabilire gualche lemma. i
uno di essi, relativo agl’integrali di 3* specie sopra una varieta
di Prcarp V', trattiamo in questo numero; riservandoci di trat-
tare degli altri, relativi agli integrali di 2® specie, nel numero
successivo.

Dimostriamo il teorema;

Un integrale semplice di 3* specie, sopra wna varvietd di
P1caro, le cui varietd logaritmiche sieno pure e semplicemente
legate, si viduce sempre, a meno di un fatiore costante, al
logaritmo del guoziente di due funzioni intermediavie avents g
stessi periodi (di 1* ¢ di 2° specie) (V).

Sieno C), C,, ..., C. le varietid logaritmiche irriducibili
del dato integrale w di 3* specie su V’,; e supponiamo che il
legame algebrico che necessariamente le vincola sia un legame
semplice (n. 3g):

)\1 Cl+>‘2 CZ+ - +?\-,, C1§0,

sicché i periodi di w, proporzionali agli interi X, sono:

anikdg, 2Wiklg, .., 2Tik), (% costante o= o) .

{") 11 teorema estende notevolmente le formule classiche che mella teoria
delle funzioni ellittiche ¢ pill generalmente abelianc danno le espressioni degli
integrali ellittici di 3" specic (sotto la forma di WriERsTRASS O di LrGENDRE)
¢ quelle degli infegrali abeliani di 3° specic mediante seric @ (ved. le cita-
zioni nel n. 53).

P. I, n s0
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Fra gl'interi A ce ne sono certamente taluni negativi: siano
R R R

P =0, P =70, ...y, @ =0, P11 TE Oy ey Prm O

designino le equazioni delle Cy, Gy, . .+, G Cpyps + - -5 Oy
ove le ¢ son convenienti funzioni intermediarie .
Cid posto, facciamo variare un punto di V7, sopra un ramo

p avente l'origine in un punto generico P della varietd C,

(k=1, 2, . . ., 1) e non tangente ivi a Cy; e denotiamo con ¢

il parametro che determina biunivocamente i punti del ramo p

mediante serie di potenze in ¢, convergenti in un medesimo
@

intorno di £ =0 (cui corrisponde P). L’integrale —, considerato
k

sopra p, assume la foma:

w
~ = halog L+ 2(0)

ove « (¢) & funzione olomorfa di § attorno a §=0; epperd
sopra p &
w

F =BOT
ove B (¢) & olomorfa attorno a {=o e non nulla in {=o0. Ne

w
deriva che, se A, >0, il punto P & per e ¥ uno zero d’ordine A;;

) [17. p. 228]. S’intende che il modello ¥*, che stiamo considerando &
privo di varietd eccezionali. $'intende inoltre, ora e nel seguito, che quando
una varietd a p—1 dimensioni irriducibile (semplice) d'una V7, di Prcaxp
si rappresenta annullando una funzione intermediaria, si scelga questa fun-
zione tra quelle che si annullano semplicemente sulla varietd (ciod avendo
in un generico punto di questa uno zero semplice); e che quando ia varieta
& il multiplo secondo ! di un'altra varieta irriducibile e semplice, si scelga,
per scriverne l'equazione, una funzione intermediaria avente in un punto
generico di quella uno zero I-plo (p. es, Ja potenza lesima di una funzione
intermediaria che si annulli semplicemente sulla seconda varietd). Infine in-
tendiamo che le funzioni intermediarie considerate non siano degeneri, ciot
abbiano il determinante non nulle [17, p. ¥87].
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mentre se A,< o e precisamente A,= -, (i%,>0), il punto P

& per ¢¥ un polo di ordine ;.
w

La funzione e¢¥* , analitica nelle u,, wu,, ..., #, (), ha
dunque le varieta C,, C,, . . ., C, come varietd di livello zero
degli ordini A;, . .., A, e le varieth C,,(, .. ., C; come va-
rietd. polari degli ordini ., ..., . Proviamo ch’essa &
uniforme per valori finiti delle variabili.

Invero, dati wy, %, ..., u, il cammino di integra-
zione dall’origine O al punto @, corrispondente ai wvalori
prescelti, & determinato a meno di un ciclo nullo o pseudo-
nullo addittivo [n. 45, a)]. Ora un tal ciclo ¢ omologo ad un
ciclo nullo o rispettivamente pseudonulio a cui vanno eventual-
mente aggiunti cicli nulli avolgenti, attorno a un numero finito
di punti semplici, le varietd logaritmiche di w. Percid il va-

1z
lore di — corrispondente ai prefissati valori di w;, #,, . . ., %,
k
¢ determinato a meno d’una combinazione lineare a coefficienti
interi di alcuni dei numeri 27, . . ., 2mA;; onde I'indeter-

minazione non si riflette sul valore di ¢ #. Lo spostamento del-
I'origine delle integrazioni da O ad O’ non altera la conclu-
sione, perché un ciclo nullo o pseudonullo che contenga O, ¢
da luogo ad un ciclo analogo quando vi si aggiunga il ciclo
nullo costituito da uno stesso cammino percorso da O ad O e
da O" ad O.

W
In conclusione ¢ % & funzione meromorfa di u;, ,, . . ., u
nel parallelepipedo dei periodi.
Ne deriva che in questo parallelepipedo il prodotto

©w

(72) AT SN e*
22 +2

]

() L’analiticith di questa funzione risulta sostituendo nel differenziale
di w, espresso per le coordinate del punto mobile in 77, le funzioni abeliane
di %, %, ..., #, a cui tali coordinate son uguali.

P, I, n. 351
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non ha oo?~! poli, ma soltanto (al pit) coP~2 punti singolari
(inessenziali); e cid contrasta con una fondamentale propriety
delle funzioni analitiche di pin variabili (*). Pertanto quel pro-
dotto & una trascendente intera, che si annulla colle moltepli-
cith Aq, Ay, ..., A sulle varieth Cf, C,, .. ., C,.

Facciamo ora percorrere al punto variabile su ¥*, un ciclo
lineare qualunque. Per la proprietd caratteristica delle funzioni
intermediarie, dopo una tal circolazione ognuna di queste fun-
zioni riproducesi moltiplicata per e elevato ad un polinomio
lineare (generalmente non omogeneo) in u,, #,, . . ., u, [17,
p. 75].

Siccome il prodotto (72) gode evidentemente di questa pro-
prietd, esso & alla sua volta una funzione intermediaria. Ma tale
funzione ha le stesse varietd di livello zero, cogli stessi ordini
di zero, della funzione intermediaria ghook L M
epperd differisce da questa per un esponenziale, il cui esponente
¢ un conveniente polinomio (non necessariamente omogeneo)
di 2% grado g (uy, uy, .. ., w,) [17, p. 166]. Se si scrive @,
al pasto del prodotto:

gl e 1)

¢ Py

che & ancora una funzione intermediaria, si trova, in definitiva:

w
K B By 0
1+ t+ § % .
’-Pt+l. (Pt+22 wea (P': fk e @}1 (P;-r b ?tt :

Cppero:

(73) w o k log%;j-,

(*) Nello S;, rappresentativo delle %, o?~2 punti singolari sarchbero rap-
presentati da una varietd reale a 2 p—4 dimensioni, la quale sarebbe segata
in punti isolati da un generico S, caratteristico; onde la funzione analitica
di 2 variabili subordinata su quello S, avrebhe punti singolari isolati, con-
trariamente ad un teorema di Hurwitz [73, p. 16].
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ove:
u":
(p:q:i‘l ...(\Ot?'t , R.P:CP::_T'*...CPT
son funzioni intermediarie.
Il fatto che le wvarieta & =%, Ci+ ...+ A, C,
B, Copy+. ..+ C; siano algebricamente equivalenti,

implica che, coll’aggiunta eventuale ad entrambe di una va-
rietd (p - 1) - dimensionale C, si ottengano due varietd di uno
stesso sistema continuo. Detta ¢y=0 equazione di C su V7,
(ove ¢, ¢ un’altra funzione intermediaria), ne deriva che le
funzioni intermediarie ¢ 9, ¢,%, e percid anche le funzioni
¢, ¥, hanno uvguali non soltanto i periodi di 1* specie, ma
anche i periodi di 2* specie (*). I periodi di 1* specie son quelli
spettanti alle funzioni abeliane della varietd e i parametri delle
due funzioni sono generalmente diversi; sono i medesimi sol-
tanto guando le due varietd siano linearmente equivalenti, ciot

w
quando — si riduca al logaritmo d’una funzione abeliana, o,
R
cid che & lo stesso, d’'una funzione razionale del punto di 77,
[17, p. 165].

Poiche il sistema continuo completo di cof sistemi lineari
coP=1 individuato dalla variety di livello zero di una data fun-
zione intermediaria ¢ (uy, %, . . ., #,), di determinante D>o,
si oftiene dall’equazione

P (wg o, uptey oo, UyHC,) =0,
colle ¢ costanti arbitrarie [17, p. 232], cosi l'integrale @ pud
scriversi sotto la forma:

[P(u’i = gy ey U a‘p)
Pty — by ey thy — bin) ’

(74) w =k log |e

(") [17. p. 232]. Donde poi discende — ¢ lo notiamo incidentalmente —
che sopra una varieth di Prcarn due varietd algebricamente equivalenti
appartengono sempre alio stesso sistema continuo,

PN, n. 51
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ove a, b sono costanti tali che le equazioni
g = Gyy oy %y, — @) =0, @y by, ., u,—b)==o0

rappresentino le varietd logaritmiche €, @ in cui w ha i periodi
ani, - 2w (1), ed ef & un esponenziale, con g conveniente poli-
nomio di 2° grado nelle », che dipende dall’indeterminazione
delle funzioni intermediarie, nulle lungo &, &,

Proviamo che viceversa:

Sopra wuna varieta di PICARD 4l logaritmo del quoziente di
due funzioni intermediarie di uguali peviodi di (1° ¢ di) 2* specie
¢ uguale ad un integrale semplice di 3* specie della varieta,
avente soltanto simgolarita logaritmiche puve.

Constderiamo la funzione

‘P(“s T By ey, up_"a'p) R
@ty = byy ey uy —by)

log Oy, ty, ..., u,) == log

colle @, b costanti, ove il numeratore e il denominatore di Q,
come funzioni intermediarie di uguali periodi di 2* specie, pos-
son farsi derivare da una medesima ¢ (u;, u,, . . ., u,) can-
giando soltanto le # nelle u - 2 o nelle %~ b,

Sieno inoltre €, @ le varietd algebriche di equazioni

iy — a1, oy #, — @) 5= 0, Ppluy — b1y ooy tt,— b, =0) .

Per metterci nelle condizioni pitl generali, supporremo che le
€, @ possano anche essere riducibili e con componenti mul-
tiple:

E:(‘:)\1 C{+"'+A£a? £24 == st OH-I +"'+!‘Lt07 ’

(A1 = — sty s g =~ o) 5

(") Cosi dicende intendiamo che ciascuno di questi periodi sia molti-
plicato per l'intero che denota la molteplicitd di una componente di € o di &
entro la rispettiva varieta, allorché il pericdo sia riferite ad un punto di
tale componente.
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sicché il numeratore e il denominatore di @ si scindono in
grande rispettivamente nei prodotti di ¢, © - ¢ funzioni interme-
diarie clevate ai rispeftivi esponenti A, {.

Considerato un ramo p di V', uscente da un generico punto
P diC, (h=x, ..., 1), ma non tangente a questa, ¢ designato
con ¢ il parametro che individua analiticamente e biunivoca-
mente i punti di p, il punto P corrispondendo a =0, si ha
sopra p:

Q == (T} ,
ove B (¢) & olomorfa e non nulla in §=o0. Sicché risulta sopra p:

log Q=2 log L+ (%),

ove o ({)=log f (¢) & olomorfa attorno a {=o. Ne segue
che il periodo polare di log Q attorno al punto generico di C,,
& 2T Ay,

Cid premesso, dato che le €, & son algebricamente equi-
valenti, perche rappresentate dall’annullarsi di due ¢ cogli stessi
periodi di 2* specie, si pud costruire nel modo ricordato (n. 44)
I'integrale semplice w di 3* specie, normale, avente le C; come
curve logaritmiche pure (h=x, ..., 1) col periodo polare
ani A, e nessun’altra singolaritd. Consideriamo sopra vV, la
funzione analitica uniforme e* degli argomenti uy, #,, . . ., %,
¢ ricordiamo quanto si & detto di questa funzione nella dimo-
strazione del teorema diretto (ove si ponga k=1). Il prodotto

T=¢" ¢ (uy-by, ..., u,-b,), per la ragione gia addotta, &
una t1ascendente intera, avente gh stessi zeri, colle stesse mol-
teplicita, di ¢ (- ap, . . -, #,~ bk Supporniamo che le ¢

considerate sieno relative alla tabella no1male |4 Q| (cosa sem-
pre possibile, perché si suppongono non degeneri) e verifichiamo
che T (w4, # . .., #,) ¢ una funzione intermediaria relativa
alla stessa tabella.

Nulla ci vieta di assumer per la ¢, donde abblamo preso
le mosse (moltiplicandola eventualmente per un conveniente
esponenziale elevato ad un polinomio di 2° grado nelle %)

P IM, n 51



252 PONTIFICIAE ACADEMIAE SCIENTIARVM SCRIPTA VARIA - 20

una 4, (%4, 4y, . . ., w,) [17, p. 1667, cosicchd la ¢ & carat-
terizzata dalle condizioni funzionali: (%)

277
PlUgy vany Wp_ o Uy +— 1y e s Uy ) == (8 Uy s aany ty)

O(UiH Wypy Uy F Gopyeeneny Uy + Wy,) =

1
1 Igﬂp @ i(.'._p ty
 p Pty 3 %y 5 ey )

di cui 4, & I'ultimo divisore di V’, (il pitt grande di tutti) ed !
¢ un intero carafteristico di ¢ (%).

Continuando a considerare w come funzione di %, u,,.. Uy
e non, pel momento, come funzione del punto di V', st con-
stata senz’altro che;

- 2mi
7 (ui y oves Uiy s Up+ T ey up) = Ty, Uy gy Uy) s
It

I(u’i T Wy Uy F gy ey Uyt wph) =

1 ;
Ah“‘"g" Mi’ mhh_‘ldg}‘"h‘“bh)
— ¢ Z(U’EQMZ!"'7IL)>)

ove A, denota I'incremento di w corrispondente all’applicazione
del vettore (g, wy, ..., Wy) ad (uy, #,, . .., u,), clog,
quando si riguardi w come funzione del punto di V', il pe-
riodo di w al ciclo A-esimo del 2° gruppo.

D’altronde, siccome T ha gli stessi zeri (colle stesse mol-
teplicitd) della varietd ¢ (u,-a,, ..., %, - a,), viene:

Ty sty s e, u,) == el ) Py — @y, Uy — @)

(} {17. p. 163]. Si ricordi che hisogna operare i cangiamenti dipendenti
dalla diversith della nostra tabella normale rispetto a queila di ConrorTo.

Ird
{*} Legato al determinante D di ¢ dalla relazione D = —m«w:_—-—-,
d d, ...d,

ove dy, dy, ..., d, son0 i divisori di ¥, {17, p. 164].
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con g polinomio di 2° grado nelle #:

P P |
F=2®ii X a. U+ X VUt v (ot == ot,,)
¥, 5=l §=1
Risulta dunque:
{75) oW == () el |

Consideriamo ora i due membri di questa relazione come
funzioni del punto di V7, attraverso alle u,; e facciamo descri-
vere a questo punto lo %-esimo ciclo normale del 1° e del z°
gruppo.

In corrispondenza al ciclo del 1° gruppo o ad un ciclo omo-
logo, ¢, Q si riproducono; onde I"esponente dell’esponenziale,
che nasce come fattore di e, deve essere un multiplo infero
di 2ni, gualungue sieno le u; ossia deve essere:

2. 7]
4n°z P Sy, . .
- 288 o, u, - 27:7”——}—7.\1” = 2m, i,
i s=1 R

con my, intero conveniente (positivo, negativo o nulle). E sic-

come la precedente ¢, per ogni A, un’'identitd nelle %, ne de-
riva che:

iy,
Gps == Q (/ia‘Y““——-““I,---,ﬁ) » V) = -Er—n—; ([Eﬁ—“’I,...,f)) .
Pertanto:
»
(76} g=2X mdu+ 2niv.
g=1

In corrispondenza al ciclo del 2° gruppo, si ottiene invece,
uguagliando 1 fattori per cui si moltiplicano i due membri

della (75):

.‘,’Ah p— cE?}isdsth-ﬁldﬂ(ﬂJ.—bh) ,

PII w51
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epperd:
(77) A, = M (ay — b))+ Em,d vy, + 20, wi (F=1,..,8),

ove @, & un intero conveniente (positivo, negativo o nullo),

Le velazioni (76), (77) son fondamentali per varie deduziont
successive.

Dalle (75}, (76) si trae anzitutto:

(78) oW —— pZmsdgugtmiv (?(u'l T g ey Uy aﬂ)

@luy — by y ey uy - b,)

e quindi;

Ot = g 5 vy Uy (;p)

(P(ui - 51 yooeny Ly o 57))

j— o (1
o — Em, dug--2miy U

{79) log

e cid dimostra il teorema inverso, che volevamo stabilire,

Ma varie riflessioni si affacciano a questo punto. In primo
luogo & chiaro, viceversa, che se g ha la forma (76), I'espres-
sione

2 Qi — @y 5 ey b, — G}
@lu by ey Up— )

log

¢ un integrale semplice di 3* specie di V', colle varieta loga-
ritmiche pure €, & ¢ i relativi periodi polari +2mi, - a7,
cosicché in definitiva gl’interi s, », cangiando l'integrale, pos-
sono essere scelti ad arbitrio.

('} 1 termine zmiy si potrebbe anche trascurare, perché = & definito a
meno di una costante addittiva arbitraria,
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In secondo luogo le A, son nulle, cioé w si riduce al loga-
ritmo di una funzione razionale e le €, & risultano linearmente
equivalenti, soltanto allora che sia:

Xom, du,+ 20wt
8 e L Sl
( O} ‘zh it [fip 1)

il che & noto ().

C’¢ infine una sorta di paradosso da sottolineare, molto
importante pel seguito.

I log Q, come funzione di #,, #,, . . . , #,, oltre ai periodi
polari + 2@, -2, provenienti dalle varieta logaritmiche
€, ®, ha soltanto i periodi /d, (a,- by) (h=1, 2, ..., P)
corrispondenti all’applicazione dei vettori (wy,, Wy, . . ., W,)
(h=1,...,p) ad (u, #,, ..., n,), glacché¢ i periodi corri-

2 T

spondenti all’applicazione dei vettori (o,..., 0, ——, 0,..., 0)
a
(h=1, ..., $)son nulli. A prima vista si direbbjé percid che
log Q & gia lintegrale normale di 3* specie relativo alle varieta
logaritmiche pure €, &, coincidente dunque con =. Ma in ve-
ritd in questo modo si dimenticherebbe che le funzioni da con-
frontare sono polidrome ¢ che un conironto non & fra esse pos-
sibile se non riportandosi a funzioni uniformi, cioé passando
agh esponenziali corrispondenti,

E quello che abbiamo fatto procurandoci la (78), dalla quale
la (79) non pud che esser dedotta a meno di multipli interi
di 2mi.

Nel n. 54 vedremo che nel fatto anche log Q pud esser
direttamente considerato come un integrale normale di 3? specie,
senza la previa aggiunta di un integrale di 1? specie; perd la
sua normalita vale vispetto ad un altro sistema di cicli normali
che son omologht a quelli del sistema primitivo sulla varietd

" [17. p. 235, relazione 13-b].

POII, n. 51
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di PICARD, ma che non lo sono sulla varietd stessa, da cwi siano
soppresse le €, &3,

La considerazione del log @ come funzione del punto di V7,
fa in sostanza smarrire ogni periodo -2z, il quale resta assor-
bito dalla indeterminazione medesima della funzione.

OSSERVAZIONE. — Se¢ indegrale semplice di 32 specie, della
varieta di PICARD, possiede singolarvita logavitmiche impure e
le sue varieta logaritmiche sono pis che semplicemente legate,
esso ¢, a meno di un addittivo integrale di 2* specie (che pud
comprendere in sé alla sua volta un integrale di 1° specie e una
funzione vazionale), una combinazione lineare a coefficienti co-
stanti di logavitmi di quoszienti di funzioni intermediavie.

Invero, fra le sue varietd logaritmiche C,, C,, ..., C, si
possono trovare (n. 39) certi v~ o legami algebrici semplic
linearmente indipendenti {in guisa che ogni altro legame alge-
brico fra le C sia lincarmente dipendente da quelli), e i periodi
polari di w lIungo le C si esprimono linearmente nei coefficienti
interi dei t1- ¢ legami. Considerati allora gl'integrali semplici
di 3" specie di V7, con sole singolaritd logaritmiche pure, di-
ciamoli w,, w,, ..., Wy, inerenti a quei legami semplici
ed aventi percid i periodi polari proporzionali ai cocfficienti in-
teri dei rispettivi legami, esistono delle costantt %y, k,, ..., koo
tali che l'integrale %, w,+k, w,+. ..+ ke.gw,s ha lungo

le €, Gy ..., C; i medesimi periodi polari di w, epperd
We—Ry W — ..—FRe, Wi & di 2% specie. Applicando a cia-
scuno degl'integrali w,, w,, . . ., w«c il teorema principale

di questo n. si conclude nel modo enunciato.

52. GL’INTEGRALI SEMPLICI DI 2* SPECIE D’UNA VARIETA
DI PICARD COME FUNZIONI DEGL’INTEGRALI DI I? SPECIE, — Una
indagine preventiva occorre nej riguardi degl'integrali di 22 spe-
cie, onde preparare la soluzione della questione analoga a quella
trattata nel n. prec. per gl'integrali di 32 specie. Si tratta anzi-
tutto di estendere ad una varietd algebrica qualunque la pro-
prieta (di cui abbiamo fatto uso nel n. 4g), che permette di
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considerare un integrale abeliano normale di 2* specie sopra
una curva, come derivata, rispetto ad un parametro, di un
integrale abeliano normale di 3? specie.

Ricordiamo (!) che un integrale di 2* specie sopra una va-
rieta algebrica ¥”,, che pel momento possiamo supporre qua-
lunque, il quale abbia una data varietd polare del 1° ordine €&
irriducibile, & individuato, a meno di una costante moltiplicativa
e di una costante addittiva, dalla conoscenza di € e della varietd,
d’indeterminazione ivi.

E quest’ultima & poi una varietd (&, &), ove il simbolo s’in-
tenda nell’accezione fissata nelle mie Lezioni citate sui sistemi
d’equivalenza [78, p. 15]. Nel definire il simbolo, poiche &€ ¢
una varieta a p - 1 dimensioni, si pud riferirsi all’equivalenza
lineare, come gi4 feci fino da! 1904 per le curve d’una superficie.
Su € il sistema lineare { (&1, €)| & il sistema lineare caratteristico.

Suppongasi che € non sia algebricamente isolata (%) e sia H
un sistema algebrico oo! di varietd di un sistema continuo com-
pleto } &y, cui & appartenga. Tenuta fissa €, si consideri in H
una varietd &3, distinta da €, che poi faremo variare, tendendo
ad €. Sia, come nel n. 44,

flx, ) =0

una curva algebrica irriducibile, 1 cui punti rappresentino bira-
zionalmente le varieta di H ed A, B i punti di f rappresentanti
€, @, punti che possiamo, senza restrizione, supporre semplici
e in posizione generica rispetto agli assi, cosi che il punto di §
variabile nell’mforno di 4 o di B & funzione olomorfa di «.
Allora P'espressione

we= O (py) + da,) + ...+ Gy},

(") Ved. citazioni in proposito al n. =28.

(*) Le ultime ricerche sulla serie caratteristica di una curva sopra una
superficie {SEvERI, Zappa) hanno accertato che una tal curva pud possedere
la serie caratteristica effeftive ed esser algebricamente isolata. Analoga cosa
sulle varieth a p dimensioni, per cid che concerne le loro varieth a p—1
dimensioni.

P.II, n. 352
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OVe %y, Xy, . . ., Xy 501 le x dei v punti di f, che rappresentano
le v varietd di H passanti per un punto generico di V', ed & ¢
su f I'integrale normale di 3% specie relativo ai punti logaritmici
A, B, da lvogo su V', ad un integrale semplice di 3* specie,
avente le sole varietd logaritmiche (pure) €, & coi periodi po-
lari annessi +2mni, -2ni. L’integrale w ¢ definito su V7, a
meno di una costante addittiva, perche cosi ¢ di® su f(d ® ¢
d w sono individuati tispettivamente su f e su V7).

Cid premesso, diciamo « l'ascissa di 4 e ¢ 'ascissa di B e
supponiamo B in un inforno di A4 ove sia lecito considerare
il punto di f come funzione olomorfa di x. Allora le funzioni
razionali del punto di ¥’,, che compaiono in & w come coef-
ficlenti dei differenziali delle variabili indipendenti, al variar
di ¢ sono funzioni olomorfe di £, attorno a £==a, e ® e w sono
in quest'intorno funzioni analitiche di ¢ (definite a meno di

o
costanti addittive). Ricordato che (n. 49) ( t—;;) ¢ su f Vinte-

grale normale di 2® specic € relativo al polo 4, siccome

dw _ dow,) dis(x,)

dt  di di

risulta,

(%v ) () 4+ o el -

Ora la somma al secondo membro non & che un integrale sem-
plice di 2® specie di V7, avente € come varieta polare del
1% ordine e

(&, &) = lim (4, &),

L=

come varietd d’indeterminazione [60, n. 17. Pertanto, per un
integrale » di 2* specie avente € come varietd polare di 1° or-
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dine ed (&, €) come varieta d'indeterminazione, vale la re-
lazione

(81) v (lfi; ) ’

ove §’¢ inglobato in w uwna conveniente costante moltiplicativa
non nulla.

Questa relazione ¢ applicabile ad ogni v la cui varieta di
indeterminazione entro il sistema caratteristico di €, sia con-
seguibile come limite della varieti comune ad € e ad un’altra
varieta @ di un sistema completo § € ¢ contenente totalmente
&, perche, se cid & possibile, la variazione di & verso € si
puo fare entro un sistema algebrico co! contenuto in j€l{.

La conclusione pud quindi riferirsi ad ogmi integrale sem-
plice di 2* specie avente la variety polare di 1° ordine @, se
il sistema completo } & ¢ possiede su € il sistema caratteristico
completo, come accade per quasi tutti i sistemi continui com-
pleti di varietd a p -1 dimensioni in V', e precisamente per
tutti quelli che contengono co? sistemi lineari distinti, ¢ essendo
Iirregolarity superficiale di V', (nel caso di una varietd di
PicarD ¢ g =4). La conclusione vale in particolare se € appar-
tiene a un multiplo abbastanza elevato del sistema delle sezioni
iperpiane di V’, nello spazio in cui la varietd & immersa; anzi
in tal caso} € o meglio 3|€l]} ¢ individuato da € [79, p. 554].

Stabilita Ia relazione (81) per un integrale di 2® specie avente
una sola varietd polare di 1° ordine irriducibile, appartenente
totalmente ad un sistema continuo completo a sistema caratte-
ristico completo, si pud estendere alle varieta (come si vedri
nella seconda parte delle mie Lezioni sui sistemi di equivalenza)
un teorema da me stabilito per gl'integrali semplici di 2* specic
sopra una superficie [39, p. 47, teor. VI]. I! teorema cui alludo
afferma che ogni integrale semplice di 2* specie d’una varieta
algebrica si riduce a meno di una conveniente funzione razio-
nale addittiva, ad un integrale semplice di 27 specie avente una
varietd polare del 1 ordine &, la quale soddisfaccia alla con-

PoII, n. 52



260 PONTIFICIAL ACADEMIAE SCIENTIARVM SCRIPTA VARIA - 20

dizione @i genericitd ultimamente considerata. Si pud pertanto
enunciare il teorema:

Sopra una varietd algebrica qualunque un integrale semplice
di 2* specie pud sempre esprimersi con una velazione del tipo:

dw
(82) v=u + K4 (“’(;,—z!—)t:o .

ove u ¢ un integrale semplice di 1° specie, R una funzione ra-
zionale (del punto della varietd) ¢ w un determinato integrale
semplice di 3* specie avente due varietd logaritmiche pure €, 25,
delle quali la prima, fissata una volta per sempre entro un pre-
scelto sistema continuo a sistema cavatteristico completo ¢ vale-
vole per ogni integrale v, e la seconda funzione olomorfa di un
parametro t, attorno al valore t=o0, talche:

lim 83 = & .

t=+o0
Ogni varietd caratteristica (€1, €), come variett d’indetermina-

d
zione deﬂ’integrale(—?) il quale viene a dipender in so-

A Jpeo
stanza soltanto dalla scelta della varietd medesima, si ottiene
assumendo opportunamente le funzioni di #, che caratterizzano
la variabilita di @ entro §&{; e cosi si perviene a tutti i pos-
sibili integrali semplici di 22 specie della varieta.

Stabilito ¢id, facciamone applicazione alla V7, di PICARD.
Si vuole dunque, scelta € su V', trovare la forma particolar-
mente notevole che in questo caso assume un infegrale sem-
plice di 2* specie di ¥*,, considerato come funzione degl'inte-
grali di 1* specie, wy, #y . . ., #, La scelta di € non & vin-
colata ora ad alcuna condizione (si ricordi che il modello con-
siderato di V7, mon possiede varietd eccezionali), perché essa
individua sempre un sistema continuo completo 3} €1f costituito
da oc? sistemi lineari |€l}, e ottenuto da uno di questi mediante
le trasformazioni di 2 specie di ¥, in se.
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Sieno
P(us — a1y oy #, - @} = 0, (g b1y s uy — b )=0
le equazioni di &, 8 [o (u, ..., %) essendo una @, 7.

Assumiamo Vintegrale di 3* specie

4 plu — 1y ooy Uy, - b, 1
(P(ul wal ,...,up-map)

w == log |¢

ove g ¢ della forma (76), con m interi fissati in modo arbitrario;
e poniamo per le b funzioni olomorfe qualunque di ¢, assumenti
I valori a per ¢=o, ciod:

(83) bh:ah‘l‘cht'|'. SR (kxI, . 1)}.

Quanto all’esponenziale ¢¢, il termine % mg dgu, di g si con-
serva inalterato nella variazione continua di & verso &, perché
i coefficienti m, d; son interi; mentre il termine 2név adduce
una indeterminazione nella scelta di w. Occorre eliminar questa
indeterminazione affinche w varii con continuity insieme a &3;
condizione indispensabile per poterne ricavare, come limite,
un determinato integrale di 22 specie. Porremo dunque

Ve Yo+ Y b, .

Dopo cio lintegrale w & piecnamente determinato per ogni ¢
attorno a £=o0 e risulta:

z
N i

}.1 & (pm) (w1 —ag s, u,—a,)
.

dw K .
— = +2mey .
dt =0 @(Hl &1 3 ey l’Lp —_ ap)

{") Per semplificare il calcolo, conviene ora di supporte che ¢ sia la
varietk dove il periodo polare di w & — 2.

P.HI, #. 4z
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Ma siccome l'integrale di 2* specie oftenuto & determinato a
meno di una costante addittiva, cosi pud assumersi addizittura:

»
Y0

:

dw nei O (1 — @,y ety - a,)
o) il k= "
( 4) (df )tz:o (P(Hrl — oy ey ﬂ’p —_— a’fp)

1L’esponenziale ¢¢, la cui presenza specifica I'indeterminazione
nella, scelta di due funzioni intermediarie alle quali si prescriva
soltanto di annullarsi {semplicemente) in €, &3, non lascia al-
cuna traccia nell’integrale di 2* specie; e non pud non esser
cosi, perché gia, assumendo per w l'espressione senza il fattore
esponenziale, si perviene a p integrali semplici di 2? specie li-
nearmente indipendenti, infiniti del 1° ordine sulla varieta €,
ciot a tutti glintegrali dotati di questa proprieta [62, n. 6];
epperd anche in presenza del fattore esponenziale non possono
che ottenersi i medesimi integrali. In conclusione:

Un integrale semplice di 2* specie, sopra una varietq di P1-
CARD V7, si widuce, a meno di una funzione vazionale e di un
integrale di 1% specie addittivi, ad una combinazione lineare
del tipo (84), ove @ (U~ ay, . .., #,—a,) sia una funzione
inteymediavia su V', comunque prefissata (per es. una ©y);
sicche =0 & I'equazione della varietda polare del 1° ovding €

dell integrale tipico (84) e

o '
LC,—L({JG (Uzl Yy ey Uy al‘) == 0, (i:’([ti = by oy ey u’p T (l”) =0
h

sono le equazioni della varieid d'indeterminazione (&, &), a
p - 2 dimensioni, dello stesso integrale (*).
1l sistema lineare

N !
Loy, (B3 = @1 5 aee s Uy = @) == 0
b
9 T} teorema ne esitende amplissimamente uno classico delia teoria delle

funzioni ellittiche (ved. n. 57, Oss.) e della teoria deglintegrali abeliani di
2 specie (v. le citazioni nel n. successivo}.
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stacca su € un sistema lineare oo?—1, contenuto totalmente nel
sistema caratteristico completo [(&, @) di €&; ed esso ha la
massima dimensione fra i sistemi carafteristici parziali, che non
contengono alcuna varietd caratteristica del sistema lineare ||
di deficienza #.

Daile condizioni funzionali (richiamate nel n. plec) che
caratterizzano ¢ (uy, #,, ..., #,), si traggono poi subito i
valori dei periodi normali dell'integrale (84). Cosi trovasi che
Iintegrale ha periodi nulli ai cicli normali del 1° gruppo (sic-
che esso ¢ normale) e che il suo periodo A’ al ciclo normale
h-esimo del 2° gruppo & espresso da:

{85) Ay =ddye, (h=1,..,p).

Posto che 'integrale (84) ¢ la derivata di w rispetto a ¢, per
t=o, il suo periodo A", & la derivata rispetto a #, per ¢=o,
del periodo A, di w allo stesso ciclo. Effettivamente, deri-
vando i due membri della (77) rispetto a £, dopo aver scam-
biato fra loro le @, b ed aver posto le (83), si ottiene, per £=o,
la (85).

OSSERVAZIONE. — L’espressione (85) dei periodi A", mostra
che Uintegrale di 2° specie generico di V', dato dalla (82),
viducesi ad una funzione razionale, a meno di un integrale di

1% specie addittivo, soltanto guando c¢,=o0 (h=1, ..., p).
Questa funzione razionale & poi, alla sua volta, uguale ad una
funzione abeliana di #;, uy, . . ., u,.

D’altronde il fatto che (84) non sia mai una funzione ra-
zionale (anzi una costante) quando qualcuna delle ¢, ¢ diversa
da zero, equivale alla proprieta gia segnalata circa le varieta
caratteristiche (€&, &) degl’integrali ottenuti da (84) al variare
delle ¢;,.

Pertanto se due integrali (84) hanno la stessa vavietd din-
determinazione essi differiscono soltanto per wuna costante mol-
tiplicativa (e per una costante addiftiva): il che rientra in una
propricth gid osservata per una varietd algebrica qualunque
{n. 28). Moltiplicando uno di quei due integrali per una co-

PoHI n. 52
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stante conveniente e sottraendolo dall’altro, si ottiene dunque
un integrale di 1* specie, che & una costante, perché ha periodi
nulli ai cicli normali del 1° gruppo.

53. DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA DI STRUTTURA, — Posse-
diamo cosi tutti i mezzi per dimostrare il seguente teorema di
struttura delle funzioni quasi abeliane:

Sia K un corpo di funziowi guasi abeliane di «w variabili
Uy, U, ..., Ux, devivante dall’associare ad una varieta V.
possedente un gruppo conlinuo abellano oo™, [ransitive, ma
non assolutamente, di trasformazioni bivazionali in 38, uno I
degli infinilti gruppi analoghi, ch’essa in comseguenza pos-
siede (1), e sieno p, 8y, 8, (>0, 8,0, 8,0, m=p+8,+8,7>p)
glinteri cavatieristici di 1" ed |A Q| la matrice di RiEmany,
di geneve p, relativa a Vz, dy, day . . ., d, t suot divisori. Con
una preventiva sostituzione lineare omogenea non degenerve sulle
variabilt, che son poi gl'integrali dei n differenziali invarvianti
per U, ogni funzione di K viducesi ad una funzione razionale ©
degli argomenti

" .
Pty €Dy, TpiB a1 s e s Uprli By -

ove,

Upsd = Upyy — Wyyy = log By {(7=1,..,8,) ,

Vpals 8 Upafp = Wy == K, (=8 41,0, 8,4+ 8y)

log R;, Ry essendo i &+, integrali dei differenziali tofali
invarianti pel sottogruppo vazionale gbeliano oo™ | pecessq-
rviamente contenuto in I' (sicché R;, Ry son funzioni vazionali).
I coefficienti di O son funzioni abeliane delle prime p variabili
Wi, Uy - v ., Uy, Spettanti alla matrice |A Q.

{') T" soddisfa naturalmente ad L.
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Viceversa, ogni tale O ovigina una funzione di K, da cui
posson eliminarsi le wvariabili sussidiavie w, sostituendo alle
prime O, di esse le espressiont:
¢, O (g == 45, vy Uy — @)

Wy == logle L
i
l’.‘DU) (IL;_ l’;j, vary Uy [lpj)

ove g; ¢ del tipo:

P
&= .\1 myd,u, + 2 mLy, (msj inferi; a, b, v costanti);

alle ulteriovi O, le espressioni:

2 [e]

X a0, (1 —a y = Gy

L Ca'Pag, (U s wey oy %
1

8= o
Wyt == form2By - Ty, O;_—I—&z),
! G g — @igy veey Uy — ) (

le ¥, oW essendo funzioni intermediarie ineventi ad |A Q.
Cosi ottienst © gquale funzione wmevomorfa (al finito) di
Bpy o v s Uy, Uiy v oo e @ 2p+8) periodi (tanii quanti
sono appunio i pertods del corpo).

Riguardiamo la V., cui riferiscesi il corpo K, come prodotto

V' xS, (3=5,+8,). Sia
(86) f(gl ) oy vers E;p-rl) =0

I'equazione della varietd di Prcarp V’p, che possiamo senza
restrizione supporre immersa in un S,,;, ed 7y, Wy . .., s
sieno le coordinate di un punto di S,. Il punto di V. & una
funzione razionale di &;, &, ..., £,.1 My, My - . ., %5 sOttO
la condizione (86); e, viceversa, le £, % son funzioni razionali
del punto di V..

Entro V. le £, soddisfacenti alle (86), son le « coordinate »
di una M, dell’involuzione oo?, J; e le %, in gquanto funzioni
razionali determinate di un punto di Vi, sono, per ogni posi-
zione di questo punto, le coordinate interne della M, che wi
passa.

PoHI, n 33
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Cid premesso, eseguiamo sulle variabili indipendenti di ogni
funzione del corpo, la sostituzione lineare omogenea a modulo
non nullo occorrente per passare alle variabili:

Up o Ug oy veey Uy o Upgl g vors Upp, s Upyhiply vy Ug s

essendo questi integrali scelti a norma del n. 435.
Avremo allora {(n. 46):

Upag == log Ky + wpy (/== 1,.., 8},

Uprp ™ A)k+ij+rC (13:51 + 1, ...,TC) N

ove w;, w, son trasformate razionali di integrali di 3* specie
e di 2° specie del punto variabile su ¥’,. Dalle precedenti si

ricava:

W, 4 )
P, R = Upele — Wyl

(87) Ry= o
E poiche¢ log R;, R, sono i 8, +8, integrali invarianti del sot-
togruppo razionale di I', che muta in s& ogni M;, sicché le
equazioni:

Ri=c¢c;, Ry=cp,

per valori generici dei secondi membri son risolubili razional-
mente rispetto alle coordinate interne v, %, . .., %5 di un
punto di una data 5, cosi le (87) son risolubili razionalmente
rispetto ad ¥, %, . . ., Nz e 1 coefficienti delle funzioni razio-
nali dei secondi membri, cioé di e¥pi~¥pus, %pen = Wpn, Che
danno le espressioni di 1y, v, . . . , s, dipendon razionalmente
dal punto di V7,,.

Ne deriva che le coordinate del punto di V,, in quanto alla
loro volta dipendon razionalmente dal punto di ¥/, e dal punto
di S;, son funzioni razionali delle 7 precedentemente trovate,
ciod di ¢%+ e di v, ei coefficienti di queste funzioni razio-
nali, come funzioni razionali del punto di V’p, sono funzioni

abeliane di w, u,y, . . ., u,.
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Lo stesso avviene di ogni funzione razionale del punto
di V., la quale diviene una funzione razionale @ di e®r+i
ey o+ & coefficienti funzioni abeliane di o, %, . . ., #,.

Viceversa, ogni funzione razionale @ di e®+ 4, a coef-
ficienti funzioni abeliane di w, #,, . . ., %, in quanto g"»+!
Uyey » COME funzioni razionali del punto di V., hanno periodi
nulli su tutti i cicli lineari di V., si riproduce inalterata quando
il punto di ¥, descrive un ciclo lineare qualunque, epperd &
una funzione quasi abeliana del corpo, perché, come ora subito
vedremo, le variabili w;, w, che, in essa formalmente com-
paiono, si posson eliminare, esprimendole con opportune fun-
zioni meromorfe di uy, w,, . . ., %, sicche, in definitiva, essa
risulta funzione meromorfa di #;, #,, ..., % My A
2 p+8, periodi.

Ricordiamo all'uopo {n. 46) che w; ¢ un integrale di 32 spe-
cie di V, trasformato d'un integrale semplice di 3% specie,
diciamolo w,;, della V', mediante la trasformazione unirazio-
nale da V" a V;; e che w; ha per varieta logaritmiche pure
due varieth a $ -1 dimensioni a,-’, %1" (algebricamente equi-
valenti), le quali si trasformano nelle varieta logaritmiche pure
€/, 8/ di w;. D’altronde, in quanto w; si comporta in &/, &/
come log R;, i suoi periodi polari lungo &/, 8/ sono +2mi
e -27; e cosi accade di w; nei rapporti con &/, &/, Sicché
il fattore & di cui alla (%74), nel riguardi di @; & 1, ciod
eguaglia sopra ¥, un’espressione del tipo della (74) (n. s51}.
E la medesima espressione vale per w; sopra V., sol che le
#y, %y . . ., #, §'interpretino appunto su questa varietd, giac-
che w; ed u;, #,, . .., u, sono costanti sulle Ms corrispon-
denti ai punti di ¥,/

Quanto all’integrale di 2 specie w;, esso & trasformato uni-
razionale, da ¥,/ a Vy, di un integrale di 2* speciew, di V),
che ha periodi ciclici nulli ai cicli del 1° gruppo, perché gl'in-
tegrali #,,, sono normalizzati; epperd (m. 52, Oss.] esso
uguaglia un’espressione del tipo {84); ove naturalmente le

By, g o oo, Uy g'interpretino su V. anziche su Vp’.

v

pr ot

P I, = 353
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Si conclude cosi col teorema di struttura.

OSSERVAZIONE 1% — La varietdi quasi abeliana V,, in
quanto prodotto V7, x S5, pud rappresentarsi coll’equazione (86)
nello spazio lineare Sy, ove &, &, ..., Eppy M o ooy Ms

sl assumano a coordinate di punto. Cio una varieta quasi abe-
liana di dimensione n pud sempre vappresentarsi sopra un ci-
lindro abeliano avente per vertice wn Sy_, all'infinito, in uno
spazio lineare Sq 4.

Perd questa rappresentazione introduce pit varieth eccezio-
nali di quante non sieno strettamente necessarie in conseguenza
della peculiare natura del gruppo continue I'. Per es., nel caso
delle varietd quasi abeliane speciali, le eccezioni non elimina-
bili che sono cioé naturalmente connesse colla natura delle fun-
zioni considerate, son quelle che indicammo nel n. 36 quando
demmo la rappresentazione della ¥V, quasi abeliana di Jacosr
sul proprio prisma dei periodi. Insomma: la V. quasi abeliana
di Jacopr, riguardata (come si deve dal punto di vista della
teoria delle funzioni quasi abeliance speciali) quale varietd delle
7-ple di punti di una curva di genere p, non pud porsi in cor-
rispondenza birazionale sewza eccezione con un cilindro abe-
liano, ossia col prodotto Vp’ x 85, E dicendo cio facciamo natu-
ralmente astrazione dalle singolaritd che il cilindro possiede,
imaginandole gia risolute in un modello privo di punt mul-
tipli di ¥,/xSs. T due enti: varieth delle w-ple di punti di
una curva C di genere p, prodotto della varietd di Jacosr di C
per un S; (=%~ p) per quanto birazionalmente equivalenti,
non sono topologicamente equivalenti ¢ quindi non posson essere
posti in corrispondenza birazionale senza eccezioni. Ce ne ren-
deremo conto in un caso particolare nel n. 60.

OsSERVAZIONE 2. — Considerlamo le funzioni quasi abe-
liane speciali, costruite mediante una V. quasi abeliana di
JAcoBl, inerente ad una curva C di genere  colle coppie neutre
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A;, B;; Ay, A, Allora (n. 51) gl'integrali normali di 3* specie
w,,; (j=1,..., &) si esprimono colla formula:

Py — Byyyonny Uy — am-}

(88} Wy = log 59 (f==1,..,08) "

Uy — bij 3 erey Up — ["pj)

ove:
1 _'I‘:p 2_‘7 @)
P LR A A ot
8‘(uj,u29---su1:): Ze ‘ ’

-2

in cui le # son interi variabili da ~oo a +oo; ¢ le
Plus —ag, .,y — ap) =0, (g by, e Uy — bp) == 0

son le equazioni di €, &; (). Te ¥ (uy, 4y, . . ., %) SO0 indi-
pendenti dall’indice §, perche le &, ; appartengono, qua-
lunque sia §, allo stesso sistema continuo.

In verita il ragionamento del n. 51 non conduce senz’altro
all’espressione sopra scritta di %,,; Ma soifanto alla conclusione
che evows differisce dal rapporto delle due theta del 1° ordine
per un esponenziale del tipo €8 ove g & un conveniente poli-

{'} Considerato suila ¢ un gruppo di p punti di cui p—1 restino fissi,
il primo membro della (88) diviene un integrale abeliano normale di 3* specie
su € e si esprime cosi 'integrale stesso, considerato come funzione di une
degli cstremi d’integrazione, mediante funzioni {9, le guali pel tramite delle
Ny, Uz . .., ¥, riduconsi a funzioni di una variabile. Analoga espressione
risulta considerando quello integrale come funzione dell’altro estremo d'in-
tegrazione e, sottraendo a membro a membro le due espressioni, sc ne ri-
cava una formula data da Cikpscu-Gorpan [13, p. zor, formula (5)] per
gl'integrali normali di 3* specie sopra una curva. Veggasi pure (7, p. 114].
() T17, p. 160]. Siccome abbiamo assunto i periedi non nulli del primo
gruppo uguali a e, invece che a gi, nella relazione 47. 1 del loc. cit,
1
bisogna porre w, in luogo di 2 %, ¢ — . in lnoge di wm. La funzione J
2
. . .1 5 Was—¥s .
riproducesi moltiplicata per ¢2 quando il complesso delle % aumenta
del periodo {wr. tae » .+ - » W) € resta immutata quando il complesso delle
# aumenta di un periodo a componenti tutte nulle, salvo una uguale a 27,
(* [24, p. 316]. Ivi si considera il caso p=g2, ma l'asserzione ({ondata
sopra un teorema di Arvir-Humserr-Lerscrerz) ha valore generale.

P, 1, n. 53
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nomio di 1° grado del tipo (76) in #,, u,, . . ., u,. Vediamo
come la conclusione si perfezioni nel caso indicato.

A norma del n. 51, il secondo membro della (88), che ha i
periodi polari +2mi, - 27 lungo GJ-, @, resta immutato
quando (s, %y, ..., #,) s'incrementa di un periodo ciclico
del 1° gruppo degl'integrali s, #,, . .., u, e presenta il pe-
riodo ag - b, quando (#y, #, ..., #,) s’incrementa di un.
periodo ciclico del 2° gruppo (s=1, 2, ..., §).

Cio posto, si tenga conto della classica condizione perché un
punto A; della curva C di genere p appartenga ad un gruppo G
di p punti variabili su C () cloé perché il punto P di V', che
rappresenta G, dia lnogo, in ¥, x S;, ad un punto di €, Desi-
gnato con %, l'integrale abeliano di 1% specie di C, la cui som-
ma, in un gruppo variabile di $ punti di C, fornisce I'integrale
u, di V', e quindi I'integrale omonimo di Vs, la condizione cui
alludiamo ¢ espressa da

3'{&1 (P) — i (Aj) — Ry s 1.&?,(/3) — 22?,(/{,) - kra] ==0,

ove Ry, ko ..., kp son costanti assolute inerenti a ¢, indi-
pendenti cio¢ dal punto A; considerato. Questa ¢ dunque la
equazione di € epperd:

ay = #&(A) + 4, .
Similmente:
by =@, (B) + 7,
e quindi:
a; — by =&, (A) — Z(8) ,
il che significa (n. 4¢) che
(8g) Opags = Gy — by
{"} {23, p. 101]. Colgo Voccasione per indicare altri trattati moderni

suile funzioni theta e abeliane, oltre al gid citato di Cowworio, e ciod
(3]. [4]. [14), [37].
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ove w,, . & il periodo di #,,; al ciclo lineare considerato, Ne
deriva, che gl'interi # della relazione (76}, che definisce g, e
la costante v sono nel caso attuale nulli; sicché vale la (88).

Quanto agli integrali normali di 2* specie w,,,
(k=8;+1, ..., m), sl hanno le formule:

2

3

o] r
PIR agy (ul = ey very Uy — apic)
a1

(90) Upyf ==

?

8'(”& T iy ey Uy — apf.“.)

ove le & (uy, ..., up) son indipendenti dall’indice %, perché
le varietd polari €, appartengono allo stesso sistema continuo,
che & quello contenente le €, 2, (1). -

Pertanto nel caso delle funzioni quasi abeliane speciali in
luogo delle funzioni intermediarie, che compaiono nel teorema
di struttura, si posson asswmere funzioni theta del 1° ordine.

Se fra gl'integrali invarianti per I' mancano integrali di
2* specie, le funzioni quasi abeliane speciali corrispondenti
risultano funzioni razionali delle eve+1, . .., e%= a coefficienti
funzioni razionali delle §; e siccome le § si posson alla or volta
esprimere con quozienti di funzioni theta del 1° ordine, in defi-
nitiva le funzioni quasi abeliane speciali ineventi ad un gruppo
continuo fra i cut integrali invarianti non se me trovino di
2% specte, som razionali tn e+ , .. ., &= a cocfficienti pro-
dotti di & del 1° ordine, cioé funzioni ® (di ordine superiore).

Si ha cosi l'estensione a $ ¢ & qualunque delle funzioni semi-
razionali di CoUsIN (corrispondenti al primo caso particolare
p=8=8 =1 di funzioni a tre periodi). L’'eminente analista
francese, nella seconda parte della sua Memoria citata del 1gro
(pagg. 169 a 219), dimostra in sostanza la prima parte del
teorema di struttura per le funzioni di due variabili », v tri-
plamente periodiche relative alla tabella (64) del nostro n. so,

) (") Dalla (go) si pud trarre come caso particolare [analogamente a quanto
indicammo per gl'integrali di 3° specie, nei riguardi della (88)], un’espres-
sione conosciuta per gl'integrali di 2* specie d’una curva [7, p. 114].

P, I, n 53
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le quali soddisfacciano alle condizioni 1), 2), 3) dell’Oss. finale
del n. 50 e inoltre alla condizione 4) di esser algebricamente
legate alle lovo devivate pavziali prime (pag. 178 della citata
Memoria). Le condizioni 1), 2), 3), 4) sono abbracciate dalla
condizione fondamentale che le funzioni di cui trattasi ammet-
tano un teorema d'addizione (e ve ne siano dunque due fun-
zionalmente indipendenti). & invero agevole dimostrare che le
funzioni semirazionali di CousiN ammettono un teorema d’ad-
dizione, cosicché esse coincidono colle nostre per p=0=8 =1,
Il teorema di Cousin (pag. 219) afferma che le funzioni di
cui parliamo son razionali in e, a coefficienti serie @ di u: e
questo teorema coincide appunto colla prima parte del nostro
teorema di struttura nel caso particolare p=8=38, =1.

54. 1 TEOREMI D’ESISTENZA. COSTRUZIONE EFFETTIVA DI
TUTTI I CORPI DI FUNZIONT QUASI ABELIANE, — Le ampie co-
noscenz¢ acquisite sull’oggetto del nostro studio e il teorema di
struttura, che ne sintetizza una parte notevole, consentono
ormali di affrontare le questioni di esistenza e d’indicare i modi
per costruire effettivamente i corpi di funzioni quasi abeliane.

Dimostriamo anzitutio il

I TEOREMA D'ESISTENZA, — Sig V' una varietd di PICARD.
Scelganst comungue su V)" &, integrali semplici di 3* specic
lincarmente indipendenti a varieta logaritmiche pure e sempli-
cemente legate e 8, integrali semplici di 2* specie linearmente
indipendenti (1). Con una sostituzione lineare non degenere ope-
rata entro il sistema lineave dei we=p+3,+ 8, integrali semplici,
linearmente indipendenti, formato dai p integrali di 12 specie
di V' e dai ©=8,+8, integrali di 3* ¢ di 2% specie scelli, ¢
possibile vidurre la matrice dei periodi di quei w integrali al
tipo mormale (40). Esiste allova un corpo K & funzioni quasi

{!} Dicendo che pin integrali di 2* (0 di 3%) specie sono Hrearmente indi-
pendenti s'intende che una loro combinazione lineare a coefficienti costanti
non tutti nulli non & mai di specie inferiore,
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abeliane di w variabili, i cui 2 p+ 8, periodi hanno per compo-
nenti gli elementi delle verticali della matrice (40).

Assunti su ¥, 2p cicli normali, con una conveniente sosti-
tuzione lineare non degenere entro il sistema lineare coP~! dei
p integrali semplici di 1 specie di V' questi si normalizzano
rispetto a quei cicli; sieno #,, u,, . . ., #, gl'integrali norma-
lizzati ed |4 Q| la matrice (di Riemany) dei loro periodi nor-
mali.

Con una seconda sostituzione lineare non degenere entro il
sistema lineare oo™ ! dei = integrali di cui nell’enunciato, la
quale opera identicamente su u, %, . . ., u,, si riducono gl
integrali scelti di 2* e di 3? specie ad aver pexiodi nulli ai cicli
normali del 1% gruppo.

Siccome infine ogni integrale di 32 specie & per ipotesi a va-
rietd logaritmiche pure e semplicemente legate, si pud, col
processo indicato alla fine del n. 45, il quale consiste sempre
in una sostituzione lineare non degenere, operante stavolta sol-
tanto nel sistema lineare degl’integrali di 3" specie, ridurre que-

sti a 8 integrali w,,,, . . ., w,,, aventila tabella di periodi
0 Q, B

Allora Ja matrice complessiva dei periodi normali degl’in-
tegrali o, up, .. ., w, W, ..., W, ¢ degl'integrali di

2% specie @, ¢, .., w,.; & la tabella normale (4o).

Cid premesso, introdotte & nuove variabili

Upsls geey Upady s ILP+5‘+1 poaney Ug

-

consideriamo il corpo delle funzioni ognuna delle quali, @,
definita dalle condizioni:
a) © & razionale negli argomenti

Upg 4105 44 Uy 5=, ]
(9rje™ Py @ TS Upsbial — Wigd 4l s vevs Upas =~ Wpys 3

e i coefficienti son funzioni abeliane di Uy, Uy, . . ., U, Spet-
tanti alla matrice |4 Qf .

18 PO, w54
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B) Al posto delle w,,q, .. o, Wy Woh ..., W
s’intendono sostituite, negli argomenti di @, le espressioni degli
integrali omonimi, considerati come funzioni di %, #,, ..., u,.
Lspressioni che sono esponenziali-logaritmiche nei riguardi degli
integrali di 3* specie (n. 5I) e funzioni meromorfe (al finito)
nei riguardi degl’infegrali di 2* specie (n: 52} (1).

Vediamo Veffetto sulla funzione © (u,, ug, ..., t:) cle
cosi risulta da @, dell’applicazione al punto (u#;, #,, . . ., %)
di un vettore-periodo della (40).

Sia, in modo generico (0, 0,,,...,8z,), (s=1, 2,..., 2p+8))
il vettore-periodo le cui componenti son gli elementi della co-
lomma s-esima della matrice (40}. Sul complesso delle variabili
Wy, Uy oo o, Up Wyygs ..., Wn (le w considerandosi come
funzioni di u,, uy, - - .,%,) quel vettore-periodo di (uy, uy, ..., %s)
agisce aumentando il complesso di un proprio vettore-periodo.
Pertanto il valore di clascun coefficiente di ®, che & una fun-

zione abeliana di #;, u, ..., #,, ammettente il periodo

(815 O35 ..., Op,), mon s’altera; né s’altera la differenza
Upyt— Woun (B=1, 2, ..., &}, perché ognuno dei due termini
della differenza aumenta di 8,,, . Onde anche le funzioni
iy (=1, ..., 8), U,y-w,; (=%+1,..., 9
ammettono il periodo (0, O, . . ., 0,).

In conclusione: ® ammette clascuno dei periodi della (40).
Essa ¢ poi una funzione quasi abeliana di #,, #,, . . . , %=, per-

ché & meromorfa (al finito), essendo razionale in certe funziom
abeliane di %, #, ..., #, che son meromorfe, ed in certi
esponenziali, che son trascendenti intere. Il teorema T & cosi
dimaostrato.

OsservAZIONE 12, — Nel caso delle funzioni quasi abeliane
speciali la V¥, & la varietd di Jacorr di una curva C di genere
e glintegrali di 3% e di 22 specie si posson addirittura assumere

("} La conclusione che gui si applica non richiede tutti ghi sviluppi dei
nn. §I, 52, ma solfanto la constatazione del fatto che ¢¥ o @ (a seconda
che w & un integrale di 3* o di 2° specie) sono funzioni uniformi meromorfe
(al finito) di #,, #,, . .., %,
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ad arbitrio su C, sotto la condizione che le singolaritd logaritmi-
che degl'integrali di 3° specie sieno pure, perché ogni integrale
semplice di V" proviene da un integrale abeliano di C. La
scelta degl’integrali neutri nel campo y, finisce cosi coll’essere
un aspetto particolare del concetto generale di questo n.

OSSERVAZIONE 2%, — Come funzioni fondamentali del covpo
K (per comporre vazionalmente con esse ogni altra funzione
di K) si possono assumere p+1 funzioni abeliane a p a p indi-
pendenti velative alla tabella |A Qf e le funzioni (91}, ciod
complessivamente © -+ 1 funzioni, le quali sono a = a 7 indipen-
denti, perché per ipotesi le prime p+1 sono a p a $ indipen-
denti e ognuna delle altre contiene una variabile, che non figura
in nessuna delle restanti. Invero, colle p-+1 funzioni abeliane
scelte si pud razionalmente comporre ogni altra funzione abe-
liana, cioé ogni coefficiente di una @; e, dopo cid, la @ si com-
pone razionalmente coi suoi coefficienti e colle funzioni (gr).

OsservazioNe 32, — II T teorema d’esistenza & stato con-
seguito considerando le funzioni quasi abeliane sotto 1’aspetto
a), senza porle in relazione colle definizioni b), ¢) (n. 37). La
dimostrazione non presuppone invero, di tutto quanto precede,
che i teoremi seguenti: '

1) Se & integrali semplici di 3* specie di una ¥, di Pr-
CARD, linearmente indipendenti, hanno ciascuno variethd loga-
ritmiche pure, semplicemente legate, i loro periodi polari si
possono ridwrre a &; distinti. Per questa conclusione bastano
gli sviluppi dei nn. 44, 45.

2) Se w ¢ un integrale semplice di 3* specie di ¥/, e¥ &
funzione uniforme degl'integrali di 1* specie #,, t,, . . ., ",
di V,'; e sew & di 2* specie, la conclusione vale addirittura
per Uintegrale stesso (nn. 51, 52). Acquisite le 1), 2), il ragio-
namento non richiede neppure la normalizzazione dei periodi
dei considerati integrali.

Nessuna traccia dungue nella dimostrazione né nell’ ipotesi L
ne del teorema di strutiura. Perd 'uno e V'altra intervengono,
in connessione col corollario che ora stabiliremo ,quando si
voglia concludere che le funzioni alle quali riferiscesi il I teo-

P, n, 54
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rema d’esistenza non costituiscono soltanto un elegante esempio
d’un tipo di funzioni quasi abeliane, ma (sotto l'ipotesi L) le
comprendono tutte.

Il corollario a cui alludiamo & il seguente:

Un corpo K costruito a norma del primo teorema d’esi-
stenza, pud oftenersi pure coll’associare la Vi gquasi abeligna
prodotto della V) di PICARD considerata e di uno spazio lineare
Ss, ad uno degh infiniti gruppi continui abeliani ' che mutano
in 5¢ V.

Cosi le funzioni quasi abeliane del primo teorema d’esistenza
soddisfano non soltanto alla &}, ma anche alle definizioni &), ¢).

Assumansi invero in K, a norma dell’Oss, 2*, le $-+1 fun-
zioni abeliane (appartenenti alla matrice |4 Q|) che esprimono
le p+1 coordinate del punto generico (Ey, &, ..., £,4y) di
¥/, supposta immersa in S, e di equazione (86):

(92) E =08 (us, ups ey u’p) s Ga=C(m,t, ., u‘;u) LR
s 'Ep+1: Ej)-l-l (u'l s U2y ey u’p) .

Aggiungiamo a queste le funzioni (g1):
L, ). P
(93) 7 == FrriTioed Ny, == € by Tprb;

MN8,4E == Bpad 41 == Wpid4is very Mg 75 Ug — Wg

Nelto spazio Sziq (€ - -0 Eppr Me - - -0 M) le {92), (93)
costituiscono la rappresentazione parvamelrica del cilindro abe-
liano (86), che apparisce come varietd guasi abeliana di vango 1,
modello proiettivo della Vi quasi abeliana inevente a K (n. 53,
Oss. 17).

Questo cilindro ha gli spazi generatori S;, uscenti dai
punti della V, di Prcarp (86) (situata mnello spazio
N=Tp=. . .="%;=0), e paralleli agli assi 7y, %, . . ., Y-

Resta cosi associata a K la varieta V. (86) e © & una
funzione razionale del punto di questa, sicché & soddisfatta la
definizione ¢). Dalle (g3) si trae poi:

Upyl == Wpir + 1og 7t s vers Upys, = Wpes, 1+ 108 5y »
Upsbyed == Wpibyat - Nhppts v s Uy = W+ 75+
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Ora w,,1, ..., w,., , interpretati sopra ¥, mediante la tra-
sformazione unirazionale da Vp’ a V., forniscono su V, &, inte-
grali semplici indipendenti di 32 specie a varieta logaritmiche
pure e semplicemente legate (composte cogli S;) e costanti su-
gli Sp; similmente w,; .\ , ..., w, forniscono su V. 3, inte-
grali semplici indipendenti di 2° specie costanti sugli S;; e
log 7y, ..., log Nsp g4 - - - 5 M son rispettivamente in-
tegrali di 3 e di 2® specie su V. In CONSEGUENZA Uy, g, ..o, Uyyy
son in definitiva su ¥, integrali semplici di 3* specie (a variety
logaritmiche pure semplicemente legate) ¢ u, Eb L e v s Hn
Integrali semplici di 27 specie.

Infine le equazioni w,=cost. (h=1,..., ©) son soddisfatte,
come mostrano le (92), (93), da un sol punto di V. e le tra-
sformazioni

uy =y, + ay, (ap costanti, k=1, ..., ®)

sono algebriche (epperd birazionali), perché le prime $ agiscono
algebricamente fra gli S; generatori e le ultime & si riducono
sopra un S; alle equazioni lineari:

Ny =N+ b (b, cost.),

che definiscono un gruppo abeliano oo® di traslazioni. & dun-
que soddisfatta anche la definizione 8) e il corollario & dimo-
strato,

II TEGREMA DI ESISTENZA. Sulla V. quasi abeliana, pro-
dotto della V,' @i PICARD per un S, lineave, esistono infiniti
gruppi continui abeliani T, che associati a V., dinno luogo al
medesimo corpo K di funzioni quast abeliane, costruito a norma
del primo teovema di esistenza, od essi dipendono dalla scelta
di una arbitraria trasformazione cremoniana in uno spazio li-
neave Sy,

Inun S (0, 7, ..., 1) scegliamo ad arbitrio una qua-
Iimque trasformaziéne cremoniana (n. 48):

(94) Ry=m; (j=1,...,8), Ry=w/ (=8+1,...,28)

PI, n 5q
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ove le R son funzioni razionali invertibili delle 7; e conside-
riamo la Va=V, x5, essendo V' la varieta di PICARD an-
nessa alla tabella {4 €.

Le variets zero e infinito di R, son rappresentate su Va
da due varieta €;, ; composte da o0f~1 varieta N, (ove N,
sieno i prodotti dei punti di S; per V) e linearmente equivalenti.
1l loro fascio costituisce l'insieme delle varieta di livello della
funzione R; che puo addirittura interpretarsi come funzione
razionale del punto di V., ove si prenda come modello di V-
il citindro abeliano {86). Similmente dicasi della R, di cui indi-
cheremo con €, la varieta polare.

Interpretati gl'integrali w di V), come integralt di V. e
posto

up-lvj__"log Ri+ Wy jr up+l=Rl‘+wp-{-.’ ’

I'integrale di 3* specie #,,; di V- ha per varieth logaritmiche
pure, semplicemente legate, &+ €/, &5+ 85/ coi periodi po-
lari +27i, - 2%, ove &) 8/ son le varieta composte colle M,
che corrispondono su V. alle varieta logaritmiche d;,-’, 53; di
w,,; su V,’. E similmente I'integrale di 2® specie #,,, ha come
varietd polare €,;+ €1/, colla varieta d’indeterminazione somma
della varicty base del fascio R;=cost., della varieta di indeter-
minazione di w,.; e della varieta (€, €/) (contata 2 volte).
D’altronde le equazioni #,=cost. (A=1, 2, ..., ) son
soddisfatte su V. da un sol punto. Invero, le prime p di queste
equazioni definiscono una M e le altre si riducono ad

Ie;=cost., R,;=cost.,

e quando le costanti sieno generiche, a causa dell'invertibilita
delle (g4), son soddisfatte da una sola NV, che sega in un punto
la precedente M,: & I'unico punto soddisfacente alle u;,=cost.

Le trasformazioni s, =, +cost. (=1, ..., ) son percio
(generalmente) biunivoche su V- e sono algebriche, ciog birazio-
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nali, perché tali sono le trasformazioni ch’esse definiscono sepa-
ratamente, fra le M;, le prime p di esse, e fra le N, le ul-
time 8. Si ottiene cosi il gruppo T' da associarsi a V..

Il corpo K costruito a norma del primo teorema d’esistenza
coincide con quello delle funzioni quasi abeliane inerenti alla

coppia V., I'; che ¢ quanto volevasi provare.

OsseErvAZIONE. Non & detto che i gruppi continui T' asso-
ciati a ¥ per ottenere X, a norma dei teoremi precedenti, sod-
disfacciano all’ipotesi L.

IH Teorema D'ESISTENZA. Condizione necessaria e suffi-
ciente perche esista un corpo K di funzioni quasi abeliane di
Uy, YUy, o .., U, ©Cul tnberi caratteristici p, Oy, 8, sieno arbi-
traviamente prescelti ed i cui periodi formino la matrice (40),
¢ che la matrice parziale |A Q| sia abeliana. Le allve matrici
parziali &, Q, della (40) POSSON ESSERE SCELTE ASSOLUTA-
MENTE AD ARBITRIO.

I1 terzo teorema d’esistenza dal punto di vista costruttivo
analitico ¢ il pill significativo, perché risolve senz’altro anche
la questione delle relazioni qualitative e quantitative fra i pe-
riodi; e nel modo piti inaspettato. Ma & questo il teorema pel
quale occorre il maggior numero di premesse, che, appunto a
questo scopo, sono state preparate nella presente Memoria.

La necessita che {4 €} sia abeliana, perché possa esistere K,
& conseguenza ovvia del fatto che il corpo K & relativo ad una
varietd V;, la quale possiede p<Ix integrali di 12 specie, le cui
varietd di livello costante M, sono algebriche [85, n. 6,
teor. 1V], sicché le prime p righe della tabella (40) costitui-
scono la matrice di Riemann della ¥, di Prcarp rappresen-
tante 'involuzione delle #,.

Passiamo alla sufficienza. St deve dimostrare che esiste un
corpo K le cui tabelle €, €, son arbitrarie, sotto la COIldl/lOIle
che [A @] sia abeliana.

Proveremo all’ uopo che, considerata la ¥, =V, x5,
(6=5,+8,), esistono su questa w 1ntegra11 semplici 1nd1pendent1
ty, Uy, o . ., #a, del quali i primi $ di 1% specie, ghi ulteriori §,

P, 0, 5q
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di 3° specie, a varietd logaritmiche pure e semplicemente legate,
e gli ultimi &, di 2* specie, i cul periodi (normali) formano la
tabella (40); essendo le Q,, Q, arbitrarie. Da ci6 la conclu-
sione, a norma del primo teorema d’esistenza.

La tabella [4 ] & intanto costituita dai periodi di $ inte-
grali semplici normali di 1* specie u,, u,, . .., %, sopra V),
ai cicli normali 0y,..., ¢y, {ove o, e Oy, per k=1, 2,..., p
son agsociati). Poiché non c'¢ possibile ambiguith, continue-

remo ad usare le lettere #,, #,, . . ., u, per gl'integrali di Vs
trasformati dagli omonimi di ¥, colla sostituzione razionale di
¥V, a Vs e le lettere oy, 0,5, .. ., 0y, pel cicli linearl normali

di V., che posson supporsi situati sulla varietd prodotto di ¥/
per un punto fissato in S;.

Cid posto, cominceremo a costruire su V. &, integrali di
2% gpecie, i cui periodi ciclici formino la tabella |0 QI Al-
'uope ci proenreremo &, integrali linearmente indipendenti
Wpgi + + + 0 Wn di 2* specie di V), relativi alla tabella
|0 Q,|, sapendosi ormai (ved. le dimostrazioni dei teoremi
d’esistenza 1 e II) come si passi dai w agl'integrali corrispon-
denti # di 2* specie di V..

Scelta ad arbitrio &,, ne sia g {(<p} la caratteristica. Fis-
sata, come nel n. 52, una varietd algebrica qualunque €, a
p -1 dimensiont, sulla ¥, {che supponiamo priva di varieth
eccezionali) gl'integrali semplici di 2* specie di V', linearmente
indipendenti fra loro, dagl’integrali di 1? specie e dalle funzioni
razionali, ciod essemszialmente trascendenti, si riducono tutti, a
meno di una funzione razionale e di un integrale di 1* specie
addittivi, agh oo?—! espressi dalla formula (84), ove le ¢ sono
costanti arbitrarie. Se p>>0 (cio® se non tutti gli elementi di 9,
son nulli), prendiamo p orizzontali linearmente indipendenti
di Q,: sieno p. es. le prime p:

Bpabrh,l 2 WOpsd,+i,2 2 oo s Dpidth,p (/5 == 15 weny P) .

Posto:

Wi 8,40,k

i, (h=1,.,p0; b=, 2..,p0).

Chh”:_‘:
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ove [ ¢ un intero dipendente soltanto da @ e 4, V'ultimo divisore
della matrice abeliana |4 Q!, a norma delle (85), gl'integrali
di 2* specie di V"

»
I oane ay (U1 a1y s Uy — @)
(95) Wpasyen == 2

Ot == @y ey Uy @)

posseggono come periodi ai cicli normali del 2° groppo quelli
delle orizzontali considerate di 2, e periodi nulli ai cicli normali
del z° gruppo, ove ¢ ¢ una funzione intermediaria (in partico-
lare una @,,) che si annulla del 1° ordine lungo €. Cosi ab-
biamo ottenuto ¢ dei &, costruendi integrali w di 22 specie e
precisamente quelli da associarsi alle prime g orizzontali
della Q,.

Prendiamo ora una qualunque delle &, - p righe restanti di
,; sia in modo generico:

(96)  Opesiard s Wpibyin2s oo s Wpisierp (r=p+1,.,8.) .

Essendo ¢ la caratteristica di Q,, questa riga & linearmente di-
pendente dalle prime; esistono cio& p costanti Xy, %y, . . ., Xy,
tali che:

Wy 84, fe Aty Wbyl e+ e I XQ’!' e Bpap, 0

o

(=1, p; 7=+ 1., )

e le costanti sono tutte nulle quando ¢ nulla 1a (g6).
Se la (g6) non ¢ nulla e quindi non son nulle tutte le 2,
posto

_ Waubank

=,

(re=p+1,.0,0; F=1,..,p)

con queste ¢ si costruisce un integrale @ys. [fornito dalla
formula (g5) collo scambio di % in #7, il quale & essenzialmente

P I, w54
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trascendente, ma linearmente legato ai g costruiti. Precisamente
risulta

W opaher = Ay Wb, +1 -+ o -+ )‘91‘ s, g

Si assumerd allora invece di questo, come integrale w,, ...
I'integrale:

Wipsder T Wpadpr + Fprder s

ove H, , .. ¢&un’arbitraria funzione razionale del punto di v,
Se invece l'orizzontale (96) & nulla si prenderd addirittura:

Wysbyer = Fid boar

I’arbitrarieta nella scelta delle funzioni razionali H,, ; ;.
(r=p+1,...,8) assicura che glintegrali di 2* specie
Wy (F=P+T, ..., 38,), sono lincarmente indipendenti fra
loro e dai p prima costruiti. D’altronde lintegrale w, . .,
ha nulli i periodi ciclici del 1° gruppo ed uguali agli elementi
della r-esima riga di €, quelli del 2° gruppo.

In conclusione si sono ottenuti &, integrali di 2* specie
Wpop4n (B=1I,...,06,) 1 cui periodi ai cicli del 1% gruppo
son nulli e quelli ai cicli del 2° gruppo formano la matrice Q,.
E il risultato vale anche se p=0, cio2 se la matrice Q, & nulla,
perché allora i predetti integrali w,, 4 ,, si riducono a 8, fun-
zioni razionali del punto di V,’, scelte genericamente.

Passiamo alla matrice Q, e agl’integrali di 3* specie. Qui il
ragionamento diviene particolarmente delicato per la indeter-
minazione che gl'interi m, » lasciano nell’espressione (77) dei
periodi, ai cicli del 2° gruppo, di un integrale semplice di 32
specie di V" avente due varietd logaritmiche pure (algebrica-
mente equivalenti) €, 2. Ma le considerazioni dell’Oss. 2?* del
n. 49, relative alle funzioni quasi abeliane speciali ¢ la loro
itlustrazione nel caso delle funzioni quasi iperellittiche (n. 50),
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nonché le considerazioni gid esposte (nel n. 51) illuminano la
via che dobbiamo percorrere in generale.

Per aver da fare con integrali di 3 specie con periodi ciclici
della forma

(97) Ak m‘ldp (a'h - bh) ’

eliminando dunque gl'interi m, #, che figurano nella (74), oc-
corre passare ad integrali del tipo log @, considerato nel n., 5I.
Dicemmo allora che anche gl'integrali di 3* specie di questo
tipo posson considerarsi normali {e noi proprio di integrali
normali abbiamo bisogno per poter far capo alla matrice
|0 ©,], ma rispetto ad un sistema di cicli diverso da quello di
partenza. E il momento di stabilire quest’asserzione.

Dicansi &;, &, ..., &y 1 cicli (nulli) che danno i periodi
polari dei costruendi integrali di 3* specie, mediante i quali si
forma la matrice parziale B della (40), che ha nulli tutti gli
elementi, salvo quelli della diagonale principale, uguali a 271,
E sia

(98) Wptd b s Wpig 2 very Wpifp (]' =2 T, 2, e, as)

la j-esima orizzontale della matrice @;; orizzontale alla quale
va associato il ciclo g, lungo cui il costruendo integrale @, ;
deve dare il periodo 2wi. Ad § supponiamo assegnato un valore
fisso, che perd continueremo a chiamare j, per semplicita di
notazione,

Se la riga (g8) & nulla si assumerd un’arbitraria funzione
razionale K, ., avente le varietyi zero e polare €&, &, ¢ si
porra

Wy =108 Ky -
Come ciclo &; si prenderd un ciclo nullo circondante un punto
generico di €. E cosl si saranno soddisfatte le condiziont in
ordine all’orizzontale fissata.

P.IH, »n 5q
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Se la riga (98) non ¢ nulla, si scelgano due gruppi di nu-
meri a4y, by, (il gruppo by, si pud p. es. assumere tutto di zeri),
tali che

[OF ',] . ™
(99} ayg = bpg == A (h=1,..,p; j=1, AR
Id,
e si ponga;
. (u1 T gy ey Ly apj)
Gp== :
G ur — iy ey Uy — bpj}

ove ¢ & una generica funzione intermediaria su V., (p. es.
una @), il numeratore e il denominatore di @; annullandosi
semplicemente sulle varietd algebricamente equivalenti distinte
&;, 2. Si assuma inoltre come ciclo ¢; un ciclo nulle circon-
dante un punto generico di €. Si pud allora costruire (nel
modo indicato nel n. 44) un integrale semplice di 32 specie
w,,; di V‘,,’, avente le varietd logaritmiche pure O',I., @3}, coi
periodi polari +27mi, -2%i e coi periodi nulli ai cicli del
I° gruppo, tale che, designato con ®,,;, il periodo di Wy Al
ciclo gy, risulfa, in virth delle (77), (go):

— & .
(IOO) Wapd e == Wpaion El gy divg + 2 Mpg T2 ( (k =I,..,5)

ove gli s, » son interi dipendenti dalla ¢ prescelta e dalla co-
struzione di Wy e
Sugl’'integrali

Loy 5 Uy vees Uy s Whai s Wppdyal 3 vy Wpas

(') Non & escluso che le @, #; possano essere linearmente equivalenti e
quindi che log (; possa ridursi, a meno di un integrale di 1* specie, al
logaritmo d'una {unzione raziomale; cid accade quando &,,;, risulta nullo
fved. la formula (8o} del n. s1]. )
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finora costruiti, si esegua la sostituzione lineare non degenere;:
r . [
(to1)  w = wp (A =1, .. )y Wik = Wpisak (A =1,..,8,),

4 —_
Wy == Wpyy — m i, L, .

$

Lyars

Con cio, a norma della {79}, risulta:
W yay=log Q; ;

ma il nuovo integrale di 3 specie »’,,; ha sul ciclo ¢,
(=1, ..., p) il periodo che vi possiede - Xm; d, u, ciod
- 27 my,;, sicche, sostituendo a o, il ciclo ), +my,; £, I'inte-
grale w’,,; ha periodo nullo nel nuove ciclo. Sul ciclo o,
associato a 0y, Uintegrale w’,,; ha il periodo:

P
Wpggh — 2'1 msjds Oy =2 Opyg g+ 2T 2Ry ;
o=

. = 1 - s
onde sostituendo a @, il ciclo 6, 4, - n; ¢;, Vintegrale w»’,
ha it periodo w,, ., al nuovo ciclo.
Ora la sostituzione lincare a coefficienti interi

i '
(102)  Gyeo 0y, 785 Oy © Onyp — 2558, (A== 1, n, p)y &) o8y,

essendo  unimedulare, muta il sistema di cicli normali

Oy, O3 -+« Oy, in un sistema o, @, . . ., 0,7 di cicli nor-
. ’ . . 2

mali, ove ¢, & associato a ;" come ¢,,, a o%.
Glintegrali u,, #,, . . ., Upy Wpop, +1s - - - » Wr continuano

ad esser normali anche rispetto ai cicli ¢* (e questo & essenziale),
perché essi hanno valori nulli su ;.

La conclusione & che, date due variethd algebricamente equi-
valenti €, &, su V', ¢ possibile costruire un tal integrale sem-
plice di 3* specie =, ; colle varieth logaritmiche pure € &,
e 1 periodi polari relativi 2wi, - 2w, avente inoltre periodi
nulli ai cicli normali del 1° gruppo, che, mediante una sostitu-
zione lineare non degenere (101) sulle %, w finora considerate

P I n 54
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e una sostituzione, lineare unimodulare a coefficienti interi (102)
sui cicli o, si passi ad un integrale semplice di 3" specie
w',,;=log (; godente di tutte le proprieta indicate per w,,;,
col solo scambio dei cicli ¢ coi nuovi cicli ¢’. I’integrale log Q;
ha sui cicli ¢ del 2° gruppe i periodi che avevamo prefissato,
assumendoli uguali alla riga j-esima di £,. Inoltre gl'integrali
restanti #, w, non toccati dalla sostituzione, confinuano ad
esser normali rispetto ai o', Il nuovo integrale w’,, ; si chiamera
nel seguito w,,; e i nuovi cicli 0’ si chiameranno o.

Dopo aver soddisfatto alle volute condizioni nei riguardi
di una riga di Q,, per un dato valore j; di 4, si passi ad un
altro valore 4, di j. E si ripeta il procedimento: cio& se la riga
jp-esima & nulla, si assumerd w,, , .. uguale al logaritmo di
una funzione razionale. Perd, onde esser sicuri che I'integrale
di 3* specie che si costruisce ¢ linearmente indipendente dal
precedente, si assumeranno le varietd logaritmiche de! nuovo
completamente distinte da quelle del precedente, cosicche il
nuovo ciclo ¢, che s’introduce in relazione alla varieta loga-
ritmica dove il costruendo integrale ha il periodo 2w, & irridu-
cibile al ciclo €, prima costraito, entro la varieta V', da cui
sleno esclusi i pun‘u delle varietd logaritmiche.

Se invece la riga j-esima non & nulla, si costruisca un
integrale di 3* specie w,,; colle due varietd logaritmiche
@, &, distinte dalle &, E”’J, il cui periodo ®,,;, sia legato
agh elementl della or177onta1e j-esima dalle relazioni (100),
nelle quali si ponga j=4,. S'intende che le €, @, son varietd
logaritmiche pure per w,,; che quest’integrale ha periodi nulli
al cicli ¢ del 1% gruppo e che ha periodi 2wi, -2mi lungo
2 3'3] ; infine che ¢; & un ciclo nullo circondante il punto
generico di @, . Dopo cid si esegua la sostituzione seguente
sugl'integrali: '

w, =y (A==1, ey Py Wpebak 7 Wpadyake (=1, 8,)
(x03)
3

r . ’ - X :
W pij, = Wpag, (: lng le )7 Wgpiy = Wpggy = }-'] #gj, gty »
S:
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e la sostituzione seguente sui cich:

(104'} O"hj, = Opj, - Mo, €y s UP?H'J?J'_’ O Oty ™ Mgy B (it =I5 e, /)) .

'
€4,

g, €5 T=Eg .

Cosl si passa ad un nuovo sistema di cicli normali ¢/, rispetto
al quale continuano ad esser normali non soltanto gl'infegrali
di 1 e di 2* specie #, w, ma anche Vintegrale di 32 specie
prima costruito w, . . perché quest’integrale ha periodo nullo
lungo il ciclo nullo &;, che non & concatenato colle varietd
logaritmiche di w,,; .

Si pud in tal modo proseguire passando ad una terza oriz-
zontale di Q. Tutte le argomentazioni sono gid dette. Basta
soltanto aver cura che per ogni integrale di 3* specie che s'in-
troduce in relazione ad un’orizzontale di &,, le nuove varietd
logaritmiche sieno distinte dalle precedenti. Con cid si often-
gono 9 cicli nulli &, ¢ ..., ¢, tali che ognuno si puo
ridurre per continuita ad un punto senza traversare le varietd
logaritmiche relative agli altri cicli, cosi che 1 periodi ai nuovi
cicli &, degl'integrali costruiti, formano la matrice B, che si
voleva, e i & integrali di 3* specie costruiti risultano linear-
mente indipendenti fra loro (perché Bz%o), dagh integrali di
2* specie w (perché hanno varietd logaritmiche pure) e dagli
integrali di 1° specie » (perché hanno periodi nulli ai cicli nor-
mali del 1° gruppo).

Il terzo teorema d’esistenza & in tal modo dimostrato.

OsSERVAZIONE 1%, — Percorrendo a ritroso le sostituzioni
operate sugl'infegrali e sui cicli si vede che alla tabella Q,, si
pud sostituire una tabella ¢ cui elementi © sieno dati dalla (100),
con wm, n interi arbitrarvi, senza che wuti i corpo K di fun-
ziowi quast abeliane definito dalla matrice (40).

OSSERVAZIONE 2*. — Le varietd logaritmiche €, 8, occor-
renti per costruire l'integrale w,,; (j=1, ..., &), non sono
individuate dagli elementi della riga j-esima di ©,, perché re-
stano arbitrarie le costanti a;;, b); [sottoposte soltanto alle con-

PIH, 0 sq
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dizioni (99}] e la scelta della funzione intermediaria ¢. La
&;, p. es., pud essere scelta ad arbitrio; dopo cio & individuato
il sistema continuo completo }83;{ a cui deve appartenere &,
ed & determinata a meno di un esponenziale di 2° grado una
@ (uy, 4y .. ., u,) che si annulli del 1° ordine sopra ;, sic-
ché I'equazione di &, diviene:

CP ('Ml“‘all;, « e ey Mp—'apj)ﬂo 2

essendo cosi nulle tutte le b, epperd determinate le a;; & quindi
le &, attraverso le (99).

OssSERVAZIONE 3%, — In base all’Osservazione I* si pud
imaginare che ogni vettore (W, 5, Wyia « <5 W)y le
cui componenti costituiscono la orizzontale j-esima di €y, in
quanto applicato all’origine O (u = #,= ... = u, = 0)
nello spazio S,, rappresentativo delle variabili complesse
Wys Uy oo ., Uy, sia ricondofto, con sostituzioni lineari sulle
variabili e sui periodi, le quali non mutano il corpo K, ad avere
Iestremo N; sul parallelepipedo P, dei periodi (anzi sulla re-
gione R di P, che rappresenta la riemanniana di V). Cioé:

Tutti i possibili corpi K relativi alla (40) si otfengono anche
limitando la vaviabilita degh eclementi della matrice &y, in
guisa che ogni wvetlove rappresentante un’ovizzontale di (X,
applicato all’ ovigine, apparienga al pavallelepipedo dei periodi
di |A Q.

OSSERVAZIONE 4°. — Il terzo teorema d’esistenza sembra
a prima vista contraddire i risultati del n. 49, i quali lascia-
vano presumere che esistessero legami fra gli elementi delle
matrici €, €,. Ma in realtd contraddizione non v'¢, perche i
legami che nel n. 49 trovammo come limiti delle relazioni fra
i periodi degl'integrali di 1 specie della curva C, per C—C,
per 2, £, arbitrarie, sono tutti automaticamente soddisfatti
(all’infuori beninteso di quelli fra i periodi degl'integrali di
1* specie di C), atteso il modo di far derivare gl'integrali di
2% e di 32 specie dai loro periodi.
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Invero, le relazioni (57) del n. 49 sono assorbite dalle rela-
zioni (60) dello stesso n. 49 (Oss. 2?), nel caso delle funzioni
quasi abeliane speciali, ¢ dalle (47) (n. 51) nel caso generale,
E le (77) son appunto le relazioni sulle quali ¢i siamo poggiati
per dimostrare 'arbitrarietd nella scelta di Q.

Le (61) del n. 49 sono assorbite dalle (8s) del n. 52, donde
& derivata l'arbitrarietd nella scelta di Q,. Quanto al teorema di
permutabilita (58), anch’esso & automaticamente soddisfatto;
ciot si riduce ad un’identity, allorche (come appunto si fa nel
caso delle funzioni quasi abeliane speciali) si assumono a cop-
pie di varietd logaritmiche di due integrali di 32 specie log Q,,
log @, le varieta €, € : & 8_di uno stesso sistema confinuo.
1l sistema continuo di queste varieti si pud infatti individuare
(qualunque esso sia) annullando una @, che sia una ®y,,, pari
(p. es., nel caso delle funzioni speciali, una ® di 1° ordine) ).

Allora il teorema di permutabilith riducesi all’identiti:

¢ (215 T By BRs T gy eeny g — aj)’i‘) _
@ (015 — b1ps bos — Doy o s bps - bp:')

o "{_)_A_(alr T P15 Bap — fagy s Ape “"‘,fpx)

5?(6lr el 513’ 621‘ - bﬁ:‘ss ey ép?‘ - I)S)

Quanto alle (63), (64) del n. 49, siccome esse si ottengono dal
teorema di permutability con opportuni passaggi al limite, &
chiaro senz’altro che conseguono defla precedente identiti.

[y

OsSERVAZIONE 5% — Tutto quanto precede & relativo alla
ipotesi p>>0. Se p=0 le funzioni quasi abeliane si ridu-
cono puramente e semplicemente a funzioni razionali i
€ ey My Wbt L., oy e le matricd (A Q1 1Q], 1Q,
svaniscono.

() [17. p. 166]. Il sistema continuo individuato dalia varieth di livello
zero di una funzione intermediaria qualsiasi si pud infatti determinare colla
varietd zero di una ®[d?) corrispondente a (== ...=),=0; e questa
& pari,

19 P n. 59
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OSSERVAZIONE 6%, — La dimostrazione del terzo teorema
d’esistenza & del tutfo indipendente dall’ipotesi L. Essa ¢ vin-
colata soltanto all'ipotesi che la tabella dei periodi del dato
corpo sia equivalente alla tabella normale (40). Pertanto, se
negli sviluppi ulteriori della teoria si riesciri a dimostrare a
priori che la tabella dei periodi primitivi di un corpo di fun-
zioni quasi abeliane (sia pure sotto I'ipotesi ch’esse ammettano
un teorema d’addizione) & sempre equivalente ad una matrice
normale (40), tutta la teoria resterd svincolata dall’ipotesi L.

OsSERVAZIONE #°. — Il numero 2 p+8; dei periodi d’'un
corpo di funzioni quasi abeliane non supera il numero
w=p-+8, +8, delle variabili allora e soltanto allora che &,>>p.
In particolare cid accade sempre per p=o0. Per &,= p il numero
dei periodi & m.

Per p=o0, il numero ® delle variabili pué assumere un va-
lore qualunque ed il numero dei periodi pud prendere uno
qualsiasi dei valori da zero (funzioni razionali) al massimo =
(8,=0).

Il numero dei periodi supera di ¢ unitd il numero delle
variabili quando &,=p - q.

OsSSERVAZIONE 8%, — Preso un determinante qualunque non
nullo di ordine % come matrice dei periodi di un corpo di co-
struende funzioni di n varabili #,, #,, . .., #x a T periodi,
un’ovvia sostituzione lineare non degenere sulle #, riduce il
determinante del periodi ad un determinante avente diversi da
zero, ed uguali a 27wi, soltanto gli elementi della diagonale
principale. Ne deriva che al costruendo corpo di funzioni ap-
partengono le e*, ¢%, . .., e¥r, sicche, se ci limita, come noi
facciamo, alle funzioni ammettenti un teorema d’addizione, si
cade nelle funzioni quasi abeliane corrispondenti a p=28,=o.
Nel caso generale, si ha da fare con tipi di funzioni conside-
rate da Cousin nella Memoria gii citata del 1go2 (p. 2I).

Se poi il determinante ha la caratteristica p<{w, una conve-
niente sostituzione lineare non degenere sulle % lo riduce al
tipo (106) (n. 55); ma funzioni quasi abeliane di m variabili
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con w periodi corrispondenti a quest’ipotesi esistono soltanto
quando p=p e la matrice |C Q,’] & abeliana,

55. DETERMINAZIONE DEI MODULT I'UN CORPO DI FUNZIONI
QUAST ABELIANE., ULTERIORE RIDUZIONE DELLA TABELLA NOR-
MALE DET PERIODIL. — Nella matrice (40) appariscono come pa-
rametri variabili con continuita, per determinare un corpo di
funzioni quasi abeliane, ammettente una tabela di petiodi equi-

valente alla {40), i P_@_;El periodi distinti della Q, 1 $ 8,

periodi arbitrari della Q;, e i p 3, periodi arbitrari della Q,.
A prima vista si direbbe dunque che il numero v dei moduli
del corpo K & ugnale a

M+i§5 .

(z03) s

Ma una tal conclusione presupporrebbe che ad un dato corpo X
non possan corrispondere infinite matrici (40) costituenti un
continuo. Dobbiamo dunque proporci prima il problema di cer-
care quali sono le possibili tabelle (40) equivalenti ad una ge-
nericamente data dello stesso tipo.

Una risposta parziale ¢ stata data a questo problema nella
dimostrazione del terzo teorema d’esistenza, ove abbiamo con-
statato (com’¢ stato avvertito dall’Oss. 1* del n. prec.) che
una data tabella (40) & equivalente a quella in cui gli elementi
di &, son sostituiti dagli elementi espressi dalle (100), in quanto
si passa alla nuova tabella con sostifuzioni non degeneri sulle
variabili e con sostituzioni unimodulari a coefficienti interi sui
periodi.

Tali sostituzioni mutano la tabella normale di partenza in
una tabella che & ancora normale; ed & questo 1'essenziale, di
fronte al nostro problema. Perd le tabelle Q; ottenute da una
prefissata colle accennate operazioni non costituiscono un con-

P, I, n. 54
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tinuo. Invero, espressione di @, - 2,1 tratta dalle (100)
si ottiene dal valore prefissato w,, ., (B=1, .., P} aggiun-
gendo combinazioni lineari a coefficienti interi m, indipendenty
dall’indice h, di p quantity complesse ed i determinanti di or-
dine p formati colle parti reali e colle parti imaginarie di queste
quantith somo diversi da zero [82, pag. 257], sicché i valori
che se ne ricavano per gli elementi dell’orizzontale corrispon-
dente a quel prescelto valore di §, al variare degli m, costitui-
scono un insieme privo di accumulazioni (al finito) (*) e l'ag-
giunta del numero zmwi, dipendente dall’intero sy, all’ele-
mento h-esimo, conduce a $ elementi &, ., costituenti un
insieme privo esso pure di accumulazioni.

Ma un’altra evidente sostituzione lineare sulle variabili tra-
sforma la (40) in una tabella normale ed & quella che muta in
sé ogni integrale di 1* o di 3 specie e opera una sostituzione
lineare arbitraria non degenere sui soli integrali di 2® specie.
Infatti in questo modo gl’integrali normali di 2* specie, carat-
terizzati dall’aver periodi nulli ai cicli normali del 1° gruppo,
restano integrali normali di 22 specie. La sostituzione indicata
introduce nella tabella {40) &, parametri variabili con conti-
nuita (gli elementi del modulo della sostituzione) sicché intanto
per questo solo fatto bisognerebbe ridurre di 8,* unita il nu-
mero (105). Occorre perd tener presente che (come risulta dalla
dimostrazione del terzo teorema d'esistenza) fra i &, integrali
di 2* specie ve ne sono soltanto p(<p) essenzialmente trascen-
denti, ove p & la caratteristica della matrice £, e che, conside-
rati ¢ di questi integrali, tali che la caratteristica della matrice
(di g orizzontali e di p verticali) formata dai loro periodi abbia

(1) Se una matrice a g verticali ¢ ¢’>¢ orizzontali & a elementi reali ed
ha la caratteristica ¢, le comnbinazioni lineari a coefficienti interi delle sue
colopne non possono rendersi infinitesime. Cid dipende dal fatto che, preso
un determinante d’ordine ¢ non nulle della matrice e costruito in 5, il pa-
rallelepipedo i cul spigoli, nscenti dall’origine, hanno per componenti gli
elementi delle verticali di quel determinante, i vertici della rete di paral-
telepipedi (congrui) da quello definita, non hanno accumulazioni (al finitc).
Se invece fosse q'< ¢ le combinazioni lineari predette potrebberc rendersi
infinitesime [13, p. 130].
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il valor massimo g, gli altri differiscono da funzioni razionali
per combinazioni lineasi dei precedenti. Ne segue che con una
conveniente sostituzione lineare non degnere eseguita sugl’in-
tegrali di 2? specie, &, ~ ¢ di essi riduconsi a funzioni razionali
€ con cid &, - p orizzontali della Q, relativa alla nuova tabella
(40) vanno a zero, mentre le altre formanp una matrice par-
ziale di caratteristica p.

Si osserverd a questo punto che Iintero p ¢ un nuovo carat-
teve del corpo K cui spetta la matrice (40) o una matrice equi-
valente, ed é un carvaltere invarianie per trasformazioni bira-
“onalr, come p, &, 8, perché esso denota il numero degl'inte-
grali semplici di 2° specie essenzialmente trascendenti, che sono
wvariantt pel gruppo continuo T annesso a K.

Non ¢ restrittivo supporre che la matrice non nulla
di p orizzontali di £, sia quella delle prime p ¢ che il deter-
minante formato dalle prime p verticali di essa sia diverso da
zero. Allora si posson determinare p combinazioni lineari, li-
nearmente indipendenti, di Yoy pds » + 2 Uy +=61+P’ ¢ sieno
Wopaatr - «» Wpigy,, tall che il determinante € dei loro
periodi ai primi g cicli normali del 2° gruppo abbia nulli tutti
gli elementi, tranne quelli della diagonale principale, che sieno
uguali a 2w, Mediante la sostituzione lineare non degenere,
che lascia immutate futte le #, salvo le predette, le quali si
mutano nelle »’, la (40) vien sostituita da una tabella dello
stesso tipo ove la matrice corrispondente ad @, (e che cosi con-
tinueremo a designare) & del tipo:

c o9
(106) Qg = ,

0 0
in cui £, & una matrice di ¢ ovizzontali e di p-p verticali,
ed Q, riducesi alla '

(107) £y o
¢

P. I, n. 35
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Poiche la Q,/, di p orizzontali e p-p verticali, contiene
o (p-p) elementi (zero, quando p raggiunge il suo valore mas-
simo p ed & percid 8,>>p) cosi il numero v dei parametri varia-
bili con continuity nella (40), dopo la riduzione indicata, di-
viene non maggiore della somma dei numeri degli elementi
di Q, Q, Q,, cio¢

5 +p3 +plp—p) -

In questa disuguaglianza vale il segno = allora e soltanto
allora che la tabella equivalente ad una data tabella (40} con
Q, ridotta (a seconda del caso) al tipo (106) o (107) non con-
tenga parametri variabili con continuita. Dimostriamo che cosi
& di fatto.

Ragioneremo per assurdo, supponendo dunque che le » figu-
ranti in Q, Q,, ed eventualmente in £," (quando & &<p) sieno
funzioni continue di un parametro # (%), che diano per limiti gli
elementi di T per {—o. Diciamo 0y, . . ., T, Opigs + s Oop
€1,..., 8, 1 2p cicli normali e i &; cicli nulli relativi alla ta-
bella T data e alle variabili #; sieno 0,',...,¢,, 0'ppy. +v0, 05,
.., 8 g 1 cicli normali e i & cicli nulli relativi alla ta-
bella 77, funzione di #, equivalente alla T e tale che lim 7"=T.

t—+o
Inoltre #' sieno le nuove variabili, inerenti alla 77,

Le ' son combinazioni lineart delle 2 (e viceversa queste
di quelle); ma siccome le prime p delle #’ hanno periodi nulli
ai cicli &’ e periodi non tutti nulli ai cicli ¢’ normali del 1° grup-
po, esse son integrali di 1* specie di V. epperd combinazioni
lineari delle prime # delle %. Le ultime &, delle #” son pure com-
binazioni lineari delle %, nelle quali non posson comparire gli
integrali # di I* specie, perché quelle #' hanno periodi nulli

{!) Se la cosa & possibile, si tratta di funzioni analitiche di un parametro
complesso ¢, perch® le operazioni che fanno passare da una matrice normale
alle matrici normali equivalenti sono analitiche, in quanto sostituiscono alle
w certe loro combinazioni lineari.
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ai cichi ¢’ del 1% gruppo; n& vi posson comparire gl'integrali u
di 3% specie, perché quelle " hanno periodi polari nulli.

La sostituzione che porta le  nelle »” muta quindi integrali
di 1* e di 2" specie in integrali di 1 e di 2* specie; e quindi
essa agisce separatamente anche sugl'integrali di 3* specie;
ciog le #' di posti p+1, ..., $+9; son combinazioni lineari
delle sole  occupanti i posti corrispondenti.

TEsaminiamo la natura della sostituzione unimodulare a coef-
ficienti interi dai cicli o, e ai cicli ¢’, ¢’. Intanto i coefficienti di
questa sostituzione devon esser funzioni continue di ¢ e, siccome
son numeri interi, restano costanti mentre #-+0, Ma per ¢=o0
si ottiene T': dunque la sostituzione da o; ¢ a ¢, ¢’ & 'identita.
Sicché ogni ¢ ¢l muta in un ciclo lineare ad esso omologo in ¥V,
ed ogni ¢ in un ciclo lineare ad esso omologo in ¥V, - K, ove K
sia l'insieme delle varietd logaritmiche degli » (e degli #').

Ne deriva che la sostituzione lineare da u, u,, . . . , u, ad
ui', #y', ..., u, & Uidentitd, perché restano immutati i o; ¢
i cicli normali, dopo che si ¢ fissato il valore dei periodi normali
del 1° gruppo, costituenti in 7, 7" la stessa matrice 4, indivi-
duano gl’integrali normali di 1* specie. Si conclude che le ma-
trici { sono identiche tanto in 7 che in 77 ().

E identica anche la sostituzione lineare da
Uppts Upyas « v s Uyey Bd piy, 4y 0 oo, Wy, Invero,
ogni ciclo & resta immutato a meno di un’omologia in V, - K
¢ siccome esso & concatenato con una sola delle componenti
di K e queste nel loro complesso restano inalterate, restano
invariate, nella sostituzione dalle # alle »’, le singole compo-
nenti di K (se no, un ¢ si muterebbe in un ciclo non omologo
ad esso). Ma i singoli integrali normali di 3* specie son indi-
viduati dai ¢ del 1° gruppo, dalle coppie (associate) di varieth

(') Cib costitnisce un’altra dimostrazione del falto gia invocato che i

PP+

2

moduli d’un corpo di funzioni abeliane a ¢ variabili sono

P, n. 53
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logaritmiche e dai periodi polari +2zm ¢ -2ni in queste:
dunque anche rispetto ad essi la sostituzione lineare conside-
rata riducesi all’identitd e le matrici £, son identiche in T, 77,

Rimangono gl'integrali di 2 specie. Se son tutti funzioni
razionali, la matrice , svanisce identicamente nella T origi-
naria e nella 77, perché la sostituzione lineare fra le %, »" muta
integrali di 2* specie in integrali di 2? specie e quindi funzioni
razionali in funzioni razionali. In questo caso dunque le ma-
trici {, son identiche in 7, ¥’. Se vi & qualche integrale nor-
male di 2* specie essenzialmente trascendente fra le u, vi &
anche fra le #'; e viceversa. Sia #',, , ,, essenzialmente tra-
scendente e denoti

u.‘}?i-ﬁl-i'l == 2 Upig+l -+ Az Mgz + o0 + ) LRUPEE

I'espressione dell’integrale »’ considerato come combinazione
hne'are degli # di 2* specie. Poiché ', 41, #,,5 ; hanno '11
periodo 2mi al ciclo 0,1, mentre gli altri integrali di 2 specie
hanno ivi periodi nulli, risulta ) =1, Inoltre, siccome w5 o,
e tutti gl'integrali w, 4 .4 ..., %, hanno periodi nulli in
Tyazs $AIVO 2, 5 1o, che vi ha il periodo 2w, sard A,=o0. Si-
milmente si vede che son nulle le altre A sino a 2,.

Esaminiamo che cosa accade delle altre X. Risulta intanto:
Wopittl = Uppgel + qul-l Upispeprl T oo 162 Upis
ove gl ultimi &, -¢ integrall w,,s 4oy1o -+ ., %,,; son fun-

zioni razionali.
Ma allora basta operare sulle « la sostituzione lineare

i i
U pedel = W pabgt = lLH'l Upabprptl = see = )\ﬁﬁ Upys 5

perche si abbia:

r P
U padgel == Uppdpet 3
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senza che si alteri la matrice 77, Similmente pei successivi inte-
grali di 2* specie. Dunque le due matrici £, sono identiche in
T, 1.

La conclusione & che se una matrice 7 normale, del tipo
fissato, ¢ equivalente alla matrice T ed & funzione continua di
un parametro, essa coincide addirittura con 7. Si pud per-
tanto enunciare il

TEOREMA DEI MODULL Sia K wuwm corpo di fumzioni guasi
abeliane di w wvarialili, | cui inders cavatleristici valgano
D, 81, 8, 0 (m=p+8 40, 88,1 08,, p<P) e la cui tabella dei
periodi sia equivalente alla tabella normale (40). Allora K
dipende da

— p{ﬁ2+1), 4 p 8+ o (fj — P)

Y

moduli variabili con continuita. Il corpo dipende anche natu-
valmente dai p interi dy (=1), dy, . . ., d,, divisori elementari
della matrice abeliana |A Q.

Inoltre:

La matrice novmale (40) é cquivalente ad un Lipo pin civ-
coscritto, tn cui Q, ha la forma (106) oppure (10%), a seconda
che S,<p o S, >p.

Si osservera che ¢ moduli di K (e glinteri da cui K dipende)
sono wmoduli anche dal punto di vista delle trasformazioni bira-
zionali, perche (n. 48) due corpi di funzioni quasi abeliane bira-
zionalmente equivalenti coincidono.

Si osserverd inoltre che @ corpi che comtengono il wmag-
gior nwmero di moduli, per p, 8,, 8, dati, son quelli per cui

p=E (—f—;) =q se 5, p e p=p se B, >p. Per tali corpi & rispet-

Lwamente:

b+,
2

v=POED L a s p—ay phI.

POl w55
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Si avverta infine che anche il numero ¢* degl’integrali di
32 gpecie le cui combinazioni lineari non si riducono mai prive
di periodi ciclici [ciog (n. 56) la caratteristica della matrice €]
& invariante per trasformazioni birazionali; perd p” non figura
nella formula che da v, perché una sostituzione lineare omo-
genea non degenere sugl’integrali normali di 3* specie muta
questi in integrali normali soltanto s’essa muta in s& il deter-
minante B, ossia s’'essa medesima & identica. Ma, natural-
mente, i corpi per cui £” & minore del suo valore massimo, che
& 3, per & <p e p per &,;2p, dipendono da meno di v moduli
e precisamente da v - (p ~ ¢’) (& — @), essendo appunto
(p—¢") (8 -¢') il numero delle condizioni indipendenti che si
pongono fra gli elementi di una matrice di p verticali e di 3,
orizzontali volendo che abbia la caratteristica ¢" [74, p. 61].

56. DIGRESSIONE SOPRA UNA RIDUZIONE DEGL’INTEGRALI
SEMPLICI IY UNA VARIETA QUALUNQUE. — Per quanto non ne-
cessaria nel seguito, esponiamo qui, pei suoi collegamenti con
alcuni risultati della presente Memoria, un’interessante ridu-
zione degl’integrali semplici d’una varietd algebrica W,, d’ir-
regolaritd superficiale .

Vicino al concetto d’integrali semplici di 2* o di 3* specie
linearmente indipendents, indicato nel n. 38, si pone anzitutto
il concetto di integrali distinti delle medesime specie.

Pit integrali di 2* specie si dicono distinti quando son
linearmente indipendenti e inoltre una loro combinazione lineare
a coefficienti costanti, non tutti nulli, non & mai una funzione
razionale,

Pitt integrali di 3® specie si diranno similmente distinti
quando son linearmente indipendenti ed una loro combina-
zione lineare a coefficienfi costanti non tutti uulli non & mai
priva di periodi ciclici.

Non esiste un limite (finito) pel numero degl’integrali lineax-
mente indipendenti di 2* specie. Invero, un numero % qua-
lunque di integrali di 22 specie, che abbiano poli di 1° ordine
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in % punti distinti di vna curva (per #=1) o sopra k& variety
irriducibili distinte (appartenenti ciascuna ad un sistema con-
tinuo almeno oo!) ad % - r dimensioni di una W, (per » qua-
lunque), sono fra loro indipendenti, perché una combinazione
lineare a coefficienti non tutti nulli di quegl’integrali possiede
sempre almeno una varietd polare epperd non si riduce ad un
integrale di 1* specie (0 in particolare a una costante). Simil-
mente non esiste un limite (finito) pel numero degli integrali
di 3* specie linearmente indipendenti, giacch®é k& integrali di
3? specie aventi le singolaritid logaritmiche nelle coppie 4, By;
4, By; .. A, By, ove 4, By, B,, . . ., B, sieno 2+ 1 punti
(n=1) 0 R+1 varieth ad »~ 1 dimensioni distinte, ma alge-
bricamente equivalenti di una ¥, sono linearmente indipen-
denti, in quanto una combinazione lineare a coefficienti non
tutti nulli di quegl’integrali possiede sempre almenc una cop-
pia di varietd logaritmiche e non si riduce quindi alla 22 specie.

Per gl'integrali di 1* specie il concetto d'integrali linear-
mente indipendenti coincide con quello d'integrali distinti ed
esiste un limite pel numero degl’integrali linearmente indipen-
denti, che & l'irregolaritd superficiale di W,.

La stessa limitazione, se non vale per gl’integrali linear-
mente indipendenti, vale per gl'integrali distinti di 22 spe-
cie (1. Nulla & noto in proposito per gl'integrali distinti di
3® specie. E la questione che risolviamo in via preliminare qui.

Cominciamo dal caso d’una curva C di genere $, sulla quale
sieno #;, #, ..., #, gl'integrali abeliani di 1* specie, nor-
mali rispetto ad un prescelto sistema S di retrosezioni e
4, By, By, . . ., B, p+1 punti distinti comunque fissati. Pren-
diamo ad arbitrio un determinante d’ordine #, non nullo, del
quale sia ¢y, Cp - -+ » Cpp 12 h-esima orizzontale.

(9 Ved. p. es. per le curve [2, p. 3881, {87, p. 261] e per le superficie
{e quindi anche per le varietd) [89, p. 47].

P. I, n. 36
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Se p>1, esistono certamente sulla riemanniana di C, p cam-
mini d'integrazione da 4 a By, By, . .., B, tali che

B .
(108) f ‘duy, = o (s =1,..,p) ©.
A

Se p=1, siccht il determinante si riduce ad una costante ¢,
fissato su C soltanto il punto 4 si pud determinare B, in modo
che

By
/ dw = ¢
A

il che & lecito, a causa del teorema d'inversione, per una con-
veniente scelta del cammino d’integrazione.

Tanto per p>1, che per p=1, abblamo dunque sa C p
cammini d’integrazione da A a By, B, ..., B, soddisfa-
centi alle (ro8).

Cid posto, se le retrosezioni S incontrano qualcuno dei p
cammini, il lemma di cui all’Oss. 2* del n. 4g, opportunamente
esteso, consente di affermare ’esistenza di un sistema S di
retrosezioni, omologhe a quelle di S, che non incontrino nes-
suno dei p cammini predetti.

Gl'integrali # restano normali anche rispetto alle $° e non
cambiano neppure i loro periodi normali. Costruiti, rispetto
alle &', 1 p integrali normali di 3* specie, w;, @,, . . . , w, colle
coppic di punti logaritmici puri 4, By; 4, By, ..., 4, B,
i loro periodi al ciclo normale A-esimo del 2° gruppo, in virtd
delle (57), sono espressi dall’orizzontale A-esima del determi-
nante dato. Ne deriva che nessuna combinazione lineare
Mowi gy wyt. .+, w, degl'integrali costruiti, a coeffi-

{) Cid consegue dalla nota proprieth [13, p. 134] di un integrale abe-
liano di 1" specie, sopra una curva i genere $3>1, di assumere ogni valore
finito, per dati estremi d’integrazione e per una conveniente scelta del
cammino che l eongiunge.
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cienti A non tutti nulli, puo ridursi a non avere periodi ciclici;
ché, in caso contrario, risulterebbe:

?\1 a1+ AE 2 + .+ )‘p Cap = o (/Z, = I, ... ,_’p) *

in quanto la combinazione stessa avrebbe periodi nulli ai cicli
normali del 2° gruppo. Di pit gl'integrali wy, w@,, . . ., @, son
linermente indipendenti, per 1'osservazione sopra fatta,

Se ora si considera un altro integrale normale di 3 specie w,
avente 1 punti logaritmici puri P, Q (disposti comunque rispetto
agli A, B), esono ¢y, ¢35 + .« ., c, i suoi periodi ai cici normali
del 2° gruppo (inerenti alle retrosezioni 8}, poiche le equazioni:

)‘1 cut - >‘2 Cpet . lp Chp == Cp (/3 =1, ---,P)

posseggono soluzioni univocamente determinate 4, A,, . . ., A,
(non tutte nulle), 'integrale di 3* specie, avente periodi nulli
ai cicli normali del 1° gruppo

w—ll Wy —— ng-_),—-...-—-lpwp f

ha periodi nulli anche ai cicli normali del 2° gruppo, epperd
non possiede periodi ciclici.

Il ragionamento esposto prova, mnel caso #=1, che esisfono
b, ma non p+ 1 integrali abeliani distinti di 3* specie.

La condizione necessaria e sufficiente perché $ integrali di
3 specie sieno distinti & che Ja matrice dei loro periodi ciclici
¢ quella dei loro periodi polari abbian separatamente la carat-
teristica p.

Invero, il fatto che esista una combinazione lineare a coef-
ficienti costanti non tutti nulli dei p integrali, avente periodi
ciclici nulli ed il fatto che la matrice dei 24 periodi ciclici abbia
caratteristica <{p si equivalgono; come si equivalgono il fatto
che esista una combinazione lineare a coefficienti costanti non
tutti nulli dei p integrali, avente periodi polari nulli {cioé 1i-
dotta ad un integrale di 2* specie) ed il fatto che la matrice dei
periodi polari abbia caratteristica <(p.

P, I, n. 36
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Avviciniamo ora queste osservazioni ai teoremi classici se-
condo cui:

a) p integrali abeliani indipendenti di 1* specie insieme
a p integrali di 2* specie aventi ciascuno un polo di 1° ordine
in un punto di un gruppe non speciale di $ punti di C, formano
un sistema fondamentale per la totality degl’integrali di 2* spe-
cie di C, ossia ogni tal integrale uguaglia una combinazione
lineare dei precedenti, a meno di una eventuale funzione razio-
nale addittiva (1);

b) preso un qualunque integrale abeliano (di 37 specie)
w di C, le cul singolarita logaritmiche cadano nei punti distinti
4y, 4, ..., A, e costruiti g - T integrali normali di 3 specie
aventi singolarita logaritmiche pure nelle coppie di punti
Ay, Ay Ay, Agse oo Ay, A, esso differisce da una combi-
nazione lineare di questi g -1 integrali e dei precedenti 24,
di 1* e di 2* specie, per un’eventuale funzione razionale addit-
tiva (2).

Il teorema b) & scarsamente significativo, perché, mentre
in «) gl'integrali della combinazione lineare sono indipendenti
dall’integrale di 22 specie che si vuol mediante essi esprimere,
in b) gl'integrali di 3* specie della combinazione lineare, per
semplici che sieno, dipendono nella posizione delle loro sin-
golarita e nel loro numero, dall’integrale da esprimersi.

Le considerazioni sviluppate in questo numero consentono
di determinare maggiormente il teorema &) come segue:

Un integrale abeliano qualunque sopra una curva C di ge-
nere p, a meno di un addittivo integrale privo di periodi ciclici,
st esprime sempre con una combinazione lincare a coefficienti
costanti di 3 p integrali prefissati di C, dei quali p (indipen-
denti o distinfi) di 1° specie; p (distinti) di 2* specic e p (di-
stinti) di 3% specie ().

() Ved, per es, [67, p. 26z].

(& Ved. p. es. [2, p. 342]-

(®) Se p=o ogni integrale abeliano & privo di periodi ciclici ed & allora
elementare che si riduce ad una combinazione razionale-logaritmica.
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Invero, se w & il dato integrale e si tien conto di 8) i g -1
integrali di 3* specie si posson esprimere ciascuno con una com-
binazione lineare dei p integrali di 3* specie w,, w,, . .., w
sopra costruiti e ne segue senz'altro il teorema.

La condizione necessavia e sufficiente perché i 3 p integrali
servano allo scopo, é che il determinante det periodi ciclici det
2 p integrali di 1* e di 27 specie, la matrice dei periodi ciclict
detr p inlegrali di 3* specie e la matrice dei periodi polavi di
quests ultimi, sieno diversi da zevo,

Cid consegue immediatamente da quanto si & finora detto.

L'osservazione che gioca in modo essenziale nelle predette
deduzioni ¢ in fondo soltanto quella che concerne 1'esistenza di
p integrali di 3* specie distinti su C.

Come preparazione all’estensione alle varieta, che si pre-
senterebbe non facile per la via seguita nel caso =1, mo-
striamo in qual modo si possa stabilire altrimenti 1'osservazione
fondamentale, a partire dall’analoga proprietd della varietiy di
Jacoelr ¥V, inerente a C.

Su V, si assumano p integrali w,,; semplici di 3* specie
del tipo (88), ovesia j=1, 2, ..., peleay, b sieno costanti
generiche tali che le w, ., date dalle (8g), formino un deter-
minante non nullo di ordine p (4, s=1, 2, ..., %) (n. 53,
Oss. 27%). Le w,,;  sono allora periodi normali degl’integrali
w,,; tispetto ai cicli del 2° gruppo, di un conveniente sistema
di cicli normali di ¥, che si pud supporre costruito sopra una

v

curva C di genere p di V,, birazionalmente equivalente alla
data (p. es. sopra la imagine delle $-ple di punti di C con un
punto fisso) (n. 49, Oss. 2%; n. 53, Oss. 27}, Dopo cid gl'inte-
grali subordinati da w,,; su C sono fra loro linearmente indi-
pendenti (perché hanno singolaritd logaritmiche diverse 1'uno
dall’altro) e distinti, perche i loro periodi normali del 2° gruppo
formano un determinante non nullo.

Il ragionamento si estende ad una ¥V, di PIcarp conside-
rando ivi p integrali semplici di 3* specie del tipo (7g) (n. 51),
tenuto conto delle argomentazioni che nel n. 54 si riferiscono

P w56
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ai periodi normali di integrali di questo tipo [ved. la formula
{(97) e la sua interpretazione].

Cosl sopra una ¥, di Picarp esistono p integrali semplici
di 3* specie normali distinti w,;, w,, ..., w, le cui varieth
logaritmiche sono p coppie di varietd a p - 1 dimensioni tolte
da un medesimo sistema continuo {p. es. quello rappresentato
dall’'uguagliare a zero la @, (u;+c;, wy+cy . .., u,+c,),
al variare dei parametri ¢]. Anzi, siccome i valori delle costanti
by, by ..., b, che figurano nella (79), posson essere fissati
una volta per sempre, p. es. coll’assumerli tutti uguali a zero,
e si posson poi identificare le @;, a,, . . ., @, colle righe di un
determinante non nullo di ordine $, cosicche, a sensi della (g7),
i periodi normali del 2° gruppo spettanti ai p integrali consi-
derati, differiscono dagh elementi di quelle righe pel coefficiente
intero costante Id,, ne viene che le coppie di varietd logaritmi-
che pure dei p integrali distinti wy, w,, . .., w, posson assu-
mersi in guisa che contengano una varietd fissa € del sistemna
continuo prescelto {€, T'altra varieta €, €,, . . ., &, delle
singole coppie appartenendo allo stesso sistema,

A questo punto ricordiamo un teorema, da me dato altrove
[65, p. 2117, secondo cui una varieta algebrica qualunque W,
d'irregolarith superficiale >0 o contiene un sistema involu-
torio oo™ (1< h<{m~-1) di irregolaritd superficiale p, costi-
tuito da varietd ad % dimensioni (e cid accade sempre, se $<n),
oppure e¢ssa o una sua involuzione di gruppi di punti & bira-
zionalmente identica ad una varietd @, tracciata sulla ¥V, di
Picarp, inerente a W,

Nel caso in cui W, & birazionalmente equivalente a una @,
di ¥V, poiché¢ un sistema di 2p cici normali di ¥, si puo
costituire mediante un sistema di 2z cicli normali di @, gli
integrali w,, w,, ..., w, ottenuti su ¥, subordinano sopra
@, altrettanti integrali semplici di 3® specie, i cui periodi ai
cicli normali del 1° gruppo formano un determinante non nullo.

Le varieth logaritmiche pure di questi integrali sopra @,
sono le coppie di variety (&, @), (&, @); ... ;(E, D),
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(&, ®,). Gllintegrali risultan linearmente indipendenti, per-
ché una loro combinazione lineare a coefficienti non nulli ha
sempre almeno una varietd logaritmica; e sono distinti, per-
cheé & diverso da zero il predetto determinante. Se ora si prende
un qualunque integrale (di 3* specie) w di @, ~ cioé di W, —
st pud, in primo luogo, determinare una combinazione lineare
Ayttt Ay .+ 2, u, di B integrali di 1* specie gy Yo enn,th,
di 0, che abbia sui cicli normali del 1° gruppo gli stessi periodi

di w, sicche w—2i, uy—...~h, #, ha periodi nulli ai cicli
normali del 1° gruppo; eppoi si pud determinare wna combina-
zione lineare p w+p, w,+. ..+ Ity @, degl'integrali di 3®
specie @y, @, . .., w, sopra O, che abbia gli stessi periodi
ciclici di w—2, u,—2, ty—...—A, u, sui cicli normali del
2° gruppo, sicché w—2, Uy—. A, w,— Iy Wy, W,

non ha periodi ciclici,

I si glunge cosl sopra @, ciod sopra W,. al teorema ana-
logo a quello dimostrato per gl'integrali abeliani di una curva.

Se @, & birazionalmente equivalente ad un’involuzione di
gruppi di punti su W,, la trasformazione razionale da T, a
W, muta gli integrali distinti di 3° specie subordinati da
Wy, Wy, ..., wy, su D, in altretfanti integrali distinti di 3° spe-
cie di W, e si conclude ancora come sopra,

Se infine W, contiene un sistema involutorio oo~% J’irre.
golarith superficiale p, gl'integrali semplici di W, son costanti
lungo le varietd del detto sistema; ciod son trasformati razio-
nali degli integrali semplici di una varieta W, _s» di dimensione
minore, ma di uguale irregolarity superficiale. Ammesso il teo-
rema che abbiamo in vista per le variety di dimensione < #
(cosa lecita, perche & gid stato dimostrato per #=1I}, ne segue
che in W’,_,, posson costruirsi p integrali semplici di 3* specie
distinti (in modo analogo a quanto si & fatto sopra per @}, i
quali danno luogo a p integrali semplici di 3* specie distinti
sopra W,_. In conclusione:

Sopra wna varieta algebrica W, di dimensione n e d’irre-
golarita superficiale p, ogni integrale semplice si riduce ad un

20 P, n. 56
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tntegrale privo di periodi ciclici, awmentato di una combina-
zione Lneave a coefficientt costanti di 3p integrali, fissaii una
volta per sempre: p integrali indipendenti di 1° specie, p inte-
grali distinti di 2* specie, p integrali distinti di 3* specie.

Se p=o0, ciot se la varietd & superficialmente regolare, ho
dimostrato fin dal 1go6 [61, p. 210] (per le superficie, ma con
ragionamento d’immediata estensione alle warietd), che ogni
integrale semplice della varieta, il quale & in questo caso privo
di periodi ciclici, riducesi ad una combinazione razionale-loga-
ritmica (proprieti stabilita pitl tardi altrimenti da Picarp). Nel
caso p>>0, gid per n=1 sl presenta il problema di riconoscere
quand’® che un integrale privo di periodi ciclici ridwucesi ad una
combinazione razionale logaritmica.

Un complemento notevole possiamo arrecare alla questione,
per cio che concerne le varietd di dimensione nz=2, provando
che: ‘

Sopra una qualungue vavietd algebrica W, (n2»2) un inte-
grale semplice di 37 specie privo di periodi ciclici, le cui variela
logaribmiche sieno semplicemente lepate, st viduce ad una com-
binazione vazionale-logaritmica (e precisamente alla somma di
una funzione razionale e del logaritmo d’una funzione razio-
nale, moltiplicato per un’eventuale costante).

Invero, se le varietd logaritmiche C,, C,, . . ., C: del dato
integrale w sono semplicemente legate ed &

M Ci+hy Cot oo+ A C=yy Cpy e G

il loro legame algebrico, colie A, p interi positivi non tutti null,
i periodi polari di w inerenti a C,, C,, . . ., C: son rispettiva-
mente proporzionali a Ay, Ay, .., h, Wy, Mg ek
{(n. 3g9). Sia 2wk (ko) il coefficiente di proporzionalita.

Scelta in W, una curva (generica) D costruiamo su essa un
sisterna di cicli normali di W, [62, p. 262]. Poiche w ha pe-
riodi nulli ai cicli normali del 1° gruppo, i suoi periodi w, ai
cicli normali del 2° gruppo son dati dalla formula (n. 48)

W=y, [(a! D)] - Uy [(33’ D)] (h:I" ' -1]5),
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ove si sono indicate con €, @ le varieta costituenti il primo
ed il secondo membro della precedente equivalenza algebrica ed

uy [(& DY, w, [(3B, D))

son le somme dei valori che I'integrale normale di 1 specie #,
di W, assume nei punti dei gruppi (&, D), (8, D). Siccome
per ipotesi w;,=o0, risulta:

w, [0, D)=, [(3, D)) (h=1,...,8).

Tanto basta per affermare, in base ad una proprieth da me
dimostrata per le superficie [62, n. g] con procedimento esten-
sibile alle varietk, che esiste un intero 4 {Z>1) tale che le va-
rieta d€l, d& risultano linearmente equivalenti.

Consideriamo Jla funzione razionale ¢, del punto di W,
che ha le varietd €, & come varieta polari e zero di ordine 4.
I periodi polari di log ¢ lungo Cy, &5, . . ., C,, Cppqs -0, Co
son allora rispettivamente uguali a

2RiAd, 2R de dy ey 2TEA A, — 2TE by @y ey = 2707 Yo

< 1m . i .
epperd lintegrale semplice w - = log ¢ non ha pit alcuna

singolaritd logaritmica; onde esso non possiede pitt alcun pe-
riodo, né ciclico né polare e riducesi pertanto ad una funzione
razionale.

Ecco ora un altro contributo al problema (%) di riconoscere
quand’¢ che un integrale privo di periodi ciclici riducesi ad
una combinazione razionale-logaritmica., '

Sia n>r. Tissata in W, la curva (generica) I}, come sopra
(D coincide con C, se n=1) e designati con w,, #,, . .., u,

(") Del quale alcuni contributi trovansi gia in {2, p. 354 ¢ segg.].

POIL w56
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gl'integrali di prima specie di W, normalizzati rispetto ai cicli
normali della varietd, scelti su D, diremo che un gruppo di
interi Ay, A, ..., A; positivi, negativi o nulli, ma non tutti
nulli, & un gruppo intero di periodi inerente alle wvarietd
Cy, Cy ..., Cy, quando son soddisfatte le condizioni

(x09) A1 [{Cr, DV 42wy [{Coy DY+ o+ Ay [{Cry, DY] =0
(/.; =1, ,_p) .

Condizione necessaria ¢ sufficiente perché un integrale sem-
plice di terza specie w di wna qualunque variela algebrica
W, (n>1) riducasi ad una combinazione razionale-logaritmica,
é che il gruppo dei suoi periodi polavi sia combinazione lineare
di un numero finito di gruppi inferi di periods ineventi alle stesse
varieta logaritmiche.

La condizione & necessaria. Invero se &

w= R+ & log K + &g log Ky + ... + &, log R,

ove Ry, Ry, . .., R, son funzioni razionali del punto di WV, e
Cy;, Cy ..., Cy son complessivamente le loro varietd loga-
ritmiche, designati con ?‘js’ ?\}-2, e lﬁ ghi ordini di R; in

C, Cp ..., C: (), 1 periodi polari di R lungo le vareta
sfesse sono

(110)  2midj, 2Rikjm, ., 2% An (/==1I,...9),

epperd i periodi di w vengono espressi da

&
(111) By o= 2mi ‘Eik’., Ap (A=1..,p}) .
a=

(") Se ) & positivo o negative, vuol dire che R; nella corrispondente O
diviene rispettivamente nulla d'ordine % o infinita d'ordine —2; se ) =o
suila corrispondente € la R; non si annulla nd diviene infinita.
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Di pitt essendo sopra D:
Mt (€1 DY+ 2 [Co, DI+ e L A [CL DY o

sono soddisfatte dalle X le condizioni (10g).

La condizione ¢ sufficiente. Supposto invero soddisfatte per
i petiodi di w le (1xx), ove le X di dato indice § sono interi
verificanti le (zog), pel criterio di equivalenza sopra ricordato
risulta

-)\j101+)\j202+.--+}\j10téo (ij,...,s},

Esiste cioé una funzione razionale R; (definita a meno di
un fattore costante, qui irrilevante), tale che log R; ha i periodi
polari (110}, epperd

T e o

= o I

L — _Lllajlog R, :i
= m

non ha né periodi ciclici né periodi polari e si riduce ad una
funzione razionale.

Esistono effettivamente infegrali di 3° specie privi di pe~
#iodi ciclici e non vidotti a combinazioni razionali-logaritmiche.
Un esempio si costruisce subito sopra una curva ellittica C. Scel-
gansi su C 1 punti 4,, 4,, 4,, ove 'integrale ellittico di 1 spe-
cie % assurne valori uguali o congrui ad ¥, V2, V3, e sieno
2mi, w=0'+iw” i periodi di #. Poiché variando C nella classe
delle curve ellittiche, @ pud assumere un valore arbitrario sotto
la sola condizione w70, potremo per es. prendere w’ =w” =1,
Dico, dopo cio, che i punti 4,, 4,, 4;, non possono essere
legati da nessuna equivalenza lineare

A Ay b ho Ao+ g Az == 0

colle A interi non tutti nulli (A;+2%,+A;=0). Invero, una t&le
equivalenza darebbe

Mt Ve+dlV35=2mni+ne ,

P, I, n. 56
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con 2, # inferi, e tenuto conto che w=T+1, viene:
2mmE+n=0; e quindi m=nm=o ;

epperd supposto p. es. hy7%o, risulta
’/g: ?'"l—.ﬁ‘g/;

con #, s razionali: il che ¢ assurdo. Dunque A;=o0 e simil-
mente A,==0, epperd A =o.

La conclusione & che non esiste alcun gruppo intero di pe-
riodi inerenti ai punti A4,, A, A, e percid non pud esistere
nessuna combinazione razionale-logaritmica avente come soli
punti singolari questi tre.

Cid posto, costruiti gl'integrali normali di 3* specie w,, w,
relativi alle coppie logaritmiche A, A,; A4;, 4, i periodi di
questi integrali al secondo ciclo normale saranno non congrui
a 1- )2 1—}/3 e quindi 'integrale

w= (V3 — tjw + ()2 —1)ue

ha i punti logaritmici 4,, 4,, A,, e periodi ciclici nulli, senza
ridursi ad una combinazione razicnale-logaritmica.

5%. PROBLEMI E OSSERVAZIONI COLLEGATT COLLE TECRIE PRE-
CEDENTI. — &) Un primo problema & quello di costruire una
teoria dei sistemi lineari mewlvi sopra una varietd algebrica
qualunque V. Riferiamoci per brevita alle superficie. Sia F una
superficie di S, priva di singolaritd, la quale sia suscettibile di
variare con continuitd fino ad acquistare una curva doppia
(ordinaria), raggiungendo una posizione limite F. Allora per
la generica proiezione F” di F sopra S; vale il teorema proiet-
tivo del resto in relazione alle aggiunte neutre, ciot alle super-
ficie che passano pel limite della curva doppia della super-

ficie ' variabile, proiezione generica di F. Si pud quindi par-
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lare (in un primo momento dal punto di vista proiettivo) di
sistemi. lineari completi neutri rispetto alla linea doppia acqui-
sita da /7, la quale invariantivamente ¢ una curva (general-
mente irriducibile), possedente un’involuzione di 2° ordine, tale
che ogni coppia di quest’involuzione & neutra rispetto ai sistemi
lineari del campo neutro definito.

Curve siffatte sono necessariamente particolari sull’ente
astratto I [ved. in proposito le successive considerazioni e}];
e non si esclude che trattisi di curve spezzate clascuna in due
componenti, in corrispondenza birazionale tale che le coppie
di punti omologhi costituiscano le coppie neutre.

Circa una teoria dei sistemi lineari collegata coll’acquisto
di punti doppi isolati da parte di una superficie variabile F,
priva di singolaritd, veggasi quanto si dice alle fine di ).

b} Per una varietd quasi abeliana di Jacosr V., coppie
di varieta a =~ 1 dimensioni, in corrispondenza birazionale fra
loro, rispetto alle quali si pud costruire una teoria dei sistemi
lineari neutri, ve ne sono senz’altro. Basta p. es. assumer
come tali un numero finito di coppie di varietd appartenenti al
sistema. continuo o™ che contiene le varietd di V. rappresen-
tanti fe =-ple di C con un punto fisso.

Anche sopra una V, quasi abeliana qualunque si ottengono
coppic analoghe di varietd mediante le trasformazioni di 1?
(o di 2*) specie.

¢) Le superficie tracciate sopra una ¥V, di Picarp, al va-
riare di questa, sono praticamente tutte le superficie algebriche.
Che cosa invece si puo dire delle superficie tracciate sulle va-
rietd quasi abeliane di rango 1?

d) E possibile aggiungere ai $ integrali semplici di 12 spe-
cie d'una superficie I7 (p2>0}, &, integrali semplici di 3? specie
e &, integrali semplici di 2* specie (3,, 8, interi arbitrari > 0),
in guisa che per certi sistemi lineari di curve di F valga, in
relazione al p + 3, + &, integrali fissati, un tcorema d’ABEL ana-
logo a quello che dimostrai nel 1gos per tutti i sistemi lineari
di I, in relazione agl’integrali di 1% specie? Sembra probabile.

P.IH, n 57
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Se si, ecco un altro modo molto interessante (e di cui bisogna
determinare il significato geometrico) d’introdurre i sistemi li-
neari neutri. La questione va collegata colla ¢). Si veggan
anche in proposito le successive considerazioni e).

e} Riguardiamo l'irregolaritd (superficiale) delle superfi-
cle & varieta algebriche come analoga del genere d’una curva,
in quanto I'una e I'altra uguagliano il numero degli integrali
semplici di 1% specie appartenenti all’ente considerato.

Come si sa, le superficie dello S, e le ipersuperficie algebriche
di dato ordine di un S, prive di punti multipli, hanno Iirre-
golarita nulla, onde superficie e ipersuperficie irregolari si pre-
sentano quali casi limiti di variety regolari, in relazione all’ac-
quisto, da parte di queste, di pill o meno complesse singola-
rita (*).

Per le curve piane invece si verifica il fatto opposto: cioé
quelle senza singolarita hanno genere massimo e via via che la
curva, restando irriducibile, acquista nuove singolarita, il ge-
nere si abbassa fino ad annullarsi.

Il parallelismo tra le curve piane da una parte e superficie
di S, e ipersupeficie di S, dall’altra, si ristabilisce, fino ad un
certo punto, assumendo come analogo del genere della curva
il genere geometrico della superficie o varieta, col passare dun-
que agl'integrali di 1* specie, di massima molteplicita.

La considerazione delle varietd quasi abeliane consente in-
vece, pur restando nel campo degl'integrali semplici, di rista-
bilire in certa misura un’analogia fra curve da un lato e super-
ficie e varieta dall’altro, nel senso che le varietd quasi abeliane
offrono esempi di famiglie di varietd nelle quali quelle di minor
irregolarita o addirittura regolari si presentan come limiti di enti
di maggiore irregolaritd, e la diminuzione dell’irregolarita av-
viene attraverso 1'acquisto di nuove singolarity, come nel caso
delle curve.

(") A vero dire l'acquisto di singolarita pud anche non introdurre irre-
golarita: anzi da un certo punto di vista gquesto ¢ da considerarsi come il
caso generale.
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Una varieti. quasi abeliana speciale V, di genere effet-
tivo p e di genere virtuale =, si presenta invero come limite di
una varieta di Jacomr V., d’irregolarita maggiore {(n>>p). Che
la particolarizzazione di V,, quale limite di 17,,, consista,
quando ci si riferisce a convenienti modelli proiettivi, nel mero
acquisto di nuove singolaritd, lo verificheremo, pel caso delle
superficie, sopra un esempio.

Consideriamo la varietd oo? delle coppie di punti di una
quartica piana C e vediamo che cosa accade della varieta
quando da una quartica C senza nodi, cioé di genere p=3, si
passa ad una quartica € con un nodo (p=2) o ad una C con
due nodi (p=1) o infine ad una C con 3 nodi (p=o).

Come modello della varieth oo? assumeremo la superficie F
o rispettivamente F; o F, o F;, che la rappresenta sul modello
minimo M della variethd delle coppie di punti del piano: mo-
dello che si realizza nello S;, assumendo i punti di Sq a ima-
gini delle coniche-inviluppo del piano. La M & I'ipersuperficie
del 3® ordine di S;, riempita dai piani tangenti (e dalle corde)
della superficie di VERONESE @, imagine delle coniche-inviluppo
ridotte ai punti del piano contati due volte [5, Cap. XVI]. La
dimostrazione delle proprietd proiettive sotto indicate, di cui
godon le supetficie F, Fy, F,, F,, si ottiene ovviamente tenuto
conto che un iperpiano di S5 & imagine delle coniche-inviluppo
di-un sistema lineare d’'inviluppi (p. es. delle coniche tangenti
ad una retta data); che un S; & imagine delle coniche-inviluppo
di un sistema lineare oo® d’inviluppi (p. s. delle coniche tan-
genti a due rette date); ecc.

Cosl trovasi che le F (si sottintende, in particolare, anche
le Fy, F,, I;), costituenti entro M un sistema di equivalenza
(razionale) oo, son superficie di 16° ordine; che una qualunque
di esse non ¢ segata da un piano tangente generico di ©; mentre
ogni I sega @ (luogo di punti doppi cuspidali per M) lungo una
curva dell’8’ ordine birazionalmente equivalente a € (o
€, Cy €;) e i piani tangenti di ¢ che incontrano F, secondo

POINL w3y
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quartiche piane, son soltanto quelli tangenti a @ punti di quella
curva; ecc.

La I relativa a C, non ha punti multipli, il sio genere geo-
metrico vale p,=3, il genere aritmetico p,=0 e quindi 1'irre-
golaritd 3 (!). Essa non & quasi abeliana. Invece le |, F,, Iy
son iperellittiche o quasi iperellittiche; F, & la superficie di
Jaconr della curva C;, di genere 2; F, ¢ quasi abeliana di
genere virtuale n=2 ¢ di genere effettivo p=1; F; & quasi
abeliana di genere virtuale w=2 e di genere effettivo p=0.
Orbene, F; ha il genere geometrico f,=1, il genere aritmetico

p,= ~ 1 e 'irregolarity 2; F, & birazionalmente equivalente ad
una rigata ellittica (n. 50) ed ha percio il genere geometrico
pg=0, il genere aritmetico p,= - ¥ e l'irregolaritd r; Fy & ra~

zionale ed ha percié p,=o0, p,=0 e l'irregolarita o.

Sicche, nel sistema d’equivalenza delle #, la superficie ge-
nerica ha Virregolaritd 3 e nei casi limiti F,, F,, F, l'irvego-
laritd scende ai wvalori 2, 1, 0.

Orbene, questo successivo abbassarsi dell ivvegolarita covi-
sponde all’ acquisto di nuove lince doppie. Precisamente: la
superficie /| ha come doppia la curva delle imagini delle cop-
pie con un punto fisso nel nodo di C; ed un punto variabile
su Cp: corva del 4° ordine (situata nel plano che tocca @ nel-
I'imagine del nodo); la superficie F, ha come doppie le guar-
tiche piane analoghe, relative ai due nodi; la superficie F; le
quartiche piane analoghe relative ai tre nodi.

Da osservarsi altrest che il genere geometrico si abbassa di
due unita per I'acquisto della prima quartica doppia; di una
unitd per I'acquisto della seconda; e vimane invmutato per I ac-
quisto della tevza; invece il genere aribmelico st abbassa di
wn' unitd per I'acquisto delle prima quartica doppia; non si ab-
bassa witeriormente per Iacquisto della seconda e cresce di una
unita per I acquisto della tevzal

(") Ved. Suviri, Sulle superficie che rappreseniano le coppie di punti
d'une curva algebrica (Atti della R. Accademia delle Scienze di Torino,
vol, 38, 1903), N



o

F. SEVERI - FUNZION: QUASI ADELIANE 315

Iy

Un'ultima osservazione relativa alle superficie Fy, I, F5 &
che le linee doppie corrispondenti ai singoli nodi delle curve
C,, C,, C,, dal punto di vista della geometria nell’ente, risul-
tano dalla sovrapposizione di due curve distinte (birazional-
mente equivalenti) origini di due diverse falde: sono due curve
del sistema continuo co! che su ogni superficie & costituito dalle
imagini delle coppie con un punto fisso in C; o rispettivamente
in C,, C; (1.

Gl'integrali semplici di 1* specie, che successivamente si
perdono nel passaggio da F ad F, F,, F;, divengono, sulla
superficie limite, integrali semplici di 3® specie con coppie di
curve logaritmiche nelle lince doppie, a mano a mano nascenti.
T sistemi lineari sulle superficie limiti vanno considerati in rela-
zione alle predette coppie di curve, come luoghi di coppie neu-
tre; i sisterni lineari neutri restan caratterizzati dal fatto che nei
loro gruppi caratteristici danno somme costanti gl'integrali sem-
plici neutri di 1 specie, che son gl'integrali di x* specic in via
assoluta e gl'integrali di 3* specie indicati; ecc.

Un’altra considerazione da sottolinearsi circa il cangiamento
delle proprietd d'una superficie F quando questa, variando con
continuitd, acquista una nuova linea doppia, ¢ quella gid accen-
nata che sulla superficie limite , considerata dal punto di vista
della geometria sull’ente, la linea doppia non & imagine di una
curva qualunque di F, sibbene d’una curva possedente un’in-
voluzione di 2° ordine (2). Non si pud pertanto costruire su I
un campo neutro di sistemi lineari, il quale sia il limite del
campo dei sistemi lineari d’una superficie variabile, assegnando

{f) In generale, come si & ricordato, ad una linea doppia di una super-
ficie corrisponde, sul modello prive di singolarithd, una sola curva irriduci-
bile con un'involuzione di 2® ordine, imagine della linea doppia e avente
come punti doppi le imagini dei punti cuspidali della supserficic. Nel nostro
caso si hanno invece due curve distinte aventi in comune I'imagine di un
punto cuspidale della superficie e i punti della lnea doppia hanno per
imagini le coppie di una corrispondenza birazionale fra le due curve. Cid
va posto in relazione col problema a).

{3 A proposito delle particolarits di questa curva dal punto di vista
della geometria suil’ente, ved. [78, p. 264].

P.III, n. 57
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ad arbitrio su F una curva « neutra » irriducibile o riducibile;
mentre invece si posson assegnare ad arbitrio (n. 2) le coppie
neutre, sopra una curva C. La impossibilit segnalata dipende
appunto da cio, che la totalitd delle coppie neutre sulla curva
neutra deve costituire un’involuzione di 2° ordine.

D’altronde, dal punto di vista del canglamento dell'irregala-
ritd, nessuna influenza posson avere punti doppi conici (iso-
lati) che la acquisti passando al limite F, perche essi da soli
non alterano il genere geometrico della superficie variabile [78,
p- 366], né la dimensione dell’aggiunto al sistema delle sezioni
piane o iperpiane. Cid non esclude che questi caratteri possano
cangiare, perche, se p. es. la ¥ d’ordine s & in S;, con linea
doppia, non pud escludersi che al limite diminuisca la postula-
zione di questa rispetto alle superficie d’ordine #-4: nel
qual caso awmenta il genere geometrico, rimane immutato il
genere aritmetico e quindi aumenta I'irregolarita. Comunque
sia, le superficie che hanno modelli con punti doppi conici, sono
particolari, in quanto contengono curve razionali di grado vir-
tuale - z.

f) Nella Memoria di PAINLEVE pifi volte citata si dimostra
[47, p. 54] che se le funzioni inverse di un sistema lineare di
integrali semplici, indipendenti, di una varietd algebrica V.
sono uniformi e contengono razionalmente le coordinate del-
I'origine delle integrazioni, esse sono funzioni abeliane proprie
o degeneri. Le funzioni quasi abeliane son dunque funzioni abe-
liane degeneri. Questo vuol dire che ogni varieta quasi abeliana
Vi puod concepirsi quale limite d’ una varieta abeliana V_ﬁ. Quali
enti geometrici nascon su ¥V, per effetto di tale passaggio al li-
mite? La presente Memoria di risposta in proposite soltanto
nel caso delle varietd quasi abeliane speciali.



PARTE QUARTA

LE FUNZIONI E LE SUPERFICIE
QUASI TPERELLITTICHE

58. LE SUPERFICIE QUASI IPERELLITTICHE DI JacoBl. IL
TEOREMA DI PAINLEVE. ~ In quest’ultima parte della Memoria
illustreremo la teoria generale coll’esempio notevole delle fun-
zioni quasi abeliane di due vaviabili u, v.

In primo luogo gioverd tener presente che una V, quasi
abeliana d’irregolarita superficiale p<{w, quando p<3, & una
Vi quasi abeliana di Jacopl relativa ad una curva C di ge-
nere f, ovvero & birazionalmente equivalente ad un’involuzione
generata su una varietd siffatta da una trasformazione di 22
specie ciclica (n. 32), quest’ultima circostanza presentandosi
quando la varietd di Picarp associata a V. ammette divisori
maggiori dell’unita (n. 37). Tale identificazione della ¥, con
una V. di JacoBr o con un’involuzione ivi esistente, consegue

da cid che i p+1) periodi normali distinti degl’integrali di
2

1* specie di una curva di genere <3 non son legati da alcuna
relazione quantitativa.

Lo studio delle V, quasi abeliane, epperd delle funzioni quasi
abeliane di due variabili, che abbiamo anche chiamato funzioni
quast iperellittiche, si esaurisce dunque limitandoesi alle funzioni
inerenti ad una superficie quasi iperellittica F di rango 1, con-
cepita quale superficie delle coppie di punti di una curva C di
genere p, ove sia dato un campo neutro y di genere virtuale

PIV, n 358
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n=2. E siccome per w=2 non posson presentarsi che le alter-
native:

I. 1)20, 6120, 52m2; II. PEO, 8i=62:.:]:;
III. p=o, 8 =2, 8,=0; IV. p=1, 8 =0, O,=1;
V. p=1, 8 =1, §,=0

e la varietd di Picarp corrispondente non ha in nessuno dei
cingue casi alcun divisore maggiore di uno, la ricerca vien limi-
tata soltanto ad F e non ad involuzioni appartenenti a questa
superficie. ‘

In verita ai casi considerati devono aggiungersi i cast dege-
neri, che son relativi ad una F superficie delle coppie di punti
di una curva ellittica. e di una curva razionale, concepita, me-
diante una coppia ncutra su essa data, come curva di genere
virtuale 1 {nn. 46, 48). I casi cui alludiamo sono due:

VI. Curva ellittica e curva razionale con I coppia di

punti coincidenti.

VII. Curva ellittica e curva razionale con 1 coppia di

punti distinti,

Ed ecco ora le superficie e le tabelle di periodi inerenti a
questi casi, che derivano da particolarizzazioni di proprieta
esposte in generale € da cid che abbiamo detto nel n. 50 dei
casi IV e V. Avvertiamo che, assegnando i modelli di superficie
inerenti ai possibili corpi di funzioni quasi iperellittiche, ci rife-
riamo a superficie rappresentanti birazionalmente senza ecce-
zione la varietd delle coppie di punti di una curva o di due
curve, nei casi degeneri, che rispettivamente intervengono. La
importanza di questa precauzione & gid dimostrata da quanto
dicemmo nel n. 48; ma pid sard accentuata nello studio che
faremo dei modelli.

I. Piano, come modello senza eccezione della varieti delle
coppie di punti d’una curva razionale; modello oftenuto parti-
colarizzando il concetto del n. 29; ciod come luogo delle inter-
sezioni delle coppie di tangenti di una conica. Non vi sono pe-
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riodi, perche la curva C (p=0) non possiede integrali di 1% spe-
cie e i due integrali neutri su essa ¢ quelli #, v che ne derivan
sul piano, son di 2* specie.

11. Modello come sopra. Vi é un solo periodo (2wi, 0)
proveniente dall’integrale normale di 3* specie dato su C (p=0)
e che da luogo all’integrale = di F.

111, Modello come sopra. Si ha la tabella

wl 2wi 0
L]

o 0 297

inerente ai due integrali normali di 3* specie u, v di F prove-
nienti da quetli dati su C (p=0).

IV. Rigata ellittica astratta, scegliendone un modello
senza eccezione come varietd delle coppie di punti di una curva
ellittica. (Ritorneremo su cid nel n. 60). Si ha la tabella {n. 50)

ove #, v sieno integrali normali rispettivamente di 1* ¢ di 2°
specie su [

V. Modello come nel caso IV. Si ha la tabella (n. 50)
2mt w 0

. *
T 2RI

ove #, v sieno gl'integrali normall rispettivamente di * e di
3" specie su F.

VI. Rigata ellittica astratta, scegliendone un modello sen-
za eccezione come prodotto di una curva razionale e di una
curva ellittica. La tabella relativa & (n. 48):

P. IV, u 358
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ove #, v sieno gl'integrali normali rispettivamente di 1* specie
(proveniente dalla curva ellittica) e di 2° specie (proveniente
dalla curva razionale).
VII. Modello come nel caso VI, La tabella relativa &
(n. 48):
ui2mi w 0

b
z| o o 2w

ove u, v sieno gl'integrali normali rispettivamente di 12 specie
(proveniente dalla curva ellittica) e di 3* specie (proveniente
dalla curva razionale).

Un corpo qualunque di funzioni quasi iperellittiche ha una
tabella equivalente ad una di quelle sopra indicate: intenden-
dosi I'equivalenza delle tabelle nel senso fissato nel n. 48.

Si hanno dunque funzioni senza periodi e fumzioni con 1, 2,
oppure 3 periodi.

Le tre funzioni fondamentali di ciascuno dei sette tipi di
corpi, mediante le quali si posson esprimere razionalmente tutte
le altre e che, cguagliate alle coordinate x, vy, 2 di un punto
in S, forniscono la rappresentazione parametrica di un wmo-
dello di rango 1 (non mecessaviamente senza eccezione) di cia-
scun covpo sono:

I, x=w, v=y, z=0,

II. x=e¢" y=v, z=o,

III. x=e", y=g¢¥, z=0,

W, x=¢ (u), v=F (u), 2=v-w.
Qui # (u) & la nota funzione ¢/ di WEIERSTRASS, inerente ai
periodi 2 =i, w (e

V. x=0(u), v=7/" (u), z=e"",

(') Ved. ad es., oltre alla citata opera [23], le opere [6], [81, p. 10].
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ove:

. W
1‘)‘(%+ ™+ ;‘)
(IIS) w = ]Og— S RN AV

.
& (u+1+m +_::)

VI, x=@ (u), y=¢ (4), z2=v.
VII. x= (u), y=0¢" (u), z==¢",

La conclusione enunciata consegue senz’altro dalla costru-
zione effettiva delle funzioni quasi abeliane esposta nel n. 54.
Occorre soltanto aggiungere qualche parola sulle formule (172),
(113), le quali, del resto, sono anch’esse casi particolari delle
formule (go), (88) del n. 53.

Muoviamo prima dalla (88). Designate nel caso V con

Ym-a)=o , Hu-b)=0

le equazioni dei punti 4, B della coppia neutra di punti distinti
dati sulla curva ellittica C, ove

1 2
4o P ent R

Suy=23 e W
=0

e con #,, u;, 1 valori di # corrispondenti ad A4, B, risulta (n. 50):

T== g — %,

. w . W
0= Wy v~ ME —~ —- s 5m?¢b———nzmmm
2 2

() La { (») si annulia, com'é ben noto, dentro al parallelegrammo dei
periodi, nel semiperiodo 11:2-1‘—2" . La 9 del testo va a coincidere con una

delle quattro theta fondamentali di facopr e precisamente colla 94 (v) (ved.
p. es. [81, p. 128], ove nella ¥ (4} si ponga w=2 7 v, w=2mi 1).

21 P, IV, un 58
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onde spesso, com’é lecito, u,=o (potendosi portare 4 in un
punto qualunque di C con una trasformazione di 1* o di 2* spe-
cie della C in s&, senza che il corpo di funzioni muti), si con-
clude colla (113).

Siccome il valore #,=o0, sul particolare modello di WEIER-
STRASS

(114) Pemgat —go gy,

che & stato implicitamente fissato, una volta posto x=# (u},
y=go' (u), caratterizza, entro il parallelogrammo dei periodi,
il punto di diramazione allinfinito della ¥ (¥) (), cosl, colla
scelta fatta, il punto logaritmico 4 ¢ all’infinito.

Quanto alla (x12), per ottenerla si deve, nel quoziente

porre b uguale ad una arbitraria funzione olomorfa di un para-
metro £, che assume il valore g in ¢=0 (p. es. b=a+1¢) ¢ pren-
dere la derivata logaritmica. Si ha cosi:

K Pw—0b1 Hu—a)
- fog ¢

A T =) e F(w—a)

e quindi, posto uguale a zero il valore di « mnel punto 4 dove
coincidono i due punti della coppia neutra data su C, sicché,
& ancora una volta

. )
g WE -
2

¢ il polo A cade all’infinito nella diramazione di y (x), si ot-
tiene la (112).

{(*} Si tenga presente che 4o {#) e o {¥) hanno rispettivamente un poio
di 2° e di 3* ordine in w=o0. Ved. p. es. [8), pp. 20, 22]).
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Pel calcolo del periodo © non si pud usufruire della for-
mula (71) del n. 50, perché 4 ¢ all’infinito; ma il valore di <
si ottiene subito tenuto conto della relazione funzionale

1
e (0=

Vlw+w)e=e = A {u) ,
che caratterizza 4 (u). Cosi trovasi
Y(w—a+w)  ¥u— a) i,
V(u—a+wy  Yiu—a '

cloé 1=1,

Il risultato ottenuto quale applicazione dei nostri teoremi
generall, circa la classificazione dei corpi di funzioni quasi ipe-
rellittiche ¢ la determinazione delle funzioni fondamentali di
questi corpi, costituisce il punto di arrivo della penetrante ana-
lisi a cui PAINLEVE ha sottoposto la ricerca delle funzioni di
due variabili che ammettono un teorema d’addizione [47,
p- 40].

Il nostro punto di partenza differisce soltanto apparente-
mente da quello di Painrevit, Noi siamo partiti, & vero, da su-
perficie con un gruppo continuo abeliano oc?, generalmente tran-
sitivo, di trasformazioni birazionali; ma questa proprieta, in
base all'equivalenza (stabilita dallo stesso Autore) tra il teo-
rema di addizione di WEIERSTRASS e il teorema d’inversione
degl'integrali con funzioni univoche dipendenti razionalmente
dall’origine delle integrazioni, equivale all’esistenza del grappo
continuo.

Il quadro di PAINLEVE non coincide col nostro, per ¢id che
concerne i casi IV e V, pei quali, secondo il citato Autore, &
rispettivamente (salvo lo scambio del nome delle lettere x, ¥,
2z, %, v):

Z2o=7 — [ 3:5“_0-.,(?'&_“)_
s=v — Lu), o

ove § ¢ ¢ son le note funzioni di WEIERSTRASS,

P.IV, n 58
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Vi & un apparente divario anche per cié che concerne icasi
degeneri VI e VII; ma in verith PAINLEVE li fa rientrare rispet-
tivamente nei casi IV e V, colla particolarizzazione di opportune
costanti, Lo stes¢o possiamo far noi, anteponendo all’integrale w
del caso IV il moltiplicatore 7, che vale I nel caso IV e zero
nel caso VI; e, per c¢id che concerne il caso VII, assumendolo
quale particolarizzazione del V, per 1=o.

Anche pei casi IV e V il divario fra il nostro risultato e
quello di PaINLEVE & (come non pud non essere} pitt di forma
che di sostanza e dipende sia dalla relativa arbitrarieta nella
scelta delle tre funzioni fondamentali del corpo, sia dalla tabella
dei periodi a cui si fa riferimento.

Vediamo come si possano ottenere dal nostro punto di vista
espressioni identiche a quelle di PAINLEVE.

Per cid che concerne il IV caso assumiamo, invece della
tabella normale, 1a tabella

(r15) s
o | 2

nsando notazioni consacrate dall’uso nella teoria delle funzioni

ellittiche.
Scelgasi per w sulla cubica ellittica (114) l'integrale di 2*

ppecie di LEGENDRE

wz_f “‘jx=~f¢a (wydn ="t (4.

Quest’integrale ha il proprio polo di 1° ordine nel punto di dira-
mazione all’infinito, 4, di v, e possiede ivi il residuo 2 [81,

() Le funzioni go, £, o st debbon qui naturalmente considerars con rife-
rimento ai periodi 2w, 2 o'
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p. 88, formula (427)7. I suol periodi 2%, 2% son dati da
[81, p. 41, formule (62), (63)]:

{x26) n == w), w'=7I(u);

e siccome v aumenta rispettivamente di 2 1 e di 2 % quando il
punto di F percorre i due cicli normali della superficie, cosi la
fonzione v~ { (u) appartiene al corpo e, con tfabella (115) si
pud assumere nel caso IV, come in PAINLEVE:

w= (), y= 8 (W), 2= - € (w).

L'integrale w ora vsato ha in comune con quello del nostro
caso IV il polo A; ma non & normale (e non lo & necessaria-
mente neppure quello da noi scelto, perché non abbiamo posto
la. condizione che il residuo nel polo sia 1). Perd lintegrale w
da noi usato ha periodo nullo al 1° ciclo normale e inoltre le
funzioni da noi considerate son relative alla tabella normale.
Ebbene & facile constatare, riferendosi alla tabella normale,
che il nostro integrale w & dato da:

2 TTE .
(117) weom — et e .--- C () + el W]

Invero, 1l periodo di - ¢ (#)+ £ (7:“) # al 1° ciclo normale &
11
ovviamente nullo e il periodo al 2° ciclo normale &
o z?;(fi) +—~—z°(ﬂ.z‘)m ;
2 i

(*) Questa relazione si potrebbe ricavare dalle espressioni classiche della {
mediante le §. Ved. {81, p. 134, formula (59)]. Si avverta che 2 i, w
stanno qui per z w, z w'.

P, IV, n 58
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¢ siccome, a causa della relazione di Lecenore [81, p. 4z,
formula (65}], &

il predetto periodo risulta uguale ad 1, come quello che abbiamo
gid calcolato, e pel nostro integrale w vale la (117). Insomma
colla tabella normale di pag. 319, posson assumersi guali fun-
zioni fondamentali del caso IV, espresse mediante le funzioni
di WEIERSTRASS, le:

§(m)

x= () y =4 (W) 5 =0+ L) -

Passiamo al V caso e cominciamo coll’assumere la tabella

@l 2w 2w 0
(118) 1

v 2an  2ar 27

ove le n, ' son ancora definite dalla (116) ed & & una costante
non nulla. Scelgasi come integrale di 3* specie w l'integrale:
I Y AHo

(19) w=Cu— i [ L dr =g 2 (;‘“_)a) ,

[%, = (a), yo=¢ (a)],

che ha i punti logaritmici (puri) nel punto di diramazione all’in-
finito di y (x) (¢ il punto »=0) e nel punto (x, v,) (¢ il punto
w=a), col periodi uguali a quelli indicati per v nella precedente
tabella (!). La funzione

a(u — a)

o(u)

e?}‘*'ﬂ} —_— etl

() Ved. p. es. (8L p. o1, formula (51), p. o2, formula (53)1. Si tenga
presente che g si annulla in #=o [81, p. 47].
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appartiene perci6 al corpo e st pud pertanto assumere nel caso V,
con la tabellz (118) come in PAINLEVE:

K= (W), y=¢ (), 2= fi(?g(;.‘)‘.’)u .

L’integrale w che ¢i ha condotto alla funzione fondamentale z
scelta da PAINLEVE, non differisce da quello da noi considerato
nel caratterizzare il nostro caso V, se non pel fatto ch’esso non
¢ normale (non ha cioé il primo periodo ciclico nullo) & non si
riferisce ad una fabella normale. Ma & chiaro che, se si altera
la funzione di PamwLEvE in guisa che sieno soddisfatte queste
condizioni, si deve ritornare alla nostra z.

Ora, alle condizioni accennate si soddisfa prendendo le fyn-
zioni #, §, o relative ai periodi normali e togliendo dal nogtro
w un opportuno integrale di 1* specie, in modo da annullare i
primo periodo ciclico. Cosi viene:

(120) w—tog o) b))

a(t - a) ™ ’

e siccome &, colle attuali notazioni, 1= - g, deve risultare:

B‘(u+m'+3)
2

log
%(u—a+nz‘+—c§—)

e |
og -~

il che pud esser controllato mediante le espressioni di 7 e £
perle & (1.

Si osservera pure che il secondo periodo ciclico dell’inte-
grale del 2° membro &

b (3-S5

w?

{!) Ved. p. es, [Bl p. 133].

P IV, n. 58
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e la quantitd tra parentesi quadre & uguale a -1 per la rela-
zione di LEGENDRE, Sicché ritorna, come deve essere, t= - g.
In conclusione colla tabella novmale di pag. 319, quali funzion:
fondamentali del caso V, espresse mediante le funzioni di
WEIERSTRASS, possono assumersi le:

Twd)
VT Y o)
r==go (u), y= g (), zz==e a(u)

OsSERVAZIONE — Poiché o (#) & una funzione intermediaria
del campo ellittico (della quale 2 1, 2 7" son 1 periodi di 22 spe-
cie) e € (#) ¢ la derivata logaritmica di ¢ (), le formule (11%),
(119) sono casi particolari delle espressioni generali da noi asse-
gnate net nn. 51, 52 per gl'integrali semplici di 2* e di 3 specie
sopra una varietd di PIcArp.

59. CENNI SULLE FUNZIONI PERIODICHE NON SODDISFACENTI
AL TROREMA DI ADDIZIONE. ESEMPI PER fv==2. — Perche sia ap-
plicabile il procedimento che ci ha condotfo al teorema di strut-
tura, gl’integrali di 3° specie di una V. quasi abeliana, inva-
rianti pel gruppo continue I', che, associato a V., definisce un
corpo di funzioni quasi abeliane, devono soddisfare a due con-
dizioni indicafe alla fine del n. 47; e ciot: 1) che quegl’inte-
grall posseggano solfanto wvarietd logaritmiche e che queste sieno
pure; 2) che i periodi polari lungo le varietd stesse, per un me-
desimo infegrale, sieno proporzionali a numeri interi. Alla 1) &
possibile soddisfare anche senza Vipotesi L; per verificar la z)
cf & occorso invece d’'invocare la I, (ma non & percid detto che
con altro procedimento l'ipotesi non possa divenire superflua
anche per la seconda condizione).

Nei riguardi della 2) abbiamo indicato alla fine del n. 47
la difficolta fondamentale che sorge s’essa non & verificata; certe
~relazioni che si deven trasferire nel campo algebrico per pre-
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parare il teorema di struttura, rimangono essenzialmente tra-
scendenti.

Analoga circostanza si verifica anche se non ¢ soddisfatta
la 1), nel senso che se pur & possibile ]'inversione univoca degli
integrali semplici di un sistema lineare X, oo™ ! (comprendente
gl'integrali di r* specie di V., insieme ad integrali di 2* specie
e ad almeno un integrale di 3* specie), essa pud conduire a fun-
zioni sia pur meromorfe, ma non contenenti razionalmente le
coordinate della origine delle infegrazioni, e dipendenti invece
in modo trascendente da queste coordinate o addirittura non
meromorfe (al finito). E poiche (come si & detto varie volte)
PANLEVE ha dimostrato [47] che la dipendenza razionale delle
predette funzioni dalle coordinate dell’origine, equivale al fatto
che quelle funzioni soddisfanno al teorema d'addizione di
WEIERSTRASS, in definitiva, quando ['univoca inversione sia
possibile, accompagnata perd dall’indicata dipendenza trascen-
dente, Ie funzioni periodiche cui si perviene non soddisfanno
al teorema d’addizione.

PamvLEVE ha dato esempi in proposito [47, pp. 10, 48] per
le funzioni di due variabili (7w=2), riferendosi anzi all'ipotesi
pit generale che I'inversione conduca a funzioni con un numero
finito di rami, anziché a funzioni uniformi. Si hanno general-
mente terne di funzioni periodiche cogli stessi periodi non pid
legate da equazioni algebriche, nonostante ch’esse provengano
dall’inversione di sistemi d’integrali semplici sopra superficie
algebriche.

Riferivemo qui, per comoditi ed orientamento del lettore,
tre degli esempi di PaNLEVE, riattaccandoli alla prima delle
condizioni rievocate al principio di questo numero e inquadran-
doli nel nostro modo di considerare il problema.

a) Sul piano x, vy consideriamo gl'integrali semplici

dwx d
n=-/-?=logm, ﬂ-‘:.[(-—(l’$+—y—{):]og‘y«mm’

P. IV, n 59
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ambedue di 32 specie. II primo ha come curve logaritmiche pure,
coi periodi +2w, -2, la x==0 ¢ la retta all’infinito del
piano; il secondo ha come curve logaritmiche, coi periodi
+2 i, -2 7, lay=o0 e laretta all'infinito: perd quest’ultima
& curva logaritmica impura, perche & anche curva polare {del
1° ordine} della funzione razionale x. L’inversione dei due inte-

grali #, v conduce alle funzioni uniformi e olomorfe (al finito):

u
X ==ttt

le quali ammettono i periodi (z =, o) (o, 2 ™).

Consideriamo il corpo delle funzioni meromorfe con questi
periodi; vogliamo dire di #wite le funzioni, non soltanto di
quelle che soddisfanno ad un teorema d’addizione. Si posson
allora frovare nel corpo tre funzioni a due a due indipendenti,
p. es. le due costruite e la z=¢*, che ammette gli stessi periodi,
fra le quali passa una relazione non piw algebrica, ma trascen-
dente: v=2z ¢

Si hanno cosl funzioni di due variabili, meromorfe, a due
periodi, le quali non posseggono un teovema d addizione. L'in-
tegrale generale del sistema

. , ;
du:—ﬁ, dt):—-dm_k_w&
& ¥

che &:
(121) x o=, e, ¥ mJ,Devmnceu—l)’

contiene in tal caso in modo trascendente la coordinata x, del-
I'origine delle integrazioni.

Posto u=a, v=>5, la (121) pud interpretarsi come una tra-
sformazione biunivoca del piano che associa 1 punti (x,, ¥.),
(x, ¥) e che puod anche rappresentarsi sotto la forma

u(w’]') — “(wov}’o) =a,
(122) (modd. periedi}.
o, ¥y - (s, ) = 6
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Variando a, b si ha sul piano un gruppo continuo abeliano oo?
di trasformazions biunivoche pseudoconformi, le quali non sono
birazionali, ma trascendenti. E il gruppo analogo a quello che
esiste su ¥, nel caso algebrico.

(sSERVAZIONE — Le funzioni x=¢%, z=¢" definiscono il
corpo delle funzioni quasi iperellittiche corrispondente al ca-
so III, finche si considerano le loro funzioni razionali; mentre
se si considerano pil in generale tutte le loro funzioni mero-
morfe (al finito), si definisce un corpo di funzioni (le cui coppie
generiche non soddisfanno al teorema di addizione) e che non
son quasi abeliane, pur essendo meromorfe. Lo stesso dicasi
(in base alla Oss. 8 del n. 54) quando si consideri la totalita
delle funzioni meroforme di e™, e, .. ., ¢* come funzioni
periodiche di #,, #,, ..., #. Pertanto:

Esistono funzioni meromorfe di © variabili con © periodi
arbitrari (ma genevict) ¢ la lovo totalita forma un corpo di fun-
zioni che non sono quasi abeliane, ma che contiene un soilo-
corpo di funzioni guasi abeliane.

I periodi cui si allude son generici nel senso che il loro de-
terminante deve esser diverso da zero.

Del resto formano un corpo di funziont meromorfe di w va-
riabili non quasi abeliane con ™ (<x) periodi tutte le funzioni
meromorfe di ¢%, e¥, ..., e, Uy .. ., s Quando
queste funzioni son razionali si ha un sottocorpo di funzioni
quasi abeliane corrispondenti a p=o0, & ==, §,=n -7’

b) Sul piano x, y, consideriamo gl'integrali semplici

U= dm—-lo @, ¥ = 4% vy L +']0
= P g ® v = (w ZTF + v T gy.

In questo caso l'integrale v viola la condizione 1) per una
altra ragione; ossia perché possiede la curva polare x=1, di-
stinta dalle curve logaritmiche (y=o0, y=c0)}, che sono ora
pure.

P. IV, n 350
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L’inversione conduce alle funzioni uniformi

X mc“, J’=(3

le guali ammettono i periodi (2 w, 0), (o 2 w5).

Aggilungendo ad esse la funzione z=¢" si ottengono tre fun-

zont (a due a due indipendenti) di due variabili, con due pe-

1
riodi, tra le quali passa la velazione trascendente y=2z e‘;'“:l,
non soddisfacenti al teorema d’addizione.

In questo caso la fumzione y possiede ung curva x=1 di
singolaritd essenziali (il piano caratteristico # =0, nello S, rap-
presentativo delle %, v). Siamo cosl fuori del campo, al quale
costantemente ci riferiamo, delle funzioni meromorfe (al finito).

L'integrale generale del sistema

da dx dy
cl’l&:ﬁﬁ—w, ﬂ{v:m?*‘_
&X (I———(.U) v
é:
Wp—ic _
(123) Loz Ly e H ==y, e =1 (w1}

Anche in questo caso la costante d'integrazione x, figura in
modo trascendente nell’integrale generale e i gruppo abeliano
continuo oo*, di trasformazions biuntvoche, pseudoconforms, tra-
scendenti, del piano in sé, collegato coi due integrali =, », &
dato, per #=a, v=>0, dalle (123), al variare dei parametri a, b;
e si pud rappresentare sotto la forma (r22).

¢) Un ultimo esempio di funzioni, stavolta con 3 periodi
{il guale si pud far rientrare fra quelll indicati da PAINLEVE
[47, p. 40], quando si elimini lirrazionality quadratica, che
comparisce nelle formule di questo Autore).

sul cilindro ellittico (114} consideriamo gl'integrali semplici:

di e dzy _ .
T I
=
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rispettivamente di 1* e di 3* specie. L’integrale v ha le curve
logaritmiche z=o0, z=o00, coi periodi polari +2m, -27 e
la curva z=oc (!) & impura, perché sovrapposta alla curva
polare della funzione razionale x, del punto del cilindro.

L’inversione degl’integrali sul cilindro conduce alle fun-
zioni uniformi

X o = () z==e¥t * {u),

dotate di fre periodi (2 =, o), {», 0), (o0, 2 i), supposto che
(2 mi, w) sieno i periodi di .

La funzione x & meromorfa, mentre la z possiede una curva
(pilano caratteristico) di singolarita essenziali, in corrispondenza
al polo di #(z) nel parallelogrammo dei periodi.

Se ad x, z si aggiunge Ja funzione £=¢*, appartenente alla
stessa tabella di periodi, si hanno tre fumzioni (a due a due
indipendentty di due variabili, con tre peviodi, tra le gquali passa
la relazione trascendente 2=E e* e non soddisfacenti al teovema
d’addizione: due di queste funzioni son meromorfe e l'altra
possiede singolarita essenziali al finito.

Queste funzioni non soddisfanno al teorema d’addizione,
perché l'integrale generale del sistema

d: /
"G, dv = — da + qs

du =

z
e:
(124) & == 4o (u), 7=z, 6 P - )

e la costante d’integrazione x,=# (#,) [da associarsi alla
Vo =45 (1#,)] vi comparisce in modo trascendente.

(1) Che consta delia generatrice all’infinito del cilindro contata 3 voite.
Sulla generatrice stessa, contata semplicemente, il periodo polare di v

& — 2 i,
3

P IV, n 59
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Le (124), per u, v parametri, danno sul cilindro ellittico un
gruppo continuwo abeliano oo di trasformazioni biunivoche,
psendoconformi, trascendenti, il quale tien le veci del gruppo
abeliano algebrico, che si presenta quando le funzioni soddi-
sfanno al teorema d’addizione.

60. RAPPRESENTAZIONE DI UNA SUPERFICIE QUASI IPEREL-
LITTICA DI JACOBI SOPRA UN CILINDRO ELLITTICO. FORMULE RE-
LATIVE, — Consideriamo la superficic quasi iperellittica di Ja-
coBi, che corrisponde al caso pitt importante p=1, &=8, =1:
campo neutro di genere w==2 individuato sopra una curva ellit-
tica C da una coppia 4, B di puuti distinti.

La superficie di JacoBr relativa, che indicheremo con F,
¢ un modello senza eccezione della varietd delle coppie di
punti di C.

Analogamente a quanto accade nel caso generale di una V.,
quasi abeliana di Jacomr, che & simultaneamente equivalente
alla varieta delle w-ple di punti d’una curva C di genere ¢ e al
prodotto della varietd di Jacom: ¥, di C per un S; (T 22),
il quale pud alla sua volta concepirsi come varietd di Jacomr
quasi abeliana inerente ad una curva razionale C’, ove sieno
assegnate & coppie neutre (n. 22, Oss. 2%; n. 48), la superfi-
cie I, & equivalente, non solo alla varietd delle coppie di punti
della curva ellittica C, ma anche al prodotto di C per una retta
ossia ad una rigata ellittica astratta, di cui possiamo assumere
come meodello una rigata ellittica proiettiva.

In quest’ultimo atteggiamento, F da luogo ad un corpo di
funzioni quasi iperellittiche, che si riducono a funzioni sepa-
ratamente ellittiche in una variabile » e raziouali-esponenziali
nell’altra variabile v (n. 50).

Occorre dunque considerar & dal primo punto di vista per
aver una vera e propria superficie quasi iperellittica di Jacosr,
relativa ad una tabella (67) non degenere.
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Osserviamo prima che ¢ due modi di considerave I' non sono
equivalenti vispetto alle trasformazioni birazionall senza ecce-
zione (1).

Invero, considerata F quale superficie delle coppie di punti
di €, un suo modello, privo di punti multipli e di curve ecce-
zionali di 1® specie, che la rappresenti senza eccezione, si ot-
tiene p. es. sulla grassmanniana delle rette di S; come imagine
della congruenza delle corde di una quartica gobba ellittica C.
Il modello F & dell’ottavo ordine sulla quadrica di S; rappre-
sentativa delle rette di S;; le oot coppie di C con un punto fisso
son rappresentate, al varjare di questo, da un sistema ool (ellit-
tico) di cubiche pianc ellittiche; le oo! g} di € da o' coniche
tracciate su F (imagini delle schiere rigate di corde di C), le
quali sono associate a coppie in una g} del loro fascio, le co-
niche di una coppia rappresentando e due schiere incidenti di
una medesima quadrica passante per C e le coniche doppie
della gl essendo le imagini delle generafrici dei 4 coni qua-
drici passanti per C; ecc. ecc. Le coniche di F sono generalrici
della superficie, in quanto rigata astratta. Siccome IF possiede
direttrici di grado virtuale 1 (le oo! cubiche ellittiche, cui sopra
si ¢ alluso), essa é riferibile senza eccezione soltanto a vigate
proiettive di ovdine dispari (>5) (5.

Se invece si considera la superficie come prodoito di C e
di una retta, un modello privo di punti multipli che la rap-
presenti senza eccezione {83, p. 194] contiene direttrici di grado
virtuale zero (fe imagini delle oo! coppie con un punto fisso in
C), onde la superficie ¢ riferibile senza eccezione soltanio a vi-
gate proiettive &’ ordine pari (>4).

I due modelli son irriducibili rispetto alle trasformazioni bi-
razionali senza eccezione, nonostante che abbiano lo stesso or-

{) Delle quali ho mostrato l'imporianza aigebrico-topologica in wari
passi delle mie Lezioni {78, p. zo, Cap. IT, pp. 298, 303, 314].

(® [77. n. 12]. Applicande il n. 7 della stessa Nota si riconosce che il
modello di rigata proiettive d’ordine minimo che rappresenta senza eccezione
F non pud che esser nelio S e el 5° ordine, '

P IV, % 6o
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dine di connessione supetficiale 2, che & 'unico fra i loro nu-
meri di BETTI avente invarianza relativa. Esse differenziansi
topologicamente e quindi anche dal punto di vista delle trasfor-
mazioni birazionali senza eccezione, pel fatto che le forme qua-
dratiche fondamentali A2+ 2 M, 2 A v delle loro basi minime
{che son poi le basi minime dei loro cicli bidimensionali) non
son equivalenti rispetto alle sostituzioni unimodulari a coeffi-
cienti interi.

Ci siamo trattenuti pit del bisogno su gueste osservazioni,
anche perché esse Jumeggiano da un punto di vista, che an-
drebbe approfondito in generale, una delle ragioni della note-
vole differenza fra i due tipi di corpi di funzioni quasi iperel-
littiche che corrispondono ai due modelli (e ai gruppi continui
implicitamente ad essi associati).

Volendosi riferirsi al modello di ordine minimo di F, che &
un cono cubico ellittico di S;, si deve dunque rinunciare, in
ambedue i casi, alla rappresentazione senza eccezione e semza
punti multipki.

Assumiamo dunque a modello F della superficie il cilindro
ellittico dello Sy (x, ¥, 2):

(125) VP4 R gy K i)

e cerchiamo di rappresentare su questo (che apparisce a priovi
soltanto prodotto di C per una retta) la totalitd delle coppie di
punti di C. Siccome (ammessa eseguita questa rappresentazione)
ai punti di C rispondono su F oo! curve formanti un sistema
d’indice 2 e di grado effettivo 1 (cioé segantisi a due a due in
un sol punto variabile), e un tal sistema di ovviamente su F
la richiesta rappresentazione, bisogna cercare di costruire sulla
superficie un sistema di questa natura,

All'uopo, osserviamo che le guadriche passanti per due ge-
neratrici segano ulteriormente F in una quartica gobba ellit-
tica D, passante pel vertice del cilindro e direttrice di F, va-
riabile in un sistema lineare completo oo (somma della cubica
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piana C di equazione {125) e della generatrice staccata ulterior-
mente sul cilindro dal piano delle due date), di grado virtuale
(= effettivo) 5 (*). Lo stesso sistema si ottiene da oo! sistemi
lineari analoghi di quadriche, che son quelle passanti per le
coppie di generatrici appartenenti alla g} individuata dalle due
date. Di tali sistemi di quartiche se ne hanno o' ¢ formano un
sistema continuo completo 003 } D{ (a serie caratteristica com-
pleta), segato dalle oo quadriche per le coppie di generatrici,
ogni quartica del sistema essendo, come si & detto, segata da
ool quadriche, che son poi tutte quelle che la contengono. In
particolare i quattro coni gnadrici per ogni quartica D hanno
1 vertici sulle 4 generatrici doppie per la g} di generatrici asso-
ciata al sistema lineare |D| e toccano lungo quelle la F.

Considerate le oo! curve del sistema {D{, passanti per 4
generici punti di F, determiniamo l'indice v del loro sistema
ool S, che ha gia il grado effettivo 1. Dico che v=2, cosicche
S ¢ il sistema che conviene alla nostra questione.

Intanto non pud essere v=1, perché se no il sistema S, che
ha punti base semplici, sarebbe un fascio lineare, mentre esso
¢ costituito da ool curve clascuna delle quali appartiene ad uno
¢ ad un solo dei sistemi lineari completi |D] di D¢, che for-
mano una totalitd ellittica oo?; cosicché anche S, come ente di
elementi D, ¢ un ente ellittico.

Sard dunque v>2. Suppongasi, per assurda ipotesi, v>>2.
Allora fissata una D, sia D, in S, le v - 1 curve D, passanti pel
punto mobile su D, descrivono in S un’involuzione ellittica oo,
la quale, appunto perché ellittica, non ha coincidenze entro S.
Ma questo & assurdo, perché D, contiene, oltre ai punti base,
un pnnto caratteristico, comune a D, e alla curva D infinita-
mente vicina (non si esclude che questo punto possa essere infi-
nitamente vicino ad un punto hase), sicché I’involuzione cui si &
accennato ha per lo meno un elemento doppio in D, In con-
clusione & v=a2.

(') & superfluo avvertire che il vertice {punto triplo) non & base pel
sistema, dal punto di wvista birazionale.

22 P.IV, n 6o



338 PONTIFICIAE ACADEMIAE SCIENTIARVM SCRIPTA VARIA - 20

Sieno Py, P,, Py, P, 14 punti base di 5. Fissata una curva
D, di 5, le coppie di curve del sistema che passan per un gene-
rico punto P di F segano D, ciascuna in un punto, fuori dei
punti base; e si ha cosi una coppia di punti di D, associata a P.
Viceversa, data una tal coppia, si risale a P, La proiezione poi
di D, sulla cubica C, stabilisce la desiderata corrispondenza
birazionale fra le coppie di punti della cubica C e i punti di F.

In questa corrispondenza son elementi eccezionali:

1) 1 punti Py, P,, P,, P, a ciascun dei quali corrisponde
su C una g , cioé una generatrice sulla rigata astratta — la di-
remo I — imagine birazionale senza eccezione della varietd
delle coppie di punti di C. La g} comispondente a uno di quei
punti & segata su I}, dalle coppie di curve di § che passan pei
punti infinitamente vicini a quello. Simultaneamente le quattro
generatrici di F passanti pei punti P, P,, P;, P,, in quanto
non hanno intersezioni variabili colle curve @i S, si mutano in
punti di F, situati sulle quattro generatrici eccezionali. (Cid
¢ d’accorda col fatto che le generatrici son curve eccezionali di
2* specie);

2) il vertice Co di F, al quale corrisponde su D, (e su C)
una involuzione ellittica di 2° ordine, segata su D, dalle coppie
di curve di S che passan pei punti infinitamente vicini al vertice.
Perd Co non & eccezionale dal punto di vista della geometria
sull’ente, perche deve concepirsi come una curva (in atto infi-
nitesima) unisecante delle generatrici.

Al sistema S appartengono 4 curve D, ciascuna spezzata
in una’generatrice per uno dei punti P,, P,, Py, P, ¢ in una
sezione piana del cilindro individuata daghi altri tre punti della
quaderna.

L’omologia affine di centro z., , che porta il piano Py, P,, P
nel plano della cubica C, riduce S a tale che i nuovi Py, P,, P,
son tre punti non allineati di C e P, un punto sitnato sopra la
stessa, generatrice & di F dove giaceva il P, iniziale. Ci riferi-
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remo & questo S cosl trasformato ¢ come curva D, assumeremo
la C+ 4. In tal modo le intersezioni con D, delle coppie di
curve [ di S uscenti dai singoli punti di ¥, son senz’altro su C.

Dobbiamo ora costruire le quartiche di §: cercheremo di
ottenerle per mezzo dei coni quadrici che le contengono. Ogni
quartica D) & associata, come si & visto, ad una g di genera-
trici. Se % & una generatrice doppia di questa g}, un cono qua-
drico K, tangente ad F lungo % e passante per P;, P,, Py, P,
segna su F una D di S.. Diclamo @ la traccia su C della B
allora la traccia di K sul piano z=o0 & una conica % passante
per P, P,, P, e tangente in Q a C. 1l vertice O del cono K su P
& tale che la proiezione di P, da O sul piano z=0, deve stare
su k; epperd O & determinato come intersezione ulteriore di P
col cono quadrico proiettante % da P,. In conclusione il cono K
¢ individuato da % e da P, perché ne ¢ determinato anche il
vertice O, Insomma, una volta dato P4, le curve D di S son
proiettate dai vertici dei coni quadrici che le contengono sulle
coniche del piano z=o0 passanti per Py, P,, P; e tangenti a C
(le quali rimangono del resto le stesse qualunque sia P, su I).

Per un punto generico 4 di C passa una sola curva D di S
(essendo gid C+ & una curva di S passante per A): essa & de-
terminata da una qualunque delle quattro coniche del fascio
P,, P,, P,, A tangenti a C. Ognuna di queste coniche & traccia
di uno dei quattro coni quadrici passanti per D. La corrispon-
denza fra le D ¢ le oo! coniche della rete Py, P,, P;, tangenti
a C, non & ciod biunivoca; ad ogni conica corrisponde una D),
ma ad ogni D corrispondono quattro coniche.

Per otfenere il punto P imagine su F di una coppia 4, B
di punti generici di C, occorre intersecare, fuori dei punti base,
le D di S passanti per 4, B. Pertanto le coppie di punti di C,
che hanno per imagini le coppie con un punto fisso A4, son rap-
presentate dalla £ uscente da A: la diremo €. E similmente
diremo & la D uscente da B, che rappresenta le coppie col punto
fisso B.

PoIV, » bo
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Esistono due generatrici A, &, di F tali che
(126) A2 h=B+2h,

perché le curve dei due membri dell’equivalenza son complete
intersezioni di ¥ con due coni quadrici tangenti ad ¥ lungo-
ki, hy. E siccome, indicate con €, &’ le generatrici di ¥, tan-
genziall rispettive delle generatrici %,, 4,, viene

(127) Q' +2 b= +2 h,
sommando a membro a membro colla precedente risulta:
(128) a+a'=ad 48,

Prendiamo ora su € una coppia di punti distinti 4, B e
consideriamo il campo neutro v, di genere virfuale 2, definito
da questa coppia. Sieno inoltre % 'integrale normale di z? spe-
cie di C e v l'integrale normale di 3* specie coi punti logaritmici
A, B ed i rispettivi periodi polari +2 mi, -2 mi, si che 1 pe-
riodi di u, v costituiscono complessivamente la tabella (67),
ove le prime due colonne contengono i periodi al 1° ¢ al 2° ciclo
della retrosezione, che si suppone fissata sulla (riemanniana) C.
Denotiamo colle stesse lettere #, v gl'integrali semplici corsi-
spondenti su IF agli %, v di C (cioé le somme degli », v di C
nelle coppie di punti della curva). Vale allora su F la relazione
(nn, 28, 46):

(129) v=log R+w,

in cui Uintegrale v ha come curve logaritmiche pure le €, &
coi periodi rispettivi +2 =wi, -2 m; R & una funzione razio-
nale del punto di F (definita a meno di un fattore costante
moltiplicativo, che vien poi assorbito, attraverso la (129}, nella
costante addittiva a meno della quale ¢ definito v), avente le
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S+ €l’, B+ rispettivamente come curve di livelli zero e
infinito, del 1° ordine; = & infine il trasformato, mediante la
trasformazione unirazionale da C ad F, rappresentata geo-
metricamente dalla proiezione di € da 2, dell’integrale nor
male di 3° specie di C, che ha come punti logaritmici (C, €,
(C, @) coi periodi polari rispettivi -2 i, +2 m.

Prima di procedere alla costruzione effettiva di R e di 1w,
particolarizziamo ulteriormente i punti base di S e la posizione
di B, dato che questo punto, con una conveniente trasforma-
zione di 1* specie di C, pud portarsi dovunque sulla cubica
stessa. Assumeremo P,, P,, B coincidenti col’unico punto al-
Pinfinito di C e P, infinitamente vicino al vertice Co, del ci-
lindro sulla generatrice k, passante per A. Cerchiamo a che
cosa riduconsi con questa scelta le €, &,

Una D per 4 incontra %, in A, P,, epperd contiene 7,
come parte. La cubica residua, passando per P, P,, P, coin-
cide con C. Dunque per 4 passa la sola C+ 7%, di S ¢ quindi:

A=C+h,

Si osservi che uno dei 4 coni quadrici proiettanti la D=€l, in
quanto contiene il piano di C, contiene pure un piano passante
per k, e ulteriormente tangente ad F lungo una generatrice,
che potra assumersi come generatrice 4, della relazione gene-
rale {126).

Le coniche per Py, P,, P;, B si spezzano nella retta all’infi-
nito » di z==0 e nelle 4 tangenti a C da P;: sia ¢ una di queste,
¢ 1l suo punto di contatto ed %, la generatrice di F per Q.

Se P, non fosse all’infinito su %, il vertice O del cono qua-
drico passante per la D, diversa da C+ %, individuata da B, si
otterrebbe intersecando fuori di @ la generatrice 4, col cono
quadrico proiettante da P, la #+¢, epperd sarebbe l'interse-
zione di k, col piano z=cost. passante per P,. Quando P, va
allinfinito su %, il vertice O va dunque all’infinito su 4, ¢ il
cono quadrico passante per la C considerata si spezza nel piano

P.IV, #, 6o
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all’infinito e nel piano tangente ad F lungo %,. Ne deriva che
la D per B, distinta da C- %, ciog la curva @3, essendo segata
su F, fuori di %,, da quest’ultimo cono quadrico, & espressa da

331(/‘33 - 3 h + h’bl

ove h & ora la generatrice all’infinito di I ed &, la generatrice -
passante per P;. 11 punto C, figura nella sezione di I con quel
cono, perche dal punto di vista invariantivo, ¢ una curva, anzi
l’unica componente di &8, che sia direttrice di . Quanto ad
h, essa & proprio la generatrice di F, che soddisfa alla (126).
Si ha di pit:
hot2 hy=hy+2 hy,

perché h,+2 hy, h,+2 h, son le complete intersezioni di F
(allinfuori delfa curva infinitesima Co , che pud sopprimersi
dai due membri dell’equivalenza) coi piani tangenti al cilindro
lungo Ay, h,.

Sicché nella (128) dovremo assumere

QA =hy, B =h,

¢ posto:
alxc’ @31::Cm-|—3h,
onde &
€, = 3B,
risulta:

(130) @+ =(E +h)thy, B =(B+h) +h

Nessuna limitazione vien posta nella risoluzione del nostro
problema colla scelta particolare fatta di Py, P,, P; e quindi
delle curve €, 8 passanti per 4, B, perché sul modello di xi-
gata astratta F, che rappresenta senza eccezione le coppie di
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punti di C, si stabilisce, attraverso alle eccezioni della trasfor-
mazione birazionale fra F ed F, la piena uniformith fra le
curve ognuna delle quali rappresenta le coppie con un punto
fisso; e le curve comrispondenti alle particolari €, &, sopra
considerate, ritornano cosi ad esser irriducibili, come quelle che
corrispondone agli altri punti di C.

Premesso tutto cid, poiché la funzione razionale R ha la
€&+ € come curva zero (del 1° ordine) ¢ la @+ 83 per curva
polare (del 1° ordine) (1), soppresse le curve %, k, che risul-
tano d’indeterminazione, R riducesi ad una funzione razionale
nulla semplicemente in z=0 e infinita in z=0c, ossia (can-
giando eventualmente z in a z, con a costante non nulla)
nella funzione z,

La (129) porge allora

g o= VW

e la rappresentazione di F sul cilindro si presenta sotto la
forma.:

x=a (u), v=0,£" (u), =V,

conformemente al n. 58, che assegna tali funzioni come quelle
con cui si pud razionalmente comporre ogni funzione quasi
iperellittica inerente ad F,

Per cid che concerne ¢¥, la sua espressione come quoziente
di due ¥, si ottiene subito, tenuto conto che w & normale su C
coi punti logaritmici P, 4; sicch®, se si prende p. es. per P,
il punto (x=¢;, y=2=0), ove ¢, =¢ (w i) & uno zero del tri-
nomio a secondo membro della (125) (%) e per 4 un punto

(') In veritd la componente 34 di 83 & curva polare di 1° ordine in quanto
si riguardi semplice, ma nel fatto k & curva polare del 3° ordine.
(*} Ved. ad es. [81, pp. 25, 28].

P, IV, n. 6o
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qualunque di C, corrispondente al valore u, di «, viene (n. 53,

Oss. 29):
] (u 4 L co)
2

LT
& (umu-o+m+-; w)

(x31) et

Se poi si assumono per €, 8 due curve qualsiasi dello stesso
sistema S o di un altro sistema S, non si fa altro in definitiva
che operare una sostituzione lineare (non degenere) nella z,
onde tisulta

az b

o
cztd

(ad—bcF0),

con a, b, ¢, d funzioni ellittiche di .

61. LE TRASFORMAZIONI DI I® E DI 2° SPECIE DI UNA SUPER-
FICIE QUASI IPERELLITTICA DI JACOBI. -- D’ora innanzi par-
lando della superficie quasi iperellittica di Jacosr relativa ad
una curva ellittica C, colla coppia neutra A, B, intendiamo
di riferirci ad un modello proiettivo F senza eccezione, privo di
punti multipli, della varietd delle coppie di punti di C. Per gli
integrali %, v di F, il primo di 1° specie e il secondo di 22 specie,
e per la tabella dei rispettivi periodi, ci riferiamo ai nn. 50, 58.

A illustrazione di quanto esponemmo in generale sulle tra-
sformazioni di 1* e di 2° specic di una ¥, quasi abeliana di
Jacosr e sulle varieta eccezionali per queste trasformazioni
(nn. 21, 32, 33), riprendiamo la questione nel caso particolare
della superficie F, ripetendo, anche per chiarezza ¢ completezza,
talune argomentazioni gid svolfe o soltanto accennate in ge-
nerale,

Designamo con % (mutando le notazioni usate in generale,
che sarebbero qui incomode) le generatrici di F, imagini delle g5
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di C; e con d le direttrici di grado 1, costituenti il sistema con-
tinuo S, oo!, d’indice 2, manifestamente completo, ognuna delle
quali rappresenta le coppic di € con un punto fisso. Fra le d
vi sono le due curve logaritmiche €, # imagini rispettive delle
coppie con un punto fisso in 4 e di quelle con un punto fisso
in B. Designata con #, la particolare generatrice, che rappre-
senfa la g, canonica neutra di C e con O il punto, situato su k,,
che rappresenta la coppia 4, B, le €, & son le due d uscenti
da O.

L'inviluppo di S ¢ imagine delle coppie di punti coincidenti
di C. Nell'ipotesi, che stiamo considerando, in cui 4, B son
distinti, Vinviluppo non passa per 0. Lo continuiamo a chia-
mar C, prendendolo addirittura a imagine della curva di par-
tenza.

Il punto di F, imagine di una coppia P, Q di punti di C,
si costruisce allora per intersezione delle due d, che escono da
P, ); e, viceversa, la coppia di C, corrispondente ad un punto
di F, & data dai contatti con C delle due 4 uscenti da quel
punto.

Su tutte le generatrici l'integrale # & costante; mentre vi
¢ una sola generatrice in cui sia costante anche v: & la %,. Cid
risulta sia dal feorema d’ABEL nel campo y fissato su C (n. 25),
sia dal fatto che su &, l'integrale w diviene di 1 specie (epperd
costante}, perché vengono a coincidere i suoi due punti loga-
ritmici.

Consideriamo ora le frasformazioni di 1* specie, «, e di
2% specie, fi, esistenti su F, in quanto superficie di Jacorr della
C, di genere virtuale 2.

Una « & generata dalle coppie di F, che rappresentan due
coppie di punti di C, la cui somma varia in una g2 di y. Ogni
gruppo G della g} & rappresentato da un quadrilatero di diret-
trici, le cui coppie di vertici opposti son fre coppie di «.

P.IV, n 61
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Le coppie di o generano un’involuzione [, rappresentata
su I dalle

(132) w+u'=a, v-+v'==b (modd. periodi),

ove @, b denotano costantl caratteristiche di «.

La trasformazione di 1* specie & mula genevatrict in geneya-
trici, perche la prima delle (132) rappresenta una g, entro
Vente ellittico delle generatrici, E la g3 subordinata da «. La
designeremo con (cr) Ma si pud anche dire: Una coppia qua-
lunque X di una g* uon canonica di C, non & neutra per {Gl,
e quindi essa da, rispetto a |G|y, un resto H’, che & la coppia
omologa di A in «. Variando H nella g}, la H” descrive la g}
residua della data rispetto alla serie assoluta [Gi.

La o muta la genevatrice b, in un punto O', menire il punto
O di h, si muta in una genevatrice h,' per O'. Infatti, per una
coppia canonica H, distinta da 4, B, passa un sol gruppo di
|G|,, che lascia un resto H’, il quale, pel teorema del resto nel
campo vy, applicato alle seric |Gly, |4+ Bi,, riman fisso al
variare di /I nella g} canonica, Esso & rappresentato dal punto
¢, di cui nell’enunciato. Poiché inoltre i gruppi di |G|, per
A, B danno una serie g residua, che & poi la residua della g
canonica neutra 1lspetto a |G|, cosi, detta %) la generatnce
imagine di questa g}, il punto O si trasforma mcdlante e in k.,
contenente (.

La proprietd osservata & ben d’accordo col fatto che le ge-
neratrici son curve eccezionali di 2* specie, cosi che nessuna
di esse pud mutarsi birazionalmente in un punto (semplice},
senza che un suo punto si muti in una linea.

La corrispondenza fra l'intorno di 1° ordine di O e i punu
di h,, indotta da e, & una proiettivita, nella quale sono omologhi
gli elementi lineari uscenti da 0, O’ sulle generatrici &, A,

Cangiando «, restano immutati gli elementi associati O, &,
Vi son ool trasformazioni per le quali resta immutata anche &',
mentre O’ scorre su questa generatrice. Seno le trasformazioni
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di 1* specie che provengono dalle g% ncutre equivalenti, nel
campo assoluto, alla g7 donde ha preso origine «.

La o muta U'una nell’altra le curve logm’aimzche €, @3,
Invero, siccome i gruppi della g , che gepera «, i quali pas-
sano pel punto 4, passano in conseguenza per I, se un gruppo
G contiene una coppia passante per 4, il resto di questa coppia
nel gruppo, ¢ una coppia passante per B.

Analogamente « scambia tra loro le due direttrici & pel
punto O,

Come si comporta « nei riguardi delle altre direttrici?

Una 4 non passante per O od O trasformasi in una curva ¢
passante semplicemente per O, O’ in corrispondenza alle inter-
sezioni di 4 con h,, %,. Due generiche ¢ si tagliano fuori dei
punti O, O, che risultan base pel sistema oco' S trasformato
di S, in un sol punto omologo del punto comune alle due &,
da cui esse provengono. Sicche le curve e hanno il grado vir-
tuale 3, e, come direttrici, equivalgono algebricamente alla
somma di una 4 e di una generatrice. Ognuna di esse pertanto
incontra una generica 4 in due punti. Per un punto generico
di F passano due e.

1l sistema S’ delle ¢ & contenuto totalmente in un pitt am-
pio sistema di curve aventi il punto base O. Invero, il sistema
lineare |e|, virtualmente privo del punto base O, a norma del
teorema di Riemanw-RocH su F, ha la dimensione 2, e, va-
riando ¢ in &', je| descrive un sistema $”, o0, la cui serie carat-
teristica ¢ una g completa sopra una curva ellittica: onde il si~
stema S” ¢ completo e contiene futte le direttrici di grado 3 di
F [77, n. g}, ivi comprese le somme delle 4 e delle 4. Impo-
nendo al sistema S” il punto base O, si perviene ad un sistema
oo?, %, completo (come sistema col punto base assegnato 0),
che contiene totalmente le ¢ di S* e le somme d+ A, passanti
per O (ciot le d+h, ele @+h, &B+h).

Una curva di £, in quanto passa per O, & mutata da « in
una curva passante per O (ivi compreso il caso in cui la curva
passasse per O, nel qual caso la curva trasformata si spezza

P, IV, n 61
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in una 4 e in A,). La curva trasformata & pertanto una diret-
trice di grado 3 passante per O ¢ appartiene percid al sistema Z,
che contiene appunto ogni direttrice siffatta. Dunque il sistema
oot X, di grado effettivo 2 ¢ di indice 2 di curve ellitfiche, é
mutato in sé da ogwi trasformazione di 1® (¢ guindi di 2%)
Specie, '

Abbiamo enunciato che ¥ & d’indice 2, cioé che per due
punti generici di F passano due curve di ¥, perché il fatto &
gia acquisito per le curve di £ passanto per O, (' e costituenti
il sistema S’; e d’altronde, al variare di a«, ¢’ pud assumere
una posizione generica sopra F (1).

Le curve di Z che passano per O e per un altro punto O
di F esterno ad A, son mutate dalla trasformazione di 12 spe-
cie che ha per secondo punto fondamentale O, nelle curve 4
aumentate di &,. Ogni curva di £ pud cio¢ considerarsi una e,
inerente a una conveniente «. E X si costruisce tutto appli-
cando ad una 4 o ad una ¢ le oo® trasformazioni di 1 (o di
2%) specie. Fanno eccezione soltanto le due 4 passanti per O,
che son logaritmiche per w — le curve &, & — perche esse
son mutate I'una nell’altra dalle oo? trasformazioni di 1* specie
¢ mutate ciascuna in sé dalle oo? trasformazioni di 2 specie.

A chiarimento ulteriore del modo di agire delle trasforma-
zioni di 1* (e di 2%) specie sui vari sistemi di direttrici, si pud
agglungere che ogni sistema completo di diretirici, privo di
punti base, si muta in un sistema completo di direttrici col
punto base O e di grado virtuale superiore di 2 unita a quello
di partenza (sicché ampliando il sistema trasformato, col pre-
scinder dal punto base, si viene in definitiva a far la somma
del sistema di partenza col fascio delle generatrici); mentre ogni
sistema completo di direttrici col punto base O s muta in 58,

I sistema oo ¥ ¢ I’analogo, sulla F, superficie di Jacos:
quasi iperellittica, del sistema designato collo stesso simbolo

(") Invero, una coppia gemerica di C, insieme ad una coppia canopica
generica dd un gruppo G individuante una IGly e quindi ana ¢ il cui punte
0 sta nella imagine della prima coppia. '
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[24, p. 307] sopra un’ordinaria superficie di Jacosl. Soltanto
quit 2 ha un punto base O (e una curva fondamentale %,) e le
sue curve son ellittiche, anziché di genere 2.

Esponiamo anche altre propriety del sistema X, corrispon-
denti a quelle del sistema % sopra una superficie di JACOBI.

Il sistema 2 ¢ birazionalmente identico alla superficie F,
che lo contiene.

Infatti, esso consta di oo! fasci di curve |e|, ottenuti ag-
giungendo ad una d le singole %, e la serie oo! di questi fasci &
birazionalmente eguivalente al fascio delle 4.

Del resto la proprieta consegue pure, in questo caso quasi
iperellittico, collo stesso ragionamento esposto pel caso iperel-
littico a pag. 306 della Memoria [24]: si tratta di riferire il
ragionamento agli integrali semplici #, » e alla g} canonica
neutra, definita sulla curva e generica, dalla coppia del punti
segati su ¢, fuori di O, dalle &, @, Percid st pud affermare che:

Una cuwrva e di L, distinia dalle curve del sistema contenenty
come pavie wna delle curve logavitmiche, non & mutata in sé
da alcuna trasformazione di 2 specie diversa dall’identita ed
¢ mutatq in sé da wna sola trasformazione di 1* specie, che vi
subordina la g}, cawnonica neutra. Esisle una cd una sola tra-
sformazione di 1° o di 2 specie che mula U'una nell’ alira due
curve generiche di X,

Una conseguenza importante se ne deduce. Si prevede «
priori, considerando F come limite di un’ordinaria superficie
di JacoBi, che la serie caratteristica di %, sopra una curva e
generica, sia la relativa g} canonica neutra.

Ecco la dimostrazione di questa notevole proprieta. Sieno
P, Q le intersezioni, fuori di O, delle curve €, @& con una ge-
rerica ¢. La coppia P,  appartiene alla gp canonica e vi &
quindi una trasformazione « in cui P, @ si corrispondono e
che muta in s& e. D’altronde, se per P, {J passasse un’altra
curva ¢’ di I, distinta da e, la trasformazione &’ portante e in
¢’ scambierebbe fra loro i punti P, . Ma cid & assurdo, perché
P, © individua «, che muta in s& la ¢, e non pud appartenere

P, IV, n 61
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ad una o’ che porti e in una curva distinta ¢’. Dunque pei
punti P, ( passa la sola curva e: cioé la ¢’ & venuta infinita-
mente vicina ad e e pertanto P, 0 & un gruppo caratteristico
su ¢. Tanto basta per enunciare, come si & gid detto, che:

La serie cavatteristica di X, sopra uwma curva gemevica del
sistema, & la g canontca newtra.

OSSERVAZIONE 1% —— L’identith birazionale del sistema X
e della superficie F, permette di stabilire su F (in modo ana-
logo a quanto ENRIQUES-SEVERI fanno a pag. 30g della Me-
moria cifata) quella certa dualité, che associa ad ogni proprieta
di punti e curve ¢ di F una proprietd (duale), ottenuta scam-
biando le veci dei punti e delle curve e operando i cangiamenti
che da questi conseguono.

OsservAZIONE 28, — L’insieme delle trasformazioni bira-
zionali della F in s&, anche quando F {cio¢ C) ¢ a moduli ge-
nerali, ¢ notevolmente pit ampio di quanto non apparisca a
prima vista, considerando F come superficie di Jacosr della
curva C di genere virtuale 2 (ved. a tal proposito, in generale,
il n. 48}.

Intanto i sistemi delle «, § dipendono dalla scelta su C
della coppia A, B che pud variar sulla curva in oo® modi, la-
sciando cosi larga variabilith ai sistemi delle o, §.

Ma poi vi sono su F le trasformazioni «’, }* provenienti
rispettivamente dalle trasformazioni di 1* e di 2® specie di C
in s¢. IEd esse sono distinte dalle precedenti « f, perché una
@’ proviene da wna g2 di C composta con una g} della curva;
e fra queste g% ve n’¢ una sola appartenente a y: quella com-
posta colla gb canonica .Sicch® v'eé una sola &’ che sia una o.

Perd, siccome variando la coppia 4, B varia la |4+ BJ, che
¢ poi la g} canonica de! campo ¥, ogni gy di € pud in defini-
tiva fungere da serie canonica; onde le @ si vengono a ritrovar
tutte fra le trasformazioni del sistema descritto dalle « al variare
di 4, B. E fra i prodotti delle coppie di trasformazioni di que-
sto sistema piti ampio si ritrovano non soltanto le i, ma anche
le §; ecc. ecc.
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P

I sistema ool, abeliano, algebrico, delle ¢ naturalmente
intransitivo. Qualt sono le sue traiettorie (necessariamente alge-
briche)? Poiche le trasformazioni di 1* ¢ di 2* specie di C in sg,
mutano coppie di punti coincidenti in coppie di punti coinci-
denti, le o', B’ lasciano invariata la curva C inviluppo del
sistema S delle d, Pertanfo le traiettorie richieste costituiscono
un fascio lineare di grado zero |C}, che & di quadrisecanti delle
generatrici. Cosl ¢ viene ad essere equivalente ad una conve-
niente curva 2 (2 4 - k), perché¢ la forma quadratica fonda-
mentale A +2 Ay di F assume il valore zero soltanto per
A=4, w2,

62. I PUNTI DOPPI DELL'INVOLUZIONE I GENERATA SU I Da
UNA TRASFORMAZIORE DI I* $PECIE. — I punti doppi dell’invo-
luzione generata sopra una superficie di Jacorr da una trasfor-
mazione di 1% specie son noforiamente in numero di 16 e pro-
vengono dai gruppt della corrispondente gi della curva di ge-
nere 2, costituiti ciascuno da una coppia contata 2 volte.

Nel caso della nostra F si trovano agevolmente i punti
doppi di I. Essi debbon giacere anzitutto sulle 4 generatrici
doppie per la g () subordinata da « sul fascio ellittico delle
generatrici; e, siccome su ciascuna di queste, o subordina una
omografia involutoria (di cui le intersezioni della generatrice
considerata colle €, 3 costituiscono una coppia), cosl su ognuna
delle predette 4 generatrici si ha una coppia di punti doppi
(armonica colla coppia del punti staccati da €, € sulia gene-
ratrice stessa): in tutto dunque 8 punti doppi (*).

Che cosa accade dei 10 punti doppi della @ relativa ad una
superficie di Jacosr F, quando I tende ad F e insieme & ad o?

(y Cid & conforme d’altronde ad up visultato generale che he altrove
stabilitc cirea le involuzioni di 2° ordine con un numero finito di coinci-
denze sopra una datz superficie [83, p. 413] e clhie trovasi riprodotto nelle
mic Tezioni [78, p. 353].

P, IV, n. 61
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Per rispondere, basta assumer come € una quartica piana
con un nodo P ¢ far tendere C ad una quartica C con due
nodi P, Q, dei quali P sia il limite di P e Q compaia ex novo.
Se C & abbastanza vicina a C, si puo fissare una legge di varia-
zione di due punti X, ¥, genericamente scelti su C , i quali
tendano ai limiti X, ¥ di C (scon endo p. es. su due rette asse-
gnate). Allora la g7 segata su C dalle coniche aggiunte per

X, Y, ha per limite Ja g2 neutra segata su C dalle coniche
aggiunte ncutre per X, Y e le coppie doppie della prima serie,
segnate sn C dalle coniche aggiunte bitangenti, hanno per li-
miti le coppie doppie della seconda.e le coppie doppie degeneri.
Le prime son segnate su C dalle coniche aggiunte neutre bitan-
genti proprie a C e le seconde dalle coniche aggiunte neutre,
ognuna /z delle quali passa (oltreché naturalmente per X, Y)
pel nodo acquisito @, toccando altrove C. Ciascuna di queste
ultime va contata 2 volte nel limite. Invero, associato uno dei
punti di contatto ¥ di % con C, al punto , concepito come
appartenente ad uno dei due rami di C uscenti dal nodo Q,
s’ottiene una coppia ¥, Q, che, raddoppiata, fornisce una cop-
pia doppia degenere. Un’altra coppia, birazionalmente distinta
dalla precedente, la quale fornisce pure una coppia doppia
degenere, ¢ data da NV, Q, ove perd  si consideri appartenente
all’altro dei rami di C per Q.

Si hanno cosi 8 coppie doppie degeneri, provenienti dai 4
punti doppi della gy segata su € dalle coniche per P, 0, X, Y.
Vi sono poi 8 copp1e doppie proprie, plovcmentl dalle coppie
doppie della g{ neutra (*). Rifroviamo in tal modo le 16 cop-
pie limiti delle coppie doppie della g2 su C.

Si osserverd che, dal punto di vista invariantivo, due punti,
1 quali, raddoppiati, dinno una coppia doppia degencre, sono
uno dei punti della coppia neutra 4, B ed uno dei punti doppi
della g} residua della 4, B rispetto alla data g? neutra.

() Numero che s'ottiene applicando la nota formula generale di Jow-
QUIERES. [B9, p. 244].
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Passando alla superficie di Jacomr F e al suo limite F, e

chiamando # la trasformazione di x* specie di F che (fissata
una conveniente legge) ha per limite «, si conclude che & dei
punti doppt di & vanno a finire in altrettanti punti doppi di «
ed 8 vamno invece a finire nelle & intersezioni delle a, & colle
d uscenti dai 4 punti dove I'inviluppo C di § incontra k. Ba-
sta, per concluder cid, tener conto che sull'inviluppo € la g}
residua, cui sopra si ¢ alluso, & segnata dalle coppie di curve d
uscenti dai punti di %,’.

63. LA SUPERFICIE DI PLUCKER COME SUPERFICIE DI KUM-
MER NEL CAMPO QUASI IPERELLITTICO, — Occorre raccoglier le
fila di quanto siamo andati finora esponendo sulla F, onde
pervenire alla costruzione, nel campo quasi iperellittico, del
modello proiettivo analogo alla superficie di KummER del campo
iperellittico.

All'uopo, pensiamo ad una superficie @, i cui punti siano
in corrispondenza birazionale senza eccezioni colle coppie di
ed osserviamo anzitutto che @ ¢ vazionale (e non soltanto rego-
lare, come nel caso iperellittico) (}). Invero, al fascio delle ge-
neratrici corrisponde su @ un fascio razionale di curve razio-
nali, ogni curva di questo rappresentando una coppia di gene-
ratrici conjugate nella g} («). Indicheremo queste curve razio-
nali con 7,

Inoltre o associa a coppie ¢, ¢’ le curve di ¥ ¢ la curva
¢+¢e’, composta con una di queste coppie, ha per imagine su
® una curva ellittica ¢, in corrispondenza con ciascuna delle
¢, ¢. Mentre ¢+ ¢’ varia, la curva & si mantiene equivalente a
se stessa (attesa la vegolaritd, anzi la razionality di ©) e de-

{') Sarebbe errato porre a priosi la condizione che @ sia priva di punti
multipli, perché tale condizione potrebbe esser incompatibile (come avviene
di fatto nel nostro caso, secondo vedrema in seguito} colla- condizione del-
l'assolnta Dbiunivocith deila corrispondenza fra @ ed F.

23 PV, n, 62
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scrive un sistema, oc?, di grado 4, perché due ¢ +¢” si tagliano,
fuori di 0, in 8 punti distribuiti in 4 coppie di [.

Occorre, pel seguito, determinare il luogo del punto di @,
che rappresenta le coppie di I, conteneuti il punto fondamen-
tale O.

Facciasi muovere un punte P sopra una generica e, ten-
dendo al punto E staccato su ¢ da k. Allora la coppia di I,
individuata da P, tende alla coppia E, O (intendendosi O come
origine dell’elemento lineare di ¢'). Se invece P tende lungo e
al punto 0, la coppia di 7 contenente P tende alla coppia O, I,
ove I’ ¢ il punto staccato da k" su ¢’ (e intendendosi O come
origine dell’elemento lineare di e).

Pertanto Uinsieme delle coppie di I alle quali appartiene O,
& rappresentato su @ da una curva 7, che & proprio una 7, e
che, al pari di ogni altra 7, & segata in due punti distinti da
una ¢ generica. Che ogni 7 sia segata in una coppia di punti
da una e, risulta da cid che 1 4 punti comuni ad e, ¢ ¢ ad una
coppia della g} («) si distribuiscono in due coppie di I.

Le coppie di I contenenti I'altro punto fondamentale O’
di @, son invece rappresentate su © da una curva A, che ¢
fondamentale per le ¢ (cioé che non ha intersezioni con una e
generica). Questa curva incontra in un punto, imagine della
coppia O, O, la curva 7.

Per esaurire 'esame dei luoghi in qualche modo singolari
per «, occorre vedere come si trasforma, nel passaggio da F
a O, la coppia &, @, ¢ come si trasformano le 4 generatrici
doppie della g} («).

Quanto alle €, 88, i ricordi che esse son conjugate in o e
che una e+¢ scga ©+8, fuori di O, in 4 punti distribuiti
in due coppie di a; siechd il luogo richiesto & una curva a di @,
in corrispondenza birazionale con ciascuna delle &, &, cioé
ellittica, la quale vien segata in 2 punti da una generica, €.

Quanto alle generatrici doppie di («), ognuna di esse si tra-
sforma in una curva doppia del fascio delle 7. Ta diremo una
curva |v.
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Cid premesso, osserviamo che una curva & ha un punto
doppio, variabile con e su tuita la F, il quale proviene dal-
I'unica coppia di « situata sulle ¢, ¢’ (la coppia delle interse-
zioni di queste curve, fuori di 0). Pertanto il sistema lineare
e], al quale appartengono le €, ha la sua curva generica, &,
senza punti doppi ¢ di genere 2. I1 sistema & inolfre privo di
punti base, perch¢ nessuna curva di F si muta in un punto,
passando da I a @, ed & di grado {virtuale = effettivo) 4 e di
genere (virtuale =effettivo) 2. La sua dimensione vale 3 {per-
che la serie caratferistica completa & una g2).

Infine |¢f ¢ semplice. Questo & un punto delicato, che si
stabilisce come segue. Il sistema le| sega su @ una serie L2
che ha dimensione almeno uguale ad 1, perchd contiene cop-
pie vaziabili, e I'ha esattamente uguale ad 1, perche appartiene
ad una curva ellittica. Per una coppia di questa g4 che desi-
gheremo in seguito col simbole che fe ¢ proprio [(s, a)l, pas-
sano dunque oo curve &, cioé le dette coppie son neutre pel
sistema lineare. Se pertanto ic| & composto, necessariamente,
con un’involuzione J di 2" ordine, le coppie ddlla [(e, a)j
fanno parte di quest’involuzione; ¢ ne fanno parte altrest le
coppie residue dei gruppi di |(e, )| rispetio alla serie caratteri-
stica del sistema [e], in quanto i gruppi di questa serie constano
di due coppie di J. Dunque la gh' — diciamola brevemente
g — staccata su una § (e quindi anche su una s, che & una
particolare €) dalict per una coppia di |(e, a)], appartiene ad J;
ciot la gi caratteristica sulla € & composta con g e quindi la
coppia prescelta su @ appartiene a 7.

Ora questa conclusione & assurda. Invero, neclla corrispon-
denza Dbirazionale fra ¢ ed ¢, la coppia (e, 4) ¢ la trasformata
della coppia staccata su e, fuori di 0, da @+ 28, 1a quale, come
si & visto (n, 61) appartiene alla g! subordinata su e dalla tra-
sformazione di 1* specie che la muta in s&; mentre la coppia
riunita nel nodo di e, la quale appartienc pur essa a g, pro-
viene dalla coppia di & giacente in ¢, che invece non appar-
tiene affatto, per ¢ generica, alla g4 subordinata su ¢ dalla
trasformazione di 1* specie che lascia fissa la curva.

POIV, w03
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Tanto basta per concludere che || & semplice. Mediante [e}
si pud dunque ottenere un’imagine proiettiva di @; e sard una
superficie del 4° ordine a sezioni piane di genere 2. La curva a4,
luogo di coppie neutre del sistema |e, tagliata in due punti da
una generica &, si muta percid in una retta doppia nodale b
della superficie del 4° ordine, che continueremo a chiamare {0,
per quanto non sia piil un modello senza eccezioni di I, perche
la curva 4 si & mutata nella retta nodale 4 di @ e la curva
fondamentale A si & mutata in un punto L della imagine di 1,
il quale diviene punto base semplice per le ool gezioni piane d’
corrispondenti alle d di F. E queste dunque hanno per imagini
le sezioni di ® coi piani tangenti uscenti da L (e formanti un
sistema d’indice 2).

Quanto alle 7 (ivi compresa la 7,), poiché esse segano le &
ed anche la @ in due punti, le lore imagini sulla superficie del
4° ordine son le ool coniche segate su @ dai piani per b.

Le 4 curve j, equivalendo ciascuna a 2 %, hanno per ima-
gini su @ 4 rette m appoggiate a b ciascuna in un punto M ed
il plano passante per una retta doppia ¢ per una m non incontra
altrove @, ciod tocca la superficie lungo tuita la relia.

Ogni plano per b & tangente alla superficie nei due punti
dove la conica da essa segnata ulteriormente su ¢ incontra b:
vi sono quattro di questi piani pei quali i punti di contatio coin-
cidono e son precisamente quelli che comtengono le wette m.
Sulla curva originaria € (o &) i 4 punti M hanno per corri-
spondenti i punti doppi della g} segatavi dalle generatrici.

Su b vi sono poi 4 punti cuspidali K, 1 quali son le imagini
dei punti doppi della g} segata su € (o @3} dalle curve e.

Gli 8 punti doppi di 7 su F, in quanto son distribuiti a
copple sulle generatrici doppie della g3 (), le quali hanno per
imagini le m, hanno per imagini 8 punti di @, che apparten-
gono a coppie a queste rette. Essi sono esterni alla retta dop-
pia b, percht su F gli 8 punti doppi di I non stanno su
&+ 88,
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In virtd dello stesso ragionamento che ENRIQUES-SEVERI
fanno, nei riguardi della superficie di KUMMER, a p. 342 della
[24] o di un risultato di carattere pill generale [78, p. 3537,
st pud affermare che gli 8 punti indicati di @ son punti doppi
conici.

La retta doppia nodale & e gli 8 punti doppi conici ad essa
esterni, cosl frovati, bastano a caratterizzare ®, Infatti le su-
perficie del 4° ordine con retta doppia sono 0o® (1) e quelle
con 8 punti doppi nodali son percio oo!?, Esse formano un sol
sistema algebrico irriducibile (%) e di questo fanno parte le
superficie ottenute nel modo descritto come superficie di Kum-
MER nel campo quasi iperellittico, Ora & facile contare i para-
metri da cui queste ultime dipendono. Si trova ch’essi son 17;
per modo che le superficie quasi iperellittiche vengon ad ab-
bracciare la totalita delle superficie del 4° ordine con retta
doppia ¢ 8 punti doppi conici.

Invero, data C e ivi la coppia neutra 4, B, il che importa
(n. 21, Oss. 1* Ya scelta di 2 moduli, rimane fissato divetfa-
menfe su C il sistema oo?, I, delle serie oo! e, di coppie di
punti, e quindi il sistema lincarc le|, costituito da oo? serie
semplicemeute infinite s di coppie di punti di €. Resta dopo
cio la scelta di una proiettivita fra il sistema le} e il sistema
dei piani dello spazio S, e con questo viene individuato il
modello @; il quale dunque, dopo la scelta dei 2 moduli,
resta determinato a meno di una delle cof omografie di S,.
Cosi risultano proprio 147 i paramefii essenziali per deter-
minare una @, giacché & chiaro che, viceversa, ¢ determina
i valori di tali parametri.

La superficie @, a cagione dei precedenti storici che tosto

() Ved. p. es. [16, p. 163].

() Cid deriva dal fatio che tali superficie (razionali) son tutte rappre-
sentabili con sistemi lneari di quartiche piane con un punto base doppio
e 8§ punti base semplici, cosl disposti che vi sieno 8 curve fondamentali,
le quali dieno lnogo agli 8 punti doppi conici. Ved. [1B, p. 165].

POIV, n 63
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rievocherd, si deve glustamente chiamare superficie di PLU-
CKER. Si ha riassumendo il notevole teorema:

La superficie quasi iperellittica di KUMMER non é che una
superficie di PLUCKER, cioé wna superficie (razionale) del 4°
ovdine con vetta doppia ¢ 8 punti doppi conici, fuori di que-
sta. Tali singolarita la cavatterizzano pienamentc come super-
ficie quasi ipercllitiica. Essa ha il massimo numero di pundi
doppi isolati fra le quartiche con relta doppia.

I'ultima affermazione & nota (Rony, 1886), Essa & de-
ducibile dalla rappresentazione plama semplice della superficie
o dalla rappresentazione di questa sopra un piano doppio con
sestica di diramazione. Dal nostro punto di vista la cosa ¢
pressoché cvidente, in quanto, se la superficie possiede 8 punti
doppi conici (almeno), essa & senz’altro quasi iperellittica, cioé
imagine di un’involuzione [ sopra una conveniente I; epperd
non ha, fuori della retta doppia e del punti doppi isolati, ulte-
riori punti singolari.

OSSERVAZIONE —— La conica 17, il punto L su essa e le ‘se-
zioni piane d’ praticate coi plani tangenti a © passanti per L,
non hanno nessun valore inlrinseco, nei viguards della super-
ficie @, Variando la doppia neutra A, B variano su F le &, &’
nel fascio delle generatrici e i punti O, O sulle generatrici
h,, h,. La variazione si pud oftenere p. es. mantenendo fermo
il punto 4, ciot la curva €& su F, ¢ trasportando B su € me-
diante le oo trasformazioni di 1% specie di € in s¢, cloé mu-
tando « in una trasformazione di 1* specie, birazionalmente
equivalente, di un altro sistema o0?, per mezzo di una delle
trasformazioni 8" di F in sé (n. 61, Oss. 2%). Assunta © come
imagine della nuova involuzione, mediante il sistema lineare
trasformato del primitivo |ef, si viene in definitiva a prendere
come 7, un’altra gualsiasi conica v (distinta dalle coniche ri-
dotte alle rette doppie #) e come punto I, un punto qualunque
di questa conica, fuori della retta doppia.
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64. ALTRE PROPRIETA DELLA SUPERFICIE DI PLUCKER., — B
noto (}) a quali cleganti proprietd geometriche da luogo la
classica configurazione di KUMMER costituita dai 16 punti doppi
e dai 16 piani tangenti alla superficie di KuMMER lungo al-
trettante coniche. Quando la superficie di Jacosr F tende alla
rigata. ellittica F e con una legge conveniente si & fissata una
trasformazione di 1® specie « di F, che abbia per limite una
determinata trasformazione di 1* specie o di F, si pud, in cor-
rispondenza, costruire un modello ® della superficie di KUMMER
derivante da F, it quale ha per limite Ja nostra @.

A che cosa si riducono le proprieta della configurazione di
KummeRr, passando al limite sulla @7

Occorre intanto fissare qual’é il limite degli 8 punti doppi
conici di @ dei quali non resta traccia apparente sul limite .
Basta all’vopo ricordare la fine del n. 62, dove si & indicato il
limite dei punti doppi di 7 quando F—F. L’inviluppo C di §
ha per imagine il contorno apparenfe di ¢ da L. Poicheé il cono
circoscritto da L a @ & dell’ottavo ordine, il contorno predetto
incontra b in 8§ punti, dei quali 4 sono i punti cuspidali di @ (%)
¢ gli altri 4 coincidono a coppie coi due punti di contatto del
piano bL, che & doppio nell’inviluppo dei piani tangenti di ®.
Poiché i limiti dei punti doppi di @ sono determinati dalla con-
figurazione limite, la quale ¢ individuata dagli 8 punti doppi
conici di @ (cio che risulta meglio dalle proprieth indicate di
tale configurazione), i limiti dei punti doppi conici di @, che
vanno in b, sono, fra le intersezioni di b col contorno appa-
rente da L, quelle indipendenti dalla scelta di L (n. 63, Oss.),
ctoé i punti cuspidali., Concludendo:

Quando una superficie di KOMMER O lende ad wna super-
ficie di PLUCKER O, dei 16 punti doppi di O, olto vanno verso
altvetiants punis doppi conici di O e gli altri ofto tendono a
coppie at 4 punti cuspidali di ©.

(" Ved. p. es. [24, p. 343].
(®} Ved. p. es. {78, p. 207].

PV, n 6y
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Abbiamo gia alluso (n. 61, Oss. 1) ad una certa dualita
fra i punti di F e le curve & di Z; essa si traduce in una dua-
lita. tra i punti ed i piani tangenti di ®. Cosi la superficie ha
4 punti cuspidali, cio¢ 4 punti della retta doppia i cui due punti
tangenti coincidono e, dualmente, 4 piani cuspidali, cioé 4 piani
per la retta doppia i cui due punti di contatto coincidono; ha
una refta di punti doppi, che ¢ insieme asse di un fascio di piani
tangenti doppi; & di 4° ordine e di 4® classe, ecc.

F prevedibile che, correlativamente agli 8 punti doppi co-
nici, cssa contenga 8 piani tangenti (doppi per Uinviluppo dei
plani tangenti), 1 qual toccano ® lungo altrettante coniche
(limiti di 8 delle 16 coniche di @). Nel fatto questi piani si otten-
gono come segue.

Sia P uno dei punti doppi della I su F. Il sistema delle ool
curve £ per P ¢ mutato in s¢ da @, la quale subordina entro
Vente ellittico oo! una g} con 4 clementi doppi. Vi son ciot 4
curve ¢ per P mutate in s¢ da «. Ognuna di esse & rappresen-
tata su @ da una curva che, raddoppiata, deve dare una se-
zione piana, cio¢ da una conica situata in un piano tangente
a © lungo tutta la conica. Le coniche che cosi si ottengono
sono 8, perché ogni & mutata in s¢ da « contiene 4 punti doppi.
Dunque:

Alla superficie di PLUCKER D spettanc, oltre agli 8 punti
doppi isolalt, 8 piani tangenti lungo altveflante comiche. Per
ogni punto doppio passan 4 di questi piani e ogni pianc con-
tHene 4 punts doppi.

Ricordiamo inoltre che:

Gli 8 punii doppi son a coppic distribuili sulle 4 velle di
contatio di altvetianti piani tangenti passanti per la vetia doppia.

E per la dualith cui si & pitt volte alluso:

Gls 8 piani tangents lungo coniche passano a coppic per cerie
4 velte sitwate sui plani tangenti nei punti cuspidali.

Si hanno insomma tutte le proprietd limiti di quelle spet-
tanti alla configurazione di KumMer; le quali posson essere
espresse da un simbolismo analogo a quello di HUMBERT, ri-
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prodotto a pag. 343 della Memoria di ENRIQUES-SEVERT (1), Da
osservare pure che le quaderne dei punti cuspidali e relativi
piani tangenti; del piani cuspidali e relativi punti di contatto;
dei punti doppi che giacciono sopra una conica della configu-
razione; dei piani tangenti doppi che passano per un punto
doppio comnico {(in quanto tali piani si pensino come elementi
del cono tangente nel punto doppio) son futie quaderne proiet-
tive fra lovo. Invero, ognuna di esse ¢, sull’ente razionale cui
appartiene, gruppo di diramazione d’un ente ellittico doppio,
birazionalmente equivalente alla curva ellittica C.

Siccome poi i moduli della F, come superficie di Jacosr
quasi iperellittica, son dati dal modulo di C e da quello della
coppia neutra, cosi:

I moduli &i O, come superficie quasi iperellitlica, dal punto
di vista delle trasformazioni birazionali, sono i due invaviani
profetiivi, sopra una conica di O, della quintupla dei punti
doppi di @, tn quella conica contenuti (4 punti comici ed un
punto della retta doppia).

Questi moduli sono anche i soli invarianti proiettivi di D,
perché due @ birazionalmente equivalenti, come superficie quasi
ipereliittiche, sono fra loro proiettive, in quanto le co!7 @ si 1i-
partiscono in oo? famiglie oo di superficie omografiche. Percio
le quintuple di punti doppi sopra le varie coniche di @ e le
quintuple duali son proiettive.

Un’ultima osservazione ¢ che non puwd esistere alcun mo-
dello protettivo che rappresenti senza eccezione linvoluzione
I di K, senza ch’esso possegga 8 punti doppi conici; e cid per-
che 7 ha 8 punti doppi isolati [78, p. 303].

Circa la rappresentazione parametrica della superficie di
PLUCKER, considerata come superficie quasi ipercllittica, sic-
come il punto di @ & funzione razionale del punto di F, le coor-
dinate del punto di @ risultan funzioni quasi iperellittiche di

(") Ved. un simbolismo adatte ad esprimer le proprietd della configura-
zione inerente a ¢ in [29, p. 68].

P, IV, n 064
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due variabili, alle quali spetta la tabella {6%) di periodi. Si
pud pertanto enunciare, tenuto conto di quanto si & esposto in
generale, che:

Le coordinate x, v, z di un punto di wna superficie di PLU-
CKER O a retta doppia nodale, son funzioni quasi iperellittiche
di due variabili u, v, con 3 periodi (labella (67)] e assumon lo
stesso valove in due punii diversi del prisma dei peviodi (punii
che coincidono soltanto in corvispondenza agli 8 punti doppi
tsolati di D).

Dalla rappresentazione restano esclusi i punti della retta
doppia di D, che non st posson conseguire con valovi finils di v.

65. Lo SUPERFICIE DI PLUCKER CORRISPONDENTE AD UNA
COPPIA NEUTRA DOPPIA, ALTRI CASI SPECIALL. — Trattiamo
rapidamente il caso d’una curva eiittica C, ov’'e data una cop-
pia neutra A, B di punti coincidenti (4 = B).

La superficie F possiede allora un integrale semplice #, che
¢ in via assoluta di 1® specie ed un integrale, v, virtualmente
di 1* specie, ma nel fatto di 2* specie, colla curva polare di
1% ordine € ed il punto d’indeterminazione O = (€, &) rap-
presentativo della coppia A, A e caratteristico su €, come curva
di S.

L’inviluppo C di § passa in tal caso per O (toccando ivi €1).

La tabella dei periodi relativi a questi integrali & quella cor-
rispondente al caso 1V (n. 58), ciot la:

Ul 2wt w
(133)

v| o T
L’integrale « ¢ al solito costante su tutte Ie generatrici %, men-
tre v & costante soltanto sulla #,.

Ogni frasformazione di 1* (¢ di 2*) speciec muta in s¢ €;
sicche su € cadon 4 punti doppi dell’involuzione I e precisa-
mente nelle intersezioni di 7 colle generatrici doppie della

gg (@),
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In conseguenza:

La superficie quasi iperellittica di PLUCKER B, dervivante da
una curva ellittica con una coppia di punti coincidenti, ¢ del
4° ordine ¢-della 4* classe; possiede una retta doppia cuspidale
e 4 puntt doppi conict fuori di guesta.

Quande una superficie di {UMMER ® tende a B, 8 punti
doppi di ® tendono a coppic a 4 punti della retta cuspidale,
pei quali passano tutti i contorni apparenti di © dai punti dello
spazio; altri 4 tendono ai punti di contatto sulla retia cuspi-
dale dei 4 piani tangenti cuspidali di ®; gli ulteriori 4 ad altret-
tanti punti doppi conici isolati di ®@.

La superficic ¢ caraltevizzata, come superficie quasi iperel-
litica, dalla vetta doppia cuspidale e dai 4 punii doppi conici
fuori di essa; ha, come superficie quasi tpoereilittica, un sol
modulo, invariante proiettivo, che & p. es. il birapporto d’una
delle quaderne di punti doppi sovra indicate sulla retta cuspi-
dale oppure il birapporto dei 4 punli doppi conici contenuti
sopra una delle 4 coniche di ®, di contatto per altrettanti piani
tangenti; ecc.

Tipi di tutt’altra natura di superficie quasi ipereliittiche, pro-
vengon dal prodotto di una curva razionale e d’una curva ellit-
tica: prodotto appartenente, rispetto alle trasformazioni bira-
zionali senza eccezione (come si & detto nel n. 37) ad una classe
diversa da quelia delle F finora considerate., Sulla curva razio-
nale & assegnata una coppia neutra, sicche si ha in corrispon-
denza una superficie di Jacosl quasi iperellittica, con due
fasci unisecantisi, I'uno effettivamente e 'altro virtualmente
cllittico. La superficie @, che si costruisce come imagine della
involnzione generata da una trasformazione di 1* specie su tale
superficie di Jacop1, é una gquadrica dopfia (1). Ma superficie
siffatte non sono limiti di superficie di KUMMER.

Invece un altro caso limite della superficie di KUMMER, pro-
viene dalla superficie di Jaconr quasi iperellittica di genere vir-

{%) Ved. pel modello analogo nei campo iperellittico a pag. 344 delia Me-
moria [247.

PV, n. 63
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tuale w=2 ¢ di genere effettivo p =0, che si ottiene come varieta
delle coppie di punti di una curva razionale C, sulla quale sieno
assegnate duc coppie neutre. Essa pud considerarsi sia come
limite di una superficie di KUMMER generale, sia come limite
della superficie di PLUckER (facendo tendere una curva ellit-
tica, su cui sia gid data una coppia neutra, ad una curva ra-
zionale). La © risulta allova wna vigata razionale del 4° ordine
con due vette doppie divettvici. Ulteriori particolaritd s’intro-
ducono, se una o ambedue le coppie son costituite da punti
coincidenti.

Ma non giova insistere nell’enumerazione di questi casi par-
ticolari, i quali conducono tutti a superficie conosciute, attra-
verso la classificazione dei complessi quadratici di rette, ai quali
esse son intimamente legate, come diremo nel n. seguente.

Lo scopo fondamentale che si voleva conseguire, e che &
ormai raggiunto, era di porre in relazione questi modelli colla
teoria delle funzioni quasi iperellittiche.

Notiamo piuttosto la proprietd seguente, che risulta senz’al-
tro da futto quanto precede;

Le coordinate x, v, z di un punto di una superficie di PLU-
cKER B q retta doppia cuspidale, son fumzioni quasi ipevellii-
tiche di duc variabili u, v, con 2 peviodi [tabella (133)] e assu-
mon lo stesso valore i due punti distintt del prisma dei periodi
(cotncidenti soltanto in corrispondenza ai 4 punti doppi isolati
di B). I pumti della vetta cuspidale sfuggono alla vappresenta-
zione parametrica,

66. NOTIZIE STORICHE SULLA SUPERFICIE DI PLUCKER. -~
Occorrono anzitutto alcuni richiami di geometria della retta,
onde apprezzare al loro giusto valore i precedenti storici, che
vogliamo rievocare; richiami necessari oggi che la geometria
della retta & un po’ fuori di moda (1).

(') Ma essa, e pit in generale la geometria delle varietd grassmanniane,
sarannc certamente riprese e approfondite col procedere degli studi sui si-
stemi di equazioni a derivate parziali, secondo le vedute di POINCARS-
CARTAN,
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Per ogni complesso (sistema o) di rette ¢ importante la
cosidetta superficie di complesso introdotta da PrLUcker [52,
p. 203]. I la superficie toccata dalle rette del complesso che si
appoggiano a una data retta a (cio¢ inviluppata dagli oot coni
di rette del complesso che hanno i vertici su a e che & luogo
delle oo curve inviluppate delle rette del complesso che giac-
cion su piani passanti per a).

Vi sono poi da definire, rispetto ad un dato complesso alge-
brico, 1 punti, 1 piani, le rette singolari (*). Pn punto ¢ singo-
lare quando il cono di rette del compiesso per esso possiede una
generatrice singolare. Il cono (quadrico) d’un complesso qua-
dratico per un punto singolare si spezza in due piani ¢ la
conica inviluppo sopra un piano singolare si spezza in due fasci
di rette. Una retta ¢ singolare quando contiene qualche punto
singolare e quindi (dualmente) giace in qualche piano singolare.

51 dice poi che una retta & doppia per un complesso, quan-
do ogni suo punfo (ed ogni suo piano) & singolare. Un com-
plesso non ha generalmente rette doppie.

Per un complesso quadratico hanno poi particolare impor-
tanza quei punti e quei piani, gid incontrati da PLUCKER, da
Kremv, da Kummer [39, 407, da C. SreGrE [59] e da altri e che
si chiamano punti e piani doppi. Le rette del complesso appar-
tenenti a un tal punto o a un tal piano formano un fascio
doppio.

Ad un complesso ¢ infine legata la cosidetta superficie sin-
golare (cost chiamata da Voss in una Nota del 1873, ma gia
considerata da KummERr, da PLUCKER e da KLEIN per com-
plesst quadratici e in generale, nel 1870 e nel 1873, da Pascu):
¢ il luogo dei punti singolari e (dualmente) I'inviluppo dei piani
singolari del complesso.

Orbene, KUMMER, nei lavori citati, pone la mano sulla ce-
lebre superficie che porta il suo nome, come superficie singo-

(%) Considerati da Priicker ¢ dai suei continnatori ¢ in primo luogo da
Kromn {31, 33].

PIV, n 66
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lare di un complesso quadratico generale. [ 16 punti doppi della
superficie e i 16 piani tangenti lungo coniche sono i punti e i
piani doppi del complesso.

La superficie di PLUcker ® con retta doppia nodale e 8
punti doppi conici fu invece scoperta da PLUCKER [32, pp. 168
e segg.] e subito dopo studiata da Kremw [31, 32, 35] ¢ da
Cayrey [107 come superficie di complesso di un complesso qua-
dratico generale, costruito a partire da una retta dello spazio
non appartenente al complesso. Se la retta appartiene (generi-
camente) al complesso, si ha la superficie di PLiCKER, studiata
nel n. 65, con una retta doppia cuspidale e 4 punti doppi conici
fnori.

Ma queste proprieta non lasciavan prevedere che una su-
perficie di PLUCKER potesse presentarsi come limite d’una su-
perficie di KumMmER, in quanto i legami dell’una e deil’altra
con un complesso quadratico eran del tutfo dissimili.

E la classificazione dei complessi quadratici abbozzata da
Kizwv, dovuta con quaiche lieve lacuna a VEILER [83] ¢ da un
punto di vista pit largo e completo a C. SEGRE (!) che condusse
a considerare la superficie di PLUCKER con retta doppia nodale
come superficie singolare del pill generale complesso guadra-
tico con una sola retta doppia (quella della superficie). La su-
perficie di PLUCKER con retta doppia cuspidale & invece super-
ficie singolare del generico complesso quadratico, avente un’ul-
teriore particolaritd, che ora specificheremo.

Dato un complesso quadratico vi sono 6 complessi lineari
considerati da Kreiv (a due a due in involuzione, ciot gene-
ranti sistemi nulli permutabili), rispetto ai quali il complesso
¢ autopoiare. Pel complesso pilt generale con retta doppia, 2
dei 6 complessi coincidono (e divengono speciali); pel com-
plesso pin generale che conduce ad una @ con retta cuspidale,
coincidono invece 3 dei 6 complessi.

Queste proprietd dinno gid dungue le @ come limiti delle

{") [85]. Veggasi pure l'opera classica di geometria defla retta di Sroras
{80] ¢ specialmente il terze volume, sui complessi quadratici.
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O di KUMMER: si tratta di far tendere un complesso quadratico
generale verso uno dei complessi aventi le particolarita indi-
cate e di seguire la variazione della superficie singolare del com-
plesso.

Rievocati questi precedenti, che segnano 1'inizio di ricerche
le quali diedero luogo, per molti anni, ad un’ampia letleratura,
che non & qui it caso neppur di riassumere, indichiamo piutto-
sto 1 legami deghi enti considerati colla teoria delle funzioni iper-
cllittiche. ‘

Fu KrLev che incidentalmente osservd pel primo la possibi-
lita di rappresentar parametricamente una superficie di Kum-
MER con funzioni iperellittiche [34, p. 302]. Eghi fu seguito
da Cavrey (1), che sviluppd pit ampiameate if legame, e da
numerosissimi analisti e geometri (BorcHARDT, JORDAN, LIE,
WEBER, Roun, Darpoux, Brioscui, Ruve, C. SeGre, PAscarL,
WIRTINGER, GEISER, HUMBERT, ENRIQUES-SEVERI, ecc.), 1
quali, fino agli anni pit recenti, ampliaron largamente le cono-
scenze sopra questa importantie superficie.

Amplissima & poi la letteratura sopra un ecaso particolare
metrico della superficie di ISUMMER e cioe la cosidetta superficie
d’onda, considerata per la prima volta da Fresvsr nel 1821
nelle sue ricerche sulla rifrazione doppia e successivamente da
AMPERE, che nel 1828 ne scrisse 'equazione. Alla superficie
d’onda & legata la scoperta della rifrazione conica fatta « colla
punta della penna » nel 1830 e 1833 da Hamirton ¢ Mac CUL-
LAGH sul fondamento delle proprietd geomictriche della super-
ficie d’onda ¢ verificata dipoi sperimentalmente da Lrovp,

Nessuno perd aveva portato ["attenzione sui casi limiti della
superficiec di KUMMER nei loro rapporti colle nuove funzioni,
collegate a quelle superficie, che sarebbero derivate per conti-
nuitd dalle funzioni iperellittiche, La teoria delle funzioni quast
abeliane esposta in questa Memoria colma la lacuna e da ai
legami fra la superficie di KuMMER e le sue degenerazioni un
profondo contenuto di analisi.

(*} Ved. la Memoria [11] e altre successive Memorie dello stesso Autore,

POV, n. 66
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APPENDICE

I. QUELQUES PROBLEMES SE RAPPORTANT AUX FONCTIONS ANA-
LYTIQUES DE PLUSIEURS VARIABLES (¥)

Je vais exposer ici des problémes plutét qu'en donner des
solutions, que je ne posséde pas en général, Il s’agit de ques-
tions un peu a cété des directions actnelles du développement
de la théorie des fonctions analytiques de plusieurs variables
complexes. C’est i peut-étre une raison de plus pour en parler.

PROBLEME IV. ~— Questions dexistence relatives aux fonctions
quasi abéliennes.

I. Je résume ici d’abord quelques notions sur les fonc-
tions dont il s’agit.

Etant donné un ensemble de fonctions de # variables com.-
plexes, w,, #,, ...., tg, qui admettent un théoréme d’addition
algébrique (au sens de Weierstrass), ces fonctions s'appellent
« fonctions quasi abéliennes ». Elles sont par conséquent méro-
morphes 4 distance finie, et périodiques, avec =izt périodes

{*) Xsposto dell'A. in: « Colloque sur les fonctions de plusieurs variables
{(C B R M), tenu & Bruxelles du 11 au ¥4 mars 1953 », pp. 9-20.
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indépendantes (*). Ces fonctions ont naturellement des singu-
larités essenticlles & Uinfini, & 'exception du cas ou elles se
réduisent 4 des fonctions rationnelles de s, #, ..., #x (pour
lesquelles p=o0).

Lorsque =27, on retombe sur les fonctions abéliennes
ordinaires, et alors la condition qu’elles possédent un théo-
réme d’addition est une conséquence de la périodicité et de ce
que les fonctions sont méromorphes & distance finie; tandis que
si p< 2w, il peut exister des fonctions méromorphes qui ne
satisfont pas au théoréme d’addition.

Les fonctions quasi abéliennes permettent aussi de carac-
tériser les fonctions de m variables admettant p >2m périodes.
Celles-ci ont des périodes arbitrairement petites, et se rédui-
sent, 3 une substitution linéaire convenable prés, & des fonc-
tions quasi abéliennes d’un plus petit nombre de variables.

Les fonctions quasi abéliennes peuvent en outre étre envi-
sagées comme 6tant des fomctions abéliennes dégénérées,
lorsque certaines périodes d’un corps de fonctions abéliennes
tendent vers I'infini. C’est ’extension du passage des fonc-
tions elliptiques aux fonctions trigonométriques.

2. Enfin les fonctions quasi abéliennes de w variables se
présentent dans 1'étude des variétés algébriques irréductibles,
oo™, V., admettant un groupe continu abélien transitif, T%, co™,
d’automorphismes birationnels. Picarp, dans des recherches
célebres des années 188¢-18g5, avait démontré que ces va-
riétés &taient des wvaridtés abéliennes. Celles que nous avons
nommées variétés de Picard. Mais le cas général des variétés
quasi abéliennes avait échappé au grand géométre, parce qu’il

(1) Une période est un wvecteur complexe Wy Wy v W tel que les
valeurs de chaque fonction de l'ensemble soient les mémes aux points
(e Uy ooos 2z) el (b, M W oo ¥k wn) (%, 3 ..., ;) étant un
point quelconque A distance finie. On dit que p périodes sont indépendantes
si les vecteurs représentatifs ne sont liés par aucune relation linéaire & coef-
ficients enticrs {(non tous nuls).
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avait implicitement admis que le groupe I' éfait absolument
transitif, c'est-a-dire qu’'il ne possédait pas de sous-variété
invariante. De l'existence du groupe transifif I", absolument
transitif ou non, on peut déduire P'existence sur V, de @ inté-
grales simples, #,, #,, ..., 4. (intégrales de différentieiles to-
tales de fonctions rationelles du point de V). Le cas d’'un
groupe I' absolument transitif correspond auw cas ou les inté-
grales sont toutes de premiére espéce. L’examen du cas général,
ol les intégrales sont aussi de seconde ou de troisiéme cspéce,
a été fait (en complétant V'analyse de PICARD) par PAINLEVE,
dans un mémoire de 1903 (Sur les fonctions qui admettent un
théoréme d addition: « Acta Mathematica », vol. 27), Le
procédé de PAINLEVE est développé pour m==2 et limité 2 un
apercu général pour m quelconque. Il conduit 4 la conclusion
qu’une V., possédant des intégrales simples #,, ..., #, admet
un théoréme d'addition, et que les coordonnées du point va-
riable de V. sont des fonctions abéliennes, propres ou dégéné-
rées, des variables s, u,, ..., #;.

Aprés le travail de PAINLEVE, on ne trouve plus de contri-
butions appréciables & ce sujet, jusqu’en 1947. J'ai publié alors
une étude trés étendue sur les fonctions abéliennes dégénérées,
que j'ai nommées quasi abéliennes. Mais plusieurs problémes
importants demeurent toujours en suspens dans la théorie. J'in-
diguerai ici quelques-uns de ces problémes.

3. On sait que dans la théorie classique des fonctions abé-
liennes de w variables, et dans la démonstration méme du théo-
réme d’existence fondamental, on réduit d’abord la matrice
(w, 27m) (*) des périodes & une forme normale

@ 4 o

y

ol A est une matrice (m, =) & éléments nuls, sauf ceux de la

() C’est-d-dire 4 g lignes et & 2m colonnes,

,/}f;j:., 1
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. . . 27 277
diagonale principale, qui sont égaux a AREEe 4y,
B
dy, ..., d; Gtant certains nombres entiers (diviseurs élémen-
taires) et & une matrice (%, w) satisfaisant & une condition
quantitative ¢t & une condition qualitative assurant 1’existence
des fonctions intermédiaires (c’est-a-dire la convergence de
certaines séries) au moyen desquelles on exprime toute fone-
tion abélienne du corps déterminé par la matrice {CONFORTO:
Funziont abeltane ¢ matvici di Riemann, Corsi dell’ [stituto Na-
zionale di Alta Matematica in Roma, 1942). Eh bien! j’ai
cherché d’abord une forme normale pour la matrice des pé-
riodes d’un ensemble de fonctions quasi abéliennes en obte-
nant les résultats suivants.

Parmi les 7 intégrales simples de Vi, solent $ de premiére
espéce, 8, « essentiellernent » () de troisiéme espece, 8, « essen-
tiellement » de deuxiéme espéce, avec w=p+8 +8, (p=o0,
8,20, &,20). Ecrivons la matrice de type (%, 2 p+8,) des
2 p+8, périodes cycliques et polaires des intégrales sous la
forme

Pz OI'!
(2) o9 5 F
09, 0]

olt | A, Q| est la matrice abélienne des périodes des intégrales
de premiére espéce, £,, €, sont des matrices des types respec-
tifs (8;, ), (J,, p) renfermant les péricdes cycliques respec-
tives des &, &, intégrales de troisidme et de deuxiéme espéce,
et B, de type (8, 3,), est la matrice des périodes polaires des
o, intégrales de troisitme espéce. Cette dernitre peut étre
réduite tout de suite & avoir les éléments tous nuls, sauf ceux
de la diagonale principale, qui peuvent étre supposés égaux
i zmi.

() 1 va sans dire qu’ici il s’agit du nombre 7 classique et non pas
du nombre des wvariables.

(*) C'est-a-dire qu'une combinaison linéaire queiconque 3 coefficients

constans non tous nuls des &, intégrales envisagées n'est jamais d’espice
plus petite.
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Quelles sont les conditions nécessaires et suffisantes pour
qu’il existe un corps {dans le sens ordinaire du mot) de fonc-
tions quasi abéliennes correspondant & un tableaun donné (2)?

J’ai donné & ce propos trois théorémes d’existence, dont
le troisitme est le plus significatif.

Pour Iexistence d’um corps de fonctions abéliennes déter-
miné par (2) i est fout simplement nécessaire ot suffisant
gue (T) soit une matrice abélienne.

Il n'y a en somme aucune condition pour les éléments de
Q,, Q, qui peuvent étre choisis d'une fagon quelcongue.

Mais est-il toujours possible de réduire le tableau des pé-
riodes d’un corps de fonctions quasi abéliennes 4 la forme nox-
male (2)?

J’ai démontré que c’est toujours possible si la variété algé-
brique V. associée (en vertu du théoréme algébrique d’addition}
3 I'ensemble donné de fonctions quasi abélienncs, peut se ré-
duire, par transformations birationnelles, & une variété (sans
points multiples) ne possédant pas de variétés exceptionnelles
a - 1 dimensions.

Alors il résulte aussi que V. est birationnellement équi-
valente au produit d’unc variété abélienne V. par un espace
lindaire S5 (3=20;+8,).

Ici se présente une question trés importante. Est-il pos-
sible de démontrer directement & partir de la définition ana-
Iytique, que la matrice des périodes est toujours rédnctible &
la forme (2)? Ou, ce qui revient au méme, est-il possible de
prouver directement que V.=V, xS;? Je renvoie pour quel-
ques considérations A ce propos & mon mémoire cité.

Une autre question intéressante ost relative 4 la reduction
des équations aux dérivées partielle intégrables par des fonc-
tions quasi abéliennes (en particulier par des fonctions abé-
licnnes) & des classes rationnellement distinctes. Il s’agit de
I'extension des équations de RIEMANN auxquelles satisfont les
fonctions 0 du premier ordre.

App., 1
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I'y a en outre bien des questions qui se rattachent a I'ex-
tension aux fonctions quasi abéliennes de la théorie des fonc-
tions abéliennes (théorie des matrices de RIEMANN, dans le
sens de Gaetano Scorza, et lien avec la théorie des correspon-
dances de Hurwrrz).

On se trouve ici en face d’anomalies nouvelles dans les
rapports entre propriétés arithmétiques et propriétés fonction-
nelles. Par exemple, des problémes équivalents dans le champ
abélien deviennent distincts dans le champ quasi abélien, Nous
renvoyons a ce propos aux résultats de M. CoNFORTO, qui don-
nent des orientations remarquables 4 ces questions.

II. SULLA CARATTERIZZAZIONE DEI CORPI DI FUNZIONI (UASI
ABELIANE (¥)

Numerosi ed importanti problemi nascono dalla teoria delle
funzioni quasi abeliane (!) ¢ dalle teorie collegate. Richiamo
qui l'attenzione sopra qualcuno di essi, le cui origini — in
quanto risiedono in proprietd infinitesimali dei gruppi continui
— hanno rapporto con le direttive del presente Convegno.

11 prof. Hopge, nella propria comunicazione, ha alluso ai
mutut aiuti fra geometria differenziale e geometria algebrica.
D’altronde la solidarieth fra le diverse branche della matema-
tica diviene sempre pili evidente negli avanzamenti della nostra
scienza,

1. Ricordo anzitutto due delle possibili definizioni dei corpi
di funzioni abeliane (?).

{(*) Esposto dell’A. in: « Convegno inlernazionale @i geometria differen-
ziale, Ttalia, 20-26 settembre 1953 », pp. 21-26, Ed, Cremonese, Roma, 1954.

() Cir. SevEry, Funyioni quasi abeliane {Scripta varia della Pontificia
Accademia delle Scienze, n. 4, 1947}, Questo volume sara citato come « Me-
mioria A »,

(*} Memoria A, n. 37, pag. 147 e segg. (la nwmerazione delle pagine si
viferisce alla pyesente edizione}.
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a) Un corpo di funzioni quasi abeliane (in particolare
abeliane di w variabili consta di tutte le funzioni razionali di
punto sopra una varietd algebrica (irriducibile) V. possedente
un gruppo continuo abeliano 0¥, I", generalmente (o, in par-
ticolare, assolutamente) transitivo di trasformazioni birazionali.

Perche si tratti di un corpo di funzioni abeliane occorre e
basta che I' sia assolutamente transitivo.

b) Un corpo di funzioni quasi abeliane di = variabili
consta di tutte le funzioni razionali di punto sul prodotto (di-
retto) di una varietd abeliana di Picarp oo™ (p<m) ¢ di uno
spazio lineare Ss (8= - p).

il corpo ¢ di funzioni abeliane se p=1,

L’equivalenza delle a), &) fu stabilita nella Memoria A
subordinatamente ad un’ipotesi di lavoro, che chiamai ipotesi L
e che & inutile riferire qui. Naturalmente m’assicurai fin d’al-
lora che esistessero corpi ad essa soddisfacenti.

Ma siccome qualcuno dei teoremni di struttura e di esistenza
dei corpi di funzioni quasi abeliane, di cui assegnai !'effettiva
costruzione per mezzo degli sviluppi in serie delle funzioni inter-
mediarie, ¢ legato all’equivalenza delle @), 5), mi sono indotto
a stabilire tale equivalenza a prescindere dallipotesi di lavoro.
Ed & cio su cui ora riferisco.

Posso prima osservare che, nel dedurre la &) dalla &), non
si fa altro, in sostanza, che stabilire una struttura fibrata della
variethd. Si potrebbe dunque tentar di conseguire direttainente
il risultato per via differenziale.

2. Non ci occuplamo dei corpi di funzioni abeliane, di cui
esiste una teoria ampia e classica (). Supporremo ciod di aver
da fare, secondo la &), con una V¥, possedente un gruppo I'
non assolutamente transitivo, rispetto al quale dunque esiste
su V. un insieme I invariante di punfi. Si tratta di dedurre

() Cfr. p. es. Conrorro, Funzioni abeliane e matrici di Riemann (Corsi
dell'Istituto MNazionale di Alta Matematica, Roma, 1g42),

App., T1
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che ¢ corpo delle funzioni razionali su V. & susceltibile deila
definizione b).

Indipendentemente dall’ipotesi L si stabiliscono le proprieti
seguenti (1):

Profittando delle trasformazioni infinitesime del gruppo T,
si costruiscono su V. w forme differenziali lineari integrabili,
linearmente indipendenti, che si diranno associate a T'. Degl’in-
tegrali di queste forme un certo numero $ (< x) sono di 1* spe-
cie, ove p & I'irregolaritd superficiale di V,; 8,(>>0) sono di
3" specie; 6,(>>0) di 2* specie, essendo §=8&,+8,=1 - p. Per
p=o0, laV. & superficialmente regolare.

Ciascuna delle 7 forme & mutata in s& da " e 'insieme inva-
tiante I & riempifo dai poli e dai punti logaritmici dei predetti
integrali semplici di 2%, 3* specie.

Gl'integrali delle forme stesse costituiscono un sistema k-
neare 2, associato a T, al quale appartengono #utfi gl'integrali
semplici di 1* specie di V., ma non, naturalmente, tutti gl'inte-
grali semplici di 22 e 3 specie di V..

Com’¢ ben noto, gl'integrali semplici di 2* specie sopra una
qualsiasi varietd algebrica oo™ posseggono una varicty pura
00™~2 di punti d’indeterminazione. Lo stesso non accade sem-
pre per gllinfegrali di 32 specie. Ma nel caso della nostra V,
ciascuno degl’'integrali di 3* specie di I possiede una variety
pura 00™2 d’indeterminazione.

I punti delle varieta d’indeterminazione sono punti d’accu-
mulazione dell'insieme I e si distribuiscono in un numero finito
di varieta algebriche pure co™2, Sia M la loro somma. Allora
I+ M & un’ipersuperficie algebrica pura costituita dunque da
un numero finito di ipersuperficie algebriche, che comprendono
tutti i punti singolari degl’integrali di .

Ciascuna, F,_,, delle varietd d’indeterminazione & eccezio-
nale rispetto ad ogni trasformazione di T, nel senso che non &
invariante, ma mutasi invece in una varieth di dimensione

() Memoria A, n. 47, P. 201 e segg.
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maggiore, E’._,, riempifa da un’involuzione di co™2 curve ra-
zionali vy, trasformate dei punti di E,_,. Insomma ogni tra-
sformazione di T' possiede varietd eccezionali. Cid caratterizza
d’altronde la non assoluta transitivitda del gruppo. Invero, le
trasformazioni di questo non posseggono varietd eccezionali
quande p=m= (e il modello considerato di ¥, & privo, com’e
possibile ottenere, di varietd eccezionali).

Variando la trasformazione, muta in generale la E’,_; cor-
rispondente ad E,_,. Le E’, , rlempiono un sistema irriduci-
bile co™~! e le ¢ relative a queste £’,_; un’involuzione oo™=1,

N

mediante cui & composto il sistema delle E, ,.

3. Dimostriamo ora che su ciascuna delle oo™ curve ra-
zionali ¢ st pud fissave un punto senza introdurve trvazionalits
aritmetiche (rispetto ai parametri da cui dipende la y varia-
bile).

Invero, il sistema oo™ ! delie v & mutato in s¢ da I e pud
essere pertanto rappresentato dai punti d’una varietd irridu-
cibile W,_;, possedente un gruppo continuo abeliano transi-
tivo co™! IV, di trasformazioni birazionali, indotto da I.
La We., & insomma, alla sua volta, una varieta quasi abeliana,
il cui punto ¢ funzione razionale del punfo di V.. E siccome
ognuno deglintegrali semplici di ¥® specie di V, & costante
sulle v, gl'integrali stessi sono tanti quanti gl'integrali sem-
plict di 1* specie di W,y ossia questa varietd ha la stessa
irregolarita superficiale  di V.

Sopra una generica y if gruppo I' subordina un gruppo abe-
lano continuo ool di trasformazioni birazionali, cio¢, trattan-
dosi di una curva razionale, di proiettiviti, che pud essere o
un gruppo di proiettivita iperboliche cogli stessi punti uniti
4, B o un gruppo di proiettivith paraboliche con un sol punto
unito O, che al variare di ¥ descrive una varieth algebrica uni-
secante delle y. Nel primo caso l'unico integrale «# di Z, non
costante sulle v, & ivi un integrale di 3 specie coi due punti

App., T
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logaritmici A, B, a residui opposti; nel secondo caso # subor-
dina su y un’integrale di 2* specie col solo polo O.

Se si verifica 'ultimo caso, su ogni 7 resta fissato, senza
irrazionalitd aritmetiche, il punto 0. Ma anche se si verifica il
primo caso, ciascuno dei punti A, B ritorna in s¢ per le circo-
lazioni di ¥ nel proprio sistema algebrico oo®~! ed & pertanto
funzione razionale del punto di W, _,. Invero, i punti 4, B non
possono che descrivere componenti distinte (ciascuna delle quali
¢ dunque unisecante delle y) della varietd dei punti logaritmici
di #, in quanto ne! punto generico di ogni compenente irridu-
cibile della varietd completa dei punti logaritmici d'un inte-
grale semplice di 3* specie, sopra una varieth qualunque, il
residuo ha un valore costante, che pud cambiare soltanto in
punti singolari di quella varietd completa.

4. Dalla proprietd dimostrata nel n. prec. discende che
ogni ¥ pud omograficamente rappresentarsi sopra una mede-
sima retta a, senza introdurre irrazionalita aritmetiche.

In conseguenza di cid V, risulta birazicnalmente equiva-
lente al prodotto W._; xa. Invero, dato un punto generico
P di V. per esso passa wra Y, rappresentata da un punto P’
di W._; e nell’'omografia fra v ed « al predetto punto P di y
corrisponde un punto P” di @; sicche la coppia P/, P” ¢ fun-
zione razionale di P. Viceversa, partendo da P, P” si costruisce
razionalmente prima vy, imagine di P, eppoi P, imagine di P”
su 7; ossia P & funzione razionale della coppia P’, P”.

QOra, se n=pH-+1 e p >0, la varietd quasi abeliana Wr_; &
una varietyi abeliana di Picarp, d’irregolarita superficiale
p=m—-1I ¢ Sy & una refta. Il teorema & dunque in tal caso
dimostrato. Per induzione si risale da questo caso ad ogni
valore =>4,

Se poi p=:0, w=1, la ¥, & una curva razionale e W._, un
punto; percid il teorema & vero. Da questo caso si risale, per
induzione, a p=0 e n >0 qualunque.. Si trova ciog, indipen-
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dentemente da L, che V. & il prodotto di uno spazio lineare S,
per un punto, ossia che V. & una varieth razionale.

La proprietd b) & dunque acquisita in ogni caso. Viceversa,
il prodotto (diretto) di una variety oo? di Prcarn per uno spazio
lineare S; di luogo a un corpo di funzioni quasi abeliane dj
w variabili soddisfacente ad a) (1),

L’equivalenza delle definizioni a), b) ¢ cosi stabilita.

5. Tale equivalenza & molto importante, perché (%) in con-
seguenza di essa e di risultati di ParNLEVE (*) un corpo di fun-
zioni quasi abeliane di « variabili complesse si pud altresi iden-
tificare col corpo generato da m funzioni (indipendenti) delle
m variabili, ammettenti un teorema d’addizione nel senso di
WEIERSTRASS e le quali sieno continue e a derivate parziali
continue, anche per soli valori reali delle variabili. Risulta
invero che funzioni siffatte sono analitiche, meromorfe (al fi-
nito) e periodiche con p<Czx periodi indipendenti (*) e si ridu-
cono a funrzioni razionali del punto d’una V. possedente un
gruppo continuo abeliano oo™ di trasformazioni birazionali.

Inoltre la matrice dei periodi di tali funzjoni pud ridursi ad
una forma tipica (°), la quale consente di arrivare al conclusivo
teorema di esistenza (%), che indica quali elementi son arbitrari

() Memoria A, n., 46.

() Memoriz A, introduzione e nn. 37, 38.

(} Pamvivve, Swur les fonctions qui admetient un théovéme d’addition
{Acta mathematica, 1003},

(") il case pw>am resta escluso scltanto in apparenza dalla teoria svi-
luppata nella Memoria A, perchd, come dimostrarono CLEBSCH-GORDAN
(x865) ¢ FromEmxrs (1884), una funziono di 7 variabili con u>zw pe-
riodi, mediante un’opportuna sostituzione lneare sulle variabili, pud ri-
dursi a dipendenze da w'<m variabili e, se lo variabili nen sono ulerior-
mente riducibili, il numero dei suoi pericdi rispetto alle variabili cffetti-
vamente restate non supera 2z 5.

{*) La forma (40) della Memoria A, con ulteriore precisazione nelle for-
mule (x06), {xo7) di pag. 293.

() Memoria A, n. 54 ¢ particolarmente P. 279 per cid che concerne la
determinazione del corpe mediante gli elementi arbitrari della matrice tipica
dei periodi e p. 272 e segg. per cid che concerne la costruzione eflettiva,
delle funzioni del corpo.

28 App., I
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in tale matrice ¢ quali sono legati quantitativamente o quali-
tativamente per costruire un corpo di funzioni quasi abeliane,
di cui diventa dopo cid facile di assegnare le espressioni me-
diante le funzioni intermediarie o le funzioni theta di pili va-
riabili.

Resta la questione di sapere a quali condizioni deve esser
sottoposta una matrice di © orizzontali ¢ di p<(2mw verticali per-
ché possa ridursi alla ricordata forma tipica. La sola condi-
zione che le funzioni del corpo sieno meromorfe e con p<lz®
periodi, non basta, mentre & sufficiente nel caso abeliano
(p=2m). Cid equivale a chiedere quali condizioni vanno ag-
giunte alla meromorfia, perché sussista il teorema d’addizione,
che & automaticamente soddisfatto quando = 2%, mentre non
1o & per p<Czm, come lo attestano esempi di CousiN.

II1. FONCTIONS ET VARLETES (UASI-ABELIENNES (*)

1l s'agit-li des fonctions analytiques, méromorphes de =
variables indépendantes avec p=2n périodes (*). La théorie
est commencée en 1947. (Voir mon mémoire Funzioni quast
abeliane un volume dans « Scripta varia », Ac. Pont. 1947).

Si p=2mn (et alors nous écrirons, suivant l'usage, p au
lieu de w) on tombe sur les fonctions abéliennes. Dans ce cas
les composantes des périodes forment une matrice de RIEMANN,
caractérisée par deux conditions, une qualitative et l'autre
quantitative, A propos d'une tefle matrice il faut rappeler les
recherches remarquables de Gaetano Scorza. Le théoréme
dexistence relatif assure ’existence d’un corps de fonctions
abéliennes, attaché i une matrice de RIEMANN quelconque w,

{(*) Nel volume: « Proceedings of the International Congress of Mathe-
saticians, 1054, Amsterdam, September z-g ». Vol IIL pp. 521-528,

() L’¢tude des foncticns aver p»2f périodes se reduise & T'élude des
fonctions quasi abéliennes par un convenable changement de variables.
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donnée. Le méme corps est défini par toute matrice dguivalente
4 », dans un sens bien précis (1).

Parmi les matrices équivalentes 3 w il ¥ a des ratrices
normales, ¢’est-a-dire de type JAQ!, ou 4 est une matrice carré
(d’ordre p) A éléments tous nuls sauf ceux de Ia diagonale prin-

2w 2ws

cipale qui sont T e TS a, ..., dp étant des entiers
4 »

(dy=1, d divisible par d,_)), appellés diviseurs du corps; et
Q est une matrice carré symétrique satisfaisante 4 une seule
condition qualitative (3).

Avant de nous borner aux fonctions quasi abéliennes
(+<C2m) ajoutons quelques mots sur la varidié de Picarp Ve
attachée a un corps de fonctions abéliennes de P variables (%).

¥, est une variété abélienne, c’est-a-dire que les coordon-
nées de ses points sont des fonctions du corps et en outre clle
est de vang 1, c’est-d-dire qu’d chaque point de ¥, correspond
un seul point dans un des paralléletopes des périodes. Nous

(") Deux matrices A, 4% s'appelient dquivalentes s'il existe une matrice
compléxe non dégénérée [ ot une matrice unimodulaire A ¢léments entiers 3,
telle que A*=fA8, Cette relation est réflexive, symétrigue et transitive,

() Pour les développements Plus recents de la théorie des fonctions abé-
liennes je renvois aux belles lecons: Funzioni abeliane ¢ wmatvici di Riemann
di Fabio Conrorro (Corsi dell'Istitute Nazionale di Alta Maternatica, 1942).

{*) La dénomination de waridtd de Picard a 6t¢ introduite dans des tra.
vanx de ENRIQUES-Sevirt et de Casrerruovo, En partant d’une vatiété
algébrique irréductible quelcongue W d'irrégularitd superficiclle >0 on
obtient, d’aprés Castersuovo (x00s5), wne premidre V., de Prcarp. Elle est
Vimage birationnelle de la totalith co? des systémes lindaires de lypersur-
faces d'un systéme irréductible complet de hypersurfaces de W. Une se-
coitde W, (abélienne de rang 1 suivant la términologie qui va suivre),
s'obtient d'aprés le conférencier (F. Seviri, Un teorema & inversions per
glintegrali semplici di 1~ specie apparienenti ad wng superficie algebrica,
Atti del R. Istituto Veneto dj Scienze, Lettere ed Arti, IG13) moyennant la
matrice de RizManw des intégrales simples de premitre espéce attachées & W,
Le conférencier a remarqué pour la premitre fois {en 1913) que les deux
variétés peuvent &ire distinctes. Un licu fort élegant entre les deux varidtes
a ¢été dtabli par M, AwpreoTi (Lirfcei, 19510: Ac. Royale de la Belgique,
1952}, Dans des travaux récemment publids dans I'Am. Journal la seconde
variéte est appellée varidlé de Albanese, tandis que cet ancien et vaillant
disciple du conférencier 1'a rencontrée seulement presque vingt aprds la
publication de la Note de Spviar (Istituto Veneto),

App., 111
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nous référons & un modéle non singulier, ne contenant pas des
variétés exceptionnelles; ce qu’il est possible d’obtenir.

Toute variété abélienne (de rang guelconque) se représente
avec une involution sur V.

La ¥V, fur recontrée pour la premiére fois par PICARD dans
ses recherches classiques (commencées pour p=2 en 188g) sur
les variétés algébriques admettant un groupe continu, abélien,
transitif, oo?, d’automorphismes birationnels. Nous envisageons
Ja variété surtout de ce point devue, de sorte & comprendre les
deux types de variétés dont nous avons parlé tout & I'heure
dans la note (3).

Des transformations infinitésimales du groupe Prcarp déduit
aisement lexistence sur ¥, de p intégrales algébriques sim-
ples. It lui échappa que ces intégrales ne sont pas nécessaire-
ment de T espéce, comme il le croyait, Le malentendu fut cor-
rigé par PAINLEVE en 1903.

J’avais dans une petite Note de 1907 (Ist. Veneto) remar-
qué que pour caractériser la surface de PICARD au moyen des
invariants géométriques, 'hypothése de l'existence du groupe
continu oo?, transitif, n’était pas suffisante, mais qu’il fallait
ajouter ’hypothese de la transitivité absolue du grouppe, c’est-
3-dire que sur la surface, dépourvue de courbes exceptionnelles,
n’existait aucune courbe ou point invariant. Au point de vue
analytique cela signifie que si la transitivité n’est pas absolue,
les deux intégrales simples de la surface ne peuvent pas étre
tous les deux de 1" espéce.

Eh! bien, la méme conclusion est valable pour une dimen-
sion quelconque. C’est-a-dire que si une variété algébrique V.
(non singulitre) posséde un group continu ablélien, oo®, T,
d’automorphismes birationnels, ou bien I' est absolument tran-
Sifif et alors V. est une variété de Prcarp d'irregularité super-
ficielle w=p, de sorte qu'il y a sur la variété p intégrales sim-
ples de 1 espéce; ou bieu I est géndralement transitif et ils
existent sur V. de sous variétés non exceptionnelles invarian-
tes et alors m >4, p étant Dirregularité superficielle de V- et
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les w intégrales simples existant sur V, en verty des transfor-
mations infinitésimales du groupe, ne sont pas tous de premiére
espece. On tombe ainsi sur les variétés et sur les fonctions quast
abéliennes,

La recherche de PAINLEVE ne touche Pas aux groupes con-
tinus attachés aux fonctions envisagées; mais ce lien est dans
la nature méme du probiéme, comme nous le verrons de suite,

En raison de I'importance de la recherche de PAINLEVE pu-
bliée dans le volume des « Acta mathematica » pour la célé-
bration du centenaire d’Abel, j’ajouterai d’auires indications.
La recherche est développée jusqu’au fond pour w=2, avec
le but principal de démontrer le théortme algébrique d’addition
pour les fonction de plusieurs variables, théoréme que WEIER-
STRASS donnait dans ses legons, mais dont on ne connaissait
pas la démonstration avant PAINLEVE, Dans le cadre de ces
fonctions se presentaient soit les fonctions abéliennes, soit leurs
dégénérescences, qui sont précisement les fonction quasi abé-
liennes,

Les résultats de PAINLEVE combinés avec ceux de I’Auteur
aménent & la conclusion que les fonctions quasi abéliennes (en
particulier abéliennes) épuissent ’ensemble des fonctions con-
tinues de ™ variables, 3 dérivées premiéres continues, qui ad-
mettent un théoréme ¢'addition algébrique. (Elles résultent en
conséquence analytiques méromorphes, périodiques).

Nous appellons variéié quasi abélienne de Prcaxp V. une
variété algébrique (dont nous considérons un moddle non sin-
gulier) possedant un groupe continu oo abélien, I', générale-
ment transitif d’automorphismes birationnels. Elle joue dans
la théorie des fonctions quasi abéliennes le méme role qui est
Joué par la variété de Prcaro dans Ja théorie des fonctions
abéliennes,

L’inversion simultanée du systéme linéaire % des intégrales
simples %, #,, ..., u, existant sur Ve en vertu de T, donne
Puniformisation de ¥, au moyen de fonctions quasi abéliennes
d’un corps, dont nous indiquérans dans la suite la construction.

App., TII
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La V. est de rang 1 par rapposrt aux périodes de ce corps de
fonctions, mais il y a des exceptions & la biunivocité.

Le systéme 2 est complet pat rapport & I'; c’est-a-dire qu’il
renferme toute intégrale simple de V. invariant pour I'.

Au systéme I appartient toute intégrale de 1™ espéce
Uy, Uy ooty de Vo, ou p (0=p=m) est I'irregularité super.
ficielle de V5. Soit %, le systeme linéaire des intégrales de
1% espéce. Etant p<(m, dans % il existe des intégrales de 2™
et 3™ espece, formant dans leus ensemble un systéme linéaire
subordonné Y’. Ti renferme un nombre maximum &, (z.0) d’in-
tégrales essenticllement de 3™ espéce, Uy 1, --- ',y » formant
un systéme linéaire %;. En disant “essentiellement’” de 3%
espéce nous entendons exprimer que toute combinaison linéaire
3 cobfficients constants, non tous nuls, d’intégrales de 2, est
de 3™ espece. Analoguement par rapport aux intégrales de
2% egpice, pour lesquelles nous aurons un nombre maxi-
mum &, (Z0) d’intégrales essentiellement de seconde espéce
CNPRTRETRE NP formant un systéme linéaire 2. Le
systéme 2 a la dimension 3,48, -1 et 2 est le systéme mini-
mum renfermant %y, £;, T,. C'est-d-dire que n=4+8, +8,. Les
systémes ¥, B, peuvent étre choisis arbitrairement en Z’, sous
la condition de leur définition.

On a ainsi trois entiers caractéristiques p, &;, 8, de la va-
riété V. associée au groupe T', c’est-d-dire 4 la matrice des
périodes des intégrales u;, ;. ..., U=

Nous verrons tout & I'heure qu’étant donné = et étant choi-
ste la decomposition w=p+3,+8&, de &, ou p, 9y, 5, sont des
entiers nion négatifs arbitraires {sous la condition = p-+8, + &),
il existe toujours des variétés V. possédantes les entiers ca-
ractéristiques choisis.

Nous verrons aussi que le groupe I' n’est pas déterminé uni-
voquement par Vs, lorsque ©>>p (tandis qu’il est parfaitement
déterminé si m=p}.

Une des grandes difficultés dans 1'étude de Vs (p<m) est
que cette variété renferme un nombre infini de variétés excep-
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tionnelles. C’est le méme qui se présente (suivant un théoréme
classique de CASTELNUOVO-ENRIQUES) pour les surfaces appar-
tenant aux classes des reglées et des surfaces rationnelles. Il
n’existent pas pour ces surfaces des modéles dépourvus de cour-
bes exceptionnelles, tandis qu'ils existent pour toute autre sur-
face. C'est le méme pour V, comme nous allons le voir.

On démontre aisément que 'ensemble de points, 7, inva-
riant pour I', est constitué des péles et des points logarithmi-
ques des intégrales de %', Mais ces points ne sont pas les seuls
points singuliers pour ces intégrales. Il y a aussi pour chacune
d’elles des points d'indétermination qui remplissent des varié-
tés algébriques pures & = - 2 dimensions. Soit M leur ensemble,
Alors T+ M est une variété algébrique pure H, oo*~1, qui ren-
ferme tout point singuliers, les points d’indéterminations se
présentant aussi comme points d’accumulations des péles et
des points logarithmiques,

Eh! bien, chaque composante de M est exceptionnelle vis-i-
vis des transformations de I'. Soit E,_, une telle composante.
Alors une transformation (non identique) de I' change E.
dans une variété E’';_,, remplie par une involition oo™ % de
courbes rationnelles y, chacune desquelles correspond & un
point de E._,. En changeant la transformation, la variété
E's .y déerit sur Vi un systéme irréductible oo™, de variétés
analogues et les v attachées aux variétés E'x_, de ce systéme
constituent une involution oo™=!, 7, qui compose le systéme
susdit. Par le point générique de V', passe une et une seule
courbe 7y,

Chaque involution des courbes y est invariante pour I'. On
a ainsi autant d’involutions analogues que des variétés d’in-
détermination; mais en realité il existe sur V, une infinité de
telles involutions. Une seule d’elles est suffisante pour nos dé-
ductions ultérieures,

J'at en effet démontré récemment (Convegno di geom. diff.,
Venezia, 1953) que sur toute courbe rationnelle ¥ d’une invo-

App., 111
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lution [ est possible de fixer un point sans introduire des irra-
tionalités arithmétiques {par rapport aux paramétres de 7y en J).

Cela compléte dans un point fondamental la théorie que
j’avais développée en 1947, parce qu’on peut & présent éliminer
Uennuyante hypothése de travail, que j’avais appelé « hypo-
thése L »: c’est-d-dire 'hypothése de Vexistence d’un modele
(non singulier) de V. tel qu'ancun composante oo™ 1 de la va-
riété invariante A scit exceptionnelle.

Nous pouvons maintenant énoncer les théorémes fondamen-
taux de la théorie des fonctions quasi abéliennes:

Théoréme de caractérisation. Pour qu'une V. possédant un
groupe continu du type 1' ait Uirregularité superficielle p<=n
¢’ est-g-dive qu'elle soit quast abdlienne) il faut et il suffit que
T' renferme un sous growpe rationnel oo®, ou S<w (ef alors
p=n-08). La V. est en consequence le produit divecte d’umne
variéié de PICARD V. et d'un espace lindaive Ss; ef viceversa.

St p=o (et par suite =) lu V. est rationnelle. Tout cela
exphque & priori Uexistence sur ¥, d’une nombre infini de
variétés exceptionnelles et de groupes de type I

Pour établir les théorémes d’existence, qui vont suivre, il
faut préablement déterminer les expressions des intégrales sim-
ples de 2% et 3™ espéce d'une V. de PIcarD en fonction des
intégrales de 1™ esptce; ce qui donne une extension remar-
quable des formules classiques de la théorie des fonctions el-
liptiques et des fonctions abéliennes speciales. Avec ces moyens
on arrive plus aisément aux théorémes suivantes:

I Théoréme d’existence. Il existe toujours un corps de fonc-
tions quast abéliennes dont la matvice des péviodes est la meéme
de celle des périodes des p intégrales simples de premicre
espece d'une V'), de PICARD et de B, intégrales simples de 3™
espece et de O, intégrales simples de 2™¢ espéce, génériquement
choisies sur V',

En disant, génériquement choisies’” nous entendons que
les variétés logarithmiques des intégrales de 3™ espéce soient



F. SEVERI -~ FUNZIONI QUASI ABELIANE 393

simplement lices (') et que les &, intégrales de 29 espice soient
essenticllement de 2% espéce,

Aprés une substitution linéaire & determinant non nul sur
les intégrales congues comme des variables indépendantes, la
matrice formée par leur 2p +&; péricdes (cycliques et polaires)
se réduit & la forme normale snivante

A8 0
(7y 1o, B,
09, 0
ou |AQ] est la matrice de RirMany attachée V7,5 10Qy], 104,
sont les matrices respectives des périodes cycliques des intégra-
les de 3™ et de 29 espéce; et B, matrice carré d’ordre 8, est
la matrice des périodes polaires des intégrales de 3™ espice,

Une ultérieure substitution linéaire (A déterminant non nul)
sur les dernieres intégrales réduit égal a zéro tout élément de
B, sauf ceux de la diagonale principale qui deviennent égaux
a zmi.

II Théoréme d'existence. Suy une V, quasi abélienne d’ir-
régularité superficielle p<m, il existe un mnombre infini de
groupes du type ' associds, suivant le théoréme I, aw méme
corps de fonctions quasi abéliennes, et ces groupes dépendent
du choix d'une transformation crémonienne arbitraive dans un
espace lindaive,

Ajoutons que parmi les groupes I' sur une méme ¥ il y en
a qui satisfont & I’hypothése L, et d’autres qui en échappent.

Mais le plus significantif des théorémes d’existence est le
suivant.

IIT Théoréme d’existence. FElant donné une matvice du type
(T), pour qu’il existe un corvespondant corps de fonctions quast
abéliennes 4 faut et il suffit que la matrice |AQ} soit vieman-

("} Dans mes premiers travaux sur la base 'al demontré que les variétés
logarithmique (nécessairement pures et de dimension m—1 si la variétd am-
biante est oo%) d'une intégrale de 3™ espiee, sont algéhriquement lides. On
doit supposer pour motre théoréme qu’il n'y ait qu'un de ces liens indé-
pendants.

App., T
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nienne. Les autres matrices particlles |1Q,], 19,| pewvent étre
chotstes arbilyaiwement.

Résultat d’une simplicité inattendue vis-d-vis des difficultés
qu’on a du surmonter pour I’atteindre.

Pour ce qui concerne les conséquences de ces théorémes je
renvoi & mon mémoire du 1947,

Je me borne a rappeler (parce qu’il est nécessaire pour la
suite) que la détermination du nombre des modules d’un corps
K de fonctions quasi abéliennes conduit 4 envisager un qua-
triéme entier caractéristique du corps, qui est (lui méme) comme
les caractéres p, &,, &,, invariant vis-i-vis des transformations
birationnelles: c’est le rang p de la matrice carré | B|.

Les applications & la géométrie algébrique sont nombreuses
et trés intéressantes. Je me suis borné (dans le mémoire de
1947) seulement 4 quelques essais initiaux en traitant complé-
tement le cas particulier w=2.

Le role de la surface de KuMMER dans la théorie des sur-
faces hyperelliptiques cst ici joué par la surface de PLUCKER
(surface de complex d’un complex quadratique général). Elle
est rationnelle, de 4™ ordre, avec une droite double ordinaire
et 8 points doubles ordinaries hors de la droite,

On trouvera plusieurs probiémes qui interessent soit ’ana-
lyse soit la géométrie, dans mon mémoire de 1947 et particu-
ligrernent au n, 57,

Parmi les problémes non resolus il y a le probléme de dé-
terminer les conditions auxquelles doit satisfaire une matrice
ayant 7 horizontales et p<{27 verticales pour qu’elle puisse
étre réduite au type (7T} et elle soit pourfant la matrice des
périodes d'un corps de fonctions quasi abéliennes.

Je termine en résumant les remarquables contributions i
la théorie données dans ces derniers temps par Fabio CONFORTO.
Je saisis 1'occasion pour envoyer encore une fois mes souvenirs
A la mémoire de 'ami perdu.



¥, SEVERI - FUNZIONY QUASI] ARELIANE 395

Le Dbut principal de Conrorro était d’arriver i une théorie
arithmétique des fonclions quasi abéliennes analogues jusqu’au
possible & celle des fonctions abéliennes.

Mais il y a I des différences profondes et des difficultée
absolument nouvelles & surmonter,

La raison principale n’est pas seulement qu’a un corps de
fonctions quasi abéliennes réponde un nombre infini de grou-
pes I', mais aussie qu'a une matrice (7)) peuvent correspondre
plusieurs corps de fonctions quasi abéliennes; tandis que dans
le cas abélien il ¥y a correspondence biunivoque entre le corps
et le groupe T, entre la matrice des périodes et le corps. Clest
cette correspondence que dans ce dernier cas permet de substi-
tuer & 1’étude des propriétés fonctionnelles 1’étude des proprié-
tés arithmétiques de la matrice de Riemawn, comme l'a fait
Scorza. Dans le cas quasi-abélien le détachement du fonction-
nel du c6té arithmétique n'est pas possible.

ConrorTo posa 4 la base de ses recherches la théorie des
correspondances univoques sur une V, quasi abélienne de Pr1-
CARD répresenté par des congruences du type

(1) w=Au+i (mod. )

étant # la matrice 4 % horizontales et 4 1 verticale dont les
éléments sont les intégrales u,, #,, ..., ., c’est-d-dire les va-
riables du corps de fonctions quasi abéliennes envisagé sur Vy;
w la matrice des périodes, A une matrice carré d’ordre © et A
une rnatrice & = horizontales et 4 une verficale.

Pour que la congruence ait un sense il faut et il suffit que w
satisfait & une relation de HURWITZ-CONFORTO (comme on a
proposé de la nommer), c¢’est-a-dire

wl = Aw

ou I est une matrice carré convenable d’ordre v ({v nombre des

périodes, c'est-a-dire de verticales de w) & éléments entiers.
Les rapports entre les matrice A et 7 donnent lieu a des

faits imprevus en comparaison avec le cas abélien. En outre

App., 111
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tandis que dans le dernier cas la (1) donne toujours une cor-
respondance algébrigue, dans le cas quasi-abélien (p<C27) la
correspondence, tout en restant analytique, peut étre frams-
cendante.

Ces propriétés sont contenues, avec bien d’autres, dans plu-
sieurs notes et mémoires de CoNrorro, publides entre 1948 et
1954. Le dernier (postume, dans les Anmali di Matematica)
contient la détermination compléte des correspondances (1);
un autre mémoire de 1949 donne toutes les rélations de HUR-
w1TZ-CONFORTO. Ici joue un réle fondamentale de caractére o,
dont j’ai parlé plus haut (rang de la matrice B). Les matrices
quasi abéliennes qui présentent 1’analogie plus étroite avec les
matrices de RIEMANN (et que comprennent en particulier ces
derniéres) sont celles pour lesquelles p=8,.

Cette théorie arithmétique-fonctionnelle, suivant le pro-
gramme de CONFORTO, est bien loin d’étre achevée.

Plusieurs éleves de I'Istituto di Alta Matematica en Rome
travaillent maintenant suivant les directives laissées par Con-
TORTO. I’. ex. un de ces éléves, M. BeNEDICTY a étudié les
propriétés des fonctions quasi abéliennes que j'avais nommaées
speciales et les conditions pour gue une matrice du type (7)
soit équivalente & une matrice du méme type, avec des entiers
caractéristique et des diviseurs différents. 11 vient maintenant
d’envisager le probléme de determiner ces entiers et ces divi-
seurs pour toute matrice du type (1) equivalente & une matrice
donnée de tel type.



INDICE DEGLI AUTORI

I numeri rinviano alle pagine del volume

ABEL, 10, 17, 10, 95, 906, 125,
389.

ALBANESE, 387.

AMPERE, 367.

AnDREOTTI, 387.

APPELL, 18, 19, 209.

BagnERra, 9.
IBeNepicry, 396.
Berrr, 336.
Borcaarpy, 367.
Brixi, 12, 13, 73.
BrroscHy, 367.

Carran LK., 3064.
CASTELNUOVO, g,
387, 391.
CAvLEY, 366, 367.
CreBscH, 6, 18, 93, 94, 269,
Coxnrorro, 7, 8, 252, 270, 378,
387, 387, 394, 395. 306.
Cousiv, 35, 39, 152, 243, 244,

272, 200, 386,

15, 21, 83,

Dansoux, 367.
D FrawcHis, g,

Kirror, 18.
E®RIQUES, 9, 12, 21, 83, 148,
750, 350, 357, 361, 367, 387,

3I1,

148,

38s5.
380,

245,

149,
391,

FroprNniUs, 6, 148, 152, 214, 385.

IFreEsnEL, 3067.
FucHs, 29, z22.

GAMBIER, 12,

GERISER, 367,

(GORDAN, G, 18, 269, 385.
Goursaz, 18, 19.

Hamarron, 367.

Hopce, 214, 380.

Humnrerr, g, 17, 269, 360, 367.
Hurwitz, 248, 380, 395, 396.

Kirer, 214.
Krew, 17, 365, 366, 367.
KrazEr, 7, 40.

Kummer, 41, 42, 43. 353, 357, 358,

359, 360, 363, 304, 365,

307, 394.

lacoBr, 11, 15, 16, 17, 18, 19, 26,

40, 41, 83, 97, 1I1x, 125,
148, 349, 150, 151, 182,
244, 274, 31X, 313, 317,

334 349, 350, 353, 359, 361, 363.

Jornan, 367.

Lerscuirz, 9, 269.
Lecrnore, 245, 324, 326, 328.
Lie, 367.

LINDEMANN, 11.

Lromw, 167.

Lorore, 63, 04.

Mac CurLacy, 36G7.



398

PONTIFICIAE ACADEMIAE SCIENTIARVM SCRIPTA VARIA - 20

NogtHER, Iz, I3, 17, 73, 202.

Pamvievd, 5, 1o, 11, 16, 39, 40, 4%,

153, =201, 218, 316, 317, 323,
324, 325. 327, 329, 377, 385
388, 380,

Pascar, 307,

Pascu, 365.

Picarp, 7, g, 10, 106, 23, 24, 20,
27, 31, 33. 34, 35. 41, 148, 150,

153, 134, 489, 190, 193, 198,
200, 202, 2313, 2T4, 219, 245,
240, 249, 2350, 2506, =260, 202,
265, 276, 277. 279, 304, 300,
3rx, 318, 376, 377. 38y, 384,
385, 387, 388, 38¢, 39z, 395

PoiNcart, 7, 11, 83, 364.
Procker, 353, 358, 359, 360, 361,
362, 363, 304, 305, 3060, 394.

Reye, 367.

RieMANN, 7, 12, 14, 18, 30, 32, 40,
73, 75, 97, 145, Y91, 232, 204,
279, 347, 379, 380, 386, 387,
393. 395, 399.

Rocu, r2, 14, 73, 75, 97,
RomN, 358, 367.
Roseniiaim, 18.

347.

ScrHoTTKY, 232.

SCHWARZ, 10,

Scorza G.. 8, 9, 380, 386, 395.
Seere C., 365, 3006, 367.

SEVERI, 9, 148, 149, 150, 257, 314,

350, 357, 361, 367, 350, 387.

STURM, 3006.

VANDERMONDE, 1)8.

VEILER, 3006.

VERONESE, 313.

Voss, 365.

WAERDEN VAN DER, 13.

WEBER, 3067.

WEIERSTRASS, 5, 7, 10, 154, 180,
218, 245, 320, 322, 323. 320,
328, 329, 375, 385, 389.

WIRTINGER, 7, 40, 367.

ZAPPA, 257.



INDICE ANALITICO

I numert vinvieno «lle pagine del volwme. Ilindicazione di wn argomento
vale, quasi sempre, anche per le pagine successive.

Aggiunte assolute, 48.
—, neutre, 406, 3ro.
—, serie segate dalle, 62.

Campo assoluto, 14, 45.

- NEULro, 14, 43.

caratteri di una coppia
neari), 5o,

cicli evanescenti, 222.

— virtualmente omologhi,

cilindro abeliano, 276.

— ellittico, 332, 334.

componenti antoconingate, 174.

coppie neutre, 45.

e e gecidentall,

— — date, 46.

corpi di funzioni quasi abeliane, 147,
381.

~ coincidenti {di funzioni quasi abe-
liane), 206.

— distinti (di funzioni quasi abe-
liane), z10.

corrispondenze  trascendenti  (sopra
una, varieth quasi abeliana), 3g6.

curva logaritmica impura, 330,

— speciale, 123.

{serie M-

187.

45.

Differenza (di serie neutre), sg.

differenza singolare {di serie neutre),
1.

discriminante {di un gruppo di cur-
ve), 1064,

divisori, &,

dualith, 350,

148, 387.

Equivalenza in un campo neuatro,
q !
57-

Funzioni abeliane degeneri, 376.

- intermediarie, 31, 250, 27%, 28I.

— -¢ go di Weierstrass, 3zo.

— quasi abeliane generali, 147.

— quasi abeliane speciali, 139,

~- quasi ipereilittiche, 4o, 237, 317,

— razionali (come funzioni quasi
abeliane), z40.

— -e residua di un integrale, 105,

— semirazionali {di Cousin), 35, 245,

271,

— théta, 32, 271, 280,

~- {rigonometriche (come funzioni
quasi abeliane), 140.

Genere effettivo, 48, 83.

— virtuale, 46, 83.

gruppe continue abeliano, 15, 8o,
147, 153, 19X, 200, 2i7, 2064,
277, 377, 388.

— intero di periodi, 308.

- ordinario, s5o0.

—— di punti indipendenti (da wn
campo neutre), 48.

— singolare, 50.

~ speciale, non speciale, 73,
— di trasformazioni pseudoconformi,

331.
— virtnale neutro, &4.

Indice di specialit® assolute, 14, 75.
— di specialitd neuiro, 14, 73.



400

PONTIFICIAE ACADEMIAL SCIENTIARVM SCRIPTA VARIA - 20

integrali abeliani neutri, 16, 8g.

— distinti {(di data specie}, z98.

— essenzialmente di data specie, 24,
378

— essenzialmente trascendenti,

—- normali, 110, 255.

— virtualmente di prima specie, 19,
103.

interi caratteristici, 24, 37, 159, 185,
293, 390.

involuzione abeliana, 80.

ipotesi « L », 26, 35 36, 38, 170,
200, 2071, 218, 204, 275, 290,
328, 382, 392. 393.

irregolarita, 193, 31z, 392.

280.

Legame algebrico semplice, 25, 161,
163,
— autoconiugato, 27, 174.

Matrice di Riemann, abeliana, 8,
191, 279.

matrice normale (di Riemann), 8,
387.

matrici eguivalenti, 8§, 387,

modelio d'un campo neutro, 46.

moduli (di un corpe o di una va-
rietd quasi abeliana), 28, 38, 84,
204, 26T, 297.

-— di una superficie quasi iperellit-
tica, 3067,

Parallelepipedo dei periodo, =z2.

periodo, 5, 376.

periodi eccezionali, rsz.

—— non eccezionall, 244.

—— indipendenti, 6.

— infinitesimi, 6.

— degli integrali neatri, gz.

— polari, 1506, 197.

prisma dei periodi, 2z, 142.

punti doppi assegnati, 48.

— — virtualmente inesistenti, 48.

~— singolari, z7r.

— -0 gpeciale, 123.

Quadrica doppia, 363.

Rango di una varietd abeliana o qua-
si abeliana, o, 142, 150.

relazioni tra i periodi, 2z20.
redazioni di Hurwitz-Conforto,
rigate proiettive, 335.

395.

Serie canonica, 63, 67, 6g.

— — composta, jo.

- compieta, 4g.

— lineare neutra, 45.

— virluale neutra, 64.

sisterna lineare caratteristico, z57.

—— — neutro, 3r0.

sommma di due serie neutre, 57.

sottogruppo abeliano razionale, 193,
201, 3¢z

sottoperiodo, 129,

sovrabbondanza {di una serie neu-
tra), 14, 85, 75.

superficic quasi ipercllittiche di Ja-
cobi, 40, 317, 334. 344.

— di Kummer, 41, 353, 358, 304.

~- d'onda di Iresnel, 367.

— di Plicker, 353, 358, 350. 302,
364, 394

— singolare {di un complesso), 365,

— i Veronese, 3x3.

Tabella normale di periodi, 28, 33,
190, 291, 393.

teorema di Abel, 17, 19, 89.

— — diretto, 03.

— — inverso, 102,

— di addizione {nel senso di Weier-
strass), 5, 154. 205, 218, 375.

— di caratterizzazione, 193, 392.

— di esistenza (di un corpo) I°, 35,
272, 392.

— — II% 36, =277, 393.

-~ III% 36, 270, 379, 393.

~— (i esistenza ¢ unicithd (serie li-
neari), 48, 50, 52.

— di inversione (di Jacobi), ry, 8g,
97, 114,

— dei moduli, 297.

-— di Painlevé, 317,

— di permutabilith, 231,

— del reste (invarjantivo), 5o9.

— — (proiettivo), 48, 66.

— di riduzicne, 92,



¥, SEVERI - FUNZIONI QUASI ABELIANE 401

teorema ¢i Riemann-Roch in un
campo neutro, iz, 73, 97.

— di struitura, 264-275.

teoria aritmetica (delle funzioni gua-
si abeliane), 395.

trasformazioni di I e II specie, zo,
125, 154, 344-

— cremogiane (collegate con i cor-
pi di funzioni quasi abeliane),
128, 210, 277.

Unisecante, §6.
Varield abeliane, g, 376.

— — speciali, 83.
— di Albanese, 387.

2h

varietd eccezionali, =21,
382,
— di indeterminazione, 21, 105, 174.

124, 167,

— logaritmiche associate, 1a5.

- guasi abeliane di Jacobi, quasi
abeliane speciali, 15, 20, 80, 83,
136.

-— quasi abeliane di Picard, quasi
abeliane gemerali, 147, 389.

— quasi abeliane come prodotto,
88, 148, 296, 370, 302,

-— di Picard, g9, 376, 387.

~— speciali, 123,



INDICE

PRESENTAZIONE

INTRODUZIONE

PARTE PRIMA. LE SERIE LINEARI NEUTRE I LE VARIETA QUASI ABE-
LIANE SPECIALT . . e e

Proprieta delle serie Hmeari nculve .

1. Delinizioni e concetti preliminari inerenti ad un campo neutro
2, Modello proiettive piano d’un campo neutro. Aggiunte neutre
3. Costruzione proiettiva delle serie neutre determinate da g:‘uppi

indipendenti dal campo .

. 11 teorema di unicitd e di esistenza pei gruppi md:pendentl

da ¥

. Estensione dcl teorema a groppi qualungue
. Un’altra dimostrazione del feorema di esistenza. Conseguenze

7. Equivalenze in un ecampe neutro. Operazioni di somma e

di sottrazione

8. Estensione del concetto di diﬁerenza tm serie neutre .
g. Applicazione alle serie segate dalle aggiunte neutre

I10.

La serie
1I.
12.
13.
14.

I5.
16,
X7,
18.

Gruppi e serie virtuali neutre

catonica ¢ i teovema di Riemann-Roch in un campo neutro

Serie lineari nentre di ordine # > 2w —2
Un’altra dimostrazione del teorema proiettivo del resto
La scrie canonica di un dato campo neutro

Costruzione proicttiva della serie canonica d’un campo neu-
tro. Conseguenze

Quand’¢ che la serie canonica d’un campe neutro ¢ composta
Teorema di riduzione in un campe neutro .
Il teorema di Riemann-Roch in un campo neutro .

Indice di specialith assoluto; sua relazione coil'indice di spe-
cialitd neutro ¢ colla sovrabbondanza deilla serie

PAG,

45

45
45

48

49
49
52

57
59
62

64

65
65
66
67

69
70
72
73

75



404 PONTIFICIAE ACADEMIAE SCIENTIARVM SCRIPTA VARIA - 20

PAG,
Le serie neutve come limiti di serie lneari assolute . . . . . 77

19. Le curve di genere virtuale g come limiti di curve di genere
effettivonr . . . . . . . . . L L L. 77

20. Le serie neutre come limiti di serie lingari di un campo
assolute e e e e e e e e e 78
Le varieté gquasi abelianc speciali | R . . .. 80
21, La varietdk di Jacobi in un campo neutro , . . . | 8o
22. Alcuns propristh delle varieth quasi abeliane . . . . 86
Il teorema d'Abel e il feorema d'inversione in un campo neutro . 89
23. Integrali abeliani di z* specie in un campo neutre . . . 89

24. 1 periodi degl'integrali neutri come limiti dei periodi di
ordinari integrali abeliani di x® specie . . . . . . 92
z5. Il teorema d’Abel diretto in un campo neutro . . . . 95
26. Ii teorema d’inversione in un campo neutro , . . ., . 97
27. Il teorema d’Ablel inversc in un campo neutro . .. 102

28, Alcune proprietd dei sistema lineare &’ 1ntegta11 semplm vir-

tualmente di 1% specie sopra una varietd quasi abeliana spe-
ciale B 1%

2g. Un’altra via per arrivare al teorema d’'inversione: il teorema
sopra una varietd razionale . ., . ., . . . . 114

3o. Continuazione: dimostrazione del teorema d'inversicne nel
caso gemerale . . . . . . . L, . .. 119

31. Le varieth speciali tracciate sopra una varietd quasi abe-
liana di Jacoli ce e e €3

32. Proprietd delle trasformazioni di 1> e ch 2 specie della va-
rieth di Jacobi in un campo meutro . . . . . . 125§
33. Le varictd eccezionali per le trasformazioni di ™ e di 2* specie 129
PARTE SECONDA. Lr FUNZIONI QUASI ABELIANE SPECIALI . . . 139
34. Loro definizione ed esistenza . . . . - . 139

35. Le funziopi razionali ¢ le funzioni trigonometriche come fun-
zioni quasi abeliane di genere effettivo zero . . . . . 40

36. Alcune proprietd delle funzioni quasi abeliane di genere
qualungue . . . . . . . . . . . L . 4t
PARTE TERZA, Lr FUNZIONI QUASI ABELIANE GENERALI . . ., 147
Le vavietd e le funzioni quasi abeliane gemerali . . . . . . 147

37. Tre tipi di definizione delle funzioni quasi abeliane gc:ncrali.
Divisori e rango. La definizione @) . . . . . . 147

38. Considerazioni ¢ teoremi preliminari inerenti alla definizione b} 152



1, SEVERT - FUNZIONI QUASI ABELIANE

405

39-
40.
41,

42.

3.
44

45-

45.

47.
48.

49

50.

Digressione intorno ad alcune proprietd della base sopra una
varietd di dimensione qualunque e
Segno dei periodi polatri d'un mtegra.le sempl:ce di 3» speme
sopra. una varietd, P .
Le varietd eccezionali per le trasformaziom di 1* & di 22 specte
della ¥ ammettente un gruppoe continue 1* . .
Effetto delle trasformazioni di 1* specie sulle varieta loga.~
ritmiche d'un integrale semplice di 3 spccm invariante pel
gruppe continuo I . e
Struttura della varietd invariante del gruppo contmuo Le-
gami e gruppi di componenti autoceniugate , .
Costruzione dcgl’integra]i di 3 specie invarianti. Teorema
fondamentale . . . .
La base dei cicli 11near1 (lella varietd V,; contornata dal-
Vinsieme dei punti logaritmici. Periodi pnmlth degl inte-
grali di 3* specie. Tabella normale . . .
Caratterizeazione delle varieth algebriche possedenu gruppi
continui abeliani transitivi di dimensione uguale alla dimen-
sione della varietd ambiente. ]1qu:va,1en7a delle definizioni
By c) .

Valore dell'ipotesi L e 1ndunon1 rehtwe <
Sui moduii di una Vx quasi abeliana generale e sulle re]a-
zioni fra i periodi. Identificazione delle funzioni guasi abe-
liane colle funzioni che ammettono un teorema i addi-
zione algebrico . .. .
Relazioni quantitative tra i penocli d'un corpo d: funzioni
quasi abeliane speciali . .
Prima applicazione alle funzioni quasi 1pcreli1tt1che .

I teoremi di sirutiura e d'esistenza .

5I.

52.

53.
54.

55-

56.

57-

Glintegrali semplici di 3* specie di una variett di Picard
comne funzioni degl'integrali di 13 specie

GYintegrali semplici di 2 specie di una varietdh di Picard
come funzioni deglintegrali di 1% specie

Dimeostrazione del teorema di struttura .

I teoremi d’esistenza. Costruzione effettiva di tutti i corpi
di funzioni quasi abeliane Co

Determinazione dei moduli d’'un corpo di funzioni quasi abe-
ligne, Ulteriore riduzione della tabella normale dei periodi

Digressione sopra una riduzione degl’integrali semplici d’una
varietd qualungue e e e

Problemi ¢ osservazioni collegati colic teorie precedenti .

PAC,

160
166

167

i72
174

177

185

191
201

205

220
237

245

245

256
264

272
291

298
3I1o



406

TONTIFICIAY ACADEMIAL SCIENTIARVM SCRIPTA VARIA - 20

PARTE QUARTA. Lg FUNZIONT B LE SUPERFICIE QUASI IPERELLITTICHE

58. Le superficie quasi ipcre]littiche di ]ﬂ.cohi. Il teorema di
Painlevé . L e

59, Cenni sulle funzioni per:odlche non s,oddisfacentz al teorema
d'addizione. Esempi per m=2 .

60, Rappresentazione di una superficie quasi :pere]htt:ca d1 ]:J.cobl
sopra un cilindro ellittico. Formule relative . P

61. Le trasformazioni di ¢ ¢ di 2 specie di una superﬁcie quasi
iperellittica di Jacobi . .

62, I punti doppi dell’involuzione I generatzl su I da una tra-
sformazione di 1 specie . . . .

63. La Superﬁme di Pliccker come superﬁme dz Kummer del
canpe quasi iperellittico .o

G4. Altre proprietd della superficie di Piucker o

65. La superficic di Plicker corrispondente ad una coppia neutra
doppia. Altri casi speciali e e

66. Notizie storiche sulla superficie di Plucker

BIBLIOGRATIA
APPENDICE

1. Quelques problémes se rapportant aux fonctions analytiques
de plusieurs variables e

II. Sulla caratterizzazione del corpi di funzioni quasi abeliane

111, TFonctions et variétés quasi-abéliennes .

INDICE DEGLI AUTORI .

INDICE ANALITICO

317
317
328
334
344
351

353
359

362
364

369
375

375
380
386

397

399





