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Bereich dieser Schwankungen definiert ist, Doch steht nichts im Wege,
fir die Zwecke eciner theoretischen Untersuchung - wie es im Verlaufe
der vorliegenden Arbeit des ofteren geschicht ~ die Existenz idealer
Spektralsysteme anzunchmen,

Im allgemeinen sind die Abweichungen der in der Literatur vorkommen-
den Spektralsysteme untereinander nicht gerade sehr bedeutend, da die
meisten Beobachter sich bemiihen, einem ,, Standardsystem “ nahezu-
kommen, als welches 1922 () das Harvardsystem vorgeschlagen und
1935 (**) von der Internationalen Astronomischen Union allgemein ange-
nommen wurde, so wie es in den iiber 200 0oo Spektralangaben des Henry
Draper Catalogue niedergelegt ist. Immerhin ist es wiinschenswert, die
Art und den Betrag etwaiger Abweichungen der cinzelnen Systeme unter-
einander abschitzen und bei statistischen Arbeiten in Rechnung ziehen
zu konnen. Deshalb versucht jeder Beobachter eines grosseren Materials,
die Unterschiede seiner Schitzungen von denen des Standardsystems oder
denen anderer Beobachter in ,, Streudiagrammen  oder ,, Streutafeln
darzubieten, in denen die Hiufigkeiten des Zusammentreffens einer Schit-
zung seines eigenen Systems mit einer Schitzung des anderen Systems
auf gleiche Objekte graphisch oder zahlenmissig dargestellt werden. Oft
werden diese Befunde auch noch weiter nach korrelationstheoretischen
Methoden verarbeitet und Regressionskurven oder -gleichungen angegeben,
die es ermdoglichen, von eciner Klasse des einen Systems auf die ihr ent-
sprechende Klasse im anderen System f{iberzugehen,

Nun beschrinken sich die Erscheinungen, die irgendwie mit dem Spek-
tralcharakter zusammenhingen und hiufig von einem Spektralsystem auf
ein anderes iibertragen werden sollen, nicht nur auf solche, die unmittel-
bar in Beziehung stehen zu den Spektralklassen, wie z. B. Farbe, Tem-
peratur, absolute Helligheit, usw., sondern es gibt auch Gréssen, die dazu
noch wesentlich von der Hdufigheitsverteilung der Spektren bedingt sind,
wie z. B. die Leuchtkraftfunktion oder die Verteilungsfunktion von Eigen-
bewegungen. Ja selbst die Bestimmung der Regressionskurven wird von
der zufilligen Verteilung der Klassenhiufigkeiten in dem beniitzten Ma-
terial beeinflusst, wie wir im Verlaufe der Arbeit noch darlegen werden,
(Vgl. S. 130ff) :

So ergeben sich zur Vorbereitung derartiger Ubertragungen von einem
Spektralsystem 2zu einem anderen zwei verschiedene Aufgaben:

1. Die Ermitthing dquivalenter Klassen, und



EIN VORSCHLAG ZUR
EMPIRISCHEN REDUKTION
VON SPEKTRALVERTEILUNGEN

EINLEITUNG ®

Die vorliegende Arbeit sucht folgende Aufgabe zu I&sen. Es ist eine
Hiufigkeitsverteilung der Spektralklassen in einem bestimmten Spektral-
system gegeben, und es wird die ihr entsprechende Hiufigkeitsverteilung
in einem anderen System gesucht.

Die Spektralangaben wverschiedener Beobachter stimmen bekanntlich
nicht immer miteinander iiberein: Eigenheiten der Auffassung der Spektral-
klassen, zuféllige Beobachtungsfehler, Verschiedenheit des Beobachtungs-
materials sind die Hauptursachen solcher Abweichungen. In ihrer Gesamt-
heit charakterisieren diese Eigenheiten eine Grundhaltung des Beobach-
ters, die im Verlauf einer umfangreicheren Untersuchung als konstant
angesehen wird, sodass von einem dem einzelnen Beobachter eigenen
Spektralsystem gesprochen werden kann. Ahnliches gilt, wenigstens in den
Hauptzligen, auch von einer Gruppe von Beobachtern an einer Stern-
warte, die gleichartiges Beobachtungsmaterial verarbeiten und sich be-~
streben, die Spektren nach den gleichen Regeln zu bestimmen, So unter-
scheidet man ein Spektralsystem von Harvard, Mount Wilsen, Victoria,
Bergedorf, Potsdam, Uppsala, McCormick, usw.,

Die Konstanz einer solchen Grundhaltung beim Spektralbeobachten
ldsst in der Praxis allerdings oft zu wiinschen iibrig, was zur Folge hat,
dass das betreffende Spektralsystem nur mehr oder weniger scharf im

(*) Memoria presentata dall’Accademico Pontificio Soprannumerario Rev,mo P. Johan
Stein S. J. nella Riunione del 22 novembre rgsix.



Die vorliegende Studie ,, Kin Vorschlag zur empirischen Reduktion von
Spektralverteilungen ” beschdftigt sich mit einer Aufgabe, der sich der Spek-
tralstatistiker zuweilen gegeniibersieht, der Reduktion wvom relativen Ver-
teilungen von Spektralhdufigheiten von einem Spekiralsvstem auf ein anderes,
eine Aufgabe, die mit den gewihnlichen in der Statistik gebrduchlichen Mit-
teln micht zufriedenstellend geldst werden kann. Durch Analyse der einer
Spekiralstreutafel zugrundeliegenden Gegebenheiten (wodurch eben die Be-
ziehungen zwischen xwei Spekiralsystemen charakterisiert zu werden pflegen)
und deren Verwertung zum Aufbau kiinstlicher Streutafeln wird versucht,
eine Einsicht zu erdffnen in die innere Strukiur des fiir diese Zwecke bend-
tigten besonderen Reduktionsverfahvens. Es zeigte sich, dass es keine einfache
Methode gibt, die die Aufgabe streng zu lisen vermag, sodass man sich vor-
ldufig mit einer empirischen Ndherungslésung zufrieden geben muss, die den
theoretischen Forderungen praktisch auf etwa + 2 - 3%, nahe hommen
dilrfte. Bei dieser Untersuchung ergaben sich auch einige Seiten des Fragen-
komplexes, wie z. B. die Sonderstellung der Spekiralstreutafeln, wenn sie
als Korrelationstafeln aufpefasst werden, der Zusanmmenhang mit der bekann-
ten Methode Eddingtons, eine beobachtete Héufigkeitsverteilung auf die wahre
Verteilung zu wverbessern, und andere Fragen, die von allgemeinerem Inter-
esse sein diirften, sodass es nach dem Urteil kompetenter Fachleute niitz-
Lich schien, die Erdrierungen mit dem zugehdrigen Material einmal ausfiihr-
lich zur Diskussion vorzulegen.

Die Untersuchung wurde von dem Unterzeichneten der Pépstlichen Aha-
demie der Wissenschaften in der Sitzung vom 22. November 1951 vorgelegt
tm Namen des hochwiirdigen Herrn Direkiors der Vatikanischen Stern-
warte, Dr. Johan W. Stein S. ., der sich damals gerade unpdsslich fiihite
und am 27, Degember desselben Fahres aus seinem arbeitsreichen Leben ab-

berufen wurde,

A. GATTERER S. J.
Mitglied der Péipstl. Ahademie der Wissenschaften
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2. die Ermitthing dquivalenter Hdufigheiten der Spektralklassen, von
denen uns in erster Linie hier die zweite Aufgabe interessiert, wenn auch
im Verlaufe der Arbeit noch gelegentliche Bemerkungen zu der ersten
Frage der Bestimmung iquivalenter Klassen gemacht werden.

Wihrend die erste dieser Aufgaben ohne weiteres mit den konventio-
nellen Methoden der Korrelationstheorie geldst werden kann und gewohnlich
auch in dieser Weise erledigt wird, stésst die zweite Aufgabe auf Schwierig-
keiten, und sie wird auch, unseres Wissens, in den gewohnlichen statistischen
Lehrbiichern nicht eigens behandelt. Mag sein, dass schon die eigentliche
Stellung dieses Problems etwas befremdet, Denn gewdhnlich verbindet
man mit dem DBegriff einer Korrelation zwischen zwei Verinderlichen
oder Systemen immer auch gleichzeitig die Annahme, dass eine solche
Korrelation strenge nur gilt fiir eine ganz bestimmte ITaufigkeitsverteilung
der Klassen, dass also dieselben Korrelationscharakteristiken im aligemeinen
nicht beibehalten werden kénnen, wenn sich die relativen Hiufigkeiten
der Klassen #indern. Deshall die verschiedenen Priifverfahren, um fest-
zustellen, wie weit eine gegebene Stichprobe die Eigenschaften des Uni-
versums, aus dem sie entnommen wurde, noch richtig darstellen kann;
deshalb auch immer wieder die Warnung bei namhaften Autoren, dass
die aus einer gegebenen Menge von Objekten abgeleiteten Regressionen
von einem Spektralsystem zu einem anderen nur mit Vorbehalten zu
beniitzen sind, da sie eben strenge nur gelten fiir das beniitzte Material,

~dem sie enstammen,

Auf der anderen Seite lisst sich aber auch nicht bestreiten, dass zwischen
zwei Spektralsystemen irgendwelche objektive korrelative Beziehungen
bestehen miissen, die ganz unabhdngig sind von der zufilligen Verteilung der
Hiufigkeiten der Spektralklassen: die Spektralschitzungen des einen und
des anderen Beobachters kénnen ja an Material mit ganz beliebigen Hiu-
figkeitsverteilungen vorgenommen werden. In eine Spektraltafel gehen also
— zunichst einmal rein phinomenologisch betrachtet — wesentlich zwei
verschiedene Faktoren ein: ein konstanter, der die Grundhaltung der
Beobachter charakterisiert und seinerseits sich wicder zusammensetzt aus
der Uberlagerung der zufalligen Beobachtungsfehler und den systematischen
Abweichungen, und ein verdnderlicher, die zufillige Hiufigkeitsverteilung
der Spektralklassen im beniitzten Material.

Ist eine solche Unterscheidung sinnvoll, dann muss den Spektraltafeln
cine gewisse Sonderstellung eingersumt werden in der Reihe der gewohn-
Tichen Korrelationstabellen, und es wire wiinschenswert, ihre diesbeziigli-
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chen Eigenheiten mit allen ihren Konsequenzen einmal klar heraus-
zustellen. Im Verlauf der folgenden Ausfilhrungen werden zwar einige
tastende Versuche in dieser Richtung unternommen, doch méchten wir
es eigentlichen Fachleuten auf diesem Gebiete iiberlassen, diesc Frage
einer eingehenderen Priifung zu unterziehen. Hier beschiiftigt uns nur
die prakiische Frage: wie missen dic Elemente einer gegebenen Streutafel
sich dndern, wenn die Grundhaltung der Beobachter konstant bleibt und
eine neue Verteilung der Klassenhiufigkeiten eingefiihrt wird ?

Die ersten Versuche in dieser Richtung zeigten bald, dass es nicht
gentigt, die zu einer Klasse gehorigen Elemente ciner Streutafel in einfach
proportionaler Weise derart abzuindern, dass die gewiinschten Klassen-
haufigkeiten erscheinen, sondern dass notwendig auch ein gewisser Einfluss
der Haufigkeiten der Nachbarklassen in Rechnung gezogen werden muss,
dass also die entsprechende Reduktion integral-proportional sein sollte, im
Gegensatz zu einer einfachen oder partialen Proportionalitit. In welcher
Weise allerdings cine solche integral-proportionale Reduktion zu bewerk-
stelligen sei, liess sich nicht so ohne weiteres festlegen.

Deshalb wurde die Erscheinung einer Spektralstreutafel einer eingehen-
den Analyse unterworfen, um die thr zugrundeliegenden Faktoren einzeln
herauszustellen und woméglich mathematisch so zu fassen, dass mit ihrer
Hilfe unter bestimmten numerischen Annahmen kiinstliche Streutafeln
aufgestellt werden konnen, an denen sich dieser Einfluss der Hiaufigkeit
der Nachbarklassen auf dic verschiedenen Elemente der Streutafeln quanti-
tativ untersuchen lisst.

Das ELrgebnis dieser Untersuchung, die an zahlreichen, ganz ver-
schiedenen Beispielen ausgefiihrt wird, zeigt, dass ein solcher Einfluss
sicher besteht, und dass die Uberfiihrung einer Streutafel in eine andere
mit einer neuen Hiufigkeitsverteilung der Klassen nicht mit einer partial-
proportionalen Reduktion erfolgen darf, sondern dass eine neue Art von
Reduktion dafiir notwendig ist, die wir oben integral-proportionale Reduk-
tion bezeichnet haben, und die eben darin besteht, dass sie auf diesen
Einfluss der Hiufigkeiten der Nachbarklassen gebiithrend Riicksicht nimmt.
Es muss allerdings zugestanden werden, dass sich eine einfache, allgemein-
giiltigc"zReduktionsweisc nicht ausfindig machen liess, und dass wir uns
vmdelhand“mt ciner rein empirischen Losung des Problems begniigen
mussten, die die wirklichen Verhiltnisse, soweit sie an den vorliegenden
Beispielen nachgepriift werden konnten, auf etwa 4+ 2 -3 % zu erreichen
gestatten, Damit wire die eigentliche Aufgabe der Arbeit erledigt gewesen,
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Doch fithrten diese Untersuchungen auch zu einigen Fragen, die viel-
leicht von allgemeinerem Interesse sein diirften, besonders, da sie sich
nicht auf Spektralschitzungen allein beschrinken, sondern {iberall dort
auftreten, wo es sich um Beobachtungen handelt, die mit gesetzmissig
festleghbaren Beobachtungsfehlern behaftet sind, wie etwa der Einfluss der
zufilligen Klassenhiufigkeiten auf die Bestimmung der Regressionen, die
eigentliche Bedeutung der Begriffe der Reprisentativitit oder Selektivitit
bei derartigem Beobachtungsmaterial, also Fragen, die innerlich zusammen-
hingen mit der eigenartigen Stellung solcher Streutafeln in der Gruppe
der Korrelationstafeln. In diesem Zusammenhange bot sich auch Gelegen-
heit, das EppingToNsche Verfahren zu berithren, mit dem eine beobachtete
Hiufigkeitsverteilung bei Kenntnis des Fehlergesetzes auf die wahre
“Verteilung verbessert werden kann. Es liegt nahe, dieses Verfahren zur
Loésung der hier vorgegebenen Aufgabe zu verwenden; doch zeigt sich,
dass EppINGTONs Ansatz wesentlich eine partial-proportionale Reduktion
voraussetzt und damit im Gegensatz zu stehen scheint mit dem hier
als nolwendig erachteten integral-proportionalen Verfahren.

Es liegt ausserhalb der Ziele unserer Arbeit, alle diese Fragen auch
bis zu Ende durchzuarbeiten, einerseits, weil wir uns zunichst nur
die rein praktische Aufgabe gestellt hatten, vorgegebene Spektralvertei-
lungen in geniigend genauer Weise von einem Spektralsystem auf ein
anderes zu reduzieren, andrerseits, weil eine befriedigende Loésung dieser
Fragen doch vielleicht besser ecigentlichen Spezialisten auf dem Gebiete
der Statistik iiberlassen werden sollte. Immerhin erschienen sie uns bedeut-
sam genug, sie hier vorzulegen, so wie sie in diesem Zusammenhange
auftraten, Deshalb wurden auch die beniitzten kiinstlichen Streutafeln
und ihre Zusammenhinge ziemlich ausfiihrlich geboten, selbst auf die
Gefahr hin, etwas zu weitliufig zu werden.

Der praktische Teil der Arbeit beschiftigt sich nur mehr mit dem empi-
risch gewonnenen Niherungsverfahren, gibt einige Winke zur rationellen
Berechnung der Reduktionsfaktoren und wendet dann die Methode an
auf einige aus der astronomischen Literatur entnommene Spektral-
streutafeln. Im besonderen wird dann noch versucht, objektive Beziehungen
in Form von Streutafeln aufzustellen zwischen den Spektralsystemen des
Henry Draper Catalogue und der Henry Draper Extension, die bekanntlich
durchaus nicht identisch sind, und fir die nur ungenligende direkte
Vergleiche vorliegen. '



A. THEORETISCHER TEIL

L. Zur allgemeinen Charakterisierung einer Spektral-
streutafel

1. Das allgemeine Schema

An einer abgegrenzten Menge von N Objekten mogen zwei Beobachter
Spektralschitzungen vornehmen. Jeder Beobachter habe eine ihm eigene
Auffassung der Spektraltypen und eine ihm eigene Art von Beobachtungs-
fehlern, Auffassung der Spektren und Beobachtungsfehler mégen wihrend
der gesamten Dauer der Untersuchung konstant bleiben. Dann erhilt
jedes Individuum der Menge N zwei Spektralangaben: S im System
S des einen Beobachters und S§ im System S®- des zweiten Beobach~
ters. Bezeichnen wir mit au die Haufigkeit des Zusammentreffens einer
Angabe S® mit einer Angabe S§, dann ergibt sich als erster unmittel-
barer Ausdruck des Vergleiches der beiden Spektralsysteme S® und S©
eine Streutafel (ai), etwa vom Sehema der Tabelle 1.

TABELLE 1

Allgemeines Schema einer Spekeralstreutafel

S )
Sw,\ 5O §® L S® ... S8, 8P | 4P =S ay
Ay Gy e @y e Gi 'y AY
Su) Ay, By e @y e Gy z O A
S{y) a:k Ao teray MR e au—-x,k an,k Aiy)
S(i?-')r a, 1L az,n-x rr ai,ﬂ—: e Gy Y11 arz,n-l Ag)z
¥
S’('y) ax,n az,n """ a:‘,n L aﬂ—l,ﬂ an,n An)
Sap= AP AD AP ... AL 45, AP |N=34p =
=T AY =
T &
= 3 a;
A
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Die Eingiinge S und S ({,k=1,2,...,n) bezeichnen die Spek-
tralklassen der beiden zum Vergleich stehenden Systeme S® und S©,
Wenn wir hier uns auf den Vergleich von solchen Systemen beschrinken,
die die gleiche Zahl von Spektralklassen aufweisen, so bedeutet dies fiir
die weitere Behandlung eine Vereinfachurig, womit aber nicht gesagt
sein soll, dass nicht auch Systemne mit verschiedenen Anzahlen von Spek-
tralllassen in entsprechender Weise mit einander verglichen werden
konnten. Abweichend vom Gebrauch der Matrizen- und Determinanten-
rechnung versinnbilden hier die 7 die vertikalen Spalten und die % die
horizontalen Rethen, wie es bei statistischen Tabellen allgemein {iblich ist,

Die Elemente a;, der Tafel geben, wie gesagt, die Anzahl der Fille an,,
in denen eine Schitzung S¥ mit einer Schitzung S¥ zusammentrifft.
Wir nennen sie allgemein die Teilfrequenzen der entsprechenden Spektral-
klassen, und zwar sind

die aix (k==1,2,...,n) die Teillrequenzen der Spektralklasse S®,
und
die @ (i = 1,2,...,n) die Teilfrequenzen der Spektralklasse S$.

Die Frequenzen a; nennen wir Hauptfrequenzen, die Frequenzen ap
(k 5~ 7} Nebenfrequenzen, die noch weiter unterschieden werden kénnten
in Nebenfrequenzen 1., 2., ... Ordnung, je nachdem | A —i| =1,2...
ist. Im allgemeinen werden die Nebenfrequenzen bedeutend kleiner
ausfallen als die Hauptfrequenzen, eine Folge des Bestrebens der Beob-
achter, sich moglichst enge an dasselbe Standardsystem anzuschliessen.

Die Summen der Teilfrequenzen tiber % ergeben die Klassenfrequenzen
oder Klassenhdufigheiten A der Spektralklassen S, und die Summen
der Teilfrequenzen ber ¢ die Klassenfrequenzen AP der Spektralklassen
SP. Also

E ap = A% und (r)

S au = AP @

Die Gesamtzahl der untersuchten Objekte ist

};; Afx) . kEAS‘)’) =£Ek dik = N. (3)
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2. Die Spektralstreutafel als Korrelationstafel

Im Grunde genommen ist eine solche Spektralstreutafel nichts anderes
als eine Korrelationstafel, und es liegt nahe — wie es denn auch oft ge-
schieht — salche Tafeln mit den in der Statistik entwickelten Methoden
auszuwerten, um die Verknlipfung der beiden Spektralsysteme zu charak-
terisieren, wenn auch die Ubertragung der entsprechenden Begriffe aus
der Korrelationstheorie manchmal etwas gezwungen erscheinen mag.

Wir mochten die Ubertragung dieser statistischen Verfahren auf Spek-
tralstreutafeln hier im Zusammenhange geben — ohne jedoch die ent-
sprechenden Ableitungen zu bringen, die in den gewéhnlichen Lehrbiichern
iiber Statistik leicht nachgelesen werden kénnen - einerseits, um sie bei
den folgenden Uberlegungen leichter zur Hand zu haben, dann aber auch,
um den Unterschied zwischen den Spektralstreutafeln und den gewdhnli-
chen in der Statistik vorkommenden Aufgaben klarer herausstellen zu
kénnen. Dabei passen wir die Bezeichnungen. so weit es dienlich ist, der
vorliegenden Aufgabe an.

Zur Vorbereitung der rechnerischen Auswertung werden den Spektral-
klassen zunichst entsprechende Zahlen zugeordnet, die sich in ihrer
Ordnung enge an die Ordnung der Spektralfolge anschliessen. Unter der
Voraussetzung, dass die Spektralintervalle anndhernd gleich sind, setzen
wir:

8¥=4{(i=1,2 ...,n und (4)
S e b (R==1, 2, ..., ") (5)

Auch Zwischenwerte werden zugelassen, die dann Spektralklassen be-
zeichnen, die in entsprechender Weise als ,, zwischen *‘ den andern liegend
aufgefasst werden.

Dann verstehen wir unter der mittleren Spektralklasse §* des Spektral-
systems S den Ausdruck

— I .
S0 = - AP 8P = 1 B AP, ©)

und unter der mittleren Spektralklasse § im Spektralsystem S den
entsprechenden Ausdruck
1

— I
S(_v) — WNW % AE{J’) S'%v) — }\? %: A%‘r’) k. (7)
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Die quadratischen Streuungen der Spektralklassen um diese Mittel-
werte bezeichnen wir beziehungsweise mit ®s und ®¢ und erhalten fiir
ihre Quadrate die Ausdriicke: '

I D
(x)o.z == ”ﬁ 25, Agx) (E it S(x)) und (8)
1 o
0" = o R AP (k—SV). (0)

Der Spektralklasse S® entspricht im System S® nicht ohne weiteres
die Klasse S, sondern eine mittlere Klasse SP” (nicht zu verwechseln
mit der mittleren Gesamiklasse des Systems S der Gleichung (7): $91),
die definiert wird durch die Gleichung

S5 = __I___ Y gin SOV = L S a kB (10)
Khnlich entspricht der Spektralklasse SP im System S die mittlere

Klasse
_ 1 . I .
S = '"A(yT-z-‘ ain S = AP ? Gkt (xx)

Als Mass der Abweichungen von diesen Mittelwerten verwendet man
die mittleren quadratischen Streuungen ®o; und ™oy, deren Quadrate
gegeben sind durch die Ausdriicke (12) und (13):

I —
e e B (
g2 = ye )]_: aix (b — 8 )* und (12)
I —
@5 == o % ain (i — S (13)
Bt

Die Wertepaare (S5, $*) und (5S¢, 5§ ) legen die beiden Regressions-
kurven fest, die dic mathematischen Erwartungen des Spektrums in einem
System darstellen als die Funktion des Spektrums im andern Spektral-
system. Unter Ersatz der unteren Indizes i durch x bezw. % durch y,
um die kontinuiertiche Variabilitit anzudeuten, ergeben sich dann die
zwel Regressionsgleichungen

59 = (SY) und (14)
5 = (5. (15)
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Diese Regressionsgleichungen lassen sich ausdriicken mit hoheren Mo-
menten, die aus der Streutafel gewonnen werden kénnen. Doch méchten
wir hierfiir auf die einschligigen Kapitel in den statistischen Traktaten
hinweisen (%). Fiir den linearen Ansatz ergeben sich die Gleichungen der
beiden Regressionsgeraden

- g .

S;y) - S(y) + 7;);_ ¥ ( S:(::) _— S(x)) und (16)
R ) __ o

S\: == S X, _im _Gja_m 7 (Syy S o ) . (17)

Der in diesen Gleichungen auftretende Faktor » ist der Korrelations-
koefRizient, der durch die Gléichung definiert wird

= % g (i— 5%) (h — 5
- L h . (18)

=g +« Og

Bei linearen Regressionen kann das Quadrat von » als Mass fiir die Straff-
heit der Verkniipfung der korrelierten Veriinderlichen verwendet werden:
r? wird Null, wenn dic Merkmale nicht miteinander korreliert sind, und
gleich Eins bei funktionaler und nicht durch Streuungen gestdrter Ver-
kniipfung.

3. Sonderstellung der Spekiralstreutafel

Bei den gewohalichen Aufgaben der Statistik ‘handelt es sich meist
um Verinderliche, deren Werte in sich, vor jeder Beobachtung, stati-
stischen Schwankungen unterliegen. Mit der Aufstellung der Regressions-
gleichungen (14) und (t3), die die mathematische Erwartung der einen
Variabeln als Funktion der andern darstellen, und mit den Angaben der
mittleren Streuungen (12) und {13} wird so viel an Information iber
- die Korrelation der beiden Variabeln geboten, als man billigerweise ver-
langen kann.

Nun sind die bei den Spektralstreutafeln auftretenden Verinderlichen,
die Spektralklassen, an und fiir sich funktionell miteinander verbunden:
sei es pun, dass die beiden zum Vergleich stehenden Spekiralsysteme
identisch sind, sei es, dass zwischen ihnen gewisse ,, systematische
Abweichungen bestehen. Die Streuungen, die zur Aufstellung der Tafeln
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fithren, sind in erster Linie bedingt durch die statistischen Schwankungen
der Beobachtungen, der eigentlichen Beobachtungsfehler, werden dann
aber noch Uberlagert — falls es sich nicht um villig identische Systeme
handelt — von den Einwirkungen der systematischen Abweichungen der
beiden Systeme. Nach Aufsteflung der Regressionen wird man deshalb
versuchen, die beiden Faktoren zu trennen und zu dieser funktionalen
Beziehung zwischen den Dbeiden Veridnderlichen vorzudringen, also zu
einer Gleichung von der Gestalt

S =1 (). (20)

s ist dies die Funktion, die die beiden Verinderlichen untereinander
verknipft und die reinen systematischen Bezichungen zwischen ihnen
darstellt, wenn von den statistischen Schwankungen der Beobachtungs-
fehler abgesehen wird. Wir nennen sie in Anlehnung an STROMBERGS (*°)
Terminologie die neutrale oder impartielle Funktion.

Im TFalle eines hnearen Ansatzes liegt nach StrOMBERG (*%) (Vgl. auch
Seares (7)) die neutrale Gerade so zwischen den beiden Regressions-
geraden (16) und (1), dass sie durch ihren Schnittpunkt geht und als
Steigung das geometrische Mittel aus den Steigungen der beiden Regres-
sionsgeraden besitzt:

S(T) _ S(.V) — .-(_.__._ — (S(V) g(‘\)) . (21)

Fiir nichtlineare Regressionen lisst sich diese Vorschrift vielleicht verall-
gemeinern: die neutrale Kurve liegt zwischen den beiden Regressionen
(und geht durch ihre Schnittpunkte) und ihr Differentialquotient ist das
geometrische Mitte] aus den Differentialquotienten der beiden Regres-
sionen (14) und (13}, also

a8 d @ (S9) a5y 2
FE ] dsP T dw(sy) )

woraus sich durch Integration die eigentliche funktionale Beziehung zwi-
schen den Variabeln finden ldsst zu:

i) d S¢ i
S;y) e [ d SO = [/ 50 o dsS¥ . (23)
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Gewdhnlich verzichtet man allerdings auf die Darstellung der Regres-
sionen durch Gleichungen hoheren Grades und begniigt sich mit einer
graphischen Auswertung, wobei man durch die Punkte (S¥, S bezw.
(S, §9) moglichst glatte Kurven zieht und die neutrale Kurve dann
. irgendwie halbwegs “ zwischen die beiden Regressionskurven legt.

Erst diese neutrale IKurve (20} stellt die eigentliche Verkniipfung der
beiden Spektralsysteme miteinander dar und erlaubt den Ubergang von
einer I{lasse des einen Systems zu der ihr dguivalenten Xlasse des anderen
Spektralsystems und umgekehrt.

Eine solche neutrale Regression hat natfirlich nur dort einen unmittel-
baren Sinn, wo es sich um witklich funktional verkniipfte Verdnderliche
handelt, deren eigentliche funktionale Beziehung wegen der durch die
Beobachtungsfehler hervorgerufenen Streuungen aus den Beobachtungen
nicht unmittelbar abgelesen werden kann., Analoge Verhiiltnisse werden
tiberall dort auftreten, wo Beobachtungen nach zwei verschiedenen Syste-
men, oder auch nur Beobachtungen mit den wahren Werten in Streu-
tafeln miteinander verglichen werden. Hat man es dagegen mit Verin-
derlichen zu tun, die ihrer Natur nach nicht streng funktional miteinander
verbunden sondern nur mehr oder weniger straff im Bereich gewisser
statistischer Schwankungen korreliert sind, dann hat eine solche ,,neutrale
Regression nur einen hypothetischen Charakter.

Dieser Umstand bedingt eine Eigenheit der Beobachtungsstreutafeln
(wie wir die Spektralstreutafeln und die ihnen verwandten Tafeln zusam-
menfassend nennen méchten), durch die sie sich von den gewdhnlich bei
statistischen Problemen auftretenden Korrelationstafeln wesentlich unter-
scheiden: Beobachtungsstreutafeln kénnen zu derselben funktionalen Ver-
kniipfung zweier Beobachtungssysteme fithren und doch dabei ganz ver-
schiedene relative Hiufigkeiten der IKlassen aufweisen; fiir eine ganz be-
stimmte Korrelation zwischen zwei korrelierten Systemen von Verdnder-
lichen hingegen ist auch eine ganz bestimmte IHiufigkeitsverteilung der
Klassen gegeben.,

Es ist zur Geniige bekannt, dass Beobachtungen an Material von ver-
schiedenster Besetzung der Klassen vorgenommen werden und dann zu
Streutafeln fithren, aus denen dieselben funktionalen Bezichungen zwi-
schen den beiden Beobachtungssystemen sich ergeben miissen, Zur Auf-
stellung der richtigen korrelativen Beziehungen hingegen wird immer
ausdriicklich vorgeschrieben, dass die verwendete Gruppe der Individuen
,» reprisentativ ** ist fir die Gesamtmenge, die sie vertreten, womit man
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stillschweigend meint, dass die relative Verteilung der Klassenhiufig-
keiten bei der Auswahl beibehalten wurde. Ist das nicht der Fall, so spricht
man von ,, selektiv ¢ verfilschtem Material, aus dem die r1cht1gen Bezie-
hungen nicht gewonnen werden kénnen,

Dieses unterschiedliche Verhalten erklirt sich zwanglos aus den For-
derungen, die an die betreffenden Streutafeln gestellt werden, und den
mathematischen Beziehungen, die diesen Anforderungen zugrundeliegen.

Damit eine neue Streutafel (b)) dieselbe korrelativen Charakteristiken
wiedergibt wie eine vorgegebene Tafel (az), ist erforderlich, dass sie
wenigstens zu denselben Regressionen und zu denselben mittleren Streuun-
gen um diese mittleren Werte der Regressionen fithrt. Es muss also ins-
besondere fiir die ausgezeichneten Punkte der Regressionskurven gelten:

SP = BM % b e = ';'4“@")" S aik, (24)
SP == Bm 3 b i = A@ % aii ; (25)
Dof = - Bm % o (k— 8P = ;gm S an (k— 8P, (26)
i = por Tow(i—SPF = e Fan(—5PF. (@)

Ist nun b == fip @iz, wobei die fiz zunichst einmal noch ganz unbestimuinte
Reduktionsfaktoren sein mogen, und ersetzen wir die Klassenhiufigkeiten
durch ihre Summen aus den Teilfrequenzen nach den Gleichungen (x)
und (2), dann miissen durch die fix die folgenden Gleichungssysteme
simultan erfilit sein:

%fik (7273 k kEa[k k )

= Pm=1,2,...,0), 244
Efik aij 2 air ( ) ( * )
I3 k
% fonaind %oand
: e (f=1,2...,m (259)

L fir ain - Z ai
i t
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¥ fir ait (R — S 5 ai ( — SO
k . = k (f=1,2,..,n) (20a)
b fir ain S an

4

2 fir ain ((— S57) 2 @i (1 — Y
i = i (k==1,2,..,n). (27a)
§J fir air E'J ain

Wie ersichtlich, sind die linken Seiten der Gleichungssysteme (24a)
bis (272) mit den rechten Seciten véllig identisch, bis auf die unter den
Summenzeichen vorkommenden Reduktionsfaktoren fir , die in den Zihlern
verkniipft sind mit dem laufenden Termen %, bezw. ¢. Die simultane
Geltung der Gleichungen (24a) und (26a) verlangt

fir=1¢2 (i=1, 2, ...,n) (28)
die simuitane Geltung der Gleichungen (25a) und (27a)

o= &) (k==.1, 2y oees M) (29)
und schliesslich die simultane Geltung aller vier Gleichungen

== =, (30)

also eine einzige Konstante. Es ist demnach
bin = ¢ air
B{® == ¢ A® und

BY = c 4.

Mit andern Worten:

Streutafeln, die dieselben korrelativen Charakteristiken zeigen, kdnnen
sich héchstens durch einen konstanten Faktor unterscheiden, und mit
einer bestimmten korrelativen Verkniipfung ist notwendig auch eine
bestimmte relative Verteilung der Klassenhiufigkeiten ‘gegeben.

Anders liegen die Verhiltnisse, wenn von der meuen Streutafel (bir)
nur verlangt wird, dass sie wie (@) dieselbe funktionale Bezichung wieder-
gibt. Da in die Differentialgleichung fiir die funktionale Beziehung (23)
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nur das Verhiltnis der Differentialquotienten der beiden Regressionen
d® jdVy eingeht, kann sie erfiillt werden von jedem System von Regres-
sionsgleichungen, fiir die

| 80 = a + ¢ ® (S} und (31)
S0 = b ¥ (SE) (52

ist. Dabei sind a4, b und ¢ beliebige Konstante, die entweder wie ¢ und &,
bei der Bildung der Differentialquotienten der einzelnen Regressionen,
oder, wie ¢, bel der Aufstellung des Differentialquotienten der funktionalen
Beziehung (22) herausfallen. Wie weit ¢ und b voneinander unabhingig
oder abhingig sind, méchten wir hier nicht untersuchen. Es geniigen ja
schon die durch ¢ bewirkten Unterschiede der Regressionsgleichungen,
um eine relative Anderung der Klassenhiufigkeiten zu bewirken. Denn
Klassenhiufigkeiten, die sich nur durch einen konstanten Ifaktor unter-
scheiden, miissen nach dem Vorhergehenden auf die gleichen Regressionen
fiihren,

Beobachtungsstreutafeln kénnen also unter gewissen Bedingungen ver-
schiedene Hiufigkeitsverteilungen der Klassen aufweisen und doch die
gleichen funktionalen Bezichungen zwischen zwei Beobachtungssystemen
darstellen. Damit wir es aber mit denselben Beobachtungssystemen zu
tun haben, geniigt es nicht, dass sie dieselben funktionalen Beziehungen
haben, sie miissen auch {ibereinstimmen in der Eigenart der Streuung
der Beobachtungen, Dass zwei verschiedene Beobachtungsstreutafeln ver-
schiedene Hiufigheitsverteilungen ihrer Klassen besitzen kénnen und
ausser der funktionalen Beziehung auch noch die Eigenart der Streuungen
der Beobachtungen der beiden Beobachtungssysteme in gleicher Weise
verkérpern, ist in den bisherigen mathematischen Uberlegungen nicht
enthalten. Doch lisst sich das in einfacher Weise zeigen, sobald man die
in die Streutafeln eingehenden Faktoren analytisch darstellt, was im fol-
genden Abschnitt geschehen soll,

Streutafeln, denen dieselben Beobachtungssysteme zugrunde liegen mit
den ihnen eigenen Streuungen der Beobachtungen und der besonderen
funktionalen Verkniipfung, nennen wir in der Folge ,, isogene * Streu-
tafeln.



II. Analytische Erfassung der einer Spektralstreutafel
zugrunde liegenden Faktoren

1. Allgemeine Betrachtung der in eine Spektralstreutafel
eingehenden Falktoren

Line Spektralstreutafel ist, wie schon in der Binleitung bemerkt wurde,
das Ergebnis des Zusammenwirkens verschiedener Faktoren. Zunichst
handelt es sich um ein konstantes Moment: die Grundhaltung der Beobach-
ter, die die Eigenart der Spektralsysteme eindeutig festlegt (und die im
Verlaufe einer spektralen Untersuchung als konstant angenommen wird).
Diese Grundhaltung umfasst 1. die Eigenart der Auffassung der Spek-
tralklassen. Diese bedingt bei einem Vergleich die funktionale Bezie-
hung zwischen den beiden Spektralsystemen und wird sich unter Um-
standen als eine systematische Abweichung zwischen den beiden Systemen
offenbaren. Die Grundhaltung eines Beobachters wird dann 2. noch be-
stimmt durch die ihm eigenen Beobachtungsfehler oder Streuungen sciner
Beobachtungen.

Dieses unverinderliche Element der Grundhaltung der beiden Beobach-
ter wird in einer Streutafel nun noch iiberlagert von dem Einfluss der
wufilligen Heaufigheiten der Spektralklassen in dem zum Vergleich herange-
zogenen Material.

Unter Umstinden kann dann noch ein weiterer Einfluss hinzukommen,
wenn das verwendete Material nicht reprisentativ ist. Dann ergibt sich
ein Auslesefehler, auf den wir weiter unten S. 155 zuriickkommen werden.
Wir setzen also zunichst voraus, dass das Material reprasentativ ist.

Der Beobachtungsfehler, um davon zuerst zu sprechen, hingt zusammen
mit der Tremnschirfe der Spektralklassen. Zeigen die Spektralklassen fiir
einen Beobachter keine Uberginge, dann wird ein solcher Fehler nicht
vorliegen. Praktisch bilden aber die Kriterien, nach denen die Spektral-
klassen unterschieden werden, eine Folge von allmihlich sich dndernden
Figentiimlichkeiten der Spektren, und es gibt gewohnlich zwischen be-
nachbarten Klassen ein Ubergangsgebiet, wo es dem Beobachter oft nicht
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ganz klar wird, welcher Klasse er ein Objekt zuweisen soll. Bei verschie-
denen Beobachtungsreihen wird er es vielleicht verschiedenen Klassen
zuordnen,

Die Grosse dieses Fehlers ist nun einzig abhingig von der grésseren
oder geringeren Unschirfe beim Ubergang von einer Klasse zur anderen,
sei diese Unschirfe nun mehr objektiv bedingt durch die Eigenart der
Kriterien oder der Spektralbilder, oder mehr subjektiv zufolge der dem
betreffenden Beobachter eigenen Art und Weise der Auswabl und An-
wendung der Kriterien. Schlecht definierte Spektren und solche von
unbequemer Dispersion werden grossere Beobachtungsfehler in diesem
Sinne erwarten lassen als gut definierte und solche mit der richtigen Dis-
persion,

Im allgemeinen wird jeder Beobachter seine ihm eigenen zufilligen
Beobachtungsfehler haben, die fiir den Verlauf einer Untersuchung ge-
wohnlich als komstant angesehen werden kénnen, Sie kdnnen aber ver-
schieden sein fiir die verschiedenen Klassen und unter Umstinden auch
fur verschiedene Helligkeiten oder verschiedene Stellen der photogra-
phischen Platte, je nachdem diese Umstinde die Definition der Spektren
und damit ihre Trennschirfe beeinflussen.

Das zweite Element, das die Grundhaltung eines Beobachters ausmacht,
ist die thm eigene Auffassung der Klassengrenzen, die bei einem Vergleich
mit einem anderem Spektralsystem als die funktionale Beziehung zwi-
schen den beiden Systemen erscheint und sich als systematische Abwei-
chung #ussern kann, wenn die besondere Auswahl und Anwendung der
Spektralkriterien, ja selbst die Eigenart der Spektralbilder bewirken, dass
jeder Beobachter besondere, ihm eigentiimliche Klassengrenzen besitzt,
sodass sich die entsprechenden Klassen bei einem Vergleich nicht decken.

Im Falle, dass ein Beobachter an einemn und demselben Material zwei
verschiedene Beobachtungsreihen ausfithrt und dabei beziiglich der Streu-
ungen seiner Beobachtungen konstant bleibt, werden natiirlich bei einem
solchen Vergleich keine systematischen Fehler auftreten: die funktionale
Beziehung wird zur Identitit,

Beobachtungsfehler und funktionale Beziehung sind nun jene Grossen,
die die Verkniipfung zweier Spektralsysteme vollkommen und eindeutig
bestimmen, die aber in einer Streutafe] nicht ohne weiteres rein zum
Ausdruck kommen, da sie dann noch {iberlagert werden von den Einfluss
der besonderen Verteilung der Hiufigkeiten der Klasse in dem Material,
das zur Aufstellung der Streutafel verwendet wird.
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Der Einfluss der Klassenhdufigheiten auf die Elemente einer Streutafel
" l4sst sich qualitativ leicht erkennen. Da @ die Hiufigkeit des Zusammen-
treffens ciner Schitzung S® mit einer Schiztung S bedeutet, so ist
klar, dass dieser Wert in irgend einer Weise auch abhingig ist von den
Werten fiir dic Haufigkeiten A® und 4% dieser Spektralklassen S und
SO je stirker diese Klassen besetzt sind, desto grosser miissen die as
werden und umgekehrt. Nun sind die Haufigkeiten A2’ des Systems
S nicht ohne weiteres identisch mit den Hiufigkeiten 4% der entspre-
chenden Klassen des Systems S%, wenn es sich nicht gerade um identi-
sche Spektralsysteme handelt. Doch muss auch zwischen den entspre-
chenden Klassen der zwei Systeme vermoge der funktionalen Bezichung
eine Abhingigkeit in dem Sinne bestehen, dass die Hiufigkeiten einander
entsprechender Klassen gleichzeitig zu- und abnehmen werden. Es ldsst
sich demnach vermuten, dass die @iy in irgend einer Weise von den Klas-
senhiufigheiten A® und A% desselben Systems S abhingig sind, dass
sich der Einfluss der Klassenhiufigkeit 4{ der Klasse 5§ nicht auf die
Frequenzkomponenten der betreffenden Klasse Sf? beschrinkt, sondern
auch noch auf die entsprechende Teilfrequenz @i der Nachbarklasse
S#¥) {ibergreift.

Die unmittelbare Folge eines solchen Einflusses ist nun, dass sich die
relativen Verhiltnisse der zu ciner Spektralklasse gehorigen Teilfrequenzen
mit der zufilligen Verteilung der Hiufigkeiten der Nachbarklassen ver-
indern. Will man demnach von einer gegebenen Streutafel aus eine ihr
isogene Dbilden, also eine mit derselben funktionalen Verkniipfung der
beiden Spektralsysteme und mit denselben den betreffenden Systemen
eigenen Streuungen der Beobachtungen, aber mit einer anderen relativen
Verteilung der Klassenhiufigkeiten, so muss dieser Einfluss der Klassen-
hiufigkeiten auf die einzelnen Teilfrequenzen auch quantitativ richtig in
Rechnung gezogen werden.

2. Mathematische Formulierung der in eine Spektralstreutafel
eingehenden Faktoren

Die in eine Spektralstreutafel eingehenden Faktoren wurden im vor-
hergehenden Abschnitte mehr anschaulich besprochen; hier sollen sie nun
analytisch so definiert werden, dass sie fiir die theoretische Konstruktion
von Streutafeln dienen kénnen, Damit wird dann auch ihr spezifischer
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Einfluss auf die Elemente einer Streutafel besser ersichtlich, und die
Bezichungen zwischen isogenen Streutafeln lassen sich klarer erfassen,

Die Iriterien, nach denen die einzelnen Spektralklassen unterschieden
werden, bilden im allgemeinen eine Folge won allmdhlich sich dndernden
Figenschaften, Danach ldsst sich nun jedes der zur spektralen Untersu-
chung vorliegenden Objekte einer Stelle s in dieser Folge zuweisen und
mit dem Spektraityp S belegen. Die Gesamtheit der s nennen wir die
Spektralfolge. Es bedeutet nun keine grosse Ungenauigkeit, wenn wir
filr die weiteren Betrachtungen diese Spektralfolge als kontinuierlich an-
sehen wollen.

Die Aufstellung von diskreten Spektralklassen S; besteht nun darin,
dass die Spektralfolge s in verschiedene Intervalle As; aufgeteilt wird,
und jedes in dieses Intervall fallende Objekt erhdlt den Klassennamen
S; zugewiesen. Die urspriingliche Auswahl der Klassen ist ganz willkiir-
lich; es ist belanglos, ob die cinzelnen Intervalle As; gleich gross sind,
ja es ist nicht einmal nétig, dass sie in natdrlicher Weise aufeinander
folgen. Praktisch scheint allerdings die Wahl der Schépfer des Harvardsy-
stems gliicklich gewesen zu sein: nach einigen Umstellungen ergab sich
ein Systemn von ziemlich gleich grossen Intervallen und in einer gewissen
natlitlichen Ordnung nach der Temperatur. ‘

Die Anzahl der Objekte in einem gegebenen Material, denen nach ihren
Spektralkriterien  das Spektrum S, zukommt, sei f{s}. Die Funktion
J(s) ist eine IHiufigkeitsfunktion, die wir zum Unterschied von der Funk-
tion der Hiufigkeiten der Spektralklassen §; als Besetzungsfunktion be-
zeichnen, da sie dic Besetzungszahlen in dem betreffenden Intervall ds
angibt. Die Zah! der Objekte in ds ist dann

fs) ds,

und die Gesamizahl N der zur Untersuchung stehenden Objekte ergibt
sich zu

N= [ R, (33

wobei das Integral iiber den gesamten Definitionsbereich der Spektral-
folge s zu erstrecken ist.

Der objektive Sachverhalt wird bei den Schitzungen der Spektren
wohl selten erscheinen. Die einzelnen Objekte lassen sich eben nur mit
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einer mehr oder weniger grossen Wahrscheinlichkeit irgend einer der
verschiedenen Spektralklassen S;(f = 1, 2, ..., n} zuordnen, je nach der
Qualitit ihrer objektiven Kriterfen und der Art der Auffassung dieser
Kriterien durch den Beobachter. Wir bezeichnen die Wahrscheinlichkeit
der Zuordnung eines Objekies in s zur Spektralklasse S; mit w,(s) und
nennen diese Funktion die Schdtzungsfunktion des Beobachters fiir die
Spektralklasse S;. Fiir alle Stellen s, wo der Beobachter mit Sicherheit
S; schiitzt, ist wys) == 1, flir die Stellen, wo er gewiss nicht §; schitzt,
ist w{s) = o.

Handelt es sich um Folgen von Klassen, die keinerlei ,, Uberginge
zeigen, so sind die entsprechenden Schitzungsfunktionen es) == 1
(i = 1,2,..,n) fir den gesamten Bereich des Intervalls der Klasse Sy
und wy(s) == o fiir den Bereich der iibrigen Klassen Sy (k # 4). Fiir diesen
Fall werden die Beobachtungsfehler iiberall gleich Null. Ein solcher Fall
wire z.B. verwirklicht fir eine Menge von verschiedenfarbigen Objelten
in den Farben der Hauptfarben, die von einer nicht farbenblinden Ver-
suchsperson nach den Hauptfarben sortiert werden sollen.

Bei Folgen, die wic die Spektralfolge von einer Klasse zur néchsten
allmihliche Uberginge zeigen, wird die Schitzungsfunktion wi(s) von
der Sicherheitsstelle dan nach beiden Seiten hin monofor von 1 nach o
abfallen, und der Null um so niher kommen, je weiter s abliegt von dieser -
Stelle, an der mit Sicherheit .S; geschitzt wird. Es besteht dann in einem
solchen Ubergangsgebiet auch eine Wahrscheinlichkeit zwy(s) der Schiit-
zung der Nachbarklasse Sk (k= {4 r). Die Schitzungsfunktion ws(s)
wird dann ihrerseits zu Eins an der Stelle an der mit Sicherheit Sk, und
zu Null, wo mit Sicherheit nicht mehr Sk, geschitzt wird,

Im allgemeinen werden in solchen Ubergangsgebieten nur zwei Mog-
lichkeiten bestehen, sodass die Summe der beiden Schitzungsfunktionen

wi(s) + wufs) =1 (k=1i+1) (34)

ist. Es ist allerdings nicht auszuschliessen, besonders bei sehr schlecht
definierten oder fein unterteilten Spektralklassen, dass noch eine dritte
oder vierte Méglichkeit einer Schitzung besteht; in diesem Falle ist dann
die Summe aller an der betreffenden Stelle geltenden Schitzungsfunktio-
nen gleich Eins zu setzen. Doch sollen diese Fille hier weiter nicht
beriicksichtigt werden.
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Der Satz der Schétzungsfunktionen w; (s) {(f == 1, 2, ..., n) ist nun cha-~
rakteristisch fiir einen Beobachter und bedingt die spezifische Eigenart
seines Spektralsystems, eben das, was wir oben etwas anschaulicher als
diec Grundhaltung des Beobachters bezeichnet haben. Die verschiedenen
wi(s) brauchen nicht alle die gleiche analytische Form zu haben. [iir
verschiedene Beobachter wird es verschiedene Sitze geben, die sich un-
terscheiden nicht nur beziiglich der analytischen Form der einzelnen
Schitzungsfunktionen, sondern auch beziiglich ihrer Lage und Definition
in der Spektraliclge s, Auch die Anzahl der Spektraltypen kann fiir die
einzelnen Systeme verschieden sein, doch werden hier, wie gesagt, nur
Vergleiche von Systemen behandelt, die die gleiche Zahl und Benennung
der Spektralklassen haben. Fiir zwei verschiedene Spektralsysteme S%
und S haben wir also zwei verschiedene Sitze von Schitzungsfunktionen
w{(s) und w?(s) (¢, k = 1, 2, ..., n) anzusetzen,

Zusammenfassend ergeben sich also fiir den Aufbau einer Spektral-
streutafel folgende Grundfunktionen:

s ist die Funktion der Spektralfolge und bezeichnet die Ordnung
der Objekte nach den objektiven Spektralkriterien.

Sf(s) ist die Besetzungsfunktion und bezeichnet die Hiufigkeit der
Objekte an der Stelle s,

wf?(s) ist die Schdtzungsfunktion fir die Spektralklasse S im Sy~
stem S® und bedeutet die Wahrscheinlichkeit, mit der im System S®@
an der Stelle s ein Objekt als S geschitzt wird.

#(s) ist die entsprechende Schitzungsfunktion in System S®.

Mit Hilfe dieser Grundfunktionen ist es nun maglich, den Elementen
einer Spektralstreutafel eine analytische Form zu geben,

Die Zahl der Objekte im Intervall ds ist f{s) ds. Damit ergibt sich als
Gesamtzahl der Objekte

N= [ 9.

Da die Zahl der Objekte in ds gleich f{(s) ds ist und die Wahrschein-
lichkeit, dass darin ein Objekt als S geschitzt wird, gleich w!™(s) ist,
ist die Zahl der in ds als S{ geschitzten Objekte gleich f(s) w{(s) ds.
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Damit ergibt sich die Gesamtzahl A% der als S¥ geschitzten Objekte zu
a9 = T a0 as. 35

Ahnlich ist die Hiufigheit der Klasse S gegeben durch:
ap =" 1wl ds. (36

Die Wahrscheinlichkeit des Zusammentreffens einer Schitzung S von
der Walrscheinlichkeit @® mit ciner Schitzung SP von der Wahs-
scheinlichkeit 2’ ist gleich dem Produkt der beiden Walnschemhchkexten
el w, Demzufolge ist die Zahl der Objekte in ds, die gleichzeitig S
und S(”) geschitzt werden, gleich f{(s) w{(s) w(y)() ds, und die Zahl
aller Objekte a, die gleichzeitig S und SP geschitzt werden,

an= [ 1 20 w6 s G

Damit sind alle in Spektralstreutafeln vorkommenden Grossen auf
analytische Funktionen zuriickgefihrt, und es stcht nichts im Wege,
theoretische Streutafeln zu berechnen: wir brauchen nur den einzelnen
Schitzungsfunktionen w{(s) und @{’(s), sowie der Besetzungsfunktion
f(s) bestimmte Werte zu geben, was im nichsten Abschnitt (S. 52ff.)
erfolgen soll.

Es ist nun ohne weiteres cinleuchtend, dass die Verkniipfung zweier
Spektralsysteme iiber die ihnen eigenen Schitzungsfunktionen ganz unab-
hiingig sein muss von der zufilligen Hiufigheitsverteilung der Spektren;
sie kénnen ja mit ganz beliebigen Besctzungsfunktionen kombiniert wer-
den. Und umgekehrt: eine bestimmte Besetzungsfunktion kann mit ver-
schiedenen Schitzungsfunktionen verbunden werden. Dies ist nun das,
was in der Praxis ohne weiteres einleuchtend ist: Dieselben Spektralbeob-
achtungen konnen sich erstrecken auf Material verschiedenster Popula-
tion der Spektralklassen, andrerseits konnen am selben Material Beobach-
tungen nach den verschiedensten Systemen vorgenommen werder.

Die Streutafel nun, die die Verkniipfung zweier Spektralsysteme am
reinsten zum Ausdruck bringt, ist offenbar jene, die nur aus den Inte-
gralen der Schitzungsfunktionen und ihrer Produkte besteht, wenn also
die Besetzungsfunktion f{(s)== 1 genommen wird.
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Nun mégen noch einige Worte gesagt werden iiber einige dieser An-
sitze, die vielleicht etwas gewagt crscheinen: die Annahme ciner objek-
tiven Spektralfolge s und einer von den Schitzungen unabhingigen,
beliebigen Besetzungsfunktion f(s).

Uber die objektive Existenz einer bestimmten Spektralfolge kann man
wohl verschiedener Ansicht sein, Die Aufstellung von Spektraltypen
bleibt immer zunichst eine subjektive Angelegenheit der Beobachter.
Aber sie griindet sich dann doch wieder auf objektive Gegebenheiten im
Spektrum der einzelnen Objekte. Auch wenn jeder Stern ein ganz indivi-
duelles Spektrum besitzt, das schwerlich mit dem eines anderen voll-
kommen {ibereinstimmen wird, so lassen sich unter der grossen Mannig-
faltigheit der ecinzelnen Spektren doch wieder Ahnlichkeiten finden, die
eben zur Aufstellung bestimmter Spektraltypen fithrten. Es gibt tat-
sichlich in den Sternspektren gewisse Linien und Liniengruppen, die
fiir bestimmte Typen cbarakteristisch sind und deren absolute oder auch
relative Intensitdten irgendwie cinen allmihlich verlaufenden Gang zei-
gen, sodass es méglich wird, die einzelnen Spektraltypen in eine gewisse
geordnete Folge zu bringen. Dass die Spektralfolge, so wie sie im Har-
vardsystem vorliegt, noch dazu einen klaren Gang zeigt mit den Tempe-
raturen der Sternatmosphiren, war zur Zeit der Schoépfung des Systems
nicht gerade beabsichtigt, hat dann aber spiter doch viel dazu beigetra-
gen, das kiinstlich aufgestellte System als eine natiirliche Folge von Spelk-
traltypen zu empfehlen.

Wenn wir hier von ciner Spektralfolge reden, so wollen wir nur diesen
Befund damit zum Ausdruck bringen, und es kommt kein wesentlich
neues Moment hinzu, wenn diese Spektralfolge fiir die Zwecke einer theo-
retischen Untersuchung auch als praktisch kontinuierlich angenommen wird.

Was nun die Besetzungsfunktion f{s) angeht, so wird sie in Wirklich-
keit wohl cine ganz bestimmte Form haben, die allerdings verschiedene
Gestalt annchmen diirfte, je nach der Gegend, aus der das Material
stammt. Es ist bekannt, dass die Verteilung der Spektraltypen eine an-
dere ist in der Milchstrasse als an den galaktischen Polen, eine andere in
Sternhaufen als bei freien Sternverteilungen., Auch die Beschrinkung
auf gewisse scheinbare Grossen oder bestimmte Gegenden der Himmels-
sphire haben eine Anderung der relativen Verteilung der Spektren im
Gefolge und damit auch der Besetzungsfunktion f{s). Wenn aus der
Tatsache einer solchen Verinderlichkeit nun die Berechtigung abgeleitet
wird, jede beliebige Funktion als Besetzungsfunktion verwenden zu diir-
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fen, so bedeutet das gewiss eine starke Extrapolation, auch wenn man
noch einige naheliegende Einschrinkungen machen wollte: z. B. dass
dic Funktion keine Spriinge aufweisen darf, dass sie nie negativ werden
kann. Das eigentliche aber, worauf es hier ankommt, ist zu zeigen, dass
die Besetzungsfunktion tatsichlich unabhingig ist von den durch die
Schitzungsfunktionen definierten Spektralklassen, also von den Spek-
tralsystemen, Denn dieser Umstand bedingt letztlich die oben 5. roff.
hervorgehobene Sondersteliung der Spektralstreutafeln und anderer ver-
wandter Beobachtungsstreutafeln gegeniiber den gewdhnlichen Kosre-
lationstabellen, wie sie aufgestellt werden zur Darstellung der Verkniip-
fung nur stochastisch mit einander verbundener Variabeln.

3. Isogene Streutafeln

Die im Vorhergehenden gebotenen mathematischen Fassungen der in
eine Spektralstreutafel eingehenden Faltoren gestattet nun eine neue,
prizisere Fassung des Begriffes isogener Streutafeln und ldsst auch sofort
einige wichtige Beziehungen zwischen solchen Tafeln erkennen.

Wir haben oben S. 22 Streutafeln dann isogen genannt, wenn ihnen die-
selben Beobachtungssysteme zugrundeliegen, auch wenn sie sich in den
relativen Hiufigkeiten der Klassen unterscheiden. Nun wird die Eigenart
der Beobachtungssysteme eindeutig festgelegt durch das System der
Schitzungsfunktionen «®(s) und w{(s), und die relativen Klassen-
hiufigheiten werden mitbedingt durch die Besetzungsfunktion f(s). So
kénnen wir Streutafeln dann isogene Streutafeln nennen, wenn ihnen die
gleichen Sitze von Schitzungsfunktionen zugrundeliegen und sie sich nur
unterscheiden durch ihre Besetzungsfunktionen,

Daraus ergeben sich nun unmittelbar die beiden Sétze:

1. Zwei Streutafeln, dic sich nur durch einen konstanten Faktor unter-
scheiden, sind einander isogen. :

I1. Die Summe isogener Streutafeln ergibt wieder eine xu den Summan-
den isogene Streutafel. Dabei wird unter Summe auch die Differenz
einbegriffen, solange in der resultierenden Streutafel keine negativen
Elemente auftreten.

Der erste Satz ist eigentlich schon oben bewiesen worden 5. r9-21,
wo gezeigt wurde, dass Streutafeln, die dieselben korrelativen Charakte-
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ristiken aufweisen sollen, sich héchstens durch einen konstanten Faktor
unterscheiden kénnen, Unter Beniitzung der neuen Begriffe ldsst sich
dasselbe zeigen.

Ist (an} die urspriingliche Streutafel mit den Schitzungsfunktionen
w$(s) und (s) und der Besetzungsfunktion f,(s} und soll fiir die neue
Streutafel (bi) gelten

bv=can, (39)
dann ergibt sich unter Berlicksichtigung von (37)
b= ¢ [ Js) w(s) wfls) ds =
= [ ef o) wiP(s) wR(s) ds =
= [ £(s) w(s) w(s) ds (39)
wobei
Jo(8) = ¢/a(s) (40)
die neue Besetzungsfunktion ist,

Die neue Streutafel hat also mit der urspriinglichen die Schitzungs-
funktionen w{?(s) und 2P’(s) gemeinsam und unterscheidet sich von ihr
nur durch eine andere Besetzungsfunktion, die das Prodult der Kon-
stanten ¢ mit der urspriinglichen Besetzungsfunktion f(s) ist. Beide
Tafeln sind demnach nach den oben gegebenen Definitionen isogen.

Zum Beweise des 2weifen Satzes setzen wir
ik = @ik -+ ik . {41)
Nach Voraussetzung sind die Streutafeln (4m) und (biz) isogen, unter-
scheiden sich also nur durch ibre Besetzungsfunktionen, die beziehent-
lich f,(s} und f,(s) sein mogen, Es gilt dann
g = [ f(syuf(s)wP(s)ds  und (42}

ba = [ 5) () ws) ds . (43)
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Demnach wird
cr = [ f{s)wls) sy ds 4 [ fyls) wi(s) wi(s) ds =
= [ Ifds) 4 Sols)] wfs) (s} ds ==
= [ 109) wf(s) ws) ds (44)

wobei

sy = 1) +1ls) (45)

die Besetzungsfunktion der durch die Summierung gewonnenen neuen
Streutafel ist. Die neue Tafel unterscheidet sich also von den urspriing-
{ichen nur beziiglich der Besetzungsfunktion, ist also mit ihnen wieder
isogen.

Mit Hilfe dieser beiden Sitze lassen sich aus vorliegenden Streutafeln
neue ihnen isogene herstellen, fiir die man unter Umstédnden noch beson-
dere Vorschriften geben kann, z. B. dass sie in einem System eine ganz
bestimmte Hiufigeitsverteilung der Klassen aufweisen. Notwendig ist
nur, dass geniigend isogene und im mathematischen Sinne von einander
unabhingige Streutafeln zur Verfiigung stehen, Fir diesen Fall nennen
wir die isogenen Streutafeln (a, ) (¢=1,2,..,n) von einander unab-

* hingig, wenn die Determinante aus der Matrix der Klassenhéufigkeiten
A® nicht verschwindet. Die Beschrinkung auf das Spekiralsystem S
bedeutet keine Einschrinkung, und die folgenden Uberlegungen gelten in

gleicher Weise fiir das System S mit den Klassenhiufigkeiten AP .

Fiir die Teilfrequenzen der gewiinschten Streutafel setzen wir an:
*®
aik=§zqa{k,q(qﬂ1’2!“‘1”')! (46)
wo die z, niher zu bestimmende Gréssen sind. Diese Streutafel ist offen-
bar mit den gegebenen (g, ,} fsogen zufolge der obigen Sitze iiber
die Multiplikation mit einer Konstanten und der Addition isogener
Streutafeln.
Die Klassenfrequenzen ergeben sich zu

4P* = 5= 47, )
i3
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Fir die &, haben wir die » Bestimmungsgleichungen:
AP 2+ A A A AP, 5, = AR
APz A AR 2+ . AP, 5, = AR

AN w + A m o+ AR x, = AR
Die zu den vorgegebenen Klassenfrequenzen A% im System S®
dquivalenten Klassenfrequenzen im System S sind gegeben durch die
Gleichungen
AP =3,
(3 3

H

iy - (472)

Unter den gemachien Voraussetzungen lisst sich also die gestellte
Aufgabe strenge losen, und es ist offenbar, dass unter diesen Umstin-
den mit der Vorgabe einer bestimmten Hiaufigkeitsverteilung der Spek-
tralklassen in einem System auch die neue Besetzungsfunktion f*(s) ein-
deutiy definiert ist, da

f(s) = %,“ 2, f{s) sein muss. (48)

Die Losungsmoglichkeiten sind nun allerdings noch dabhin einzu-
schrinken, dass Streutafeln mit Frequenzen :

*
iy, <0

nicht zugelassen werden kénnen, sodass unter Umstinden eine bestimmte
Aufgabe auch in diesem Sinne als unlésbar betrachtet werden miisste,
wenn sie zu derartig ausgearteten Streutafeln fithrte.



II1. Vorschlag eines Verfahrens zur Reduktion
von Spektralstreutafeln

1. Die Aufgabe und ihre Nindeutigkeit

Nachdem in den vorhergehenden Abschnitten die Spektralstreutafeln
und die ihnen zugrundeliegenden Elementarfunktionen im Hinblick auf
die gestellte Aufgabe ciner eingehenden Analyse unterworfen wurden,
handelt es sich jetzt darum, diese Aufgabe mit den gewonnenen DBegriffen
und Definitionen niher zu prazisieren und zu einer Lésung vorzudringen.

Das Problem, dem sich der Stellarstatistiker in der Praxis gegeniiber
sieht, ist folgendes:

Es ist eine bestimmte MHiufigkeitsverteilung von Spektren pegeben, die
nach einem bestimmten Spektralsystem geschiitzt wurden. Es wird ge-
fragt nach der dquivalenten Verteilung in einem andern Spektralsystem.
Die Bezichungen zwischen den beiden Spektralsystemen sind nur bekannt
iiber eine bestimmte Spektralstreutafel, die man erhilt durch einen Ver-
gleich von Schitzungen, die nach beiden Systemen an einem bestimmten,
genligend umfangreichen Material angestellt wurden.

Nach den im Vorausgehenden gebotenen Begriffen und Definitionen
heisst das:

Gegeben ist eine bestimmte Streutafel mit den Elementen a;x und den
Klassenfrequenzen A und AP der Spektralklassen S und SY, die
die Verkniipfung der beiden Spektralsysteme S® und S charakteri-
siert. Bs wird nun eine neue Verteilung der Klassenfrequenzen z. B. B{
im Spektralsystem S® vorgegeben, zu der die ihr dquivalenten Hiufig-
keiten BY im Spektralsystem S zu suchen sind. Die Losung ist offen-
bar eine mit der gegebenen Tafel (ai) isogene Streutafel (), in der

E bik === B,{'x)
&k
sind und

E bip = Biy)

die gesuchten zu B iquivalenten Hiufigheiten im Spektralsystem S,
Dabei sind die 7 und & gleich 1,2, ..., # 2u nehmen, wenn die Zahl der
bentitzten Spektralklassen # ist.
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Ligen nun » unabhingige isogene Streutafeln (e ) (g=1,2,..,7)
vor, dann ergibt sich nach den 8. 33 gebotenen Ausfithrungen die L&-
sung ohne weiteres. Nun liegt aber nur eine eingige Streutafel vor, die
die Verkniipfung der beiden Spektralsysteme charakterisiert, und es ist
die Irage, wie man mit ihr allein das Auslangen findet.

Es liegt nahe, ,

bir = fir asx (49)

zu setzen und die Reduktionsfaktoren fizx so zu bestimmen, dass die ge-
wiinschten Hiufigkeiten B erscheinen und die Tafel mit der fritheren
(4ir) isogen bleibt.

Eine rein ,, proportionale “ oder, wie wir sie eingangs genannt haben,
eine partial-proportionale Reduktion, bei der die Teilfrequenzen propor-
ticnal zu den gewiinschten Klassenfrequenzen reduziert werden, dass also

= & = B4 (59

geseizt werden, fithrt zwar die gewiinschten Hiufigkeiten im System S®
herbei, da dann

% bis == 3 BP AP ain = BPAP % ap = B
¢ {3

wird, Dabei wird nun auch, wie Gl (28) zeigt, die Regression §* erhal-
ten, aber die andere Regression §§ wird sich indern zu

5 B9 aui

g(;\?) e . 1
I % Ba('x)/fqu} ik (51)

Damit #ndert sich aber auch sicher die funktionale Beziehung zwi-
schen den beiden Systemen, die ja die zwischen den beiden individuellen
Regressionen liegende mittlere Regression sein soll, und die nur erhalten
bleiben kann, wenn entweder die beiden individuellen Regressionen dre-
selben bleiben, oder wenn diese sich gleicheeitie in entsprechender Weise
indern. Demnach ist die auf eine solche Weise reduzierte Streutafel mit
der urspriinglichen nicht mehr isogen.

Die Unzulinglichkeit des partial-proportionalen Verfahrens fiir der-
artige Reduktionen kann noch unmittelbarer gezeigt werden. Denn gilt

der Ansatz (50)
fir = &9 = B¥ (49
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fiir das System S®, so muss im System S cin dhnlicher Ansatz Geltung
haben; denn es liegt kein Grund vor, das eine oder andere System in die-
ser Hinsicht auszuzeichnen. Setzen wir nun aber auch

foe= 6 = BPIAY, (502)

dann folgt sofort
frmdd = =

fiir alle 7 und k. Damit wire es aber unmaglich, zu irgend einer Streutafel
eine ihr isogene zu finden, die eine verschiedene relative Haufigkeitsver-
teilung aufweist, also gerade das, was die gestelite Aufgabe voraussetzt.

Die Losung ist also auf diesem Wege nicht zu erreichen, und es muss
ein Bildungsgesetz fiir die Reduktionsfaktoren gesucht werden, demzu-
folge die einzelnen Faktoren fix nicht nur abhingig sind von dem Ver-
halten der Spektralklassen S¥ sondern auch von dem der Klassen S§7,
wie oben S, 25 schon angedeutet wurde. Dieses Bildungsgesetz wird dann
spiter an Fland kiinstlicher Streutafeln zu ermitteln sein (S. 52ff).

Auch ein Versuch, die neue Streutafel (b)) synthetisch herzustellen
aus den betreffenden Schitzungsfunktionen und der geeigneten Beset-
zungsfunktion, stosst auf Schwierigkeiten. Die bendétigten Schitzungs-
funktionen w{®(s) und @{(s) sind nun allerdings mit der Streutafel (a:)
gegeben, aber immer nur im Integranden in Verbindung mit der Beset-
zungsfunktion f,(s) [Vgl. Gr. (35), (36) und (37).] Ahnlich findet sich die
neue Besetzungsfunktion fy(s) in den Integranden der Integrale B,
aber wieder nur verbunden mit den Schitzungsfunktionen ={(s). Es
ist nun hoffnungslos, aus diesen Angaben allein, diese Schitzungsfunk-
tionen und die neue Besetzunsfunktion zu isolieren, sodass wir auf den
ersten Ansatz mit den Reduktionsfaktoren fix von Gleichung (49) wieder
zuriickgreifen missen.

Bevor wir nun zur Bestimmung der Bildungsgesetze der Redultions-
faktoren an Hand kiinstlicher Streutafeln iibergehen, mogen noch einige
Bemerkungen am Platze sein iiber die Eindeutighert der gestellten Auf-
gabe. Dic Tatsache, dass durch die gegebene Streutafel {(a:x) der Satz
der Schitzungsfunktionen und durch die neue Hiufigkeitsverteilung
(B die neue Besetzungsfunktion nur implizit gegeben sind, berechtigt
zur Frage, ob mit diesen Angaben wirklich eine und nur eine Besetzungs-
funktion definiert wird.

Es lisst sich zeigen, dass die Eindeutigkeit etwas zu wiinschen {ibrig
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lasst, dass ein vorgegebener Satz von Klassenfrequenzen B® unter
Beibehaltung derselben Schitzungsfunktionen «{?(s) nur unter gewissen
Vorbehalten eine Besetzungsfunktion f,(s) eindeutig definiert, Dabei neh-
men wir fiir die Besetzungsfunktion nur an, dass sie einen ,, natiirlichen
Verlauf zeigt, womit gemeint ist, dass sie keine Spriinge aufweist und
immer positiv sein soll, wie das bei natiirlich gegebenen Mannigfaltig-
keiten vorausgesetzt werden darf.

!
frs) fis

—= Fis)

o —= W5

[
A paseeciccanaoon

b de F

:

Irg. 1. Zur Eindeutigkeit der Besetzungsfunlktion

Zur Erlduterung der Frage von der Eindeutigkeit der Aufgabe sei in
Fig. 1 ein fingiertes Beispiel dargestellt von zwei Schitzungsfunktionen
wi(s) und wf?(s) der benachbarten Spektralklassen Sf und S& des-
selben. Spektralsystems S* (weshalb wir auch im weiteren Verlauf der
Diskussion. die oberen Indizes ohne Schaden der Klarheit weglassen
kénnen). Die Punkte a, &, ¢, d, ¢ und f markieren ausgezeichnete Stellen
der Schitzungsfunktionen, nimlich

wila) =05 wib)=1; wle)=1; wd)=o0;

wic)=0; wd)=1; wle=1; w(f)=o0.
Die Intervalle (b,¢) und (4, ¢) sind ,, Sicherheitsgebiete “, in denen die
Objekte mit Sicherheit der betreffenden Klasse S; oder .S; zugeordnet
werden; {a,b), (c,d) und {(e,f) dagegen sind ,, Ubergangsgebicte ** zwi-
schen benachbarten Spektralklassen, wo der Beobachter die Objekte nur
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mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit der betreffenden Klasse zuweist.
Fiir die Ubergangsgebiete sind die Summen der dort definierten Schat-
zungsfunktionen in diesem Falle gleich Eins, also im besonderen fiir

(c,4d)

wfs) + ws) = 1. (52)
Sei nun f(s) eine Besetzungsfunktion, die die Forderungen
d
[ fis) mi(s) ds = A; und (53)
f
[ flsywls) ds = 4; (54)

erfiillt. Die Integrale 4; und 4; lassen sich nach den gegeben Intervallen
in Teilintegrale zerlegen:

[ 109 ds = 4,
[ 79 (5 ds = A v
60 ds = 4
[ 190 ds = 4,
f) wis) ds = 4 a0
F) ) ds = 4.

/
a4
ff
€
Die Addition der entsprechenden Teilsummen ergeben die entspre-
chenden Klassenfrequenzen 4; und A, .

Es ist nun leicht aus der Fig. 1 abzulesen, dass die Wirkung einer An-
derung der Besetzungsfunktion auf die Hiufigkeiten der Spektralklassen
von verschiedenem Ausmass ist, je nachdem in dem betreffenden Teil-
intervall nur eine einzige Speltralklasse definiert ist, wie in den Sicher-
heitsintervallen, oder aber zwei, wie in den Ubergangsgebicten. So be-
trachten wir zunichst die Wirkungen einer Anderung der Besetzungs-
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funktion auf die ecinzelnen Teilintegrale der betreffenden Klassenhiu-
figkeiten.

Sei f(s) == f(s) + Af(s) eine andere Besetzungsfunktion, die fiir die
einzelnen Teilintegrale zu denselben Werten fithren soll, nimlich

b
ff’(s) wys) ds = A’i,ab = Ai,ab!
bff'(s) w{s) ds = Ali,bc = A gy s

d
ffl(*") wy(s) ds = A,i,cd = Az',cd 1

4 (55)

ff'(s) %}‘(5) ds == Alj,cd == Aj,cd ’

j Fs)y () ds = A'; g = Ay 4

!
J @) wis)ds = A; 4 = 4 4.
Da nun
£ = fs) + Afs), (56)
werden auch
[rome e = [fowed + [ 76w, d=

= Ay F f Af(s) ws) ds (57)

wobel (x,y) eines der vorgegebenen Intervalle bedeutet, und w,(s) eine
der in diesem Intervall definjerten Schitzungsfunktionen ist.

Die neue Besetzungsfunktion f'(s) fithrt also nur dann zu denselben
Werten der Teilintegrale 4, ,, der Funktion f(s), wenn das Integral

f A f(s) wy(s) ds = o (58)

wird.,
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Fiir die Sicherheitsintervalle (b, ¢) und (d,f), in denen die beztiglichen
Schitzungsfunktionen w; (s) bezw. w; (s) == I sind, muss also das Integral

fﬂﬂﬂﬁ=0 (30)

werden. Das kann ohne Schwierigkeite erreicht werden, ohne dass A f (s)
iiberall verschwindet, nimlich durch eine Funktion, die in grésseren oder
kleineren Amplituden um die Funktion f (s) herumpendelt in der Weise,
dass sich die Uberschiisse und Fehlbetrige ausgleichen. In“Fig. 1 wurde
eine solche Funktion im Intervall (5, ¢) schematisch eingezeichnet.

Es gibt demnach fiir die Sicherheitsgebiete theoretisch unendlich viele
Besetzungsfunktionen (die allerdings nur mehr oder weniger um eine
mittlere Funktion schwanken), die die gleichen Teilsummen der Klassen-
frequenzen bei konstanter Schitzungsfunktion darzustellen vermogen.

Die Verhiltnisse in Ubergangsgebieten, in denen zwei Schitzungsfunk-
tionen definiert sind, liegen zwar etwas anders, filhren aber zu einem
shnlichen Ergebnis. Zur Erliuterung moge das Intervall (¢, d) betrachtet
werden, in dem die beiden Schitzungsfunktionen wy(s) und wys) gelten.
Es ist also zu untersuchen, ob nicht nur 4; ., sondern auch 4; , kon-
stant gehalten werden konnen, wenn statt f(s) eine Besetzungsfunktion
F'(s) = f (s) + A f(s) verwendet wird. Es muss dann gleichzeitig

fd A f(s) wi(s) ds = o und (60}
fd A f(s) w,(s) ds = 0 (61)

<

werden, Wegen wj(s) == 1 — wi(s) nach Gl (52} gilt fir die zweite Glei-
chung (61)

f/_\.f(s) ds — fAf(s) wi(s) = o. (62)

Diese Gleichung kann mit (60) aber nur dann gleichzeitig bestehen, wenn
auch
d

[ Af(syds=o (63)

<

ist.
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Das kann nun méglich sein auf zweifache Weise:
I. Af(s) ist tberall gleich Null,
2. Af(s) ist stellenweise von Null verschieden, doch so, dass sich
die positiven und negativen Werte so erginzen, dass das Integral

f Af(s)ds=o

wird, wie wir s z. B. oben fiir das Sicherheitsgebiet als méglich annehmen
musster.

Sei nun Af (5) eine im Intervall (¢, d) definierte Funktion, die ausser
den Nullstellen bei ¢ und 4 noch zwei weitere Nullstellen o und f im
Inneren des Intervalls (¢, d) besitzt. Die Schitzungsfunktion wy (5) ist
immer positiv und monoton entweder fallend oder steigend. Es wird dann

d @ [
JAfE) w(s)ds = [ Af (), () ds + [ Af(s) w, (s) ds -+
+;Af(s)-w,,(s)ds.
& B
=y, [ AS(S)ds+w,,, [Af(s)ds+

+ iz'“h,s fAf(S)dS’
8

wobei die e, , die nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung aus
dem Integranden herausgezogenen Mittelwerte der Funktion =, (5) dar-
stellen, die einem Funktionswert in den betreffenden Unterintervallen
entsprechen. Wegen der Monotonie von w, (s) folgt

Wi, > W, , > wy ,, wenn w, (s) fallt, und
wk,l <wk,z <wk,3’

wenn die Funktion w, (5) ansteigt. Es ldsst sich nun leicht einsehen, dass
-3 d

die Integrale [ Af(s)ds und [ Af(s)ds gegeneinander so ausgewogen
‘ B

werden kénnen, dass einerseits

@ d ' B
fAf(s)ds—i—B[Af(s)ds:—fAf(s)ds
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bleibt und gleichzeitig
- -4 . 8
wk,x [ Af(s) ds + W, 3 f Af(s) ds == T W A j Af(s)ds
¢ g -4

wird, womit dann die Gleichungen (60) und (63) gleichzeitig erfiillt sind.
Ahnliches liisst sich auch zeigen fiir den Fall, dass die Funktion Af(s)
mehr als zwei Nullstellen im Innern des Intervalls (¢, d) besitat, sodass
sich also beliebig viele Besetzungsfunktionen f(s) finden lassen, die die
Teilhiufigkeiten 4; ,, und 4; ,, unveréndert lassen.

Wenn nun schon fiir die einzelnen Teilintervalle verschiedene Beset-
zungsfunktionen in Verkniipfung mit denselben Schitzungsfunktionen zu
den gleichen Klassenhiufigkeiten fithren kénnen, so gilt das noch mehr
fiir das ganze Intervall. Wenn auch theoretisch solche Schwankungen be-
liebig sein koénnen, so wird man doch bei einem empirisch gegebenen
Material einen ,, ruhigeren “ Verlauf der Besezetzungsfunktion voraus-
setzen diirfen. Damit wird die Vieldeutigkeit der Festlegung einer Beset-
zungsfunktion durch die Angabe einer Hiufigkeitsverteilung der Klassen
schon stark gemildert, und wird praktisch im Bereich der gewohnlichen
statistischen Schwankungen bleiben. Ferner ist leicht einzuschen, dass
diese Unbestimmtheit auch etwas abhingt von der Grésse der Spektral-
intervalle: sie wird um so geringer, je enger die Spektralklassen gewihlt
werden,

Unter diesen Vorbehalten lisst sich denn auch sagen, dass die Aufgabe
,, praktisch “ eindeutig bestimmt ist, dass es also einem Sinn hat, eine
Lésung zu versuchen.

Im Vorhergenden wurde die Eindeutigkeit der Aufgabe verneint mit
dem Hinweis, dass bei blosser Vorgabe einer Spektralstreutafel (aix) mit
einer necuen Hiufigkeitsverteilung der Spektralklassen (Bf”) die neue
Besetzungsfunktion f(s) nicht eindeutig festgelegt wird. " Diese Frage
lisst sich vielleicht noch besser behandeln als Teil eines allgemeineren
Problems, das sich etwa folgendermassen formulieern ldsst (*¥

(*) Die folgenden Ausfithrungen wurden dem V£, von Dr. WarTer Frickz, Hamburg-
Bergedorf, firr die Beniitsung freundlichst zur Verfligung gestellt, woflir ibm der V£
auch an dieser Stelle seinen herzlichsten Dank aussprecben méchte,
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In wieweit ist fiir eine bestimmte Reihe von Schitzungsfunktionen
wi(s) ,¢=1,2,...,n, durch die Angaben der Klassenfrequenzen

Ai= [fSwis)ds (=1,2,...,n) ' (a)

die Besetzungsfunktion f{s) eindeutig festgelegt. f{s) und wi(s) seien re-
guldre Funktionen und im gesamten Wertebereich von s grésser oder
gleich Null. Sie dirfen Sprungstellen, aber keine Unendlichkeitsstellen
aufweisen, wie es in der Natur des Problems liegt, Wir schreiben zunichst
Gl (a) besser

A(s) = [ s +e)wie) de, (i=1,2,...,n) (b)

wobei wir z, B. ¢ positiv oder negativ von der Mitte des Spektralbereiches
si aus zihlen konnen, '
Fiir die Losung der Frage ergeben sich zwei mogliche Fille:

1. Simtliche wi(c) seien bekannt.

Dann enpfiehlt es sich, analog dem Vorgehen EppingTons (“2) f(s: -+ €)
in eine Taylorreihe zu entwickeln und die einzelnen Integrale — die Ablei-
tungen f(s),¥=1,2,3,..., treten als Faktoren vor die Integrale ~
auszuwerten. Wir erhalten

As) = if: L) + ef'(si) + € ,;ﬁ;gs_’) + .. Jwile) de, o

+oo + o
Afss) = f(s:) Jm wi(e) de + f(s:) _fme wie)de + ... .

Im Falle symnmetrischer Funktionen wi(e) in Bezug auf ¢ = o sind die
ungeradzahligen Momente von wie) gleich Null. Allgemein sollte jedoch
nicht mit symmetrischen Funktionen gerechnet werden. Unter gewissen
Bedingungen, die in der Praxis fast immer erfiillt sind, kann nun die Reihe
(¢) nach dem Umkehrsatz von Potenzreihen (Vgl. K. Knore, Unendliche
Reihen, Seite 183) umgekehrt werden, sodass f{s;) als Funktion von A(s)
und den Ableitungen A™(s:) folgt. Bis zu welchen Gliedern die Reihenent-
wicklung vorgenommen wird, sieht man leicht an der Grosse der Ablei-
tungen A™M(), die man durch Differenzbildung approximiert. Das Ep-
pinGTONsche Verfahren ist ein Spezialfall des hier angebenen.
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2, Simtliche wi(s) selen unbekannt.
In diesem Fall sicht man leicht, dass f{s;) unbestimme bleibt, da GI.
(b) nicht mehr als den folgenden Schluss zuldsst:

+ oo

Als)i = fi(s + o)t [ wis) de

—o0

wobei (s; 4- ¢), ein nicht niher bestimmter Ort in der Spektralfolge s ist.

2. Losungversuche mit Reduktionsfaktoren

a. Elementare Teilfrequenzen, Grundfrequenzen, Redukiions-
faktoren und Reduhktionsfunkiion.

Unter den verschiedenen méglichen isogenen Streutafeln, die dieselbe
Verkniipfung zweier Spektralsysteme charalterisieren und sich nur durch
jhre Besctzungsfunktionen unterscheiden, gibt es eine ausgezeichnete,
niamlich jene, fiir die die Besetzungsfunktion

f6)=1

ist. Diese Streutafel bringt offenbar die Verkniipfung der beiden Systeme
am reinsten zum Ausdruck, da thre Teil- und Klassenfrequenzen Integrale
der blossen Schitzungsfunktionen sind. Wir nennen diese Streutafel die
Tafel der elementaren Teilfrequenzen und die entsprechenden Klassen-
hiufigheiten elementare Klassenfrequenzen, Werden die elementaren Teil-
frequenzen mit i bezeichnet und die elementaren Klassenfrequenzen in
den beiden Systemen S® und S® beziehentlich mit U und U, dann
gelten die folgenden Gleichungen

wn = [ @) (5) ) (5) ds, (64
U = [ wf? (s) ds und (65)
U}(‘y) — f wg?) (S) dS . (66)

Die elementaren Klassenfrequenzen sind nicht notwendig gleich eins,
nur in dem Sonderfall einer entsprechenden Gestalt der Schitzungsfunk-

tionen.
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Bildung einer isogenen Streutafel aus einer gegebenen Streutafel (a:e)
so vorschreiben, dass die Klassenhiufigkeiten in einem System gleich
der Einheitsfrequenz werden. Im allgemeinen werden sich dann zwei
verschiedene Tafeln ergeben, je nachdem die Klassenfrequenzen im Sy-
stem S oder in S® zur Einheit werden sollen. Nur fiir den Sonderfall,
dass beide Systeme die gleichen Schitzungsfunktionen besitzen - ein
Fall der verwirklicht ist, wenn ein Beobachter unter Beibehaltung seiner
Grundhaltung cine zweite Schitzungsreihe an demselben Material aus-
fithrt und die zweiten Schitzungen mit den ersten vergleicht — werden
beide Tafeln zusammenfallen, Diese so definierten Streutafeln nennen
wir die Tafeln der Grundfrequenzen und bezeichnen sie beziehentlich
mit (#) und (Bi), je nachdem die Klassenfrequenzen im System S®
oder in S® zur Einheit werden, Sind die entsprechenden Reduktions-
faktoren ®;; und Wi (*) und wird wieder voraus gesetzt, dass sich die
Nebenfaktoren in bekannter Weise mit den zugehdrigen Hauptfaktoren
darstellen lassen, etwa

Oip == fop (Qsi, Prr) und {752)
Wir = fu (Wi, V), (75b)

dann ergeben sich fir die Reduktionsfaktoren die Bestimmungsglei-
chungen

% e = %‘. ain g = 1% und (76)
%P = Zapm Fip = 19, (77)

Nun mogen noch cinige Besonderheiten dieser Tafeln der Grundfre-
quenzen besprochen werden.

1. Sie charakterisieren die Verkniipfung zweier Spektralsysteme in
einer normalisierien Weise, indem sie die dquivalente Hiufigkeitsvertei-
Jung der Klassen in einem System geben, wenn im anderen System die
Einheitsverteilung vorhanden ist. Die zu Einheitsverteilungen #quivalen-

(*) @ und ¥ wurden oben 8. 16ff. zur Bezeichnung der Iorrelationsfunktionen ver-
wendet; doch diizfte der hier erfolgte Gebrauch weiter keine Unklarheiten zur Folge
haben. )



J. JUNKES - EMPIRISCHE REDUKTION VON SPEKTRALVERTEILUNGEN 49

ten Hiufigkeiten nennen wir Restfrequenzen und bezeichnen sie mit R
und R¥ , sodass wir die Beziehungen haben

2 ik = Rg’) und (78)
% o = R, (79}

2. Die Tafeln der Grundfrequenzen kénnen als eine Art Einheitsstreu-
tafeln angesehen werden, aus denen Streutafeln mit gegebener Hiufig-
keitsverteilung der Klassen A® oder 4% erhalten werden durch ,, Ein-
setzen * der gewtlinschten Hiufigkeiten in die beziigliche Tafel. Dabei
ist das ,, Einsetzen “ allerdings so zu verstehen, dass die entsprechenden
Reduktionsfaktoren aufzusuchen sind, die wir fiir diesen Ubergang mit
kleinen Buchstaben bezeichnen mochten, und zwar mit ¢ fiir die Be-
niitzung der o -'Tafel unter Vorgabe der Hiufigkeitsverteilung (A®)
im System S und mit s fiir die Beniitzung der Pi-Tafel bei Vorgabe
der Klassenverteilung (4%} im System S®. Es erscheinen also die Be-
zichungen

ok @ir = @ und (80}

Bx‘k HIJi.fe = ik . (8I)

Die Bestimmungsgleichungen fiir diese Reduktionsfaktoren sind dann
entsprechend

? ik pix = A und (82)
2 o i = AP, (83)

wobei wieder vorausgesetzt wird, dass sich die Nebenfaktoren als bekannte
Funktionen der Hauptfakioren bestimmen lassen.

3. Die Tafeln der Grundfrequenzen sind enge miteinander verkniipft,

a. Als isogene Streutafeln miissen sie dieselben Grundfrequenzen
besitzen. Werden also in diesen Tafeln die Restfrequenzen auf Eins re-
duziert, so muss zwangsliufig die andere Tafel sich ergeben. Es ist demnach

aik Zir == Pir mit den Bedingungsgleichungen ¥ oy Zip = 197
und

Pir Hix = o mit den Bedingungsgleichungen ]Z Bir Bip = 1),
e
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b. Werden die Restirequenzen R in die Tafel der (Bir) ,, einge-
setzt , so ergibt sich die Tafel (a;z), und entsprechend erhilt man durch
Emsetzen der R in (oz) die Tafel (Bix). Es ist also

o Gir = PBip mit den Bedingungsgleichungen % ik Gi = R

und

Bix Ein = oy, mit den Bedingungsgleichungen ¥ 8, i = RP.
H

Aus den unter a und b angefiihrten Bezichungen ersieht man sofort,

dass
I

Ezk ik

gk = Zzlz == (84.)

sein muss.

c. Aus den Beziehungen der Tafeln der Grundfrequenzen zu der
urspriinglichen Streutafel, aus denen sie abgeleitet wurden, ergeben sich
zwischen a; und 8y die weiteren Beziehungen

D;
o, == IF:: Bix . ‘ (85)
und
Yin
e 2 o, 86
Bir B (86)

sodass sich die fiir die verschiedenen Operationen zwischen den Tafeln
der Grundfrequenzen bendtigten Reduktionsfaktoren zuriickfiihren lassen
auf die Verhiltnisse der Reduktionsfaktoren, mit deren Iilfe diese Tafeln
aus der urspriinglichen Streutafel gewonnen wurden:

’
Gin = Zip == "Ei— — o To . (84a)

ik iy

[1]

4. Die Streutafeln der Grundfrequenzen sind isogene Streutafeln,
unterscheiden sich also nur durch ihre verschiedenen Besetzungsfunktio-
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nen fy (s) und fa(s) und lassen sich ohne weiteres zu einer Tafel von
mittleren Grundfrequenzen

Nip == %k ¥ Bik~ (87)
2
mit der Besetzungsfunktion
oy = O 10 )

vereinigen, die ihrerseits mit den Tafeln der Grundfrequenzen und der
Ausgangstafel isogen, also auch wieder eine Darstellung der Verkniipfung
der beiden Spektralsysteme ist. '

Diese Tafel der mittleren Grundfrequenzen ist nun nicht ohne wei-
teres identisch mit der Tafel der elementaren Teilfrequenzen, nur in
dem Ausnahmefall dass fn(s) == 1 ist. Andrerseits bevorzugt sie keines
der beiden Spektralsysteme, wie etwa die Tafeln der Grundfrequenzen
(as1) und (Bix), und dirfte daher in Ermangelung der Kenntnis der ele-
mentaren Teilfrequenzen im allgemeinen die Tafel sein, die der reinen
Darstellung der Verkniipfung der beiden Spektralsysteme sich am besten
nihert. s kann allerdings in Sonderfillen vorkommen, dass eine der
Grundfrequenzentafeln besser dazu geeignet ist, wenn némlich ihre Beset-
zungsfunktion schon gleich Eins ist; ein Fall, der wohl selten vorkommen
mag, aber doch nicht ausgeschlossen werden kann (Vergl. dazu die Streuta-
felgruppe B im nichsten Abschnitt.)

Die vorausgehenden Uberlegungen Dberuhen auf der Annahme, dass
es moglich ist, mit geeigneten Reduktionsfaktoren von einer Streutafel
auf eine andere, ihr isogene iiberzugehen. Die Bestimmung dieser Reduk-
tionsfaktoren scheitert an dem Mangel geniigend zahlreicher Bestimmungs-
gleichungen, sodass noch eine Zusatzannahme notwendig wurde, dass
némlich die Nebenfaktoren in einer bekannten Weise aus den zugehdrigen
Hauptfaktoren dargestellt werden kbnnen, Die Funktion, die diese Dar-
stellung leistet, nannten wir die Redukiionsfunktion, da ohne ihre Kenntnis,
die Reduktion in der beschrichenen Weise mit Reduktionsfaktoren nicht
méglich ist. Im folgenden Abschnitt soll nun versucht werden, eine geeig~
nete Reduktionsfunktion zu finden.
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b. Zur Wahl einer geeigneten Reduktionsfunktion,

Einen Fingerzeig tber den Charakter der Reduktionsfunktion wird
man am besten erwarten diirfen durch einen Vergleich von wirklich iso-
genen Streutafeln, die also mit Hilfe solcher Reduktionsfaktoren als mitein-
ander verbunden vorausgesetzt werden diirfen,

Leider ist das aus der Erfahrung gewonnene Material oft so kirglich,
dass es manchmal kaum geniigt fir eine Streutafel, die die Beziehungen
zwischen den beiden zum Vergleich stehenden Spektralsystemen sicher
zum Ausdruck bringt. Deshalb soll hier an synthetischen Streutafeln
versucht werden, diese Beziehungen zwischen den Neben- und Haupt-
faktoren festzustellen.

Zunichst werden einige typische isogene Streutafeln vorgelegt, die
durch eine entsprechende Verfiigung tber die Schitzungs- und Beset-
zungsfunktionen erhalten wurden. Daran lassen sich unmittelbar die
Reduktionsfaktoren studieren, die die ecinzelnen Gruppen von isogenen
Streutafeln beherrschen. Aus der Diskussion dieser Ergebnisse wird dann
versucht, zu einer plausiblen Reduktionsfunktion zu kommen, die die
Beziehungen zwischen den Nebenreduktionsfaktoren und den Haupt-
reduktionsfaktoren darstellen kann.

Es sei ganz allgemein eine Spekiralfolge s so definiert, dass sie dem
Zahlenkontinuum von o bis 6 zugeordnet werden kann. Die Spektral-
folge sei in sechs aufeinanderfolgende Intervalle oder Spektralklassen
geteilt

(30-’ 31) ? (31 ’ sz) LA (Ss H sﬁ)s

von denen nur gefordert wird, dass sie die ganze Spektralfolpe inner-
halb des Intervalles liickenlos berdecken, ohne jedoch sich zu tber-
schneiden. Die 6 Spektralklassen S; (==1,2,...,6) werden hier einfach
mit den bekannten Namen der Hauptklassen B, A, T, G, K, M belegt.
Wir beschrinken uns absichtlich auf die Hauptklassen, um die Rechnungen
etwas einfacher zu gestalten, dann aber auch, weil fiir die spitere Anwen-
dung des Reduktionsverfahrens praktisch nur diese 6 Klassen in Frage
kommen. Damit soll nicht ausgeschlossen werden, dass die Methode
sich nicht auch auf feinere Unterteilungen anwenden liesse.

Weiterhin seien drei verschiedene Spektralsysteme S@  S®  und §©
definiert durch drei Sitze von entsprechenden Schdlzungsfunkiionen,
w® (s), W (s) und wP(s) (G, k,h=1,2,...,6). Rir diese Schit-



zungsfunktionen wird nur verlangt, dass sie iiberall positiv sind und an
allfallsigen Unstetigkeitsstellen fiir angrenzende Intervalle gleiche Werte
besitzen. Die hier verwendeten Schitzungsfunktionen filr die einzelnen
Spektralklassen der betreffenden Speltralsysteme sind in Tabelle 2 mit
ihren numerischen Werten zusammengestellt und in Fig. 2 veranschaulicht,

Die cinzelnen Schitzungsfunktionen, besonders fiir die Spektralsysteme
S$® und 89, wurden willldiirlich gewiihlt, um die folgenden Uberlegungen
nicht durch Sonderfille zu belasten. Die Wahl von durchwegs linearen
Funktionen erfolgte mit Riicksicht auf die notwendigen Integrations-
operationen. In der Praxis werden solche regelmissigen Funktionen als
Schitzungsfunktionen kaum auftreten, eher IFehlerfunktionen, die aber
nicht gerade einfach zu handhaben sind Dbei Integrationen. Doch diirfte
diese Form der Schitzungsfunktionen nichts indern an dem allgemeinen
Wert der Ergebnisse.

Das Spektralsystem S kénnte als ein symmetrisches System bezeichnet
werden, insofern fir alle Klassen die gleichen symmetrischen Schit-
zungsfunktionen gelten. Nur die Schitzungsfunktionen der Randklassen
miissen zwangsldufiz asymmetrisch ausfallen, da von der letzten Gewiss-
heitsstelle an bis zur Abbruchstelle der Spektralfolge alle Objekte in die
betreffende Randklasse fallen miissen, schon aus dem einfachen Grunde,
weil iiber die Randklassen hinaus keine andere Spektralklassen inehr
zur Verfigung stehen.

Es mag vielleicht beanstandet werden, dass bei diesen Schitzungs-
funktionen fast nur Ubergangsgebicte vorkommen, wo fiir den Beobachter
immer die Moglichkeit besteht, in eine Klasse oder ithre Nachbarklasse zu
schitzen. In der Praxis diirften bei so groben Spektraleinteilungen diese
Ubergangsgebiete bedeutend geringer sein. Die Folge dieser Wahl ist eine
unverhaltnismissig grosse Streuung der Schitzungen, wie sie normaler-
weise kaum auftreten diirfte. Doch ist das fir die vorliegende Unter-
suchung cher ein Vorteil; denn wenn sich fiir diese ausserordentlichen
Verhiiltnisse noch eine brauchbare Reduktionsfunktion findet, dann wird
diese weit Dbesser wirken in den giinstigeren Verhiltnissen der Praxis.

Endlich seien noch 4 verschiedene Besetzungsfunktionen definiert:

fs) =1,
fuls) =,
fi(8) = s* und
fis8) = F{s).
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TABELLE 2

Numerische Werte fiir die einzelnen Schitzungsfunktionen

Schitzungsfunktionen Definitionsbereich

Spektralsystem S@

Wh, = I o - o.5
Wh, = 1.5 0.5 - I.5
why = 0.5 8 0.5 = 1.5
WA, == 2.5—s 1.5 — 2.5
WF, = — 1.5 -+ § 1.5 = 2.5
wh, = 3.5—S9§ 2.5 - 3.5
wg; =—2.5+75 2.5 - 3.5
WG, = 4.5 3.5 4.5
Wy === 3.5 T8 3.5 - 4.5
W, = 5.5 § 4.5 — 5.5
W= — 4.5 + § 4.5 ~ 5.3
T0M, = X 5.5 - 0.0

Spektralsystem S®

wp, = 1 o - 0.4
wh, = LA 0.4 ~ 1
: 9 9 s
4 10
WA, = — —— = —§ 0.4 — 1.
1 9 a 4 3
Wh, == 1 1.3 - 1.8
WA, =  3.25—1.25% 1.8 - 2.6
WF; = ~—2.2§5 - 1.25§ 1.8 - 2.6
wr, = 7.5-—2.5% z.6 - 3.0
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TaBELLE 2 (Forts.)

Schitzungsfunktionen: Definitionsbereich
we =—06.5 +2.55 2.6 ~ 3.0
- B0 -
W, PP 3.0 = 4.3
S RIS -
W, ” + - s 3.9 - 4.3
Wi, = I 4.3 = 4.5

WK, = s7._ 3% -

3 2 2 4.5 = 5.7
- 2 -
wiMy 12 1 12 4 57
WM, == 1 &7 - 6.0

Spektralsystem S ©
W, = X o =~ o0.6
1y 10
WR, = e 0.6 = 1.
2 5 5 5
6 10
WA, = o o —— § 0.6 - 1.
1 5 9 5
wh, = I 1.5 - 1.7
o, - ZL 10 Ly -

Ay == 3 7 7 2.3
L. A -
WR, = b I 3 § 1.7 - 2.3
Wr, = 1 2.3 ~ 2.9

38 10
Wy == e e § z.9 - 3.8
3 5 9 9 -3
e ——?gmth{?—s z.9 - 3.8
WGy §.6—zs 3.8 ~ 4.3
WK, =—%7.6+ 23 3.8 - 4.3
Wi, =  §.3-—F 3-35.3
wM, = — 4.3 + s 4.3 — 5.3
WM = I 5.3 - 6.0
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F(s) ist eine Funktion, die stiickweise aus linearen Funktionen in der
Art eines Polygonzuges zusammengesetzt wird. Ihre numerischen Werte
mit dem Definitionsbereich der einzelnen Ziige finden sich in Tab. 3,
eine graphische Veranschaulichung in Fig. 1.

TABELLE 3

Zusammensetzung der Besetzungsfunktion F(s)

Einzelziige Definitionsbereich
Fy(s) = 8.95s c -o0.8
95 180
Fo{s) = =T o — 0.8 -1
2 {$) . 7 5
Fy(sy == 25 1.§ ~ 2.0
() = 975 1350 -
Fy Fs) = o s 2.0 ~ 3.1
173 jo
Fly= g —s 3.1 - 3.9
: 2 10
Fa(f)=—~—25m-l- s 3.9 - 4.3
Fr{s) =—34+ 105 4.3 = 5.0
Iy (s) = g6 16 § 5.0 - 6.0

Auch Dbei der Auswahl der Besctzungsfunktionen war vor allem auf
eine leichte Handhabung bei der Integration Riicksicht genommen worden.
Vielleicht hiitte man erwartet, dass vor allem Funktionen verwendet werden,
die auch in der Natur vorkommen kdnnen; doch miissen sich die allge-
meinen Gesetze auch bei Verwendung ganz beliebiger Funktionen zeigen,
und darauf kommt es schliesslich hier zunichst an.

Mit Hilfe dieser Aufbaufunktionen wurden nun vier Serien isogener
Streutafeln berechnet, die in den folgenden Tabellen 4-7 zusammenge-
stellt sind.

Die Gruppen A und D stellen den Vergleich eines Spektralsystems
mit sich selbst dar, ein Fall, der sich verwirklicht, wie schon oben gesagt



58 PONTIFICIAE ACADEMIAE SCIENTIARUM SCRIPTA VARIA — II

wurde, wenn ein Beobachter seine eigenen Schitzungen am selben Mate-
rial miteinander vergleicht. Fiir A wurde ein symmetrisches Spektral-

40
El/)
£
20
Q" kﬂ,
P
‘('\

P \

/\'ﬁl\}*/ >
-— ‘(\ ’f?‘_/
"
w "

—=5 7 2z 3 4 5 ]

F1a. 3. Graphische Darstellung der Besetzungsfunktionen.

@ =, fale) =8, [0 =9, f{d=F(.

system gewihit, was den Vorzug hat, dass bei Verwendung der Beset-
zungsfunktion f (s) = 1 alle Klassenfrequenzen zur Einheit kommen und
damit die Tafeln der Grundfrequenzen (w;z) und (B:x) mit den Tafeln
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der elementaren Teilfrequenzen (w;) in eine einzige Tafel zusammen-
fallen.

Fir die Streutafelgruppe D wurde das Spektralsystem S® benditzt,
Auch in diesem Falle sind die beiden Tafeln der Grundfrequenzen mitein-
ander identisch, aber verschieden von der Tafel der elementaren Teil-
frequenzen.

In der Gruppe B wird ein symmetrisches System, S@. mit einem
unsymmetrischen, S, verglichen, Die Folge ist, dass eine Tafel der
Grundfrequenzen, nimlich (e), mit der Tafel der elementaren Teil-
frequenzen (ux) zusammenfillt.

Die Spektralstreutafelgruppe C stellt den allgemeinsten Fall dar,
den Vergleich zweier unsymmetrischer Spektralsysteme, S und S©.
ier sind die beiden Grundfrequenztafeln (o) und (Bz) von einander
verschieden und zugleich verschieden von der Tafel der elementaren
Teilfrequenzen (uiz).

Jeder Vergleich wurde mit allen vier Besetzungsfunktionen durch-
gefithrt, sodass fiir die Diskussion von jeder Gruppe vier streng isogene
Streutafeln zur Verfiigung stehen.

Die in den Streutafeln gebotenen Werte wurden im allgemeinen auf fiinf
'Dezimalen angegeben, wenn auch die eigentlichen Rechnungen voll-
stindig ausgefihrt wurden. Die Ahrundung der letzten Dezimale erfolgte
in der gewdhnlichen Weise. Nur in Einzelfallen — wenn es nimlich dien-
lich schien, die Summen an anderswoher bekannte sichere Werte der
Klassenhiufigheiten oder der Gesamtsumme N aller Objekte anzugleichen —
wurde von der allgemeinen Regel zugunsten der Angleichung abgewichen.

Zur Untersuchung des Bildungsgesetzes der Reduktionsfaktoren, die
eine Streutafel in eine andere ihr isogene iiberfilhren, beschrinken wir
uns auf die Uberginge von den Tafeln der elementaren Teilfrequenzen
(i) auf die entsprechenden Tafeln aktueller Frequenzen (@ix) mit den
Besetzungsfunktionen f,, f, und f,. Einerseits, weil solche Uberginge
nahegelegt werden durch das in den vorhergehenden Tabellen 4-7 bereit-
gestellte Streutafelmaterial, andrerseits, weil gerade bei diesen Ubergingen
die Reduktionsfaktoren eine besonders einfache Gestalt annehmen: sie
sind fisr diesen Fall pichts anderes als die Funktionswerte der entspre-
chenden Besetzungsfunktionen fir ein mittleres s, das im Geltungs-
bereich der Integrale ai; liegt nach den Seite 46 gebrachten Gleichungen (67)
und (68).
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TABELLE 4

Berechnete Streutafeln der Gruppe A

Vergleich des Spektralsystems S@ mit sich selbst

Al: f(s)=1
\ Sta)
B A F G K M Ul
Sl \
B -8333.. .10666.. 3
A 1666 . 6666, . L1666, . ¥
F L1666,. L 6666.. L1666, . 1
G L1066, . 66606, . .1666. . X
I< L1666, L6666.. 1666, , 1
M L1066, . .8331.. 1
Utf“) 1 1 i 1 1 1 6
A2: fis)=s
\ S(a)
N B A F G X M 49
s@ N
B .37500 .100666. .541606. .
A .16666. . 1.00000 .33333. - 1.50000
F .33333.. 1.06066.. . scooo 2.50000
G . 50000 2.33333.. 0060666, . 3.50000
K .66666.. 3.00000, . .83333.1 4.50000
M .83313.. 4.62500 5.45833..
AS-") .54306.. 1.50000  2.50000 3.50000  4.50000 5.45833.| 18,00000
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TaBELLE 4 - (Forts.)

A3 f(5)=s*
Sla)
B A F G K M A
5@ .

B .2430606.., 17500 4160606 .
L17500  1.56666.. (69500 2.41666.,
¥ .07500 4.23333.. 1.50833.. 6.416006.
G 1.50831.. 8.23333.. 2.67500 12.41666. .
K 2.67500  13.36666.. 4.17500 20.41666.,
M 4.%7500 25.74106. .| 20.01660. .

AE-“) 41066, , 2,41666.. 6.41606.. 12.41666.. 20.41066.. 20.9106606. . 72.00000

Ad: fis)= F(s)
Sla
B A F G X M 4%
S

B 3.62068 2.08870 5.70938

A 2.088%0 14.46423 3.953060 20, 50653

r 3.95300 12.07128 1.97830 18.00318

G 1.97830 5.80861r  1.33007 9.17758

I 1.33067  7.38725 2.206041 10.97833

M 2.26041  §.80450 8.12500

AE-“) 5.70038 20,50053 118.00318 o9.17758 10.97832 B.12500 72, 50000
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TABELLE g

Berechnete Streutafeln der Gruppe B

Veigleich der Spektralsysterne S@ und S©@

Bi: fis)=1
\ 5
B A F G K M Ul
SO N
B 8650 .1850 1.03
L1350 L6750 . 1400 .95
¥ . 1400 8200 .385 005 1.35
G . 0400 .5033.. .I566.. 70
K LEI03..  .5543.. .0851.. 75
M c0013.. 2840 0146, . 1.20"
UE”} I.0000 1.0000 I,0000 1.0000 .0000  1,0000 G.ooo0
B2: fls)==3s
S
B A F G X M 49
LGN
B .30902  .18508 .58500
A . 14195 1.02158 26667 1.43000
F .20334 2.10533 1I.21308  .o018a;3 3.63000
G .12800 1.82417  .61450 2, 56664
K .45688 z.47499  .41813 ' 3.35000
M .00587 1.39226 §5.04020 9.43833
A,(.") .54107 1.50000 2.350000 3.50000 4.50000 5.45833 18. 00000
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TaBiLLE § - (Forts.)

B3: f(s) ="
Slay i
B A r G K M AP
Sl
B 26236 19439 45675
A .15431 1.60333 .g51228 z.26002
r 61895 5.49407 3.85160  .066063 10.03125
G 41032 6.044%70 2.41472 9.46083
1K £.804406 r1.cgo21 2.05158 15.03025
M 02581 6.84510 27.86508 | 34.%73600
Aﬁ“) 416067 2,41667 6.416067 12,41600 20.41666 29.91666 | #42.00c00
B4: f(s)=F(s)
Sta)
B A F G K M 49
Ste}
B 3.8%042 2.31088 6.19630
A 1.83296 14.93495 3.43352 20.20143
Iy 3.25170 14.17734 4.¥2515  .03909 21.56388
G .30232  4.12505 1.10554 5.71381
K .9I3I5  §.97715 1.20395 8.09425
M .01333 3.706595 6.9210% 10.70033
Al(-“) 5.70938 20.50653 18.003:8 o9.17758 10.97833 8.12500 | 72,50000




64

PONTIFICIAE ACADEMIALE SCIENTIARUM SCRIPTA VARIA - IIX

TABELLE 6

Berechnete Streutafeln der Gruppe C
Vergleich der Spektralsysteme S® und $©@

.39500 =2.05167 1.48000

Cl: fis)==1
S0
B A o G K M U
8 <)

B 77942 27058 1.0§

A .o7058  .83602 .o4340 .95

F 24340 55614 47753 .07293 1.35

G .00040  .34042  .35012 .70

K 03205 .64084 .o7rirx 75

M a9 (82889 I.20

U,(-b} .85 1.35 6o .85 1.45 .90 6.00

C2: fls)=s
5(b)
B A ¥ G K M 49
8

B 132795 .25705 .58500
A .ob705  1.27308  .088g7 1.43000
F 52004 1.38966 1.47172  .24798 3.63000
G .0013% 1.20347 1.36:83 2. 50665
K (12981 2.87175 34844 | 3.35000
M 1.85177 4.580656 6.43833
AE"J 2.80500 6.33333 4.93500 18. 00000
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TaBeLLE 6 - (Foris.)

C3: fls=s
St}
B A F G K M A
Sle
B .19666 26000 . 45675
A .06542 2.02155 18204 2.26091
Iy 1.12204 3.50103 4.50182 84546 10.03125
G 00403 4.28047 5.18533 9.46983
K 526131 12.80047 ¥.%7096% 15.03625
M 9.27466 25.46135 | 34.73601
Agl') .20208 3.40458 3.68800 ¢.36842 28.10502 27.17100 | 72,00000
C4: f(s) = F(s)
Sl
B A F G K M 4y

OB
B 3.00503 3.13037 6.19630
A .78101 18.37809 1.04033 20.20143
T 5.5280606 10.11319 5.30338 04833 21.50388
G ,00557 2.89104 =2.81720 . 5.71381
K . 2494X 6_.84.155 1.00320 8.09425
M 4.71501 5.98532 10.70033
Agb) 7.84804 27.03742 11.15000 B.44383 15.02211 6.9886: 42.5000C
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TABELLE 7

Berechnete Streutafeln der Gruppe D

Vergleich des Spektralsystems S® mit sich selbst

Dl: fs)=1x
S
B A ¥ G K M ut¥
56}

R L0000 . I5000 85000
A .15000 1.066606.. .¥33333.. 1.35000

F .13333.. 40000  ,o0666. . .60000
G .006666. . .56666.. .21666,. .85000
i .21666.. 1.03333.. .20000 I.45000
% L20000 70000 . 90000
Ufb) .85000 1.35000 .Goocc  .85000  1.45000  .Q0O00O 6.00000

D2: f(s)==s
Srb)
(&)
B A i G K M A
Sre)

B .20%50 12750 .39500
A .12750 ¥.63083.. .20333.. 2.051066. .
F .20333. . .1.00000 .18B606. . xr.480c0
G .18666.. 1.82750 479083, . z.80500
K .79083.. 4.52250 1.02000 6.33333. .
M 1.02000  3.0¥800{  4.93500
A .39500 2.05166.. 1.48000 2.80500 6.33333.. 4.93500| 18.00000
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TABELLE % - (Forts.)

D3: f(s)= s
S
B A F G K M A
]
B 14643 L11445 26208
A L11445  2.64053  .064960 3.40458
r 04000 2.§1320  .52320 3.68800
G .52320 5.04037 2.90485 0.36842
K 2.90485 19.9846% 5.21640 | 28.10502
M 5.21640 21.95460 | 27.17100
‘4,@ 26208 3.40458 3.68800 ¢.30842 28.105092 27.17100 | 72.00000

D4: f(s)= ()

_ Sib
\ B A r G K M AP
S

B 2.44971  1.39923 3.84894
A 1.39923 22.68838 2.94981 27.03742
F z.94081 7.2608¢0  .03939 I1.15900
G -93039  5.72207 1.78176 8.44382
K 1.78176 10.71770 2.52265 15.0221X
M 2.52265 4.465096 6.98861

Ag"’) 3.84894 27.03742 11.135900 B.44382 r5.022:1 6.98861 | 72.49099
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£

In der Praxis allerdings werden solche Aufgaben kaum vorkommen,
Hier erfolgt der Ubergang entweder von den aktuellen Frequenzen (ai)
zu den Grundfrequenzen (o) oder (Piz) oder gar direkt zu einer neuen
Tafel aktueller Frequenzen (b). Die bei diesen Operationen auftretenden
Reduktionsfaktoren kénnen nicht wesentlich verschieden sein von den
bei den Ubergingen von elementaren Teilfrequenzen nach aktuellen Fre-
quenzen beniitzten fi. Fiibren z. B. qu von (eun) zu (@), fi2 von (i)
nach (@) und f§* von (un) nach (wi), dann wird

Pik == sy {89)

und die fiir f& und f{* geltenden Bildungsgesetze miissen im Wesent-
lichen auch gelten fiir die Bildung der ¢ .

In den folgenden Tabellen 8-11 werden die Reduktionsfaktoren fix
geboten, die erhalten werden durch Division der aktuellen Frequenzen der
betreffenden Streutafel durch die entsprechenden elementaren Teilfre-
quenzen

fo= (90)

Uik

Die Randkolonnen bieten die Quotienten aus den aktuellen und elementaren
Klassenfrequenzen

AP
ft.(.'c) = Mv‘(;)w (gxa)
und
A
T (91b)
k

In diesen Tafeln werden nur vier Dezimalen angegeben, was fiir die
Ubersicht und die Erkenntnis etwaiger Gesetzmissigkeiten hinreicht.

Die Ubereinstimmung der Reduktionsfaktoren fiz mit den ihnen ent-
sprechenden Funktionswerte f(s:) mdgen die Tabellen 12-15 darstellen.
Es ist klar, dass fiir richtig gewihite siz die Ubereinstimmung vollkommen
werden muss, aber auch, dass sich, wie schon oben 8. 46 hervorgehoben
wurde, diese six indern je nach der Eigepart der Besetzungsfunktion und
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TABELLE &

Reduktionsfaktoren fitr die Streutafelgruppe A

Al > A2
S 5@ @ 7
- B A ¥ G K M 47Uy
Sla) .
B 45 1.00 .54166. .
A 1.00 1.50 2.00 1.50
r 2.00 2.50 3.00 Z.50
G 3.00 3.50 4.00 3.50
K 4..00 4.50 5.00 4.50
M 5.00 5.55 5.45833..
AP (UM 54166, 1.50 250 3.50 4.50 5.45833. |
Al -+ A3
Sla)
B A F G K M AP
Sla)
B .2000  1.05 .410606. .
A 1.08 2.35 4.05 2.4100. .
I 4.05 6.35 G.05 6.41606.,
G 9.05 12.35 16,05 12.41606. .
K 16.05 20.35 25.05 20.4160..
M 25.5 10.8¢9 29.9166, .
Aga)/UE“) 4166, . 2.4166.. 6.4166.. 12.4106.. 20.4106.. 29.9166..
Al - A4
Sl @ )
B A r G K M APufe
S(a
‘B 4.3448  r2.5322 5.7004
A 12,5322 21.6063 =23.7216 20,5003
r 23.7216  18.1060 11.8608 18,0032
G 11.8698 8, 8020 7.9840 9.1776
j L4 7.9840 11.0800 13.5023 10.9%783
M 13.5625 7.0375 8.1250
AE"’)/U‘{“} 5.7004 20.5005 18.0032 g9.1776 10.9783 8.1250
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Reduktionsfaktoren fiir die Streutafelgruppe B

TABELLE g

Bl > B2
Sa)
B A F G K M AP o
Sle)
B 4623 1,0004 L5571
A 1.0500 1.5I35 1.9048 1.5053
F 2.0953 2.5675 3.1500 3.63500 2.688¢
G 3.2000 3.0242  3.9223 3.66067
I 4.1400  4.4048  4.go00 4.4667
M 4.4025  4.9023  5.5104 5.3653
A(,-“)/U,@ .54I7  1.5000  2.5000 3.3000 4.5000  5.4583
B1 > B3
s (e} [ ol
B A F G K M Ay Uy
Sle S
B .3033  1.0508 4350
A I.143c  2.3755  3.06501 2.3804
F 4.4211  (.7001 10,0042 13.3200 7.4300
G 10.2580 13.2016 15,4131 13.5283
K 17,1703 20.0034 24.0420 20.0483
M 19.8538 =24.1025 30.4047 28,9407
@15 6 67 6.416 6 6 6
A; /U‘ 4167 2.416% 4167 12.416% 20.4167 29.9r6%
]31‘+ B4
Sia)
B A F G K M PP
Sile)
B 44814 12.3399 5.901%
A 13.5775 22.%¥250 24.5251 25.204%
¥ 23.2204 17.2894 10.7147 7.9380 15.9955
G 9.8080 8.1973 7.0312 8.1620
K 8.2763 10.7826 14,1088 10.7923
M 10.2538 13.2604  7.5667 8.9169
A}")/U?’) 5.7004 20,5065 1B.0c32  g.r7706 10.9783  8.1250
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TABELLE 10

Reduktionsfaktoren fir die Streutafelgruppe G

c1 » C2
Sk
\ B A F G K M 4P
S
B .4208 .9500 LBE7L
A .Q500  1.5239 2.0500 X.5083
F 2.1390 2.4988 3.0819 3.4002 2.6889
G 2.9783  3.5353  3.7921 3.6667
K 4.0502  4.4397  4.9000 4.4667
M 4.9898  5.5334 5.3653

Agb)/U‘(-b) 4047  1.5198 2.4067 3.3000  4.3078  5.4833

Gl > G3
SO
\ B A F G X M 42 1oP
56
B L2523 .9612 4305
A 9269  2.4181  4.2152 2,3804
F 4.6136  6.2052 9.5529 11.5928 4.4300
G 8.7609 r2.5741 14.4390 13.5283
K 16.4150 19.7892 24.0423 20.0483
M 24.9917 30.7134 28.9467

A?’)/U,(b) .3083  2.35210  6.140% x1.0217 19.3834° 30.1900

L > C4
5O (@ 7o)
B A F G K M Ay Uy

5@
B 3.9336 11.5601 5.goiz
A ir.093¢ 21.9828 23.9703 21,2047
r 22.7155 18.1846 1r.ro59 8.8g00 15.9955
G 1z.1087  8.4926  7.8447 8.1026
K 7.7819 10.5%00 14.1090 10,9923
M 1z.7052  6.7383 8.9169
Af-b)/UEb) 4.5282 20.0277 18.5085 9.9339 10.3001 7.7051
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Reduktionsfaktoren fiir die Streutafelgruppe D

TABELLE 1I

D1 > D2
S 1o
B A F G X M AP
S0
B L3821 .8500 4647
A .Bs00 1.5289 2.2000 1.5198
F 2.2000 2z.5000 2.8000 2., 406047
G 2.8c00  3.2250 3.63500 3.3000
K 3.6500 4.3766  5.1000 4.3678
M 5.1000  5.5929 5.4833
APIUP | 4647 1.5198  2.4667 3.3000  4.3678  5.4833
D1 -+ D3
S : 5
B A F G K M 42 u%
S '
B .2109 .2030 .3083
A 930 z2.49535 4.8%20 2.5210
F 4.8720  6.2880  4.8480 6.1467
G 92.8480 10,4830 13.4070 1r.0217
L4 13.4070 19.3400 20.08z0 19.3834
M 26.08z0 31.3036 30,1000
A‘(ﬁ)/U‘(.b) .30837  2.5219 6.1467 1ri.o217 19.3834 30.1900
D1 > D4
s B) o ylb
B A F G K M AP
S®
B 2.8820 ¢.3282 4.5282
A 9.3282 2z1.2704 22.1236 20.0277
G 22.1230 18.1747 14.0009 18.5084
G 14,0009 10,0088 8.2235 9.9339
K 8.2235 10,3720 12.0133 10. 3601
M 12.6133 6.3799 7.7651
AE”)/ UF’) 4.5282 z0.0277 18.5984 9.9330 10.3601  7.7651
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der Schitzungsfunktionen, Ilier sollen nun fiir alle Besetzungsfunktionen
fo»f, und f, dieselben mittleren Intervallstellen s verwendet werden,
die ganz unabhingig von jeder Besetzungsfunktion gewihlt werden, nur
nach den Ergebnissen der Integration der reinen Schitzungsfunktionen,
wie sie in den Streutafeln mit der Besetzungsfunktion f, = 1 auftreten.

Bezeichnen wir die mittlere Stelle der Spektralfolge tber die fir wa
das Integral zu nehmen ist, mit sz, so ldsst sich diese Stelle streng berech~
nen aus der Gleichung

-;‘z'k 4o
[ owf () af () ds = | wf ()} (s)ds. (92)

—tm
Sik

Doch da es sich hier doch nur um Mittelwerte handelt, die dazu noch
fiir die verschiedensten Besetzungsfunktionen gelten sollten, geniigt auch
cine einfachere Bestimmung. Fiir die zu den Nebenfrequenzen gehdrigen
Sx, wenn also 7 # k ist, nehmen wir das einfache Mittel aus den fiir die
betreffende Teilfrequenz i geltenden Integrationsgrenzen, also wenn
z.B. k> 1 ist, die untere Grenze des Definitionsbereiches der Schit-
zungsfunktion @{’ und die obere des Definitionsbereiches der Schit-

zungsfunktion wf® .

Die zu den Hauptfrequenzen u; gehdrigen mittleren s;; wurden bestimmt

Zu

e e
. 5 5%
Sif = ‘____E___‘_m ) (92a)

wobei 5 bezw. §” die mittleren Koordinaten der Spektralklassen S}
bezw. S in der Spektralfolge darstellen, die man aus dhnlichen Glei-
chungen wie Gleichung {9z} erhilt: '

¢

5 +ow
[ wf(ds= [ af(s)ds=— UP (92b)
— .ST(\') 2

i

und ebenso fiir 3¢, Praktisch sind diese mittleren Koordinaten der Spek-
tralklassen also nichts anderes als die Mitten der Spektralintervalle der
Klassen S® und 8¢, wenn man ihre elementaren Hiufigkeiten U
und U als diese Intervalle auffasst und sie lings der Spektralfolge ancin-

anderreiht.
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TABELLE 12

Die Redultionsfaktoren der Streutafelgruppe A in ihren Beziehungen
zu den Besetzungsfunktionen

Al—r A2 Al—*A3 Al—r A4
ik - -
siv=Fa (s)  fa | T3 (i) fi F (s} fae
BA,AB 1 1 1 1.05 12.0 12.53
AF, FA 2 2 4 4.05 z5.0 (I} =23.72
FG,GF 3 3 9 9.05 11.2 11.87
GK,KG 4 4 16 16.03 7.8 7.08
KM, MK 5 5 23 25.05 h.o () 13.50
BB 5 -45 .25 .29 4.4 4-34
AA 1.5 1.5 2,25 2.35 25.0 {I) =21.70
FF 2.5 2.5 6.25 6,33 18.0 18,11
GG 3.5 3.5 1%.25 12.35 8.4 8.80
KK 4.5 4.5 20.25 20.35 1L.0 11,08
MM 5.5 5.585 30.25 30.89 3.0 7.04
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TABELLE 13

Die Reduktionsfaktoren der Streutafelgruppe B in ihren Beziehungen
zu den Besetzungsfunktionen

. BlI—B2 Bl1—1B3 Bl1—rB4
H

(@) @) sie=rFy (sin)  Fia #5 (sin} fa F(si) Fin

B A r.05 1.05 1.10 1.14 13 13.58
A B I.00 1.00 1.00 1.058 2.0 12.54
A F 2.10 2.10 4.41 4-.42 23.6 23.23
r A 1.90 1.90 3.01 3.66 25.0 24.53
F G 3.20 3.20 10.24 10.26 5.6 0.81
G F 1.15 3.15 9.02 10,00 0.8 10.71
G K 4.18 4.14 17.22 17.17 8.3 8.28
K G 3.90 3.92 15.21 15.41 7.0 7.63
K M 4.90 4.90 24.01 24,10 15.0 13.26
M K 4.90 4.90 24.01 24.04 15 14.10
K F 3.63 3.65 13.32 13.33 7.9 7.094
G M 4.40 4.40 19.36 19.85 10.0 10.25
B B .51 .46 .20 .30 4.4 4-48
A A I.5% 1.51 2.29 2.37 25.0 () 22.13
F I 2,50 2.57 6.70 6.70 16.8 17.29
G G 3.60 3.62 12.96 13.30 8.1 8.20
K K 4.45 4.46 15,91 20.06 10.6 10.78
M M 5.45 5.51 29.70 30.46 8.9 7.57
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TABELLE 14

Die Reduktionsfaktoren der Streutafelgruppe C in ihren Bezichungen
zu den Besetzungsfunktionen

a1 —> QG2 C1 > Q3 Cl1—r (4
ik :
@® @ sim=ty ()  ta £ G)  fa F(sin) fin
B A .95 .95 2 .03 8.2 11,00
A B .05 .05 .9a .90 10.1 11.57
A F 2.15 2,14 4.62 4.61 22.7 22.72
F A 03 2.05 4.20 4.22 24.2 23.97
F G 2.G5 2.98 8.70 8.70 11.9 12,11
G F 3.20 3.08 10.24 9.55 9.6 11,11
G K 4.05 4.05 16.40 16.42 7.7 7.78
K G 3.65 3.79 13.32 14.44 7.9 7.84
K M 5.00 4.99 25.00 24.99 16.0 (I}  12.91
M K Go 4.90 24.01 24.04 15 14.11
K F 3.40 3.40 11.56 11.59 8.8 8.8¢
B B .48 42 .23 .25 4.2 3.93
A A 1.53 1.52 2.33 2.42 25.0 {I) =21.98
F F 2.59 2.50 70 .30 16.8 18.18
G G 3.40 3.54 11.99 12.57 8.6 8.49
K K 4.40 4.44 19.36 19.79 10.0 10.58
M M 5.48 5.53 2G.98 30.71 8.3 6.74




J. JUNKES -~ EMPIRISCHE REDUKTION VON SPEETRALVERTEILUNGEN

77

"TABELLE 15

Die Reduktionsfaktoren der Streutafelgruppe D in ihren Bezichungen

zu den Besetzungsfunktionen

Di—D2 D1—D3 DI—D4

ik -
sie=Fa (i) S fs (sie)  fa F (sie) fit
BA,AB .85 .8s 2 .26 8.z 9.33
AR ,FA 2.20 2.20 4.84 4.87 22,2 22.12
FG, G z.80 2.80 7.84 7.85 14.0 14.00
G, KG 3.65 3.65 13.32 13.4¥ 7.9 8.22
KM, MK 5.10 5.10 26.01 :,;6.08 14.4 12,01
BB .43 .38 .18 .2X 3.7 2.88
AA 1.53 I.53 2.33 2.48 25.0 (I} =21.2%
FI 2.50 2.50 6.25 6.29 18,0 18.17
GG - 3.23 3.23 10.40 10.48 G.5 10.10
KK 4.38 4.38 10.14 19.34 9.7 10.37
MM 5.55 5.59 30.80 31.30 7.1 6.38
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Die Werte der auf diese Weise erhaltenen Tz finden sich in den Tabellen
gleich zu Beginn und gelten natiirtich gleichzeitig auch als Funktions-
werte der zugehdrigen Besetzungsfunktion f, (s) = s. Fiir F(s) wurden
die zugehdrigen Funktionswerte aus der in Fig. 3 gebotenen Kurve fiir
diese Besetzungsfunktion abgelesen. I (s) ist eine Besetzungsfunktion, wie
sie wohl nicht ganz der Forderung nach einem natiirlichen Verlauf ent-
spricht. Es braucht dann auch weiter nicht wunderzunehmen, wenn an
besonders kritischen Stellen, die mit (!) markiert sind, grossere Abwei-
chungen zwischen den Funktionswerten und den zugehorigen tatsichlichen
- Reduktionsfaktoren f;; auftreten.

Nach diesen Vorbereitungen kann nun versucht werden, die Reduk-
tionsfunktion, die die Nebenreduktionsfaktoren fir in Bezichung setzt zu
den zugehérigen Hauptreduktionsfaktoren fi und fur, niher zu bestim-
men. Es scheint allerdings nach dem vorliegenden Material ziemlich
aussichtslos zu sein, in dieser Hinsicht nach irgendwelchen einfachen
Gesetzmissigkeiten zu fahnden, die diese Reduktionsfaktoren beherrschen.
Immerhin finden sich einige Andeutungen, die zu einem ersten Ansatz
verhelfen konnen,

1. Es ist sofort ersichtlich, dass die Faktoren fx(k=1,2,...,n),
die zu derselben Spektralklasse S gehéren, unter sich verschieden sind,
auch in dem einfachsten Fall des Ubergangs von Al —» A2. Es geniigt’
also nicht, wie das schon oben S. 36 hervorgehoben wurde, die elemen-
taren Teilfrequenzen mit den entsprechenden Klassenfrequenzen zu
multiplizieren, um die gewtinschte Streutafel zu erhalten,

2. Die Reduktionsfaktoren fi; sind ihrem Wesen nach Funktionswerte
f(siu) der Besetzungsfunktion. Die Eigenart der Verkniipfung der beiden
Spektralsysteme wird gegeben durch die elementaren Teilfrequenzen wi
und hat nur einen mittelbaren Finfluss auf die Grosse der entsprechen-
den Reduktionsfaktoren durch Bestimmung der mittleren Stellen 3 der
Spektralfolge, six ist allerdings auch abhingig von der Form der Beset-
zungsfunktion an dieser Stelle, aber nur in zweiter Linie. In erster Nihe-
rung lassen sich fiir verschiedene Besetzungsfunktionen dieselben mitt-
leren s;z verwenden, wie die Zusammenstellung der Tabellen 12-15 zeigt,
Nur bei der sehr unregelmissigen Besetzungsfunktion F (s) ergeben sich
grossere Unstimmigkeiten.
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3. Die mittlere Stelle s;x hingt ab von den Spektralklassen S® und
S, wird also nur dann gleich sy sein, wenn es sich um den Vergleich
identischer Systeme handelt, wie bei den Streutafelgruppen A und D.
Immerhin liegen sz und sx gewdhnlich nahe beisammen, sodass nihe-
rungsweise auch gesetzt werden kann

gik i Ekf) (93&)
Daraus folgt dann
fao = fu (93b)

Volle Gleichheit findet sich nur, wie gesagt, beim Vergleich derselben
Systeme, wie die Tabellen 8 und 11 zeigen, sonst bestehen Unterschiede,
die aber immerhin noch in missigen Grenzen bleiben, wie aus den an-
deren Tabellen 9 und 1o ersichtlich ist.

4. Die mittlere Stelle 5;, liegt etwa halbwegs zwischen &; und s, sodass
sich angenihert setzen lisst

Sii - Skr

und in der Folge
fo= f (ij:;ﬁ"—) (95)
= m (fu,far), (95 a)

wobei m (fii , fra) irgendeinen mittleren Wert der Besetzungsfunktion zwi-
schen den Werten f;; und fix bedeuten soll.

Strenge arithmetische Mittelwerte finden sich in den angefiihrten Ta-
bellen nur bei den Reduktionsfaktoren fiir die Innenklassen beim Uber-
gang Al -+ A2, wo

fu ‘l‘ fkk

2

fz'k ==
wird. Auch fiir Al — A3 bleibt das Bildungsgesetz noch durchsichtig:
Ji + fra

fao = 2

fiir & #£14
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Fiir Al —» A4 ist wegen der grossen Unregelmissigheit der Beset-
zungsfunktion I (s) eine iibersichtliche Darstellung nicht mehr moglich.
Fiir die anderen Tabellen lsst sich ein derartiges Mittel auch nur héch-
stens als eine erste Niherung bezeichnen. Setzen wir aber einmal als
Niherung an

fik - _fii_ + f ki ,
z
so gilt dieser Ansatz nicht nur filr die Reduktionsfaktoren der Nebenfre-
quenzen erster Ordnung, sondern auch fir diejenigen, die weiter abliegen
von der Hauptdiagonale, wie aus den Tabellen g und 1o hervorgeht,

Die Ergebnisse dieser Uberlegungen bezlglich der Beziehungen der
Nebenreduktionsfaktoren fix zu den zugehdrigen Hauptfaktoren fi und
fuk sind im Grunde genommen wenig ermutigend. Trotz so mancher Ver-
einfachungen, die zugestanden wurden, ldsst sich mit Sicherheit nur
behaupten, dass der Faktor fir irgend einen Mittelwert darstellt zwischen
den Faktoren fi; und fie im Sinne der Gleichung (95a). Bei der Unkennt-
nis der wirklichen Schitzungs- und Besetzungsfunktionen, ja selbst der
elementaren Teilfrequenzen, wie es bei den gewdhnlichen praktischen
Aufgaben der Fall ist, scheint es vordethand aussichtslos, nach genaueren
Bildungsgesetzen fiir die Reduktionsfaktoren zu fahnden. So wird man
sich mit dem Unvermeidlichen abfindén und sich von vornherein mit
einer Niherungslésung bescheiden. Dementsprechend setzen wir einmal
versuchsweise fir an als das arithmetische oder geometrische Mittel aus

fi und fr, also ,
i '|" 3]
= j_z_fLL (96)

oder
foo = ¥ Jfi e - (97)

Beide Ansiitze (96) und (97) erméglichen nach den oben S. 46ff. gebo-
tenen Darlegungen eine rein algebraische Losung der gestellten Aufgabe.
Es fragt sich nur noch, welcher der beiden Ansitze vorzuziehen ist.

Das arithmetische Mittel als Reduktionsfunktion empfiehlt sich wegen
der einfacheren Handhabung bei der Auflosung der Bestimmungsglei-
chungen und wird auch nahegelegt — wenigstens in cinigen Fillen ~ durch
die vorhergehenden Uberlegungen. Doch bietet dieser Ansatz Schwie-
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rigkeiten, sobald man verlangt, dass die Redukfionsfaktoren auch bei
Ubergingen von einer beliebigen Streutafel zu einer ihr isogenen nach
derselben Weise gebildet werden sollen. Das geometrische Mittel ist in
der Handhabung etwas umstindlicher, ermdoglicht aber eine durchwegs
konsequente Darstellung der Reduktionsfaktoren nach demselben Schema
und auch der Beziehungen der beiden Grundfrequenztafeln zueinander,
Diese Gedanken mogen noch etwas erldutert werden.

Zunichst moge derselbe Ansatz (96) gelten fiir den Ubergang von den
elementaren Teilfrequenzen 1w auf die aktuellen Frequenzen aix und
auch — im Hinblick auf die praktische Verwertung ~ von der Grundfre-
quenzen oz und B auf die aktuellen Frequenzen g, also auch

E Bk L (98)
2
wenn die o; die Reduktionsfaktoren fiir den Ubergang a;r—> @ bedeuten.
Andrerseits ist aber nach (8g) S. 68
(a)
on = Jh_, (89)

ik

wobei die f{ den Ubergang von ui —» i, vermitteln, die £ den Uber-
gang uix —r egr . Gilt nun dasselbe Bildungsgesetz (98) auch fiir die f{
und die f§”, dann entstehen Unstimmigkeiten; denn es ist

@ i -f + e
H

= und (99)
(o} (o
& = fi” & S also (x00)
2
o ST
(Plfi = f(m) f'a{i 4 (IOI)
Nun ist aber auch nach (8g)
f(a)
Qi = @ (r02)
und
1

Prk = (103)
ki
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Werden diese Werte (x02) und (103) in (98) eingesetzt, dann erhalten wir

1 (S SR
w= () e
eine Gleichung, die offenbar mit (ror) nur in dem Sonderfall identisch
wird, wenn £ = fi@ und f{% = f® sind.

Die Schwierigkeit verschwindet sofort, wenn statt des aritmetischen
" Mittels (96) das geometrische (97} als Bildungsgesetz fiir die Reduktions-
faktoren Dentitzt wird. Dann wird nach (g7)

Qi = Y Pii Pk
und nach (8¢)
S I T A T
VA A f

= }/ Pit Prk

Der Ansatz (96) hat noch eine weitere Schwierigkeit: die Bildung der
Nebenreduktionsfaktoren als das arithmetische Mittel der zugehérigen
Hauptreduktionsfaktoren kann nicht gleichzeitig gelten fiir die Reduk-
tionsfaktoren fix, die von den wz zu den ajp fiihren, und fir die Fi, die
den Rickweg besorgen. Es muss nimlich nach (71) 5. 47 sein

I

Fip ==
B (71)
Gilt nun der Ansatz (96) vorerst fiir die fi, dann erhilt man
I 2 2
F- e i f==o =
* fir Ji - fur I n 1
Fy Fra
_ jFii Fr, _ ‘ (105)
Fi + Fre

Auch hier ist die Verwendung des geometrischen Mittels {g77) als Bil-
dungsgesetz bedeutend einfacher; wir erhalten dann

I
F,

= s vy (106)
S Iy e T T

Fz‘z'Fkk
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Da es sich doch nur um Niherungen handelt, liessen sich diese Schwie-
rigkeiten auch umgehen durch die Festsetzung, dass — wenigstens fiir
die Losung der praktischen Aufgaben — die Bildung der Reduktionsfak-
toren @i und ¢; zum Ubergang von den Grundfrequenzen «y oder B
zu den aktuellen Frequenzen am mit dem arithmetischen Mittel nach
Ansatz (96) vorgenommen werden soll und dementsprechend die Bil-
dung der reziproken Reduktionsfaktoren ®; und Wy nach dem Schema
der Gleichung (105). Doch ergibt sich dann fiir die Beziehungen der
Grundfrequenztafeln untereinander (Vgl. die Ausfiihrungen S. 48ff.) die
Schwierigkeit. Die Faktoren, dic z. B. die oz in die By tiberfiihren sind
einmal aufzufassen als Ui, die von den Grundfrequenzen o zu den ak-
tuellen Frequenzen By fithren durch die Vorgabe der Restfrequenzen R
als gewiinschte Klassenfrequenzen nach den Bedingungsgleichungen

.i_‘; i Gin = R
dann konnen sie aber auch aufgefasst werden als Faktoren Z , die von

der Tafel der aktuellen Frequenzen zu den Grundfrequenzen (i fithren
tiber die entsprechenden Bedingungsgleichungen

2 otin Lok = X
H

Nach dem gerade Gesagten hitte man nun anzusetzen nach (g6)

2
und nach (1o03),
Y
Zi + Znk

welche Ansitze wegen U, = Zi nur bestehen kénnen, wenn auch
Zii = Zpp und ¥ = Lpp sind.

Dieser Fall ist nun allerdings formal auch verwirklicht, wenn nimlich
die beiden Tafeln der Grundfrequenzen zusammenfallen wie bei der
Streutafelgruppe A and D, wobei dann

li=Zy=1

st fir alle <.
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Auch hier tiberwindet das geometrische Mittel als Bildungsgesetz fiir
die Reduktionsfaktoren die Schwierigkeit.

Ahnliche Unstimmigkeiten ergeben sich schliesslich, wenn die weiteren
gegenseitigen Beziehungen der Streutafeln der Grundfrequenzen unter-
einander aufrecht erhalten werden sollen, wie sie in Gleichung (84a)
S. 50 niedergelegt wurden, nidmlich

1 I Y Qi
c.,'h o Zik foe U ¢ = . . 8 a
B Eir Oz iin (842)

Hier ist nur das geometrische Mittel als Ansatz der Nebenfaktoren még-
lich, wenn eine befriedigende Darstellung erstrebt wird.

Nach dem Gesagten diirfte es also nicht gerade schwer fallen, sich fiir
den geometrischen Ansatz (g7) zu entscheiden. Es bleibt allerdings noch
das Unbehagen, dass uns das arithmetische Mittel als Reduktionsfunk-
tion geradezu nahegelegt wird bei einigen Ubergingen, wie z. B. bei
Al — A2 und vielleicht auch noch bei Al - A3. Doch fiihrt auch
der arithmetische Ansatz (g6) nicht weiter als zu einer Nizherung, die
auch nicht viel besser oder schlechter ist als die beim geometrischen
Ansatz erreichte. In den Tabellen 16-19 werden die mit beiden Ansitzen
berechneten Nebenreduktionsfaktoren mit den wirklichen fix verglichen,
so weit sie in dem Disherigen Material auftreten, Die Abweichungen sind
absolut und prozentuell angefithrt, und man erkennt auf den ersten Blick,
dass die Niherung bei beiden Ansiitzen nicht gerade hervorragend ge-
nannt werden kann; andrerseits halten sich beide ungefihr die Waage,
was die Genauigkeit der Naherung betrifft.

Fiir die Bestimmung der Reduktionsfaktoren ergeben sich dann in
der Praxis die entsprechenden Gleichungssysteme:

%Obik:%dik(pz‘kﬁ%aik V®n G =1 =1,2,...,n), (107)

2 i, = X ag Wi = 2 ai VW, =1(k=1,2,...,1); (108)

S an = Zangu = Zoa | o5 o = A0 =1,2,...,m), (109)

,Zangﬁm%k:?(ﬂa‘k}f—ﬁ'ﬂ;—:A%’Uemr,z, coym). (110)
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TABELLE 16

Abweichungen der Nebenreduktionsfaktoren von den arithmetischen und
geometrischen Mitteln der zugehorigen Hauptreduktionsfaktoren der
isogenen Streutafelgruppe A

Tafel ik BA,AD AF,TFA FG,GT GK,KG | KM, MK
f:'k 1.00 2.00 3.00 4.00 5.00
Jii + Fre o8 2.00 3.00 4.00 5.03
T .
A — .02 .0 .0 .0 -+ .03
Al—rA2 A% — 2.0 .0 .0 .0 + 6
Y i fn .82 1,94 2.96 3.97 5.00
A — .18 |- o6 — .04 ~— .03 .00
A% |— 18B.0 — 3.0 — 1.3 — .8 .0
Fin 1.05 4.05 g.0§ 16.05 25.05
Fii + Ten .32 4.35 9.35 16.35 25.6z
—5 .
A -+ 27 - .30 + .30 4 .30 + .57
Al—>A3 A% |+ 25.7 + 7.4 + 3.3 + 1.9 + 2.3
¥V Fii frn .83 3.86 §.86 15,85 25.07
A 220 e L X0O T {1) e .20 - .02
A% — 210 — 4.7 — 2.1 1.3 1+ oo
Fin 12,53 23.72 1.8y 7.08 13.56
Fi -I—fk.@ 13.02 1G.90 13.45 9.04 g.06
z
A 4+ 49 |— 3.82 4 1.58 4+ 1.96 —  4.50
Al—rad A% [+ 3.9 — 16,1 + 13.3 - 24.6 — 33.2
T”f;,‘f}ek g.71 19.82 12.63 9.88 8.8
A |— 2.82 |— 3.0 + .76 + 1r.90 —  4.73

A% |25 |— 164 + 6.4 + 23.8 - 34.9
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TABELLE 19

Abweichungen der Nebenreduktionsfaktoren von den arithmetischen und
geometrischen Mitteln der zugehorigen Hauptreduktionsfaktoren der iso-
genen Streutafelgruppe D

Tafel ik BA,LAB AT, FA FG,GF GK,KG | KM,MK
Jin .85 2.20 2.80 3.63 5,10
Jii + Sra .96 2.01 2.86 3.80 4.98
z
A -+ 11 .19 S .ol + L15 — 12
DI—rD2 A% |t 12.9 8. + 2.1 + 4.1 — 2.4
-Vfiifkk .76 1.95 2.84 3.76 4.95
A .09 .25 + .04 R § — .15
A% |- 10.6 1.4 + 1.4 + 3.0 2.9
Lin .76 4.8 7.85 13,41 26.08
Jii + T I.34 4.38 8.39 14.91 25.35
2
A + .58 .49 + .54 + 1.50 —, .73
Di—D3 A% 14 9603 10.1 4 6.9 4+ 11,2 — 2.8
Vfiz'fkk 2 3.95 8.12 14.24 24.63
A .04 .02 4+ .27 -} .83 e 145
A% i— 5.3 18,0 + 3.4 + 6.2 — 5.9
fin 6.33 22.12 14.00 8.22 12,61
J_:,'i;l-f,rek 12.08 19.72 14.14 10.24 8.28
2
A 4+ 2.73 2. 40 4 .og + z.02 —  4.23
D1-—>D4 A% [+ 295 10.8 + 4 + 24.6 — 33.5
V—fic‘fkk 7.83 19.66 13.55 50,23 8.14
A — 1.50 2.46 — .54 -+ 2,01 — 447
A% e 16,1 rr.x . i— 3.8 + 24.5 — 35.4
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Die praktische Aufldsung dieser Gleichungssysteme werden wir spiter
S. 174ff. behandeln; es ist genligend hier zu erkennen, dass sich die
Systeme ldsen lassen.

Dieser unbestreitbare Vorteil des geometrischen Mittels iiber das arith-
metische als Reduktionsfunktion soll nun aber nicht Uber die Tatsache
hinwegtduschen, dass es sich immer nur um ein Néherungsverfahren han-
delt. Andrerseits diirfen auch die in den Tabellen 16-19 auftretenden
Abweichungen nicht tberschitzt werden, Zunichst ist festzuhalten, dass
bei den gewthnlich vorkommenden Streutafeln die Nebenfrequenzen
stark gegen die Hauptfrequenzen abfallen, sodass diese Abweichungen
der Nebenreduktionsfaktoren weniger Einfluss auf das Gesamtergebnis
haben werden. Ausserdem muss beriicksichtigt werden, dass durch den
oben angegebenen Prozess der Bestimmung der Redultionsfaktoren auch
die Hauptfaktoren nicht genau bestimmt werden, sodass ein Teil der
Abweichungen auch von diesen getragen wird. Schliesslich kann nur eine
probeweise Durchrechnung iiber die wirkliche Brauchbarkeit des Ver-
fahrens entscheiden, was im nichsten Abschnitt erfolgen soll.

Zusammenfassend mége noch einmal festgestellt werden:

1. Es gibt kein einfaches Verfahren, die Reduktionsfaktoren strenge
zu bestimmen, die den Ubergang von einer Streutafel auf die Tafeln
ihrer Grundfrequenzen und umgekehrt regeln.

2. Fir eine erste Niherung lassen sich die Nebenreduktionsfaktoren
darstellen als die arithmetischen oder geometrischen Mittel der zugeho-
rigen Hauptreduktionsfaktoren.

3. Beziiglich der Geschlossenheit und Einheit des Verfahrens scheint
die Verwendung des geometrischen Mittels vor dem arithmetischen den
Vorzug zu haben.

4. Es soll nicht ausgeschlossen werden, dass bei bestimmten Annahmen
iiber die Form der Schitzungsfunktionen und der in der Verteilung der
Spektralhdufigkeiten sich in etwa ausdriickenden Besetzungsfunktionen
noch Dbessere Naherungsverfahren vielleicht entwickelt werden kénnen.

5. Schliesslich moge noch einmal darauf hingewiesen werden, dass eine
strenge Losung der Aufgabe immer noch méglich ist, wenn es gelingt,
fiir den Vergleich zweier Spektralsysteme geniigend, voneinander unab-
hingige isogene Streutafeln aufzustellen.



vy PONTIFICIAE ACADEMIAE SCIENTIARUM SCRIPTA VARIA - II

¢. Ueber die Brauchbarheit des geometrischen Mittels als Reduk-
tionsfunkiion.

Nach den wenig ermutigenden Ergebnissen des vorigen Abschnittes
bleibt nur noch die praktische Bewihrung als Kennzeichen fiir die Brauch-
barkeit des gewshlten Reduktionsverfahrens. Fiir eine solche Priifung
bieten die berechneten Streutafeln ein sicheres Material,

Der einfachste Weg fiihrt iiber die Bestimmung der Grundfrequenzen
fiir die vorliegenden Tafeln. Isogene Streutafeln miissen theoretisch die-
selben Grundfrequenzen besitzen, Werden also fiir eine Gruppe von
isogenen Tafeln diese Grundfrequenzen nach der gewihlten Redulktions-
methode bestimmt, so lassen sich die Ergebnisse miteinander vergleichen,
und die Abweichungen, die etwa auftreten, bieten ein Mittel, die Brauch-
barkeit der Methode zu beurteilen.

In den vorliegenden Tafeln ist der theoretische Sollwert der Grund-
frequenzen allerdings nur dort vorhanden, wo die Grundfrequenzen mit
den elementaren Teilfrequenzen zusammenfallen, in Al und in Bl
o Fiir die Grundfrequenzen der Gruppe der Streutafein G und D und
fiir die B1 3 besteht leider keine Moglichkeit, die Soltwerte der Grund-
frequenzen zum Vergleich heranzuziehen. Fiir diese T'ille wurden als
Bezugspunkte die Mittelwerte genommen, die man erhilt, wenn die aus
allen vier isogenen Tafeln berechneten Grundfrequenzen zusammen-
gezogen werden. Dieses Vorgehen erscheint nicht unberechtigt, da theo-
retisch fiir jede Tafel einer Gruppe dieselben Grundfrequenzen erscheinen
sollten. Es ist allerdings zuzugeben, dass die Reduktionsmethode, so wie
sie vorgeschlagen wurde, systematisch nach einer Richtung hin arbeitet,
wodurch die Abweichungen von diesen Mittelwerten im Mittel vielleicht
etwas geringer werden konnen, als wenn die berechneten Werte mit den
theoretischen Sollwerten verglichen werden.

Die Berechnung der Grundfrequenzen erfolgte nicht durch direkte
Losung der Bestimmungsgleichungen fiir die Reduktionsfaktoren, sondern
durch schrittweise Niherung nach den Verfahren, die spiter 8. r7sff.
noch ausfithrlicher dargelegt werden sollen.

Die auf diese Weise erhaltenen Grundfrequenzen finden sich in den
folgenden T'abellen 20-25. Dabei wurden die theoretisch als gleich ge-
forderten Werte so zusammengegeben, dass die Abweichungen leicht
iibersehen werden konnen. In den Tabellen 26-31 werden dann die tat-
sichlichen Abweichungen m — m, geboten, wobei m, nur fiir die Gruppe A
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und fir dic B oy die Sollwerte bedeuten, sonst die Mittelwerte aus den
Grundfrequenzen, die fir alle vier Tafeln gewonnen wurden. Die ent-
sprechenden relativen Abweichungen werden in den Tabellen 32-37 auf-
gefihrt.

Die grossten Abweichungen ergeben sich an den Abbruchstellen der
Tafeln, bei der unregelmissigen Besetzungsfunktion f, (s) und bei den
unregelmissigen Schitzungsfunktionen. Es scheint auch hier ziemlich
miissig, nach etwaigen besonderen Gesetzmissigkeiten zu suchen, wenn
auch nicht auszuschliessen ist, dass sich vielleicht solche noch finden liessen.

Um irgend ein objektives Bild zu gewinnen von der Grosse der Abwei-
chungen im allgemeinen, wurden die mittleren Abweichungen gebildet
als die quadratische Wurzel aus dem Mittel der quadratischen Abwei-

chungen
n

Diese mittleren Abweichungen sind in Tabelle 38 S. 110 flir die ein~
zelnen 'Tafeln der Grundfrequenzen zusammengestellt. Die Abweichungen
von den bekannten Sollwerten sind im allgemeinen ctwas grosser als die
Abweichungen von den Mittelwerten, was, wie schon bemerkt, darauf
hinweist, dass die Reduktion nach dem vorgeschlagenen Verfahren mit
ciner leichten systematischen Verschiebung behaftet ist; doch sind die
Differenzen so gering, dass bei der Mittlung fiir das Gesamtmaterial
darauf weiterhin keine Riieksicht genommen wurde.

Beziiglich der velativen Abweichungen, die in Prozenten angegeben
werden, wurden die Mittelwerte fiir die Haupt- und Nebenfrequenzen
getrennt aufgefiihrt. Wenn auch die absoluten Abweichungen fiir dic beiden
Gruppen von der gleichen Grossenordnung sind, so erscheinen bei den
Nebenfrequenzen, die oft um eine Grossenordnung und mehr Ideiner
sind als die Hauptfrequenzen, entsprechend bedeutend hohere Werte
fiir die relativen Abweichungen. Natiitlich haben dann dort die Dezi-
malen in den Wertangaben wenig Sinn; doch wurden sie der Gleich-
missigkeit wegen noch mitgenommen.

Der cigentliche Zweck der vorgelegten Reduktionsmethode ist die
praktische Bestimmung Ziquivalenter Klassenfrequenzen. Es ist deshalb
vor allem von Interesse, die Grisse der Abweichungen in den Angaben
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TABELLE 20
Grundfrequenzen agg = Pir = uix der Streutafeln der Gruppe A

.S(a)
\ B A F G X M RrRY
S(a)

Al .8333 . 1667 1.0000
B A2 .8og1 L1940 1.0000
A3 7084 .2016 I.0000
Ad 7686 2014 1.0000
Al L1667 L6667 L1667 1.000%1
A A2 L1049 L6372 . 1679 1.0000
A3 2016 L6204 L1691 1.0001
Ad .2014 .6099 1887 1.0060
Al L1667 6667y . 1667 1,0001
F A2 L1679 6638 . 1683 1.0000
A3 L1691 L0617 L1692 I,0000
Ad L1887 0510 L1598 1.0001
Al L1667 L6667 166y 1.0001
G A2 .1683 6641 L1676 1.,0000
A3 .1692 L6027 .168x 1.0000
Ad L1595 7060 . 1346 1.0001
Al L1667 6667 L1667 1.000X
K A2 L1676 0058 L1660 1.0000
A3 L1681 0655 L1604 | 1.0000
A4 L1346 L6278 2370 1.0000
Al L1667 83133 1.0000
M A2 L1666 .8334 | 1.0000
A3 .1004 .B330 1.0000
A4 +2376 7624 | 1.0000
Al y,0000  I,0001 1,0001 I.0001 I.0001 1.0000 6.0004
(@ | A2 1.0000 11,0000 1,0000 I.0000 I.0000  I.00CO 6. o000
Ri A3 1.0000 1.000I I,0000 I.0000 I.0000  I.0000 6.0001
Ad 1.0000 1.0000 I.000f I.000f 1.0000 X.0000 | 6.0002
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TABELLE 21
Grundfrequenzen wir==t;x der Streutafeln der Gruppe B

5@ ()
N B A F G K M Ry
8

B1 8650 .18350 1.0500
B B2 .8374 2123 1.0407
B3 .82y 2168 E. 0447
B4 .8270 .2189 1.0459
Bl 1350 .b750 . 1400 .Q500
A B2 , 1626 .6420 . 1324 .g370
- B3 L 1721 .6320 .I252 92973
B4 L1730 .6233 . 10666 9629
B1 . 1400 .8z00 .3850 .0050 I.3500
F B2 1457 . 8260 . 3944 L0054 1.3715
B3 L1512 8319 L4030 .0089 1.3920
B4 L1578 7995 .3566 L0027 1.3160
Bl .0400 . 5033 . 156% 77000
G B2 0416 L4915 L1518 .6849
B3 .0429 .4805 L1468 6702
B4 .0339 .5466 . 1248 . 7050
B1 1103 -5543 0853 7499
K B2 .1128 .gbosg L0848 7581
B3 L1152 .50668 0841 7661
B4 0051 4802 L1226 .7obg
Bl L0013 .2840 L9147 1.2000
M B2 o013 2823 L0152 1.1988
B3 .0013 .2800 L9150 1.1978
B4 .001% .3836 8774 1.202Y7
Bl 1.0000 1.0000 I.0DOOC .09y  .0000  1.0000 | 5.0999
R(-a) B2 I,0000 I,0000 E.COCO 1,0000 I.0C00  ¥.0000 6.cooo0
i B3 ¥.00CO0 1.0000 1.0000 I1.0000  I.000% 1.0000 6.coo1
B4 1.0000 1.0C00 ¥,0000 1,00C0 I1.0Q00 I,0000 6.0000
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Grundfrequenzen Pix der Streutafeln der Gruppe B

TABELLE 22

S(a) )
N B A F G K M | g
Bl 8x16 L1884 1.0000
B B2 7821 2179 1.0000 .
B3 L7780 L2241 1.0000
B4 T .2223 1.0000
Bl L1378 L7463 L1162 1.0000
A B2 . 1669 7239 ., 1002 1.0000
B3 L1770 17200 .1022 1.000%
B4 L1756 6837 . 1407 1.0000
BI L1162 .5108 .3084 .0046 1.0000
F B2 X200k . 4982 .3768 , 0040 1.0000
B3 . 1234 . 4867 .3847 .0D52 1.0000
B4 .1332 5197 . 3444 0027 1.0000
Bl .0383 7309 2218 1.0000
G B2 L0397 .%7439 L2104 1.0000
B3 L0410 7482 L2108 1.0000
B4 0328 7844 1828 1.0000
B1 L1562 7562 0876 1.0000
K B2 .1609 7526 .0866 | r.ooox
B3 . 1663 7483 .0854 | 1.0000
B4 1396 7353 L1251 1.0000
B1 .0014 .2916 .7o%v0 | 1.000C
M B2 L0014 .2882 7104 | 1.0000
B3 RLY 2850 7130 1.0000
B34 L0017 3012 .6o71 1.0000
B1 9491 1,0500 L6653 1.2650 1.2742 .7946 { 6.oo00
@ B2 .949c0 1.0619 bayr 1.2830  1.2020 7970 | 0.ooo1
¢ B3 .9538  1.067s5 .6299 1.3000 1.2493 .7090 | 6.ooo1
B4 .9533 1.03902 .6g32  1.2701  1.3120 L7322 6.0000
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. TABELLE 23
Grundfrequenzen o der Streutafeln der Gruppe G
<® ,
N B A FooG K M | Rf
Ry

C1 9301 2334 1.1725

B c2 .g312 - .2039 1.1051
C3 .0225 2083 1.2008

C4 L9318 24728 1.2046

C1 .abog 5101 . 0447 LGa1y

A G2 0089 L4731 0449 .586¢
a3 .0b75 4539 0453 . 5667

C4 L0682 . 4594 0504 .5780

Cl1 .2506 .054%7 .6303 L0715 1.9071

F C2 .zb30 .0545 L0421 .0730 1.0332
C3 2778 9542 6532 L0756 1.9608

C4 .26%8 . 0490 .5938 .0435 1.8541

C1 .coab .3455 24700 L6167

G Cc2 .opab .3315 ,2508 . 5000
C3 .000b .3221 2435 , 5602

C4 L0006 .3862 .2254 G122

C1 0242 3610 0567 .4428

K cz2 0245 . 3686 L0506 4497
c3 0247 .3752 0564 .4563

C4 .0200 .3278 0858 . 4336

C1 2961 .9433 1.2304

M c2 .3000 0434 | 1.2443
c3 .3057 0436 { 1.2493

C4 -4033 9142 | 1.3175

C1 1.0000 1,0001 X.0000 1.0000 1.0001 1.0000 | 6.0002

R(_b) C2 1,000 1.0000 ¥.0000 X.000I .0009  X.0000 6. 0001
{ C3 1.0000 I1,0000 1.000I 1.0000 1.0000 I.0000 6.0001
C4 1.0000 1.0000 I.0000 I.0000 I1.,0000 I.0000 6.0000
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TABELLE 24
Grundfrequenzen i der Streutafeln der Gruppe G
\ lS.(i.'i) . @

. B A F G K M R}

§@ T | ‘
C1 L7291 . 2709 1.0000
B C2 .6894 .3100 1,0000
3 6800 .3200 1.0000
C4 6781 .3219 1.0000
C1 .0%707 .Bos6 0338 I.000%
A 2 o810 .8848 L0342 1,0000
3 .o8osg L8854 .0341 1.0000
G4 0805 8787 0407 .9999
1 1894 .3E42 4324 .ob40 .0000
F G2 .2000 . 2954 4412 o034 1.0000
3 .2095 2782 . 4408 .obz5 1.0000
Cc4 2165 .3243 4181 (0411 1.0000
C1 . 0004 L4041 .5055 1.0000
G (87 . 0004 .5088 . 4908 1.0000
a3 .0004 .5236 4760 1.0000
C4 .0004 . 5605 4301 1.0000
Cl1 .0451 8828 .0721 1.00C0
K G2 .o468 .882r1 L0711 1.0000
C3 .0483 .8817 . G700 1.0000
c4 .0389 8573 L1039 1.0001
C1 3761 6239 1.0000
M G2 3780 6220 | 1.0000
C3 . 3799 ,6201 1.0000
G4 . 4881 .511Q I.0000
Gl 7008 1.3559 3484 L9716 1.8284 .6gbo | 6.coor
r® C2 7704 1.3954 .3300 9968  1.8143 .6g31 | 6.co00
1 3 7605 1.4149 .3127  1.0217 1.8c01 .6gor 6.0001
G4 7586 r.4171 .3654 1.0175  1.8250 .6158 | 6.co00
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TABELLE 2§
Grundfrequenzen aiz = B der Streutafeln D
)]
@\S B A 7 G K M | g®
A e

D1 . 8637 L1303 1.0000
B D2 8521 L1479 1.0000
D3 8500 . 1404 1.0000
D4 8556 L1444 1.0000
D1 . 1303 L7144 LI493 1.0000
A D2 L1479 6386 .1636 E.00Q1
D3 L1404 6823 L1773 1.0001
D4 L1444 .Gg23 1632 +9999
D1 . 1493 7488 .EDIQ ¥.0000
D2 1036 7303 . 1001 1,0000

F
D3 - L1773 7249 .0079 1.000F
D4 L1632 7297 L1051 1.0000
D1 L1019 o7 L1904 1.0000
G D2 . 1001 LTT4X L1854 . 9999
D3 L0979 7212 .1810 1,0001
D4 L1091 7409 .X520 1.0000
D1 .1904 L6386 LX7IX 1.0001
K D2 1857 6384 1758 -9999
D3 .1810 6388 .1802 1 .0000
D4 . 1520 ,Goz2g 2459 1.0000
D1 JIFIX .828p 1.0000
M D2 L1758 L8242 1.0000
D3 1802 .8198 1.0000
D4 2457 L7543 1.0000
D1 I.0c000 I,0000 I.,0000 1,0000 ¥.000I  I.0000 6.0001
@ | D2 1.0000 1.000f I,0000 9999 .0900  1.0000 | 5.9000
Ry D3 I,0000 1.0001 TI.000I I,000F 11,0000 I,0000 6.0003
D4 1.0000 .9999  I.0000 1.000C 1.0000 I.0000 | §.9999
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TABELLE 26

Abweichungen der berechneten Grundfrequenzen o == i vom
Sollwert in den Streutafeln der Gruppe A

Sia)
B A I G K M
S(@
A2 | — .0282 4 .o282
B A3 | — .0349 + .03490
Ad | — o347 -+ L0347
A2 4 .0282 + .o265 -+ .ooiz
A A3 + .0349 — .0373 - .co24
Ad -+ o347 — .0568 4+ .ozz0
A2 + .oo1z — 0029 -+ .oo1b
F A3 + .oo24 — .0030 -+ ,0025
A4 -+ .oz20 — .o0148 — .co72
A2 -4 .o016 — .coz0 -+ .ooog
G A3 + .oco025 — .oco40 -+ .col4
Ad — 0072 -+ .0303 — .,e32rI
A2 - ..ooog s QO0Q  +ee L O0OT
K A3 4 .0014 -~— .001Z -~ .0003
Ad — 0321 — .038¢0 4 .ovog
A2 -~ .poor |+ .o000I
M A3 — .0003 - .o003
Ad + o709 — .o7op
Mittlere Abweichungen der Hauptfrequenzen: + .0308  (18)
Mittlere Abweichungen der Nebenfrequenzen : 4 0256 (30)
Miitlere Abweichungen aller Frequensen: + o277 (48)
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TabrLLE 27

Abweichungen der berechneten Grundfrequenzen a;x vom Sollwert in den

Streutafeln der Gruppe B

Sla)
: B A F G K M | a AP

S(c) ~—
B2 | — .oz76 + .o273 -— 0003
B B3 | — .o0371 -} .o0318 - .0053
B4 | — .0380 4 .oa39 — .0041
B2 | + '.0276 w0330 — L0076 = 0130
A B3 | + .o371r — .o430 — ,0148 - 0207
B4 | + .0380 — o517 + .o0266 + .0129
B2 + .oo57 4 .oobo 4+ .0004 + .o004 -+ .0218
F B3 | 4+ .ori2 -+ .or119 + 0180 + .ooog =+, .0420
B4 | + 0178 —~— .o205 - .0284 — .c023 — .0334
B2 | o016 -~ 0118 — ,0049 — QK5I
G B3 + .o029 — .c228 -—— o009 - 0208
B4 — 0001 4 .0433 -~ ,0322 - .oog0
B2 - .o025 + .006z — .coog | 4- .o0Bz
K B3 + .ov49 - .ocx25 — .oo1z | - .o0162
B4 — .0152 ~— .0651 + .0373 | — .o0430
B2 .o0000 — ,0017 + .6005 — ,0012
M B3 .0000 -~ .0034 -+ .001z [ — .0022
B4 .cooc -+ .og9b — ,0373 | + .obzy
Mittlere Abweichungen der Teilfrequenzen: + 0273 (54)

Mittlere Abweichungen der Klassenfrequenzen:

+ .o252

(8)
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Abwetchungen der berechneten Grundfrequenzen B;x vom Mittel in den

TABELLE 28

Streutafeln der Gruppe B

S(a)
T B A F G K M | &A@
5@ \

Mittel 7868 L2132 0513
Bl | 4 .c248 — .0248 e QOZZ
B B2 | — .o047 4 .0047 - .Q023
B3 | — .crop 4 .o109 - .oozg
B4 — .0091 - .00G% 4~ .oozo0
Mittel . 1645 7183 L IIYI 0549
Bl |~ .0z70 + .0378 -— .0009 - 0040
A B2 + .0o0z4 - .0054 -— .0079Q -~ .0070
B3 | 4 .o135 + .0015 — .0149 + o126
B4 | + .o1xx — .0348 4 o236 — .0I52
Mittel . 1232 .5030 .3086 . 0044 .658g
. B1 e 00%0 -} .o0by — 0002 -+ ,0002 - L0004
¥ .| B2 — .0031 — .0037 -+ .c0B2 - .ocoj — 0118
B3. -+ .opoz -— 0172 - ,o0161 - .oco008 — .0290

B4 4 .ox00 -+ .0158 — .oz42 -~ .00I7 4+ .0343
Mittel .0380 7541 .2080 L2799
Bt 4- .o003 — .0142 - .o138 -— 0140

G B2 -4 .oory — .otoz -+ .ooB4 -~ .o031
B3 + .oojo — .co5¢ - .ooz8 4- .ozoy
B4 -— ,o052 -} .0303 - .0252 e 0098
Mitrel 1558 7481 .0gbz 2744
B1 + ,ooo4 4 .oo8r -— 0086 | — .ocoz
K B2 4+ .oo51 | .oo45 ~— .00gb | — .o0124
B3 4- .otos - .ooo2z — .0108 | — 0251
B4 — .o16z -~ ,0128 -+ .o028¢ | 4 .0378
Mirtel L0015 .3140 6845 7807
B1 — ,0001 — .0224 -+ .o0225 | -+ .0I39
M B2 — ,ooor — .o0238 -+ o259 | + .0i63
B3 — .oo01 - .0290 + .02 { 4+ ,0:83
B4 4 .cooz - .oyy2 — .0774 | — .0485
Mittlere Abweichungen der Teilfrequenzen: 4+ o194 (72}
Mittlere Abweichungen der Klassenfrequenzen: 4- o191 (24)
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T

o1

TABELLE 29

Abweichungen der berechneten Grundfrequenzen «;;, vom Mittel in den

Streutafeln der Gruppe G

S0)
B A F G K M | aaf
5ie}

o Adittel 9337 L2506 1.1033
C1 4 0054 -— .0z02 — ,0z208
B G2 | — .oo25 + .co43 4+ .oo018
C3 | — .ooxz <+ .oo087 + .o075
C4 - 0010 - ,o132 4 .oxi3
Miitel .obb4 4750 04061 .5883
Cl | — .o085 + .o405 — .001b - .0334
A C2 | 4 .ooz5 — .0024 -— .0014 — .o014
G3 + .o01r — .0217 — .0010 — 0216
C4 | 4 .o018 — .o162 -+ .coqx w0103
Aditiel .2048 .0831 .6z0¢ 0661 1.9138
C1 -~ ,0F42 -+ .00160 - .o004 -+ .0054 — .0007
F G2 — 0018 4+ .oo14 -+ .o122 4 .0075 L0194
C3 4 .orje + .oo1x + .0233 - .0093 -+ .o04%0
C4 + .o030 — .oo4r — .0360r — .o220 0507
Mittel .0000 .34068 .2401 .5905
(8] ] L0000 — 003 + .021§ + .oz202
G c2 L0000 — 01313 + .0077 — .0056
c3 L0000 -—— 0247 - .0050 — 0303
G4 0000 - .0304 — .0237 + .cis7y
Mittel ,0234 .3584 .oh39 4456
Cl1 - .ovo8 - .0035 ~— .0072 | — .004%
K c2 -+ .oorr 4 .oroz — .0073 | + .0041
Cc3 4 .o013 4 0168 — .o0o075 | 4- .ox07
C4 — 0034 ~— .0300 <4 0210 | — .0I120
Mittel .3265 .9361 1.2626
C1 — .0304 - .o0%¥2 | - .0232
M C2 — .02506 + .ooy3 | — .0183
C3 — 0208 - o095 | — .0I33
G4 4+ .oy68 — o219 | | .0540
Mittlere Abweichungen der Teilfrequenzen: 4+ .0169 - (68)
Mittlere Abweichungen der Klassenfrequenzen: 4 0245 (24)
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Abweichungen der berechneten Grundfrequenzen i vorn Mitte} in den

TABELLE 30

Streutafeln der Gruppe G

5%
B A o G K "M | A AP
Sie -

Miitel 6942 . 3059 7723
C1 4+ .0340 — .o03%50 4 o247y
B G2 | — ,0048 4 .co47 — o019
C3 |~ ,o142 -+ .o14x — o118
G4 |~ 061 4 .o0160 w0137
Mittel 0782 .086x L0357 . 3958
Gl | .- 0075 - .ocog5 — .oolg — .0399
A C2 | 4 .co28 — .co13 -~ .0013 — .0004
C3 | + .oc023 — .co0y - .0016 + .o1grx
C4 4+ .oo23 — .oo0%4 - .oos0 4 .0213
Aitrel L2039 .3030 . 4354 o578 . 3391

C1 -~ .0145 -} o112 — 0030 -+ .oolz -4 L0003 .
F a2 — .003¢ — .0076 + .0058 4 .coz6 — 0001
c3 4 .0056 -~ .0248 -~ .0144 - .o047 — 0204
4 + .o126 4 .o213 — .o173 — .0167 + 0203
Mistel 0004 .5218 4779 .C0XQ
C1 0000 — 0277 -+ 0276 — .0303
G G2 L0000 — .0I30 - .0129 — 005X
G3 0000 + .co18 -- .oorg + .o0198
C4 .0000 + .0387 -~ .0388 4 o156
Mittel .0448 .8760 0793 1.817x
C1 4+ .oocz3 -+ ,0068 -— .co71 | < 0113
X c2 4+ 020 -+ .0061 — 0082 | — .0028
G3 -+ ,oe35 < .0057 — .0093 | — .0170
(o] — ,0059 ~— 0187 4 .o0246 | 4 .0085
Mittel 4055 . 5045 .6738
C1 — 0294 -+ .0294 | -} .oz2z
M | o2 - 0295 + 0275 | + .0193
C3 -~ 0256 4 .o256 | + .0163
C4 + .0826 -— .o826 | — .0580
Mittlere Abweichungen der Teilfrequenzen: 1 w0212 (68)
Mittlere Abweichungen der Klassenfrequenzen: + w220 (24)
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TABELLE 31

Abweichungen der berechneten Grundfrequenzen oy == i vom Mittel
in den Streutafeln der Gruppe D

S6)
B A F G K M
S&)
Mitiel 8578 L1423
Di -+ .o05g - .oobo
B D2 - 0057 -} .0030
D3 4 .o0018 — ,oo19
D4 -— ,p022 -+ .0021
Mirtel L¥423 0044 .1634
D1 — .o0bc 4+ .0z00 ~— ,OI4I
A D2 4 .o056 — .o0058 4 .oooz
D3 - .00Ig — ,0I12I + .0I39
D4 4- .coz1 ~— .002F ~— .0002
Mirtel | | L1634 .7349 .1018
D1 - _0I41 -~ .01390 + .000X
F D2 4 Loooz + .oor4 — 0017
D3 4- .o13¢ — .0I00C — ,0039
D4 — 0002 — .0052 -+ .0053
Ndittel .1018 .7210 L1773
D1 4+ .ooor — .0133 - .oI31
G D2 - o017 — ,o006p 4 .o0084
D3 — ,0039 -4 o002z | .c03%7
D4 + .0053 - .0I1g0 -~ .0Z53
Mizzel LE773 L6z95 L1932
D1 4~ .o13:x - .009I -~ .0221
K D2 4- .0084 - .co8¢g -~ .0I74
D3 4~ ,0037 + .o0p3 ~— .0I30
D4 — ,0257 - .o272 - .052§
Ndittel . 1032 . Bo68
DX — ,o221 -+ .oz21
M D2 — o174 -+ .ox74
D3 — .o0130 - .01j0
D4 -+ .o525 ~-— .052§
Mittlere Abweichungen der Nebenfrequenzen: 4 0160  (40)
Mittlere Abweichungen der Haupifrequenzen: 4+ 0102 (24)

Mittlere Abweichungen aller Frequenzen: + o161 (64)
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TABELLE 32

Relative prozentuelle Abweichungen der berechneten Grundfrequenzen
wir = Bix vom Sollwert in den Streutafeln der Gruppe A

@

B A F G K %
Sa T
A2 | — 3.38 + 16.92
B A3 — 4.19 + 20.94
Ad | — 4,36 4 20.82
A2 + 16,92 — 4.43 .92
A A3 + 20,94 — 5.0 + 1.44
Ad + 20.82 — 8.52 + 13.20
A2 + 72— 44 o+ gb
F Al + 144 — 75 + x.50
A4 4+ 13.20 -~ 2.22 — 4.32
A2 + 96 — .39 + .54
G A3 + 1.50 — .60 + .84
Ad e 4,32 4+ 5.00 — x9.26
A2 + 54 — .14 - 06
K Al + .84 -~ .18 -— .18
Al — 19.26 — 35.84 + 42.54
A2 —  Lob + .01
M A3 - I8 4+ .04
Ad 4+ 42.54 — 8.51

Mittlere velative prozentuelle Abweickungen

der Hauptfrequenzen:

Mittlere velative prozentuelle Abweichungen

der Nebenfrequenzen:

L 420% (18)

+ 1532%  (30)
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TABELLE 33

Relative prozentuclle Abweichungen der berechneten Grund{requenzen o

vom Sollwert in den Streutafeln der Gruppe B

Sia) .
. B A r G K M | oAl
S ¢
B2 | — 3.10 4+ 14.%6 -— .03
B B3 | — 4.20 + 17.%9 — .50
B4 | — 4.39 + 18.32 - .39
B2 | | 20044 — 4.8 — 5.43 — 1.37
A B3 | 4 2v.48 — 6.37 — 10.57 — 2.18
B4 | - 28.15 — 7.00 + 19.00 + 1.30
B2 + 4.0 + .13 4+ 2.44 4 8,00 + 1.89
F B3 4+ 8.00 4 1.45 -+ 4.68 4 18.00 +  3.11
B4 + 12,71 =~ z.56 — 7.38 — 46.00 — 2.47
B2 + 4.0 — 2.34 — 3.13 — 2.16
G B3 + 7.25 - 4.53 — b.32 — 4.26
B4 — 15.25 -+ 8.60 — 20.33 -+ 23
B2 + 2.27 + 1.12 -~ .59{ - 1709
K B3 + 4.44 4 2.26 -~ 1.41| 4 2.16
B4 — 13,78 — 1174 + 4373 — 5.73
B2 o0 — oo 4 o5 { — .o
M B3 o0 — 1,20 -+ Jxg | = .18
B4 + 28.57 4+ 35.07 — 4.08} + 5.23

Mittlere velative prozentuelle Abweichungen der Hauptfrequenzen: 4~  4.94 %
Mittlere relative prozentuelle Abweichungen der Nebenfrequenzen: 4- 17.56 %,
Miitlere relative prozentuelle Abweichungen der Klassenfrequenzen: - 2.54 %

(18)
(36)
(18)
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TABELLE 34

Relative prozentuelle Abweichungen der berechneten Grundfrequenzen f:x

vom Mittelwert in den Streutafeln der Gruppe B

Sted
B A 0 G K M | aa?
Sta)

B1 + 3.15 -— 11.63 23
B2 | — .60 - 2.20 - .24
B B3 | — 1.30 + 35.1X + .26
B4 | — 1.16 <4+ 4.27 + .21
Bl | — x6.41 + 3.8 — .77 — .38
B2 | + 1.40 A .75 - 6.75 4 .66
A B3 | + 8.2x + .21 - 12.72 -+ 1.10
Bd | - 6.78 - 4.84 - z0.15 - 1.44
Bl — 5.68 4 1.37 — .05 4 4.85 S N
N B2 — z.52 — 1,33 4+ 2.22 4 31.30 - I.%9
I B3 4+ 16 — 3.41 - 4.37 + 18.18 — 4.40
B4 + 8.12 + 3.14 — 0.537 — 38.64 + 5.21
Bl - 79— 1.88 - 0.063 —  1.09
G B2 4+ 4.47 — 1.35 + 4.04 + .24
B3 4 7.8¢ — 48 4 1.3% +  1.62
B4 — 13.68 - 4.02 — 12.12 -—_ 77
Bl pe 26 -+ 1,08 — 8.94|— .02
- B2 4+ 3.27 + 6o — 9,08 — .97
B3 4+ 6.724 4+ .03 -~ 11.23| — 1.97
B4 - 10.40 — 1.7f 4 30.04 | 4 2,97
BI — 6.67 — 7.:x3 + 3.20] 4 1.48
M B2 — 6.67 — 822 4 3.78] 4 z2.09
B3 — 6.67 — ¢.24 -+ 4.2581 + 2.34
B4 4+ 13.33 4 24.59 — 11.31 | — OG.a21
Mittlere relative prozentuelle Abmweichungen der Hauptfrequenzen: - 3.38 % (24)
Mittlere relative prozentuelle Abweichungen der Nebenfrequenzen: 4 10.70 % (48)
Mittlere relative prozentuelle Abweichungen der Klassenfrequenzen: £+ 2.28 Y, (24)
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TABELLE 35

Relative prozentuelle Abweichungen der berechneten Grundfrequenzen o
vom Mittelwert in den Streutafeln der Gruppe G

Sy

\ B A F G K M | a AP
Sle

Cl1 + .58 — 10.09 — 1.74
G2 | — .27 4 1.606 + .15
B G3 | — .13 + 1.35 + .63
C4 | — .20 4 g5.08 o+ .98
Ct |- 8.28 + B8.52 — 3.40 ’ + 5.68
c2 4 3.77 — .50 — 3.0% — .24
A Cc3 + 1.66 — 4.56 — 2.16 — 3.07
C4 + 2.7t — 13.41r -+ 8.85 -— 1.%§
Cl1 — 5.36 + 7 4 o6 4 B.1y - .35
Cc2 — .68 4 .15 4+ 1.04 - 11.35 4+ 1.01
F G3 + 401 -+ .12 -+ 3.70 4 14.37 +  2.46
C4 + F.13 — .43 -~ 5.73 - 34.19 - 3.12
C1 00 — .37 + 8.63 4 3.30
Cc2 .00 — 3.84 4 3.00 — .94
G Cc3 .00 —— .12 e 2,25 — 5.08
C4 00 - 11.36 — 9.51 4 2,03
C1 4+ 3.42 4+ .98 — ar.a7|-— .03
C2 + 470 4+ 2.85 — 142 |+ .02
K C3 4+ 5.8 + 4.60 — 11.74 ] + =z2.40
Cca — 14.53 -— 8.54 -+ 34.27 | — 2.69
C1 ~ 9.3t - 77 | ~— 1.84
c2 — 7.84 + 78 | — 1.4%
M c3 T— 6.37 + 8o | — 1.0%
C4 + 23.52 — 2.34 | 4+ 4.35

Mittlere relative prozentuelle Abweichungen der Hauptfrequenzen: 4+ 414 % (24)
Mittlere velative prozentuelle Abweichungen der Nebenfrequenzen: +- 10.42 % (44)
Mittlere relative prozentuelle Abweichungen der Klassenfrequenzen: +  2.54 % (24)
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TABELLE 36

Relative prozentuelle Abweichungen der berechneten Grundfrequenzne i

vom Mittelwert in den Streutafeln der Gruppe C

S0)
\ B A F G K M | aa®
Sld ¢
Gl | 4 35.03 = 11.44 + 3.56
c2 | — 6y + 1.54 -1 1
B C3 | — z2.05 4+ 4.61 we 1,53
C4 | — 2.32 4 35.23 — 1.7
Cl |[— 9.5 + 1.07 — 5.32 — 2.86
c2 + 3.58 -~ .15 - 4.20 O3
A c3 + 2.94 — 08 — 4.48 +  1.39
C4 | + 2.94 — .84 + 14.07 +  1.53
Cl — 7.1 + 3.70 — 6o -+ 10.83 2.974
Cc2 — 1.9t — 2.5t + ¥.33 + 9.6o w268
F C3 4+ a2.75 -~ B.18 + 3.31 + B.13 -— 7.79
C4 4 6,18 4 .03 — 3.10 — 28.8¢ 7.706
C1 .00 — 5,31 + 5.78 — 3.02
C2 ,00 — 2.4 + 2.70 - BT
G G3 .00 4+ .34 == .40 + 1.08
C4 o0 4 742 — Bliz + 1.56
Cc1 + b7 + 78 — B.05| 4+ .02
K C2 + 4.46 - 70 — 1034 [ — .15
C3 + 7.8 + 65 — 11.73 |~ .04
C4 - 13,17 - 2,313 -+ 31.02 | - .47
C1 — 7.25 + 4905+ 3.20
Cc2 — 6.78 4+ a4.63] + =2.86
M 3 e 6,31 4+ 4.31]{ -+ 2.42
C4 4 21.37 — 13.8¢ | — 8.61

Mittlere relative prozentuelle Abweichungen der Hauptfrequenzen: + 4.68% (24)
Mittlere relative prozentuelle Abweichungen der Nebenfrequenzen: {- 9.569%,
Mittlere relative prozentuelle Abweichungen der Klassenfrequenzen: 1= 3.37% (24)

(44)
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TABELLE 37

Relative prozentuelle Abweichungen der berechneten Grundfrequenzen
air == P vom Mittelwert in den Streutafeln der Gruppe D

~ S}
. B A K G K M
SN
D1 -+ 69— 4.22
D2 - .00 4 3.94
B D3 4+ 21 — 1.34
D4 — .26 4+ 1.48
‘ D1 — 4.22 + 2.80 — B8.63
D2 + 3.9¢4 — B4 + 1z
A D3 | — 1.3¢4 — 1.74 4 B8.51
D4 + 1.48 — .30 — 1z
D1 e 863 + 1.89 + .10
r D2 S - B 19— 1.6%
D3 — 8.51 — 1.36 — 3.83
D4 -+ 12— 71 4+ 5.21
D1 + 10 — 1.84 + 7.39
G D2 — 1.67 -~ 96 474
D3 we 2,83 4 03 + =z.08
D4 4+ .21 + 2.9 -— 14.29
D1 + 7.39 4 1.45 -~ 11.44
K D2 4+ 4.74 + 1. 41 — 9.01
D3 + 2.08 4 148 — 6.73
D4 — 14.27 — 4.32 + 27.17
D1 — 1I1.44 2.74
D2 — g.o1  2.16
M D3 w43 1.0%
D4 + 29.17 — 6.51x

Mittlere relative prozentuelle Abweichungen der Hauptfrequenzen: +2.17% (24)
Mittlere relative prozentuelle Abweichungen der Nebenfrequenzen: =4-17.93% (49)
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TaneLLe 38
Mittlere Abweichungen der berechneten Grundfrequenztafeln
Absolute Abweichungen Relative Abweichﬁngen
Einheit .01 o
Tafel
. IKlassen- Haupt- Neben- Klassen-
Teilfrequenzen
frequenzen frequenzen frequenzen frequenzen
A + z.97 — + 4.20 4 15.22 -
Bapi & 2.73 + z2.52 d 4,94 + 17.56 + 2.55
B B 4 r.94 4+ 1.01 + 3.38 + 10.7%0 + 2.28
G i 4 1.69 4+ 2.45 + 4.14 £ ro.42 £ 2.54
G Bix + 2.12 + 2.20 + 4.68 + 0.56 + 3.37
D + 1.61 — A 2,17 + 7.93 —_
Mistel
FRE + 2.19 4 2.28 + 4.03% + 12.36% 4 z.92%

i
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dieser Klassenfrequenzen zu kennen, weshalb diese noch getrennt ange-
fithrt werden. Die absoluten Abweichungen bei den Klassenfrequenzen
betragen im Mittel + .023, die relativen 4 2.7 %. Die Kleinheit dieser
Werte ist sicher iiberraschend fiir ein so einfaches und dazu noch mit
solch "grundsitzlichen Bedenken belastetes Verfahren. Und wenn man
dann noch beachtet, dass die Unsicherheiten in den aus der Erfahrung ge-
wonnenen Streutafeln oft sicher nicht geringer sind, und ferner, dass hier
Besetzungs- und Schitzungsfunktionen zugrundegelegt wurden, wie sie in
Wirklichkeit kaum je so ,, schlecht” vorkommen mégen, so darf man sich
wohl mit der vorgeschlagenen Reduktionsmethode zur Bestimmung dqui-
valenter Klassenfrequenzen zufrieden geben, solange nicht ein genaueres
Verfahren zur Verfiigung steht, wenn auch hie und da Einzelabweichungen
bis zu etwa 10 % auftreten mégen.,

3. Die Verwendung von Tafeln minimaler Streuungen
(Rumpifrequenzen)

Es kann der Fall eintreten, dass die Beziehungen zwischen zwei Spek-
tralsystemen nicht unmittelbar durch eine Streutafel gegeben sind, son-
dern nur durch ihre Beziehungen zu einem und demselben dritten System,
oder auch bloss durch ecinen Satz #quivalenter Klassenfrequenzen in
beiden Systemen.

Im ersten Fall lassen sich zu einer beliebigen Hiufigkeitsverteitung
(45 im System S die #quivalenten Hiufigkeiten AY im System S
auf dem Umweg iiber das dritte System S finden: Man sucht zu der
vorgegebenen Verteilung (A{®) des Systems S die dquivalente Verteilung
(A% im System S® und dann iber die entsprechende Streutafel
S > §® zu (AP) die ihr dquivalente (AP) im System S*. Da nun

(AP dquivalent (A7) und
(A®) squivalent (4%) , muss auch
(AP dquivalent (4% sein,

womit dic Aufgabe geldst ist.
Der zweite Fall bietet nun keine deratige Moglichkeit einer Losung.
Auch wird es nicht gelingen, die zu dem Satz der dquivalenten Hiufig-
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keiten (4%} und (49) gehorigen #n* Teilfrequenzen a4 aus den 2 X 2
Bedingungsgleichungen

lea;kmAE") (i=1,2,...,n) und
4

Sap =AY (k=1,2,...,n)

3

zu bestimmen,

Immerhin lassen sich aber mit einem derartigen Satz dquivalenter
Hiufigkeiten beliebig viele Streutafeln herstellen und unter ihnen eine
ausgezeichnete (a) in der Weise, dass die Hauptfrequenzen g die
héchsten und die Nebenfrequenzen aj, (k #=7) die geringsten Werte
besitzen, die gerade noch mit den Angaben der vorgelegten iquivalenten
Klassenhaufigheiten 4% und AP vertriiglich sind,

Eine solche Streutafel hat vor all den andern, die an und fiir sich den
vorgegebenen Satz der dquivalenten Klassenhiufigkeiten befriedigen, das
voraus, dass sie die Tafel ist, in der die geringsten Streuungen auftreten,
weshalb wir sie die Tafel der minimalen Streuungen nennen, Denn alle Haupt-
frequenzen sind im Maximum, alle Nebenfrequenzen im Minimum,
und etwaige Korrekturen zur Gewinnung der wahren Streutafel erfolgen
pur in dem Sinne, dass die Hauptfrequenzen erniedrigt, die Nebenfre-
quenzen erhtht werden miissen, Uberdies enthalten solche Tafeln nur
die Hauptfrequenzen a;; und immer nur eine der Nebenfrequenzen aj,
oder a;;, da die andere verschwindet. Sie stellen also ein Mindestmass
dar an Teilfrequenzen, die das gegebene Systemn der dquivalenten Klassen-
hiufigkeiten unbedingt benétigt. Wir méchten sie deshalb auch die Tafel
der Rumpffrequenzen nennen. In der Folge bezeichnen wir die Teilfre-
quenzén der Rumpffrequenztafeln mit einem *, also aj,, um sie von den
wahren Teilfrequenzen a4, zu unterscheiden,

Eine solche Tafel minimaler Streuungen ist natiirlich nicht mehr iso-
gen zu der urspriinglichen, da die mittleren Streuungen “o; und oy
notwendig kleiner werden milssen als die der Ausgangstafel. Die funk-
tionale Beziehung aber, oder die neutrale Regression, zwischen den beiden
Systemen bleibt vermutlich erhalten. Fiir den linearen Ansatz der neu-
tralen Regression lisst sich das unmittelbar aus ihrer Gleichung (21)
entnehmen, in die nur die mittleren Gesamtklassen S und §© mit ihren
beziiglichen Streuungen “s und ®s cingehen. Diese Grossen sind ihrer-
seits wieder nur abhingig von den Klassenhiufigheiten A% und 49, die
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fiir die Tafeln der Rumpffrequenzen und die urspriingliche Streutafel
dieselben geblicben sind. Ahnliche Verhiltnisse diirften wohl auch aus
den Gleichungen fiir nichtlineare neutrale Regressionen hervorgehen. Doch
da wir seiner Zeit (s.8. 17£.) die entsprechenden Gleichungen fiir nicht-
lineare neutrale Regressionen explizit nicht angegeben haben, steht der
entsprechende strenge Nachweis dieses Umstandes noch aus. Wir méchten
hier nur noch auf die graphische Darstellung dieser Verhiltnisse hin-
weisen, die wir spiter in anderem Zusammenhange (S. 152ff.) bringen
werden. Aus der dort wiedergegebenen Fig. 1r lisst sich leicht entnehmen,
dass die fiir C3wy graphisch ermittelte neutrale Regression tatsichlich
immer zwischen den individuellen Regressionen fiir C3aj,, C3 oy, und
C3p;, verbleibt, was etwa einem praktischen Beweis nahekommt fiir die
Erscheinung, dass bei Bildung von Rumpffrequenzen die funktionale
Bezichung zwischen den beiden Systemen nicht gestort wird.

Bevor wir auf die Brauchbarkeit solcher Streutafeln mit Rumpffre-
quenzen eingehen, méchten wir zur weiteren Klarung noch einiges sagen
tiber thre Herstellung und einige Beispiele anfihren.

Zur Herstellung einer solchen Tafel von Rumpffrequenzen beginnt man
. am besten mit einer der Abbruchstellen, praktisch mit aj,. 4y, ist nur
abhingig von A% und 4% nach den Gleichungen

%}a:h = A und g, = AY.

Als Hochstwert kann fiir 4}, nur der kleinere Wert der beiden Werte
A und AP in Frage kommen. Ist z. B, 4% < 4%, dann wird

a:] = AE“‘).

Zu diesem a' wird dann die geeignete Nebenfrequenz ay, oder a, ent-
sprechend bestimmt, und zwar

al, = AW — A9, fur A® > AY  oder

dy, = AP — A9, fir 4D < 49,
wihrend alle anderen Nebenfrequenzen in der entsprechenden Zeile 1
oder Spalte 1 verschwinden.

Sodann wird der Hochstwert fiir a, gesucht, der abhingt von den
Klassenfrequenzen A% und AY) und der bereits bestimmten Nebenfre-
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quenz gy, oder a,, . Auch hier wird wieder beachtet, dass der Wert fiir
a,, nicht im Widerspruch steht mit den Bedingungen

% ay =AY und I g, =AY
e 1

Ist @}, bestimmt, dann wird die entsprechende Nebenfrequenz a,, oder
ay, so gewihlt, dass diese beiden Gleichungen auch wirklich erfiillt werden,
wobei zu beachten ist, dass liber 4}, bezw. a,, schon verfiigt wurde.

Dieser Prozess des schrittweisen Auffiilllens wird pun weitergefiihrt,
bis die Tafel hergestellt ist.

Fiir symmetrische Streutafeln, wo A = A ist, existieren nur die
Hauptfrequenzen

a;- == Agx) = A?)a

die also diec Werte der entsprechenden Klassenfrequenzen annehmen,
Diese Verknipfungen bieten allerdings auch von vornherein kein Problem
fiir die Bestimmung ,, 4quivalenter ** Ilassenhiufigkeiten, da es sich um
identische Systeme handelt, wo die Hiufigkeitsverteilung der Klassen
auch fiir verschiedene Schitzungen gleich bleihen miissen, wofern der
Beobachter sich in seiner Grundhaltung beim Spektralschitzen auch
wirklich konstant geblieben ist.

Fir die Verkniipfung verschiedener Systeme mégen zur Erlduterung
einige Beispiele von Rumpffrequenziafeln angefithrt werden, und zwar
fiir die Tafel der aktuellen Teilfrequenzen von C3 und fiir die aus ihr
gewonnenen Grundfrequenzen C3 oy und C3 P . Line weitere Bespre-
chung dieser Tafeln, die in den Tabellen 39-41 zu finden sind, eriibrigt
sich. Nur in Tabelle 40 wurde aus ,, Schénheitsgriinden Rg“) = 1.900%
gesetzt statt 1.9608 wie in Tab, 23 und ebenso in der Folge RY = 1.0000
statt 1.0001.

Solche Tafeln der Rumpffrequenzen konnen selbstverstindlich zu-
nichst nur einmal als eine erste Niherung betrachtet werden, und die
aus ihnen abgeleiteten Grundfrequenzen werden erst recht immer Nihe-
rungen bleiben. Ohne weitere Angaben, wie z. B. iiber die den einzelnen
Spektralklassen ensprechenden mittleren Klassen im anderen System oder
itber die mittleren Streuungen, lassen sich auch keine weiteren Verbes-
serungen anbringen, sodass man fir diese Fille sich mit den gendherten
Werten begniigen muss. Es ist nur noch zu zeigen, dass diese Ndherung
fiir die praktischen Aufgaben oft peniigt, sodass es einen Sinn hatte, von
solchen Tafeln der Rumpffrequenzen iiberhaupt zu sprechen.
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TABELLE 39

Rumpffrequenzen G3a, der Streutafel C3aix aus Tabelle 6 S. 63

S)
B A®) F) G} K@) M@y ASC‘)
G
B J 26208 10467 . 45675
Al 2.26091 2.20001
Fo) 04000 3.68B800 3.4032% 10,03125
Gle 3.06517  5.504606 ¢.46083
Kie 15.036258 15.030625
M) 7.56501 27.171000 34.730601
! —_—
Ag.b) 20208 3.40458 3.08B00 9.36842 =28.10502 27.17100 72.00000

TABELLE 40

Rumpf-Grundfrequenzen (3e;, zur Streutafel

C3er, aus Tab. 23 S. g3

S®)
BG A®) F) Gt K@) M) R
8 2
B} 1.0000 ,2008 1.2008
Al) . 5667 5667
Fe .2305  1,0000 7282 1.9060%
Glo) 2718 2044 5662
K@ 4563 4503
M) .2403  1.0000 1.2493
R,@) ¥,0000 1,0000 X.0000 I.0000 1.0000 X,0000 6. 0000
TABELLE 41
Rumpf-Grundfrequenzen C38; zur Streutafel G3Bix aus Tab. 24 S. g6
Sy
B®) A®) F) G® K@) M) R
Ste) :
Blo) 7605 .2305 1.0000
Ale} 1.0000 1.0000
Fo) L1784 L3127 .EXIQ 1.0000
Gl L5008 . 4002 1.0000
Kie) 1.0000 1,0000
M@ 30069 .6gox 1.0000
R§bJ 7605  1.4149 .3¥27  r.ozyy  1.8001 .6gor 6.0000
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Als erstes Beispiel sollen aus der gegebenen Tafel der Rumpffrequenzen
fiir G3 in Tabelle 39 die zugehdrigen Grundfrequenzen berechnet werden,
die dann natiirlich auch Rumpffrequenzen sein werden. Die zugehérigen
Restfrequenzen werden dann mit den aus den normal abgeleiteten Tafeln
aus Tabelle 23 und 24 verglichen, was einen Anhaltspunkt Dbietet zur
Bewertung der erreichten Genauigkeit der Niherung.

Da die Streutafel C3 einen Extremfall darstellt, sowohl was die Schit-
zungsfunktionen angeht als auch die Besetzungsfunktion, wird noch ein
Beispiel aus der Literatur herangezogen, der Spektralvergleich der Schit-
zungen von VANAS mit den Schitzungen der Henry Draper Extension,
der spiter noch einmal in anderem Zusammenhang gebracht wird (Vgl
Tab, 76 5. 200). Auch hier werden aus der Tafel der Rumpffrequenzen
die entsprechenden Grundfrequenzen abgeleitet und dann mit den auf
gewdhnlichem Weg erhaltenen Tafeln verglichen.

Wir beschrinken uns bei diesen Angaben auf zwei Dezimalen, da ja
die Reduktionsmethode, die dabei verwendet wird, an sich keine bessere
Genauigkeit verbiirgen kann. Im ersten Fali der Streutafel C3 ergibt sich
zwischen den aus Rumpffrequenzen gewonnenen Restfrequenzen gegen
die aus der vollen 'T'afel berechneten eine mittlere relative Differenz von
etwa 4 3-4%. Im zweiten Fall des Spektralvergleichs Vanis-IIDE
ist die Ubereinstimmung bei Einrechnung der Auf- und Abrundungsfehler
so gut, dass wir uns begniigen, die wirklichen Differenzen stehen zu lassen,
die nur in einem Fall — .03 und + .03 erreichen. Die Einzelheiten er-
geben sich ohne weiteres aus den folgenden Tabellen 42 und 43.

Riickbliekend ldsst sich iiber die Verwendung von Rumpffrequenzen
also vielleicht sagen:

Stehen fiir den Vergleich von zwei Spektralsystemen nur die IMiufig-
keiten der Spektralklassen zur Verfiigung, die sich in einem Dbesonderen
Fall entsprechen, so lassen sich zu ciner beliebigen ITdufigkeitsverteitung
in einem System die ihr dquivalente im andern System immer noch ange-
ndhert bestimmen {iber eine Tafel von Rumpffrequenzen, die das Min-
destmass an Teilfrequenzen darstellen, die den gegebenen Batz der iqui-
valenten Hiufigkeiten der Spektralklassen befriedigen. Zu der Ungenauig-
keit der Reduktionsmethode in sich, die, wie wir oben gesehen haben,
im Mittel etwa 4 2.5 9% betrigt, kommt dann noch die Ungenauigkeit,
die durch die Unzulinglichkeit der Rumpffrequenzen verursacht wird,
die in sehr unglinstigen Fillen in Mittel mit etwa 4 3.5 % anzusetzen
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TaBELLE 42

Rumpffrequenzen der Tafel G3 (auf N == 6 reduziert) und die aus ihnen
berechneten Grundfrequenzen o« und B}

ik
S
BE) Ay F®)  GEB KRG M® | g9
S(e)
B 022 .01b .038
Ale) .18¢ .18¢
Tt L0709  ,307 450 ,836
G© .33% 1.458 789
e 1.253 1.253
M) 031 2.204 | 2.895
Agb) .02z .284 .307 781 2.342 2.204 | 6.000

)
m B A® KB GB K® MO | P R R-rRP s %

By | 1,00 .19 1.19 1.20 } - .01 | — ,83%
Ade) .50 .56 .57 e 01} — 1.7%
Flo) .25 1.00 .73 1.98 1.¢6 -+ .oz + 1.02
Gle) .27 .26 .53 .87} == .04 | — 7.02
Kie) .48 48 .40 4+ 0z | + 4.35
" Mie) .26 r.00 | 1.20 1.2% 4+ o1} 4+ .80

Rf.b)* £.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 | 6.00 6,01 | Mittel + 3.5 %

*
B
S8 (o
B®) A} F(®) G K@) M® | R
S(c} 5 k
B .78 .22 1,00
Ale) 1.00 1.00
Fle) .x8 .29 .53 1.00
Gle) .50 .50 1.00
K 1.00 1,00
Mie) 31 .09 I.00
Rgb)* .78 1.40 .29 1.03 1.8x .69 6.o0
Rz(.b) 76 1.41 .31 1.02 1.80 .09 5.99
v
B 4+ 02 — 01— .02 -4 ,0f 4+ .0r .co| -—.OI
—g®
T
Mittel
0, — J— - -
A Y% [+ 2.63 .71 6.45 -+ .98 4 .36 .o0 + 2.99%
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TABELLE 43

Rumpffrequenzen fiir den Spektralvergleich Vanis-HDE aus Tab. 76
und die aus thnen abgeleiteten Grundfrequenzen

V.,
S(7)
B¥) A F®) GW K M) 4
SE)
BE) | 26 26
A(E) 8 T4X 149
F(E) 27 67 04
G(E) IE 113 124
IK(E) 18 107 125
ME) 52 27 0 79
AN | ag 168 78 131 159 27 | 507
V,E
o
B»  A® M e km Mo gE | BP | - g
|
BLE) .88 | .88 .87 | - .o1
AL} LIL 77 .88 By + .o1
F(E) .23 .8g E.12 | E.15 — 0]
G(E} JIX .00 1.01 | 1.01 .00
K& .10 .40 .50 .49 + o1
ME) Nt .00 1.61 | 1.01 .00
REV)“ .09 1.00 ¥.00 1.00 1.01 1.00| 6.00 | 6.00 .00
FoR L
ngmmi

pe  A®  F®  em k@  wm@ g | gP | g g

BY) | r.00 .12 ‘.1z q 1.14 — .02
AP .88 .23 1.1F ] 1.1X ,00
[ )] Kbl L1X .88 .85 + .o3
G .QO .14 1.04 | 1.04 .00
KF) .86 .58 1.44 1 1.44 .00
M) .42 42 42 , 00

R(f)* 1.00 1.00 1.00 1.01 1.00 1.00] 6,01 | 6.00 4 .ox
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ist. Es muss demnach fur die Bestimmung einer dquivalenten Hiufig--
keitsverteilung auf diesem Wege mit einem mittleren Fehler von etwa
4 4.3 % gerechnet werden. Immerhin kann man sich mit einem solchen
Resultat noch zufrieden geben, wenn keine anderen Wege zur genaueren
Lésung der gesteliten Aufgabe beschritten werden kénnen. Unter Um-
stinden besteht allerdings noch ein solcher Ausweg der Ermittlung dqui-
valenter Klassenhiufigkeiten ohne jede Verwendung von Teilfrequenzen
in einer Streutafel, wenn es nimlich gelingt, die Besetzungsfunktion zu
bestimmen oder eine ihr dquivalente Hilfsfunktion, wie wir im nichsten
Abschnitt noch kurz darlegen méochten,

4. Die unmittelbare Bestimmmung #quivalenter Klassenh#ufig-
keiten unter Verwendung der Besetzungsfunkion oder einer ihr
dquivalenten Hilfsfunktion

Die Verwendung der im votigen Abschnitt besprochenen Rumpffre-
quenzen zur Lésung der gestellten Aufgabe wurde angeregt vor allem durch
den Sondesfall, dass zur Charakterisierung der Verkniipfung zweier Spek-
tralsysteme nur ein Satz von Hquivalenten Klassenhiufigheiten A und
AP vorliegt ohne die zugehérige Streutafel der Teilfrequenzen, und dass
zu ciner gegebenen neuen Hiufigkeitsverteilung der Klassen (B®) im
System S™ die ihr #quivalente Verteilung (B} im System S® zu suchen
ist. Nun unterscheiden sich die entsprechenden Klassenhiufigkeiten A%
und B und in gleicher Weise auch AP und BY nur durch ihre Beset-
zungsfunktionen, die fiir 4% und AP £, (s) sei und fiir B und B £,(s);
dagegen stimmen sie iiberein in den Schitzungsfunktionen z{ (s) und
w®’ (s). So Hegt es nahe von diesen Gegebenheiten aus ohne den Umweg
iiber Teilfrequenzen eine direkte Losung der Aufgabe zu versuchen.

Zu diesemn Zweck gehen wir zurlick auf die analytische Darstellung
der Klassenfrequenzen durch die Gleichungen (35) und (36) S. 2g:

AP = [ fs) w*(s) ds (35)

und
AP = [ f(s) w(s) ds . (30

Auch hier lisst sich die Besetzungsfunktion f,(s) aus den Integralen heraus-
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ziehen, dhnlich wie es in (67) S. 39 geschah zur Ableitung der Bedeutung
der Reduktionsfaktoren fix, nimlich:

AP = [(8) | wi(s) ds = £,61) UP (x11)
und
AP = [ [ ws) ds = £,69) U (x12)

U#® und U sind die bekannten elementaren Klassenfrequenzen (63)
und  (66), f,(s*) und f,(§") Funktionswerte der Besetzungsfunktion
F. (s) fiir die Stellen s und 5% im Inneren der beniitzten Intervalle der
Spektratfolge 5. Die Stellen 5 und s% sind in erster Linie abhingig von
den beziiglichen Schitzungsfunktionen w{?(s) und w{(s), sind aber
nicht ohne weiteres identisch mit den oben S. 73 Gl. (92 b) ebenso be-
zeichneten mittleren Koordinaten der Spektralklassen S und S¥, auch
nicht wenn es sich um vollkommen symmetrische Schitzungsfunktionen
handelt; denn sie werden in zweiter Ordnung noch beeinflusst von der
Gestalt der Besetzungsfunktion f(s) an der betreffenden Stelle, sodass
fiir verschiedene Besetzungsfunktionen unter Umstinden auch verschie-
dene mittlere Intervallstellen s und s{? erscheinen. Doch werden im
allgemeinen die Unterschiede gering sein, sodass man - wenigstens ein-
mal versuchsweise — fiir alle Besetzungsfunktionen dieselben mittleren
Intervallstellen ansetzen kann, und dann wird man doch, als am nichsten
liegend, die oben in (92 b) definierten mittleren Koordinaten der betref-
fenden Spektralklassen wihlen kénnen,

Sind nun die elementaren Klassenfrequenzen U und U und damit
auch die mittleren Koordinaten s und s der Spektralklassen S und
S bekannt, so lisst sich die in einer vorgegebenen Hiufigkeitsverteilung
der Klassen (A{) im System S® enthaltene Besetzungsfunktion f, (s)
fiir ihre Werte an den Stellen s angenihert bestimmen zu

49
i

2
Bt ]

Ty = (r13)

In den meisten Fillen diirften diese Punkte ausreichen, um die ganze
Besetzungsfunktion f,(s), wenigstens graphisch, einigermassen sicher-
zustellen. Aus ihr lassen sich fiir die Stellen s¢) die Funktionswerte f,(s¢%)
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entnehmen, womit dann die Hiufigkeiten A%? der Spektralklassen SP?
des anderen Spektralsystems S® gemiss den Gleichungen

AP = f M UD  (h=1,2,...,7) (113 a)

bestimmt werden konnen.

Natiirlich handelt es sich hier immer nur um N#herungen, wenn die
entsprechenden DBeziehungen auch als Gleichungen dargestellt wurden,
und fiir solche Niherungen muss erst der Brauchbarkeitserweis erbracht
werden. Deshalb wurden auf diese Weise mit Hilfe des in den Streutafel-
gruppen B und C niedergelegten Materials zu den 4% die ihnen dqui-
valenten A berechnet unter der einzigen Annahme, dass der Satz der
elementaren Teilfrequenzen U und UP aus den Streutafeln Bl und
C1 bekannt sind. In Tabelle 44 sind die mittleren Koordinaten s* und
s der Spektralklassen in den vorkommenden Systemen mit den zuge-
horigen elementaren Klassenfrequenzen UM und UP zusammengestellt,

TABELLE 44

Mittlere Koordinaten s; und elementare Klassenfrequenzen U
der Klassen der Spektralsysteme §%, $® und §©

5@ S RG]
i - -
Py U; 85 U; 5 U;

B .5 1.00 . 425 8z .525 1.05
A I.5 X.00 1.52% 1.35 1.50 .05
F 2.5 1.00 2.50 6o 2.0675 1.35
G 3.5 I.00 3.225 .85 3.7 .70
K 4.5 1.00 4.375 1.45 4.425 .75
M 5.5 1.00 5.55 .00 5.40 1.20
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Die Werte fiir dic f{s**) finden sich schon vorbereitet in den Tabellen
{iber dic Reduktionsfaktoren (T'ab. ¢ und 10) als -die Quotienten

A9

e = 16

In den Tabellen 45 und 46 werden dann die berechneten AP (C) mit den
wirklichen 4% (0) zusammengestellt und dic Abweichungen absolut und
prozentuell angegeben. Die Niherung ist eigentlich {iberraschend gut,
besonders bei der Streutafelgruppe B, wo wegen der Symmetrie der
Schitzungsfunktionen #«{®(s) die zugehérigen mittleren Koordinaten
5{@ praktisch erlauben, die wirklichen Besetzungsfunktionen f,(s) und £(s)
wieder herauszufinden. Die Rekonstruktion der unregelmissigen F(s) ist
natiirlich weitgehenden Schwankungen ausgesetzt, aber auch hier sind
die Naherungen immerhin noch zufriedenstellend, wenn auch nicht gross-
artig. '

Bei der Streutafelgruppe G verursachen neben der Asymmetrie der
Schitzungsfunktionen der beiden Spektralsysteme S® und $© auch die
zuweilen grossen Differenzen der mittleren Koordinaten entsprechender
Spelitralldassen, wie z. B. G® und G© gréssere Abweichungen. Doch
diirfte auch hier die Niherung noch zu brauchen sein.

Um auch einen anschaulichen Begriff vom Verlauf dieser rekonstruierten
Besetzungsfunktionen zu geben, wurden in Fig. 4 die auf diese Weise
gezeichneten Besetzungsfunktionen f,,f, und f, fir dic Gruppe G im
Bild geboten. Wie ersichtlich, ist f, wirklich sehr unregelmissig und Ildsst
Interpolationsméglichkeiten einen allzugrossen Spielraum.

Bei praktischen Aufgaben werden allerdings die elementaren Klassen-
frequenzen nicht bekannt sein. Es liegen dann nur vor die aktuellen
Klassenhiiufigkeiten 4%® und 49, dic aus den unbekannten Uf? und
U® hervorgehen durch die Verkniipfung mit der Besetzungsfunktion
£.(s). Dieselben unbekannten U und U’ stecken nun auch in den vor-
gegebenen neuen aktuellen Klassenhiufigkeiten B und in den gesuchten
BY', diesmal aber verbunden mit der neuen Besetzungsfunktion fy(s).
Setzen wir
X0

50 (x4)

P (s) ==
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TABELLE 45

Berechnete Klassenhiufigkeiten A©(C) der Streutafelgruppe B mit
konstruierten Besetzungsfunktionen

2 fGp 49 420 | o—C 0—0C)%
B .56 .50 .59 .00 .0
A 1.50 1.43 1.43 .00 .0
o1
A F 2.68 3.62 3.63 + o1 + .3
I G 3.0 2.59 2.57 — .02 — .8
A K 4.425 3.3z 3-35 + .03 + .9
M 5.36 6.43 6.44 + .o 4 .z
B 44 .46 .46 .00 .0
“ A 2.42 2.30 2.27 — .03 — 1.2
T ¥ 7.12 g.01 10,03 + .32 + 1.2
‘L G 13.75 9.03 9.47 — .16 — 1.7
& K 19.6 14.70 15.03 + .33 + z.2
M 29.4 35.28 34.74 — .54 ~— 1.6
B 6.0 6.2 6.5 — 1 — 1.6
- A 20.5 10.5 20.2 4 .y + 3.5
T I 6.3 22.0 21.0 — .4 — 1.0
L G 8.3 5.8 5.7 — L1 — 1.8
A K 10.5 7.8 8.1 + .3 + 3.7
M 0.1 10.9 10.7 — .2 — 1.9
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TABELLE 46

Berechnete Klassenhiufigkeiten A{(C) der Streutafelgruppe C mit
konstruierten Besetzungsfunktionen

k 7G5y A2 aPoy 1 o--c (0—0C)%
B 57 6o .50 w— OY w1,
A 1.50 1.43 1.43 00 o
o
(f I 2.0 3.60 3.63 + .o3 4+ .8
i G 3.7% z.63 2.57 — .aob — 2.3
© X 444" 3.33 3.33 + .oz + .6
M 5.3 0.40 6.44 + .04 + &
B .45 47 .46 — .01 — z.2
- A 2.43 2.33 2.37 -~ 0B — 2.6
© iy 7.20 9.7z 10.03 + .3 + 3.1
I G 14.40 10.08 0.47 — .61 — 6.4
© I 19.85 14.89 15.04 -+ .1s + 1.0
M 28.70 3444 34.74 + .30 + .9
B 5.05 5.9 6.2 + .3 + 4.8
- A 15.9 18.9 20.2 41.3 + 6.4
C ¥ 15.0 20.3 21.6 +1.3 + 6.0
z G 3.8 6.2 5.7 — .5 — 8.8
© K 10.53 7.9 8.1 + .z 4+ 2.3
M 8.8 10.6 10.7 o1 + .9
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5 a5

4 20
3 5

g
<
2 10
1 5
5 /
q?
5, 'Lf:,-o- B(c!/’ Ale Fre ¢ i’ M

s gt ] ;'qrb; ] £33 g 4 j{'rbx 5 Y
Fic. 4. Besetzungsfunktionen zur Berechnung der Klassenhiufigkeiten Ag’)
der Streutafelgruppe C.
dann ldsst sich schreiben
B = [ fi(s) wf(s) ds = [ ofs) ffs) w?(s) ds (x15a)
und
BY = [ fi(s) wis) ds = [ ols) fs) ws) s . (xxsb)

Wir zieben auch hier, analog zu (r11) und (112), die Funktion o(s)
aus den Integralen heraus und erhalten

B® = (s [ £(s) wi(s) ds = o(sf?) AP und (116a)
BY = o(sp) [ £(5) w(s) ds = (") A, (116b)
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wobei in erster Nzherung als mittlere Intervallstellen s und ¢ die
mittleren Koordinaten der Intervalle A® und 4% beniitzt werden kénn-
ten nach den Gleichungen

5

] Jols)y () ds = f T "‘)(S)ds“" AP (1172)

und
ES"')
[ 1(s) (s ds = j f (s) W (s) ds = -~ . A (117b)

()
sk

Die Funktion ¢(s) spielt also ganz die Rolle der Besetzungsfunktion in
den Gleichungen (111) und (112).

Wird nun, wie friiher, auch der Einfluss zweiter Ordnung auf die mitt-
leren Koordinaten s und s’ vernachlissigt, der von der Eigenart der
Hilfsfunktion ¢(s) stammt, dann ldsst sich setzen

o) = = (118)

womit nun die Hilfsfunktion @(s) genihert festgelegt werden kann, Mit
den Koordinaten 5§ lassen sich dann aus der Kurve ¢fs) die zugehori-
gen Funktronswelte o(s¢?) entnehmen und die gesuchten Klassenhiufig-
keiten BY’ berechnen nach der Gielchung

BY = o(sy") 4P . (119)

Auch hier mag es woh! kaum nétig sein, zu bemerken, dass | diese Glei-
chungen eigentlich nur Nahemngen vorstellen, und die Brauchbarkeit des
Verfahrens muss auch hier wie frither, durch praktische Beispiele erwiesen
werden. Zu diesem Zwecke nehmen wir als Ausgangsstreutafel die Tafel
G2 und versuchen die Klassenhiufigkeiten 4 zu bestimmen nach den
vorgegeben AY fiir die Streutafeln C3, C4 und CI,

Die mittleren Intervallkoordinaten fiir die entsprechenden Spektral-
klassen s und 5 finden sich mit den zugehorigen Klassenhiufigkeiten
der Streutafel G2 in Tabelle 47, wobei die Tafel auf die Gesamtmenge
der Objekte N = 6 reduziert wurde, um die Bestimmungen mit den
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TABELLE 47

Mittlere Koordinaten & und 5§ und Klassenhsufigkeiten A® und 4%
der Spektralklassen in Streutafel Cl, reduziert auf N =6

ik o 49 &0 40
B .06y 13 10 .20
A . .47 .68 .44 .48
F 1.055 .49 1.285 1.21
G 177 .94 z.32 86
K 3.205 2.11 3.31 1.12
M 5.175 1.065 4.935 2,13

fritheren vergleichbar zu machen. Natiitlich werden nun die Intervalle
fiir die einzelnen Spektralklassen zufolge der zugrundeliegenden Beset-
zungsfunktion f,{s) = s nicht mehr gleich gross ausfallen. Das bedeutet
im Grunde eine Skaleninderung und hat auf die Lésung der Aufgabe
nur einen mittelbaren Einfluss, da damit unter Umstinden die mogli-
chen Abweichungen der beniitzten mittleren Koordinaten sf und s
von den wahren grosser werden kénnen und auch ganz allgemein die
Interpolation der Hilfsfunktion o(s) unsicherer wird. Zur Veranschauli-
chung dieser Verhiltnisse sind diese Hilfsbesetzungen in Fig. 5 wieder-
gegeben mit den entsprechenden Bestimmungspunkten O. Die zur Er-
stellung der Kurven benstigten Funktionswerte ¢(s%) sind in Tabelle 48
zu finden, Dort werden auch die abgelesenen o(s{?) geboten zusammen
mit den berechneten (C) und wahren (O) Klassenhiufigkeiten AY und
den entsprechenden absoluten und prozentuellen Abweichungen (O — C).

Die Differenzen sind verhiltnismissig gering ~ abgesehen von einigen
besonders kritischen Stellen — und eine solche Niherung diirfte noch
immer als zufriedenstellend bezeichnet werden, besonders, wenn man
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TABELLE 48

Berechnete Klassenhiufigkeiten A{(C) der Streutafelgruppe C mit

konstruierten Hilfs-Besetzungsfunktionen

kel oG | 4P © 4P 0o—Cc ©0—0%
2,02 2.40 .48 46 — .02 - 4.3
- A 5.01I 4.80 2.30 2.27 — 03 — I.3
v ¥ 7.53 8.35% 10.10 10.03 — 07— .9
l G 0.97 1r.30 9.7z 0.47 — .25 ~— 2.6
° K 13.32 13.35 14.95 15.04 + o9 4+ .6
M 10.47 16.10 34-29 i4.74 .45 1.3
B 30.0 32.0 6.4 6.2 — .z — 3.2
- A 19.495 39.3 20.0 20.2 — .2 4 1.0
f i 22.8 15.3 8.5 21.6 + 3.1 4 14.4(0
i‘ G 9.0 7.3 6.3 5.7 — .6 -~ 10.0"
© K 7.1 7.2 8.1 8.1 .0 .0
M 4.25 5.15 .o 1e.7 — .3 — 2.8
B 6.46 4.95: .99 1.0% + .06+ 5.7
- A 1.97 2.04 .98 .95 — .03 — 3.2
© I 1.22 1.08 1.31 1.35 4+ .04 4+ 3.0
; "G .01 .81 Ao .70 .00 .0
K .69 .Gg 77 .75 02 e 2.7
M .55 .56 I.19 1.20 4- or <+ .8
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Fig. 5. Hilfsbesctzungsfunktionen bezogen auf G2 zur Berechnung der
Klassenhdufigkeiten Agf) der {ibrigen Streutafeln der Gruppe C .,

bedenkt, dass das Niaherungsverfahren mit den umstindlich zu berech-
nenden Reduktionsfaktoren oft auch nicht zu viel besseren Ergebnissen
fithrt. Ja es hat den Anschein, dass eine solche direkte Bestimmung der
dquivalenten Klassenhiufigkeiten bei entsprechenden Voraussetzungen
bedeutend sicherer und einfacher arbeitet als die Bestimmung iber Rumpf-
frequenzen, ja oft auch einer Bestimmung durch Reduktionsfaktoren
vorzuzichen sein wird.

Mit ganz besonderem Vorteil wird man dieses direkte Verfahren ver-
wenden, wenn es sich um zahlreiche und enge Klassenintervalle handelt
und die Streuungen iiber mehrere Klassen sich erstrecken, wo dann das
Verfahren mit Reduktionsfaktoren ausserordentlich- verwickelt und miih-
sam werden kann. Zudem ist es fiir dieses direkte Verfahren ganz belang-
los, ob die beiden zum Vergleich stehenden Spektralsysteme die gleiche
Anzahl von Klassen haben oder nicht, was sich fiir die Verwendung von
Reduktionsfaktoren nicht sagen lisst, wo wir ausdriicklich gleiche Illassen~
zahl fiir die beiden Systeme voraussetzen mussten.



IV. Die Errhittlung dquivalenter Spektralklassen

Die bisher besprochene Reduktion von Spektralstreutafeln hat in erster
Linie die beschrinkte Aufgabe, fiir die in Frage stehenden Spektralsysteme
die Bestimmung verlisslicher #quivalenter Hdufigheitsverteilungen der
Spektralklassen in beliebigen Fillen zu erméglichen. Die Ermittlung
dquivalenter Spektralklassen erfolgt hingegen nach wie vor mit den ge-
wohnlichen Verfahren der Korrelationstheorie, wic sie 5. 14ff. fiir diesen
speziellen Zweck angefithrt wurden.

Wenn auch Spektralstreutafeln, wie jede andere Beobachtungstreutafel,
unter den gewshnlichen Korrelationstafeln eine Sonderstellung einnehmen
(wic oben S. 16ff. eingehender dargelegt wurde) und die Ubertragung
der allpemeinen statistischen Begriffe manches Mal etwas gezwungen
erscheinen mogen, so lisst sich doch nicht leugnen, dass diese Methoden
bei Beachtung der nétigen Vorsichtsmassregeln und unter gewissen Vor-
behalten in der Fland gewandter Autoren zu brauchbaren Ergebnissen
fithren, wie die Arbeiten von HoimBerg (%), VyssoTsky () und Srearms
und Jovwer (%) zeigen.

Gewdhnlich wird von diesen Autoren der ausdriickliche Vorbehalt ge-
macht, dass die Ergebnisse strenge nur fiir das verwendete Beobachtungs-
material gelten und nicht ohne weiteres verallgemeinert werden dirften,
Es ist nun richtig, dass die Hiaufigkeitsverteilung in die Aufstellung der
Regressionen einfliesst. Dabei wird gewdhnlich kein Unterschied gemacht,
ob die zufillige Verteilung nur eine Folge der verschiedenen Besetzungs-
funktionen ist, oder ob es sich um wirklich selektives Material handelt.
Ferner ist zu bemerken, dass bei wirklich reprisentativem Material die
zufillige Verteilung nur in die individuellen Regressionen eingeht, die
funktionale Bezichung aber unberiihrt lassen muss.

Es liegt deshalb nahe, an Iland der vorliegenden reichen Sammlung
von isogenen Strcutafeln verschiedenster Art, diesen Einfluss der Héu-
figkeitsverteilungen auf die Bestimmung der Regressionen und damit
auch auf die Bestimmung dquivalenter Klassen etwas niher zu betrachten,
wenn auch eine solche Untersuchung, streng genommen, nicht mehr in
den Bereich der vorliegenden Abhandlung gehért, aber doch vielleicht
eine erwiinschte Abrundung bietet.
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1. Der Einfluss der zufalhgen Klassenhidufigkeiten auf die
Bestimmung Hquivalenter Klassen bei repriisentativem Material

Fir den hier vorliegenden Zweck des Vergleiches zweier Spektralsy-
steme nennen wir ein gegebenes Material dann reprdsentativ, wenn dafiir
eine natiirliche Besetzungsfunktion existiert. Dabei wird als selbstver~
stindlich vorausgesetzt, dass diese Gesamtheit auch ausreichend viele Ob-
jekte umfasst, wie es fiir statistische Untersuchungen verlangt wird. Diese
Eigenschaften kommen nun dem Material zu vor jeder spektralen Bear-
beitung. Dieser Fall ist sicher verwirklicht fiir die Gesamtheit der Ob-
jekte in einem grésseren zusammenhingenden Gebiete im Raum, Die
Beschrinkung auf Objekte in grisseren Gebieten des Himmels bis zu
einer gewissen scheinbaren Helligkeit oder auch in bestimmten Hellig-
keitsintervallen, bedeutet zwar eine ,, Auslese *“; aber solange die Kri-
terien fiir die Auswahl nicht mit einer Spektralschiitzung innerlich zusam-
menhéngen, kann das Material immer noch als reprisentativ angesehen
werden, da sich ja nur die Besetzungsfunktion dabei indert. Auch die
Beschrinkung auf gewisse Intervalle von absoluten Helligkeiten, Farben-
indizes oder Eigenbewegungen beldsst das Material noch |, reprisenta-

v flir Untersuchungen, die sich nur auf den Vergleich von Spektral-
systemen beziehen. Erfolgt aber die Auswahl nach gewissen Gesichts-
punkten, die mit einem Spektralsystem nach erfolgter Klassifikation
zusammenhingen, dann kann das Material unter Umstinden seine Re-
prisentativitit in dieser Hinsicht einbiissen und selekiiv werden, z. B,
wenn nach erfolgter Bestimmung der Spektralkldssen fiir jede Klasse
gleichviel Objekte ~ wenn auch wahllos — entnommen werden. Eine solche
Menge kann in Hinsicht auf den Vergleich zweier Spektralsysteme nicht
mehr reprisentativ genannt werden.

Diese enge Auffassung der Reprisentativitit mag vielleicht etwas be-
fremden. Doch ist festzuhalten, dass ein Material immer in Ricksicht
auf eine besondere Eigenheit reprisentativ genannt wird, und dass es wohl]
in efmer Hinsicht reprisentativ bleiben und gleichzeitig in eciner anderen
selektiv werden kann. Ein Gebiet in der Milchstrasse hat sicher eine an-
dere Spektralverteilung als ein ausserpalaktisches Feld, das bis zur selben
scheinbaren Grosse geht, auch wor jeder spektralen Untersuchung, Doch
ist die Auswahl nur eine Folge der TFigenart der Besetzungsfunktion, die
in beiden Gebieten verschieden sein mag, wihrend die Beziehungen
zwischen zwel bestimmten Spektralsystemen, nach denen in den betref-
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fenden Gegenden Schitzungen vorgenommen werden, dieselben bleiben
missen, und auch als dieselben erkannt werden kénnen, mag nun das
eine Gebiet z. B. einen Uberschuss an weissen Sternen haben, das andere
an roten.

Im vorliegenden Abschnitt beschiftigen wir uns nur mit Streutafeln,
die nicht durch einen Ausleseeflekt entstellt sind, und méchten zeigen,
wie weit die zufillige Hiufigkeitsverteilung der Spektralklassen in die
Bestimmung der dquivalenten I{lassen oder, was dasselbe ist, in die Be-
stimmung der neutralen Regression einfliesst, und wie gegebenenfalls
dafiir gesorgt werden kann, fiir diese Kurven die zuverldssigsten Werte
zu erhalten. Im nichsten Abschnitt mag dann auch noch der Einfluss
der Auslese oder Selektivitit auf die Bestimmung der dquivalenten Klassen
zur Sprache kommen,

Das Hauptziel, das mit Hilfe der korrelationstheoretischen Verfahren
erstrebt wird, ist, wie gesagt, die Ermittlung dquivalenter Spektralklassen,
sodass man von einem Spektralsystem auf ein anderes damit verkniipftes
iibergehen kann, Dieser Ubergang erfolgt iiber die Regressionskurven,
insbesondere die neutrale Kurve, die zwischen den beiden individuellen
Regressionen liegt, wie oben S. 17f. niher ausgefithrt wurde.

Die zur Aufstellung der Regressionslinien fiir die in den Tabellen 4-7
gebotenen Streutafeln erforderlichen Daten sind in den folgenden Ta-
bellen 49-57 zusammengestellt. Als Eingang besitzen diese Tabellen die
Normalklassen B, A, F, G, K, M, die nach dem Vorgang bei statisti-
schen Aufgaben fortlaufend den entsprechenden ganzen Zahlen 1, 2, 3,
4, 5§, 6 zugeordnet werden. Diese Zahlen gelten einmal fiir die Normal-
klassen S& des ersten Systems S*, dann aber auch fiir die SY des zwei-
ten Spektralsystems S, je nachdem dazu die entsprechenden mittleren
Klassen §* oder S§¥ gehoren. Unter den die mittleren Klassen bezeich-
nenden Werten finden sich gleich die zugehorigen mittleren quadrati-
schen Streuungen ®o;, bezw, ®ox, deren Definitionen oben S. 14ff, ge-
geben wurden.

Bei den symmetrischen Streutafeln der Gruppen A und D (Tab. 49
und 57) geniigen die Angaben in einer Richtung, da flir den umgekehrten
Weg wegen der Symmetrie die sich entsprechenden Klassen gleiche
Zahlenwerte aufweisen miissen.

Am Ende der Tabellen werden dann noch die fiir jedes System gel-
tenden mittleren Gesamtklassen §® und S® angefiihrt mit den zuge-
hérigen mittleren quadratischen Dispersionen ®)s und ™o, die bei linea-



J. JUNKES - EMPIRISCHE REDUKTION VON SPEKTRALVERTEILUNGEN 133

TABELLE 49

Mittlere Klassen und Streuungen fir die Regressionen der Streutafeln
der Gruppe A

Tafel | S8 y=0 2=A 3=F 4=G g=K 6=M
Al E‘f."), 55‘:1) 1.10667 2.0000 3.0000 4.0000 g.0000 5.8333
(#da; , (Dai 3723 5773 -5773 5773 5773 -3725
ap | SPLSP raewm aamn 3.0667 40496 5.0370  5.8473
(2)o;, (Dg; -4615 5066 L5735 .57s3  .5703  .3597
A3 59, g 1.4199  2.2069  3.1299 4.0940 5.0735  5.8604
2oy, (o .4936 .5558 5687 .5728  .574s -3466
ad s, gn 1.3658 2,033 2.8003 3.9204 5.0847  5.7218
{2dgy, (g 4817 5352 5635 .5903  .5056  .4527
A2 s, gin 1.19499  1.9730 3.0004 3.9993 4.9901  5.8333
iR
(2}ay;, (Day . 3961 Lbory .5798 . 5790 .5782 L3727
E,(-"), é,f:) 1.2018 1.9096 j3.0001 1.9080 4.9981 5.8336
Adyii
@), (1oy L4011 .6o79 L5816 .5808 .5784¢ . 3924
Adnsy 57, 81 | reom 10873 z.9707  3.0752  s.a030  5.7624
L
(2)gy, (N 4010 L6244 .5802 . 5417 6013 4256
Al A2 A3 Ad
s, g 3.5000 4.4607 4.9410 3.3253
(s, (=)o 1.7078 1.4120 E.15587 1.4043
r .0524 .9303 -5043 -9281
Aluyy, A2ngp A3 Adng
5§90, = 3.5000 3.5000 1.5000 4. 5000
(1g, (o 1.7078 1.70%78 1.7078 x.7078
¥ -9524 .9506 . 9500 . 0472
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TABELLE 50
Mittlere I{lassen und Streuungen fiir die Regressionen der
nichireduzierten Streutafeln der Gruppe B
Tafel | S, s =B 2=A 3=F 4=G s5=K 6=M
3‘50) 1.1356  1.9550 =2.9000 3.7280  §.1173  5.0147
- (oo, .3418 .5683 .4038 653z 6675 .2705
E}f) 1.1762 z.0053 3.1880 4.1667 4.9667  g.y611
(adoy, .3809 .5380 6066 5032 . 5007 . 4200
s 1.2617 2.0722  2.0445 3.7873  5.1047  5.9234
B2 (edoy 4305 .gbo1 .3914 60623 0505 2661
§§f) 1.3164 =2.087a 3.2634 4.1895 4.9884 5.78z0
(g, 4651 .5272 .bo47 .5033 L5110 4151
.§£°) 1.3704 2.1757  2.9841 3.8405 5.2105 5.9314
B3 (edo; . 4829 .552G .3788 .6bg0 6468 .2528
Eﬁ“) 1.4256  2.1575  3.3355 4.2117  5.0105 5.801%
(@, .4945  .5185  .5007  .5035  .5122 - 4007
§,(‘:) 1.9210 2.0454 2.831x  3.6520 5.2209 5.8518
- (e}, . 4669 L5102 . 4290 6590 6441 .3552
s 1.9744 2.0792  3.0441  4.1406  5.0350  5.6450
(alay, 4839 . 5044 .5801 .5081 .5102 .480q9
Bl B2 B3 B4

5@ 3.5060 4.4606 4.9410 3253

(a)g 1.7078 1.4120 1.1557 4943

5@ 3.4583 44434 4.9523 2958

(g 1.7507 T, 4047 1.2467 .5450

T -9536 .9331 -8943 -9331
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TABEILE 51

Mittlere Klassen und Streuungen fiir die Regressionen der
Grundfrequenztafeln o;x der Streutafelgruppe B

Tafet | 8, s8¢ =B 2=A 3=F 4=G s5=K 6=M
3',(‘0) .1626 1.9334 2.9002  3.72I1I  5.X197  §5.915%
52 oy L3691 . 5046 .4071 .6502 6643 .2786
Eff) 2023 1.9678 3.1803 4.1600 4.9630  5.7623
@oy, 4016 .gboz briq . 5065 .50g2 . 4281
:S‘}C) 1721 1.9344  2.9178  3.7146  5.1220  5.9150
B3 (©s; 3775 .6o31 .4016 66477 . 6602 2775
s 2075 1.9495 3.1803  4.1549  4.9594  5.7637
{a)g, .4056 .5634 6158 . 5000 5084 4273
59 730 1.9389  2.8673  3.7420  5.2537  5.8774
- (o 3775 L6100 4277 0261 L6639 .3280
55 2003 1.0934 3.1551 4.x285 5.0390  5.6035
()ay, . 4068 5038 .6100 . 4563 .8536 4640

Bluy, B2o;p B3uw;), B4«

g 3.5000 ' 3.5000 3.5000 1.5000

{2)s 1.7078 1.70%8 1.70%8 1.7078

59 3.4583 3.4602 3.4628 3.4754

(e 1.7507 1.7499 1.7482 1.7648

r -9536 9518 9512 0494
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TABELLE 52

Mittlere Klassen und Streuungen fiir die Regressionen der
Grundfrequenztafeln 8:x der Streutafelgruppe B

Tafel | 5, 50 =B 2z2m=A 3m=mF 4=G g5=K (=M
,§§.‘) 1.1440 1.9313 2.8820 3.8346  s5.0475 5.8897
B (eda; .3520 .5359 . 46%74 6258 6444 .3102
5};') 1.1884  1.9787  3.2614 4.1836  4.0314  §.7056
{aay, 3873 L5032 6503 4758 4800 L4560
";(5} 1.2670 1.0079 2.8027 3.83190 5.0492 5.8014
B2 (Do; 3914 .5566 4677 6292 L6426 J3rrn
,§§f) X.2179  1.9423 3.2665 4.1706 4.9257  5.7000
(@)gy, 4128 5222 L6672 4742 4918 4574
Efc) 1.2700 1.9058 2.9028 3.8342 s5.0511  5.8031
B3 (ela; .3906 .5628 . 40347 6328 6400 .3000
,§§:’) 1.224%  1.0243 3.27160  4.1608  4.9191  5.7123
@ay, 4170 5581 L6745 .4p2r 4952 4557
e 1.1842  1.98x6 2.8443 3.8415 5.1548  5.8202
- (o) 3877 5825 .4ys4 6otz 6494  .3763
§§;” r.2223 1.9650 3.2165 4.1501  4.9854 5.06054
@ay, -4138 6300 0044  .4304  .5153  .4922

By, B28,, B3g;, B4y,

E(a)

3.5415 3.5297 3.5368 3.5241

(ads 1.6634 1.6645 1.6654 1.6488

g(c) 3.5000 3.5000 3. 5000 3.3000

{elo 1.7078 1.7078 1.7078 1.7078

r -0494 -9470 94770 19443
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TABELLE 53

Mittlere Klassen und Streuungen fiir die Regressionen der
nichtreduzierten Streutafeln der Gruppe C

Tafel| SP 8 1y=B 2=A 3=F 4=G s=% 6=M
s r.o830  1.9799 2.9284 3.4759 4.9077  5.9210
(@) .2'759 6167 2608 .5609 L8344 .2098
1 -
S},b) 1.2577  1.9714 3.2815  4.5124 §.0521  5.690%
(Bloy, 4374 L3453 .8rgr 5012 L3642 40622
E‘,(-c) r.1697 2.1285  2.9399 3.5216  4.999Y  5.9204
()a; 39754 .6oz1 . 2400 .5840 .8r49 2561
C2 _ ]
59 1.4394 2.0153 3.3986 4.5300 §.0653  5.7124
By, 4963 .3300 8144 . 5002, 3722 4527
' 59 1.2495  2.2535 2.9515 3.5002  5.0853  5.9371
)a; 4328 .5848 .2200 50979 792 Y 2429
C3 _
s 1.5694 2.0518 3.5114 4.5471  5.0787  5.7330
By, 4957 .3266 .8or4 . 4086 3775 4424
,§§") 1.2034 2.0887 2.g9o73 3.4015 §.0400 §.8564
c (e)ay L4028 .5580 L2917 L5472 8201 .3506
s 1.5082 2.0127 3.0406  4.4921  5.0031  5.5504
oy, . 5000 . 3002 7870 L5019 3822 . 4905
Cl1 G2 C3 C4
59 3.5667 4.5242 4.0884 3409
g 2.9289 1.0004 1.1961 2819
5 3.4583 4.4434 4.9523 12053
() 1.7507 1.4041 1.2407 .5450
r .9402 -9092 -8753 19204
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TABELLE 54

Mittlere Klassen und Streuungen fiir die Regressionen der
Grundfrequenztafeln «ir der Streutafelgruppe G

Tafel | S, 59 r=B 2=A 3=F 4=G s=K 6=M
S’}‘) 1.o6og 2.0172 2.9550 3.3938 4.8826 5.9433
- (S .2392  .6gs4  .z2081 5357  .0159  .2313
S 1.1000  1.9740 3.2741  4.4378  5.0736  5.761x
Bay, C 3902 411z L7326 4981 4211 .4264
58 1.068¢ 1.9990 2.9557 3.3824 4.8968  5.0434
(eday .2532 47258 .2088 .5339 .9283 L231X
2 B
sP 1.2209  1.9503  3.2723  4.4336  5.0715  5.7582
{Bloy, 4144 4384 7392 4976 4186 4270
54 1.0675 2.0005 2.9553 3.3715 4.91IX  5.0437
(OL7 2508 7389 . 2005 L5310 9184 .230%7
3 N

Sf’) 1.2234 1.9008  3.2086 4.4291 5.0003 5.7551
Bloy, 4165 4443 7463 4970 4157  .4290
5’}5) 1.0683 1.9950 2.9502 3.4262 5.0010 §.9142
c (©)o; 2522 L7353 2202 .5333 L8913 2802
,§f’) 1.2205 1,960 3.2227 4.307r  s5.15190 5.6036
(o, 4186 . 4520 7134 4841 . 4’700 4009

Gloo,-k qu,'k GSoc,-k C4El’.,'k

S 3.5000 3.5000 3.5000 3.5000

e 1.70%78 1.70%8 1.%078 1,%7078

s 3.3756 3.3744 3.3764 3.4075

(] 1.7324 1.73%6 1.739% 1.7609

7 L9421 9406 .9398 . 0420
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TaBELLE 53

Mittlere Klassen und Streuungen fiir die Regressionen der
Grundfrequenztafeln Bix der Streutafelgruppe G

Tafel, SO, 80 |1=8 24 3=F 4=G =K 6=M
—5‘) 1.0883 1.9309 =2.9031 3.6o14 4.8502  5.8004
ot {ehay 2837 .3795 2983 5767 L7761 .3046
: E,(f’) 1.2909 1.9631 3.9712  4.5051 5.0270  5.0230
gy, . 4444 .3200 .8605 .5008 3413 4845
E,@ 1.1052 1.9208 2.8976 3.6043 4.8680° 5.8974
- (o; .3068  .5997 .30z 571 7753 3033
§f’) 1.3106  ¥.9532  3.3670  4.4903  5.0243 5.0220
Bay, 4627  .3362 8714  .5007 3425 4840
§§“) 1.1058 1.9219 2.892r 3.0070 4.8%71  5.8985
(ela; 3076 .Gobe .3143 5791 7741 ,3020
a3 -
Sg’) 1.3200  1.0537 3.3054  4.4756 s5.0217  5.6201
ay, . 4605 3354 .8809 . 5002 .3432 4854
§§c) 1.1001 1.9256 2.8897 3.6272  4.9818 5.8313
o QLA .3081 L6119 3170 . 5570 <7730 <3744
é}?) 1.3219 1.0602z 3.2839 4.4387 5.0650 5.5119
oy .5b72 .3460 .8476 497X .3722 . 4909
Clpy, G283 C38in Cafn
S‘(b) 3.62068 3.0281 3.6201 3.5000
{b)g 1.6%047 1.6635 1.6603 1.6410
3@ 3.5000 3.5000 4.5000 3.5000
(g 1.7078 1.7078 1.47078 1.7078
r <9373 9355 +9351 -9337
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TABELLE 56
Mittlere Klassen und Streuungen fiir die Regressionen der Tafeln der
mittleren Grundfrequenzen 7z der Streutafelgruppe C

Tafel | 59, 59 1=D8 2=A 3=F 4=0C s=K 6=M
5@ 1.0731  1.9727 2.9426  3.4961  4.8675  5.0240
a1 oy .2602 L0325 .2358 5059 . 8283 ,2050
§§¢b) r.2321  1.9673 3.3075  4.4794 5.0413  5.6008
By, 4221 .3583 7803 . 5008 . 3082 . 4584
éﬁ‘) 1,0847 1.0534 2.9413  3.4932 4.8782  5.9246
- (e)a; 2784 L6508 .2390 50668 .B=87 2042
s 1.2617  1.9554 3.3049 4.4603  5.0300  5.6975
®oy, 4395 377z 7881 5003 .3684 4393
S,@ 1.0840 1.9582 2.9403 3.4905 4.8893  5.025%
o3 {edoy 2775 .6660 .2402 5695 .8287 2631
s 1.2673  1.9562 3.3013 4.4588  5.03660  5.6052
®ay, , 4426 L3784 7956 . 4996 3682 .4603
Clw Cmy, C3w;. Cluy,

s® 3.5034 3.5650 3.5630 3.5667

) 1.6903 1.6870 1.6854 1.9114

s 3.4378 3.4372 3-4382 3.4583

(el 1.7213 1.7230 1.7249 1.7507

T -9398 -9382 -9375 -9402




J. JUNKES - EMPIRESCHE REDUKTION VON SPEKTRALVERTEILUNGEN I4I

TaBELLE 5%

Mittlere Ilassen und Streuungen fiir die Regressionen der Streutafeln
der Gruppe D

Tofd | 8% 8% [y=8B 2=4 3=F 4=G s=K 6=M
DI 58, g r.1765 1.0876 2.8890 4.1765 4.0805  5.7798
(2)g;, (1oy, 3812 4579  .5666  .5498  .5359  .4%57
D2 5,(2) .§§f) 1.3228 .c808 z.9279 4.2154 5.0362 5.7913
(2la;, (oy, 4675 4456 5049  .54006  .5335 - 4050
D3 5,(-2), 5},‘) 1.4368 1572 2.9657 4.2542 5.0822  5.8c80
(2, (M)oy, 4960 4469  .5628  .s459  .5312 .3938
D4 .§f—2) .§§:) 1.3035% 0873 =2.8198 4.0008 5.0493 5.0390
()ay, (Noy, .4810 3967  .s22z  .5588  .z330  .4803
D1 §§2), ,§(:) 1.1364 0129 2.9526 4.0884 4.9%07 5.828y
ik oy, (ay, .3432  .5343  .4090  .5334  .boog  .3706
D2 §§2), .§}:) 1.14%9 0157 2.9366 4.0856 4.0901  5.8242
ik (g, (Do, 3550 5579 . 5096 5277 .bor2 .3807
D3 51("), :9",(,’) 1.1404 0368 2.9206 4.083r 4.9903 5.8198
ik @)y, (gy, 3474 5624 .5185 .5214 .6oro .3843
S gt 88 8 8 5.

D4 S, 8 1.1445 2.01 2.9438  4.0449 5.0938 5.7543
Nik (2da;, (Way, L3516 . 5543 5169 5070 6236 . 4306

DI D2 D3 D4

s, @ 3.5667 4.5242 4.0884 3-3400

g, (2o 1.9114 1.308¢ 1.0037 1.5100

¥ .9504 L9473 . 8go8 .9420

D1z, © D27, D3y, Ddy,

5, 5@ 3.5000 3.5000 3.5000 35000

{t)a, (2a 1.7978 x.70%78 1.7078 1.7078

r 9572 -9558 .9556 -9527
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rem Ansatz der Regressionen zur Aufstellung der Regressionsgeraden (16)
und (17) dienen. Schiiesslich findet sich dort auch noch der Korrelations-
koeffizient 7, dessen Definition wir in Gleichung (18} gebracht haben und
dessen Quadrat bei Korrelationsbezichungen als Mass fiir die Straffheit
der stochastischen Verbundenheit angesehen werden kann,

Die Angaben in diesen Tabellen dienen ver allem zur Aufstellung der
entsprechenden Regressionen, sind aber wenig anschaulich. Deshalb
mogen sie noch, wenigstens teilweise, fiir einige charakteristiche Fille
durch eine entsprechende graphische Darstellung unterstiitzt werden,

In den Fig. 6 und 7 werden die Regressionen S - 5§ fiir die sym-~
metrischen Tafeln der Gruppen A und D gepeben, wobei die Stichpunkte
nur mit einfachen Geraden verbunden werden, mehr um den allgemeinen
Verlauf zu zeigen, als die eigentlich zukdmmliche Kurve anzugeben.
Bei diesen symmetrischen Tafeln geniigt eine einzige Regression, da die
andere symmetrisch dazu liegen muss und leicht in Gedanken erginzt
werden kann, Um diese Erginzung leichter zu machen und auch um den
Gang der Kurve hesser beurteilen zu konnen, wurde noch die Gerade
S# = 8§ leicht eingezeichnet. Die Ordinate fiir alle Kurven ist dieselbe,
die Abszisse dagegen wurde fiir jede neue Tafel ohne Benachteiligung
der Deutlichkeit um zwei Spekiraleinheiten weitergeriickt, womit eines-
teils Platz gespart, andrerseits aber auch erreicht wird, dass die Unter-
schiede der Regressionen fiir die einzelnen Tafeln besser zum Ausdruck
kommen. Von den reduzierten Tafeln der Grundfrequenzen — die ja
theoretisch alle gleich sein miissten und nur infolge der Unvollkommen-
heit der Reduktionsmethode sich von einander unterscheiden ~ wurden
nur die Tafeln von A3 und D3o;y angefiihrt, als jene, die mit den
Sollwerten Al und DI am wenigsten gut zusammenstimmen.

Die neutrale Regressionskurve fiir beide Gruppen A und D sind offen-
bar die identischen Geraden S = S und S{? == S, was sich nicht
nur unmittelbar aus der Zeichnung wepen der Symmetrie der indivi-
duellen Regressionen ablesen 14sst, sondern auch ohne weiteres analy-
tisch folgt aus der Symmetrie der mittleren Gesamtklassen §® = §%
und ihrer mittleren Streuungen Wo = ®g, die in die Gleichung fiir die
neutrale Gerade eingehen (Vgl, obeft GL (16) w. (17) S. 16). Dies ist {ibri~
gens auch selbstverstindlich und zu erwarten, da es sich hier um Ver-
gleiche identischer Systeme handelt.

Beziiglich der Lage der individuellen Regressionskurven zu der neu-
tralen Geraden ergibt sich fiir die einzelnen Tafeln die bemerkenswerte



143

sv oddnIBpojeinasi§ 9P URFRNRIIG SIP Iy UOISSAISNY g DI

J. JUNKES - EMPIRISCHE REDUKTION VON SPEKTRALVERTEILUNGEN

W M D - -4 g
b 4 v g A 4 D 4
W i 5 o v g W 7] 7]
s
e}
g
7
\ \ 7
e v 4
y: \\ ;. 4
oy 4 vd'4 34 A4 A4
) / ; 7
” M
\\ E




PONTIFICIAE ACADEMIAE SCIENTIARUM SCRIPTA VARIA - II

144

* (4 sddniBpezeinang Jop usieINang SIp Iy uosssiSey L Dig

W M o o 4 g
e el 5 4 v g ol A 2 4 L4 g o5 -
W i P} 7 v g 7 ¥ D o g1
HU\W
g
..\ \\ \\ \\ v
A p y, o
0eq ¥q £q A lq
v 7 \ i V4 ¥4 )
| \ \ | \ x
W




J. JUNKES - EMPIRISCHE REDUKTION VON SPEKTRALVERTEILUNGEN I4§5

Erscheinung, dass mit dem Geringerwerden des Korrelationskoeflizienten
die individuellen Regressionen sich immer weiter von der neutralen Li-
nie entfernen: die Straffheit der Verkniipfung der beiden Systeme, als
deren Mass der Korrelationskoeffizient erscheint, findet also hier einen
“anschaulichen Ausdruck. Nun ist aber die ,, Verknilipfung * zweier Spek-
tralsysteme einzig und allein abhingig von der Grundhaltung der Beob-
achter, oder anders ausgedriickt, von dem Zusammenspiel der beiden
Sitze von Schitzungsfunktionen, die fiir alle isogenen Streutafeln einer
Gruppe konstant bleiben, Is geht also offenbar in den Korrelationskoef-
fizienten fiir Spektralstreutafeln noch ein Moment ein, das abhingig
sein muss von der Art der Besetzungsfunktion, und es ist zu vermuten,
dass nur fiir die Einheitshesetzung ~ wenn f(s) = 1 ist — der Korrela-
tionskoeflizient 7 erst jenen Wert erreicht, der die Straftheit der Verkniip-
fung der beiden Spektralsysteme richtig zum Ausdruck bringt.

Die neutrale Linie stellt, wie schon oben S. 17ff. gezeigt - wurde, die
funktionale Bezichung dar, die zwischen den beiden korrelierten Systemen
herrscht, wenn von den zufilligen Streuungen abgeschen wird. In dem
Fall eciner streuungslosen funktionalen Bezichung fallen die beiden
individuellen Regressionen zusammen mit der neutralen Linie zur funk-
tionalen KKurve, und der Korrelationskoeffizient fiir diesen Fall wird zu
Eins. Es lasst sich aiso sagen, dass die individuellen Regressionen sich
der neutralen Linie um so mehr nihern miissen, je niher der Korre-
lationskoeflizient der Streutafel gegen Eins geht, Das hat nun zur Folge,
dass fiir die graphische Aufstellung der neutralen Linie unter all den mog-
lichen isogenen Streutafeln jene am besten geeignet sind, die den héch-
sten Korrelationskoeffizienten besitzen. Das sind aber hier die Tafeln der
elementaren Teilfrequenzen und die Tafeln der Grundfrequenzen, seien
es nun die getrennten Grundfrequenzen oir und B oder deren Mittel,
die mittleren Grundfrequenzen vz, wie sich aus der Zusammenstellung
in Tabelle 58 ergibt.

Dieses eigentiimliche Verhalten der beiden individuellen Regressions-
linien, nimlich ihr Konvergieren mit dem Konvergieren des Iorrelations-
koeflizienten gegen Eins, zeigt sich sehr auffallend bei den beiden Grup-
pen der unsymmetrischen Streutafeln G und B (Fig. 8 und g}, Hier wur-
den beide Regressionen angegeben, und zwar mit O die Regressionen von
S# —» §¢ und mit [J die umgekehrten Regressionen von S — S5 .
Auch hier wurden wie frither die Stichpunkte nur mit geraden Linien
untereinander verbunden, um den allgemeinen Verlauf der Kurve klarer

10
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TABELLE 58

Korrelationskoeflizienten # fiir die verschiedenen Streutafeln

Grundfrequenzen
Altuelle
Gruppe | Tafel Frequenzen aik -+ P -
a ik Bik iy =
1 .9524 (. 9524) - -
2 . 9500 — —
A 9303 95
3 -9043 9500 - -
4 9281 (9472 - —
1 -9536 (.9536) $9494 <9515
B 2 -9331 -9518 19470 19494
3 8043 9512 9443 -9409
4 9331 -9494 - 9443 - 9409
X . 9402 .9421 .9373 -9398
G 2 .90g2 .9406 9355 -9382
3 8753 -9368 19351 -9375
4 9204 9420 .9337 <9379
1 9564 -9572 — —
2 . .9558 — —
b 9473 955
3 .8908 .9556 — e
4 . 6420 - -

<9527
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heraustreten zu lassen, und zwar voll ausgezeichnete Geraden fiir die
Regression S —» §) und gerissene Linien fiir den umgekehrten Weg,

Von den reduzierten Tafeln wurden bei der Gruppe C die Tafel der
mittleren Grundfrequenzen G3wi gewihlt, fir die Gruppe B dagegen
die beiden Tafeln der Grundirequenzen B3w; und B3 .

Die neutrale Regression muss auch hier zwischen den beiden indivi-
duellen Regressionen liegen, und es ist auf den ersten Blick aus den Ab-
bildungen ersichtlich, dass sie am engsten eingeschlossen wird bei Gl
und B1, und dann wieder bei C3» und B3a;. und B3B:z, also bel jenen
Tafeln, die den héheren Korrelationskoeflizienten besitzen.

Theoretisch missen isogene Streutafeln, wie friher 8. 21f. auseinan-
dergesetzt wurde, trotz der Verschiedenheit der Besetzungsfunktionen die
gleichen funktionalen Beziehungen aufweisen, also dieselbe neutrale Re-
gressionskurve zeigen. Das ist nun schon oben bemerkt worden fiir die
Streutafelgruppen A und D, wo es sich um die Verkniipfung identischer
Systeme handelt, bei der die neutrale Regression immer die Gerade

S:E,y) — Si_x)

tst. Um den Nachweis zu erbringen fiir die Verkniipfungen ungleicher
Systeme, wie sie dargestellt werden durch die Streutafeln der Gruppen
B und G, miissten die entsprechenden Regressionsgleichungen ® (S%)
und ¥ () aufgestellt und mit ihrer Hilfe die Gleichung fiir die neutrale
Regression bestimmt werden. Es liesse sich dann vermutlich zeigen, dass
fir alle Streutafeln derselben Gruppe dieselben neutralen Regressionen
erscheinen. Doch sind uns diese Rechnungen fiir den Augenblick zu
umstindlich und auch nicht wesentlich, da wir die Ubereinstimmung
der Theorie mit der Praxis ziemlich gut auch an IHand der graphisch
dargestellten neutralen Regressionen ersehen konnen. Hingegen gentigt
es nicht, die geniherten linearen Regressionen fiir einen solchen Nach-
weis zu benfitzen, da unter Umstinden fiir verschiedene Besetzungsfunk-
tionen verschieden gut geniherte Regressionen erscheinen, die dann
verschiedenen Einfluss haben kénnen auf die Bestimmung der ebenfalls
nur gendherten neutralen linearen Regressionen, wie eine Zusammen-
stellung der Steigungen dieser so gewonnenen neuiralen Kurven in Ta-
belle 59 zeigt. Besonders Gruppe C zeigt erhebliche Abweichungen, was
nicht wundernimmt, wenn man einen Blick wirft auf die starken Unre-
gelmissigkeiten der Regressionen, wie sie in Fig, 8 zum Ausdruck kommen.



150 PONTIFICIAE ACADEMIAR SCIENTIARUM SCRIPTA VARIA - II

TABELLE 59

()
. B a . .
Steigungen CE der neutralen Repressionsgeraden fiir die Streutafeln
der Gruppen B und G

"Tafel B1 B2 B3 B4
aik 1.0251 1.0581 1.0787 1.0339
o 1.025Y 1.0247 1.0237 1.0334
Bi 1.0267 1.02060 1.0255 1.0358

C1 €2 C3 C4
@ik -5977 7828 r.0423 677
i 1.0144 1.0174 1.0186 1.0311
B;x 1.0222 ¥ . 02066 1.0286 1.0401

Die graphische Interpolation der neutralen Regression ist nun aller-
dings etwas abhingig von der Lage der beiden individuellen Regressionen
zueinander: je enger diese liegen, desto sicherer kann man die neutrale
Linie zwischen die beiden interpolieren, Zur praktischen Erlduterung
dieses Umstandes wurden die neutralen Kurven fiir G3aim und G3xa
graphisch ermittelt und in Fig. 1o miteinander verglichen, indem sie inein-
ander gezeichnet wurden, Die Abweichungen sind nicht gerade sehr
gross, konnen aber stellenweise doch iiber ein Zehntel einer Spektral-
klasse erreichen. :

Andrerseits Iisst sich aber doch auch aus der ersten Kurve der Fig. 10
abnehmen, dass die mit grosserer Zuverldssigkeit gewonnene neutrale Re-
gression fiir C3n: noch vollstindig im Bereich des Feldes liegt, das von
den beiden individuellen Regressionen der Tafel C3air eingeschlossen
wird, Offenbar hitte die Kurve auch mit Hilfe dieser Regressionen bestimmt
werden konnen, wire sie nach der eigentlichen Vorschrift des wahren
Bildungsgesetzes und nicht bloss ,, irgendwie halbwegs “ zwischen die
beiden individuellen Regressionen eingezeichnet worden.
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Es lasst sich demnach aus jeder Streutafel - wofern das ihr zugrunde
liegende Material reprisentativ ist — die richtige neutrale Regression
bestimmen. So bestehen denn die in der Literatur gebotenen Ergebnisse
zurecht, wenn das verwendete Material im oben 8. 131. dargestellten
Sinne reprisentativ war. Die zufillige Verteilung der Spektralklassen hat
keinen Einfluss auf die Richtigkeit der Bestimmung der neutralen Regres-
sionen, hochstens auf die Sicherheit der graphischen Festlegung; solange
man sich mit jener neutralen Linie zwischen den beiden Regressionen
begntigen muss, die ,, irgendwic halbwegs *“ zwischen ihnen — deren ge-
genseitige Lage so weitgehend abhingig ist von der zufiiligen Verteilung
der Klassenhiufigkeiten - zu interpolieren ist. Bei praktischen Bestimmun-
gen der funktionalen Beziehung zwischen zwei Systemen wird man unter
den verfiigbaren isogenen Streutafeln demnach solche wihlen, die einen
moglichst hohen Korrelationskoeffizienten haben, da dann die beiden
individuellen Regressionen mdglichst nahe kommen und damit die Si-
cherheit der Interpolation erhéhen. Es diirfte sich zu diesem Zwecke
empfehlen, die vorliegenden Tafeln auf die Streutafel der mittleren
Grundfrequenzen zu reduzieren, womit praktisch wohl die beste Ge-
wihr fiir cine sichere Bestimmung der neutralen Regression gegeben
sein wird.

Es mag an dieser Stelle vielleicht noch von Interesse sein, das Verhalten
der Rumpffrequenzen in den Bereich der Betrachtungen zu ziehen, wenn
sie gegebenenfalls zur Bestimmung #quivalenter Klassen verwendet wer-
den soliten.

Wie oben 5. 113 schon festgestellt wurde, miissen die Tafeln der Rumpf-
frequenzen mit den Ausgangstafeln die funktionale Beziechung zwischen
den beiden Beobachtungssystemen gemeinsam haben. Eigentlich bewiesen
ist das dort nur fiir den linearen Ansatz der neutralen Geraden. Dasselbe
liesse sich wohl auch zeigen, wenn Regressionsgleichungen hoheren Gra-
des verwendet werden; doch diirfte das etwas schwieriger sein, und wir
mdochtén weiterhin auf einen solchen strengen Beweis nicht eingehen.
Es mag hier gentigen, die Verhiltnisse graphisch zu veranschaulichen.

Zu diesem Zweck wurden die individuellen Regressionen fiir die oben
S. 125 Tab., 39-41 angefiihrten Rumpffrequenztafeln G3aj, , C3a;;, und
C3p}, in Fig. 11 veranschaulicht, Uberdies wurde noch die Tafel der
Rumpffrequenzen fiir die mittleren Grundfrequenzen C3x;, hinzugefiigt,
Bei G3g;, wurden vergleichshalber auch noch die Stichpunkte fiir die
individuellen Regressionen der urspriinglichen Tafel C3air eingezeich-
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net, Als die allen Tafeln gemeinsame funktionale Beziehung nehmen wir
die aus G3wir erhaltene neutrale Kurve, die wohl als die beste N#herung
betrachtet werden kann. Sie wurde jedesmal zwischen die beiden indivi-
duellen Regressionen eingefiigt. Die Daten zur Aufstellung der einzelnen
Regressionen finden sich in Tabelle 60, an deren Schluss noch die fiir
die einzelnen Tafeln geltenden mittleren Gesamthklassen und die Korre-
lationskoeffizienten beigefiigt wurden,

Der Korrelationskoeflizient ist natiirlich verhiltnismissig hoch, handelt
es sich doch um Tafeln geringster Streuungen. Die neutrale Kurve, die

TABELLE 60

Mittlere Klassen der Rumpffrequenztafeln G3aj, , G3ey, , G35, und C3y,

Tafel S;-(b), ng) 1=08 2= A 13=F { 4=G | =K | 6=M
5@ 1.0000 z.218 6
. i . 2180 | 3.c000 | 3.4232 | 5.0733 L0000
C3a’.k _
S}eb) 1.42062 | 2.0000 | 3.4449 | 4.5813 5.0000 [ 5.7822
. §§‘) 1.0000 2.0437 3.0000 3.2718 4.9549 6. oooo
Clee. .
’k S'gf') 1.1672 | 2.0000 | 3.2569 i 4.5200 | 5.oc00 | 5.Boog
. ggc) T.0000 I.0547 3.0000 3.4900 4.8998 6.0000
GsBik —
_sg’) 1.2395 | 2.0000 | 3.3365 | 4.4902 | 5.0000 | 5.6gox
3t gﬁc) 1.0000 1.9860 3.0000 3.3866 4.9195 G,0000
% -
* S}f‘) 1.200% | z.00cc | 3.2811 | 4.5010 | 5.0000 ] 5.7514
& * [ *
GBay, C3ay, Gy Cany,
s 4.0884 3.5000 3.0261 3.5630
5t 4.9523 3.3764 3.5000 3.4382
r 9528 -0550 -9524 -9537
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aus C3y abgeleitet wurde, fiigt sich gut in das durch die individuel-
len Regressionen abgesteckte Gebiet ein. Sollie sie allerdings aus den
blossen Angaben der Tafeln der Rumpffrequenzen bestimmt werden, so
diirften #hnlich wie bei den verschiedenen Tafeln der Gruppe G Ver-
schiedenheiten zu erwarten sein, da infolge der sehr starken Unregel-
missigkeiten der Regressionskurven und der Unkenntnis des eigentlichen
Konstruktionsgesetzes der neutralen Regression Unsicherheiten in der
Interpolation auftreten diirften, Doch wire auch hier das Gleiche wie
frither zu sagen: Aus den jeweils gegebenen Daten lassen sich bei geni-
gender Kenntnis des Bildungsgesetzes die richtigen neutralen Kurven fin-
den, die geringere oder grossere Sicherheit der graphischen Interpolation
ist abhingig von der prosseren oder geringeren Entfernung der beiden
individuellen Regressionen.

So sind also die Rumpffrequenztafeln beziiglich der Bestimmung der
funktionalen Bezichung zwischen den beiden Spektralsystemen wdllig
gleichwertig, wenn auch dasselbe nicht behauptet werden kann fiir die
Aufstellung der individuellen Regressionen oder die Ermittlung 4quiva-
lenter Klassenhdufigkeiten.

Von wesentlich anderer Natur hingegen sind die Abweichungen bei
der Bestimmung dquivalenter Klassen, die bei Streutafeln auftreten, die
nicht mehr reprisentativ sondern durch Auslese verfilscht sind, wie aus
den Ausfithrungen des nichsten Abschnittes hervorgeht. '

2. Der Einfluss der zufilligen Klassenhiufigkeiten aunf die
Bestimmung Hdquivalenter Klassen bel selektivem Material

Um den Einfluss der Auslese auf die Ermittlung idquivalenter Ilassen
zu zeigen, wurden von der Streutafel C3a:x kiinstlich zwei selektive Tafeln
abgeleitet, indem fiir jede Spekiralklasse des Systems S® bezw. S©
gleichuviel Objekte wahllos entnommen wurden. Werden die so erhaltenen
Streutafeln auf N == 6 reduziert, dann gleichen sic den Tafeln der Grund-
frequenzen insofern, als die Klassenhiufigeit in einem System immer
zur Einheit wird. Sie unterscheiden sich durch die verschiedenen Teil-
und Restfrequenzen. Wir bezeichnen die Teilfrequenzen in Anlehnung
an die Grundfrequenzen mit e, und B}, , je nachdem die Klassenfrequen-
zen in S® oder in S zur Einheit werden. Rechnerisch ist die Bestimmung
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TABELLE 61

Selektive Streutafel C3er,

(5) w
o \S B®  A® B gB KO MO AP | 0

1} .7505 L0764 8200 r.o0924
Al 2495 .5038 o406 8920 | 1.776x
Téed .3208 .9493 .486¢9 0301 1.7961 | 3.x1210
Gle) .001I . 4569 L1845 0425 4.2854
K@ 0502 .4554  .obag -5745 | 5.0%17
(O] . 3300 L0371 1.2671 | 5.7390
As,b) I.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 f.0000 | 6.0000

sl 1.2495 =2.2534 2.9513 3.5002 5.0853 3.937r

8O = 3.5000, 8 = 3.5077, = 0437
TaRELLE 62
Selektive Streutafel C38;,
(b} -
< \ S l RO A®  F®  g® KRG MO | 49 | P

Bl 43006 . 5604 1,0000; 1.5604
Ale) L0288 .Bgob o800 1.0000 | 2,0518
Trle} LILIG .3490 4548 .0843 ¥.0000 | 3.5114
Gl 0004 4520 . 5470 1.0000 | 4.5471
1G] .0350 8513 L1137 1.0000| 5.0787
Mie .2670 .733¢ | 1.0000| 5.7330
Agb) 4594 I.5719 4300 .9418  1.%502 8467 | 6.0o000

§§c) 1.0627 1.7090 2.8Y35 3.5543 4.7433 5.8657

SO = 3.7486 , §© = 3.5000 , r = .g358
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dieser 'Tafeln nichts anderes als die partial-proportionale Reduktion der
Klassenhiufigkeiten 4% bezw, A% auf Eins von deren Unzulinglich-
keit schon oben S, 36f. die Rede war. Die beiden selektiven Tafeln finden
sich in den Tabellen 61 und 62 8. 156, Die zur Aufstellung der Re-
gressionen nétigen mittleren Klassen wurden gleich mitgegeben, ebenso
die mittleren Gesamtklassen, wie die Korrelationskoeffizienten.

Die mittleren Klassen § in {oy) und S in (8}) entsprechen natiir-
lich den betreffenden mittleren Klassen der Ausgangstafel C3aiz. Das
hat zur Folge, dass sich wegen des hohen Korrelationskoeffizienten die
zweite individuelle Regression an diese Regressionen anschliesst und damit
notwendigerweise die neutrale Regression nach dieser Seite hin verlagert,
und zwar bei C3«y gegen die Regression S ~» S der urspriinglichen
Tafel C3air, bei C38;, gegen S© — S, Diese Verlagerung lasst sich
sehr deutlich in Fig. r2 erkennen, wo die individuellen Regressionen fiir
die beiden neuen Tafeln graphisch dargestellt sind. Die Regressionen
aus der urspriinglichen Tafel C3a:x wurden vorausgeschickt zu einem
leichteren Vergleich. Aus demselben Grunde wurden in dic Regressionen
noch die neutrale Linie eingezeichnet, die sich aus der Tafel der mittle-
ren Grundfrequenzen C3ni ergibt, die die cigentliche Regression der
beiden Spektralsysteme aufeinander darstellt. Es ist leicht ersichtlich, dass
die mit dem selektiven Material erbaltenen Regressionen ziemlich bedeu-
tend abweichen von der neutralen Regression, und dass die richtige Kurve
nicht mehr in dem Gebiet liegt, das die Stichpunkte fiir die individuellen
Regressionen der selektiven Tafeln begrenzen.

Es muss nun allerdings zugegeben werden, dass es sich hier um einen
Biinstlich erzeugten Spezialfall von Selektivitdt handelt, der in dieser
groben Weise in der Praxis wohl kaum vorkommen mag. Doch ist das
eine ersichtlich, dass die aus solchen selektiven Tafeln gewonnenen Regres-
sionen mit einem Fehler behaftet sind, der eine wesentlich andere Struk-
tur hat als der oben besprochene Fehler, der eingefithrt wird durch die
zufillige Verteilung der Klassenhiufigkeiten bei repriisentativem Mate~
rial. Dort steht nur die Sicherheit der Bestimmung der Regression in Frage,
da die beiden Regressionen unter Umstinden zu weit auseinander liegen
und keine genaue Vorschrift fir die Konstruktion der neutralen Kurve
angegeben wird; selektives Material dagegen fithrt zu einer sicheren
Fehlbestimmung.

Gleichzeitig zeigt dieses Beispiel auch, dass eine partial-proportionale
Reduktion, die die Klassenhiufigkeiten in einem Systemn zur Einheit
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bringt, nicht geeignet ist zur Gewinnung einer normalen Streutafel,
die die Verkniipfung der beiden in Trage stehenden Spektralsysteme
wirklich charakterisiert. Denn die auf diese Weise reduzierten Tafeln
leiden an einem Auslesefehler, wodurch sie mit der urspriinglichen Aus-
gangstafel nicht mehr isogen sind. Die blosse Verbesserung des Korrelations-
koeffizienten, der ja auch hier sehr auffallend ist — er wichst von .88 bei
C3airzu .94 bei C3}; und CG3By;, genau wie bei den eigentlichen Grundfre-
quenzen «x und Pz -~ ist also kein eindeutiges Merkmal fiir die Zuverlis-
sigheit und Berechtigung der Reduktionsweise.



V. Zu EDDINGTONs Verfahren zur Verbesserung
einer beobachteten Hiufigkeitsverteilung

EppineToN (™ ® %) hat ein Verfahren angeben, nach dem eine beobach-
tete Hiufigkeitsverteilung z(s) verbessert werden kann, um die wahre
Verteilung o(s) zu erhalten, wenn die Beobachtungsfehler bekannt sind
und gewisse Bedingungen erfiillen.

Es liegt nahe, dieses Verfahren auch auf die vorgelegte Aufgabe der
Reduktion einer Spektralverteilung anzuwenden. Es liesse sich z. B. die
vorgelegte Verteilung (B%) der Klassenhiufigkeiten als die beobachtete
Verteilung u(s) ansetzen und die gesuchte (BY") als die wahre o(s),
Die Grosse und Gesetzmissigkeit des Beobachtungsfehlers ergibe sich
aus der gegebenen Streutafel (@z). Eine derartige Ubertragung ist sicher
verlockend; doch stehen ihr einige Bedenken gegeniiber, auf die wir im
folgenden noch etwas hinweisen miissen.

1. EDDINGTONs Korrekturformel

Um der Diskussion die notige Grundlage zu geben, mdége das Prinzip
des Verfahrens zunichst kurz dargelegt werden. Beziiglich weiterer Ein-
zelheiten verweisen wir auf die angefilhrten Arbeiten EppiNgTONs oder
auch auf die klare Darstellung von vON DER PARLEN (%) in seinem Lehrbuch
der Stellarstatistik (8. 52).

Sei u(s) cine beobachtete Hiufigkeitsverteilung, die mit einem Beob-
achtungsfehler » behaftet ist. Das Gesetz der Iiufigkeitsverteilung der Beob-
achtungsfehler x sei iber das gesamte Gebiet der s dasselbe und folge
einem Gavssschen Verteilungsgesetz, etwa

k — A% x? I :_‘f
H(x) = ~ = g = e @ 3o (120)

y syam
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wobei H{x) die Hiufigkeit des Fehlers x ist, # das Gausssche Prazisions-
mass und o die mittleren quadratischen Streuungen, die bekanntlich
zusammenhingen tber die Gleichung (ra21):

b

|

oV s (121)
Ist die wahre Anzahl der Objekte im Intervall ds um s, gleich #(s;), dann
ist die Zaht der Objckte, die mit einem TFehler &, , also als 5, + x, becb-
achtet wurden,

v(s,) H{x,) ds .

Sind die Intervalle nun so bemessen, dass die As gleich gross sind in
beiden Systemen # und v und auch gleich sind den Fehlerintervallen
Ax, dann ergibt sich fiir endliche Intervalle eine Streutafel nach der
Art von Tabelle 63. Die beobachteten Hiufigkeiten w(s,) lassen sich dar-
stellen als die Summe

u(s,) = ){, o(s, + x,) H (%)), . (122)

oder, wenn zur Grenze libergegangen wird, als

-+ w

ws,) = [ ofs, + x) H(x) dx . (123)

09

Aus diesem Entstehungsgesetz fiir die beobachteten u(s) leitet Epning-
TON seine bekannte Korrekturformel ab:

1 I I

'U(S) = u(s) _ A u”(s) + 2 (4B u(IV)(S) —+ ... (124)

oder

os) == ufs) — ""“Zi u"(s) + ——:— W) — + ... (1243)

4

Diese summarische Darlegung des Grundgedankens mége gentigen fiir
dic folgenden Ausfiihrungen tiber die Schwierigkeiten, die sich einer
Verwendung dieser Korrektionsformel fiir die vorgelegte Aufgabe ent-
gegenstellen,

1t
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TABELLE 63

Streutafel zum Ansatz von EppiNcrons Iorrektionsverfahren

§

s \ ce 5, 5, 5, 5, 5, ce o(s)
5, . v, v H o H o H v H, e v,
5, oo v H o H e JH o H, v _H, U,
5, oo 9 H v, H v H o, H 9, H ... T,
5 . o H_, v, H_, v, H_ v H v H - v,
5, v O, H v, H v, H v, H v, I v,
u(s) v u_, U, U, u, %, .- N

2. Einige Schwierigkeiten

a. Das Fehlergesetz.

Eppincton setzt fir sein Verfahren ein fiir alle Klassen konstantes
Fehlergesetz voraus. Ausserdem sollen sich die einzelnen Fehler nach
einem Gaussschen Hiufigkeitspesetz verteilen.

Diese Voraussetzungen bedeuten eine starke Einschrinkung fiir Auf-
gaben iiber Spektralverteilungen, wo wir es mit sehr verschiedenen Fehler-
gesetzen zu tun haben, die dazu noch fir jede Klasse verschieden sein
kénnen.

b. Die Klassenintervalle.

EppingTONs Verfahren setzt gleich grosse Klassenintervalle voraus,
und zwar so, dass sie identisch sind in beiden Systemen.
Eine solche Einschrinkung ist nun fiir Spelc¢ralvergleiche kaum mehr
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zulissig. Die Speltralklassen eines Systems haben oft sehr verschieden
grosse Intervalle und decken sich keineswegs notwendig mit den Klassen-
intervallen des anderen Systems.

Zudem sind die Klassenintervalle, wie sie fiir das EppingToNsche Ver-
besserungsverfahren gewdhnlich in  Frage kommen, verhiltnismissig
klein, sodass die Streuungen sich iiber mehrere Illassen hin verteilen.
Es steht nun nichts im Wege, auch die Spektralklassen kleiner zu wihlen,
als es hier geschah; doch isst sich nicht ganz ausschliessen, dass die fol-
gende Schwierigkeit zum "Teil mit dieser Verschiedenheit der Intervall-
grissen zusammenhingen mag.

¢. Das partial-proportionale Reduktionsverfahren.

Lassen sich auch Iilie denken, wenigstens theoretisch, fiir die die
beiden erwihnten Schwierigkeiten des Fehlergesetzes und der Klassenin-
tervalle nicht bestehen, so stossen wir hier auf einen grundsitzlichen Unter-
schied zwischen dem Ansatz EpDincroNs und dem von uns vorgelegten
Reduktionsverfahren: EppiNcTONs Ansatz kommt schliesslich auf eine
partial-proportionale Reduktion hinaus, auf deren Unzulidnglichkeit wir
oben schon des ofteren hingewiesen haben (Vgl. S. 25 und 36). Das ist
ohne weiteres ersichtlich aus Tabelle 63, die den Ansatz in Form eines
Ausschnittes aus einer entsprechenden Streutafel wiedergibt. Die Ele-
mente der Hiufigheitsfunktion des Beobachtungsfehlers H{x) werden
proportional mit den entsprechenden Héufigkeiten wx(s) der betreffenden
Zeile multipliziert, ohne irgendwie Riicksicht zu nehmen auf einen et-
waigen Einfluss der Haufigkeiten ¢, , ,(s) der Nachbarklassen, wie es
nach den Dbisherigen Erdrterungen unumginglich notwendig sein sollte
zur Gewinnung einer mit der Ausgangsstreutafel isogenen neuen Streutafel.

Es mag nun sein, dass beil Verwendung sehr kleiner Klassenintervalle
das partial-proportionale Reduktionsverfahren berechtigt ist, bei grésseren
Intervallen fithrt es notwendig zu den oben angefithrten Unzutriglich-
keiten eines selektiven Fehlers. Wir méchten die Frage offen lassen, so
verlockend es auch wire, sie niher zu betrachten. Nur Eines méchten
wir hier noch untersuchen, und zwar auch nur rein empirisch, wie weit
EppincTons Korrektur trotz dieser grundsitzlichen Bedenken zu einer
etwaigen Losung der vorgelegten Aufgabe der Reduktion von Spektral-
verteilungen verwendbar sein kénnte.
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3. EDDINGTONs Korrektur und die Reduktion
von Spektralverteilungen '

Um ein praktisches Urteil gewinnen zu kénnen, wie weit sich dieses
Verbesserungsverfaliren eignet zur Reduktion von Spektralverteitungen,
méchten wir das Verfahren an entsprechenden Streutafeln erproben.
Natiirlich muss dafiir Sorge getragen werden, dass die wesentlichen Vor-
aussetzungen, so weit als moglich auch erfiillt sind.

Zur Herstellung der Streutafeln wihlen wir als das System, das mit
cinem Beobachtungsfehler behaftet ist, das oben verwendete System S
mit den symmetrischen Schitzungsfunktionen, die fiir alle Klassen gleich
sind mit Ausnahme der Randllassen, die aber dann bei der besonderen
Betrachtung ja unberiicksichtigt bleiben kénnen. Zwar folgen hier die
Beobachtungsfehler nicht einem Gaussschen Gesetz, doch scheint dieser
Punkt von geringerer Bedeutung zu sein. Als System mit der wahren
Hiufigkeitsverteilung miissen wir ein neues System S® ansetzen mit den
entsprechenden Schitzungsfunktionen w{?(s) = 1, da das System fehler-
frei sein soll. Diese Schitzungsfunktionen sind gleich Eins im Intervall
§=~h—1 bis § = k und fir alle anderen Stellen der Folge s gleich Null.

Die Streutafeln fiir diese beiden Systeme werden fiir fiinf verschiedene
Besetzungsfunktionen Dberechnet: f{s) =1, =15, =§,=3s% und = ¢
nach den oben in den Gleichungen (35), (36) und (37) angegebenen For-
meln. Als Fingang in die Tafeln wihlen wir statt der Klassen S und
S® deren Intervallmitten s und s, die nach Voraussetzung unter
sich gleich und fiir beide Systeme identisch scin’ sollen, also: 5§ = ¥ =
== L8, = LG, = 2.5, == 3.5, = 4.5, = 5.5.

Die entsprechenden Klassenfrequenzen bezeichnen wir mit w:(s) und
vi(s) statt wie gewshnlich mit 4% und 4, sodass beim Ubergang zu
den kontinuierlichen Hiufigkeitsfunktionen wu(s) und w(s) nur die In-
dizes fallen gelassen werden. Am Ende jeder Einzeltafel werden die Glei-
chungen fiir diese kontinuietlichen Haufigkeitsfunktionen angegeben, wobei
zu beachten ist, dass fiir ihre Ableitung die Haufigkeiten der Randklassen
nicht verwendet werden, da die entsprechenden Schitzungsfunktionen,
wie bemerkt, die geforderten Bedingungen nicht erfiillen: sie sind unsym-
metrisch und stimmen mit denen det andern Klassen nicht iiberein.

Neben diesen integral-proportional berechneten Streutafeln, die in
Tabelle 64 zusamnengestellt sind, bieten die folgenden Tafeln der Ta-
belle 65 partial-proportional reduzierte Streutafeln mit den gleichen
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TABELLE 64
Integral-proportional reduzierte Streutafeln mit verschiedenen
Besctzungsfunktionen zum Vergleich einer beobachteten
mit der wahren Haufigkeitsverteilung

fsy =1
5t
-5 1.5 2.5 35 4.5 55 {8} | pls)-x
3
.5 875 .125 1.00 .00
1.5 .125 .75 .I25 ) 1.00 . Q0
2.5 125 .75 125 1.00 .00
3.5 .125 .75 . E25 1.00 .00
4.3 125 - 75 125 1.00 .0G
5.5 125 .845 1.00 .00
;s 1.00 $.00 1.00 1,00 1.00 1.00 6,00
v(s) =1 uis) =1
flsy=s
wp(s)-3
.5 .39583..  .ro416.. .5 .00
1.5 .14583.. 1.125 . 22916.. 1.5 .00
2.5 .27083.. 1.8%5 35416, . 2.5 .00
3.5 .30583..  2.625 47916, . 3.5 .00
4.5 .52083.. 3.375 60416, .| 4.5 ,00
5.5 .64583.. 4.85416..1 5.5 .00
uls) .5416,., 1.5 2.5 3.5 4.5 5.4583. ..
als)-s; |+ -0416... .00 .00 .00 .00 — .0416. ..

os) = s sy == §



II

PONTIFICIAE ACADEMIAE SCIENTIARUM SCRIPTA VARIA

166

$E 45 = (S)m s82 45 = (5)z

Sz1EEL 1 — Sz'z 4+ €Lr - Sz r 4 SL- + §z188z° 4+ |()-(s)h
S48 90x Sz1-16 s$ig-z¥ Szg-Sx SLE-¢ Szr1- 8
oo tzt Slgizg For SLE-€6 Szg ¥ sLg-g1 Sz1-¥ Sziglt- {$)r
SLE-1 4 SL-Lg1 Szigezgh-olr Slgitoz-Lx £
Szr 1 + Se-z6 Szgoblx-¥I slggro 69 Szgokgo 6 St
S48+ LYAS 4 SZE6ogo -4 Szifol -zl SLEGSgE € St
Szg: 4+ Sz g Sziglig ez £Lf601 21 Szigzgz 1 Sz
SLE 4 §L-€ SLRobLL: SzolSgl-z Slggboz: S
Szx: + Sz~ fzgfglo: SLE¥ELT” £
oI5 — (s)¥e (s¥a
€8 = (f
QI 4 a8 = {5)n TEEgor 4 5= (5)a
TEfE — TTO9IT 11999t + 99T 4 1991t + TTHOTT T — (8
Sz of Szroz Sz-z1 Sz g Sz'z Sz- &S
oo zlh sorgrbrbz TrgIt-oz TrgItrEx ‘gitg oIt srorbe (s)'n
crifgor - ‘ttrof "rQibLt66 gz ‘QItSgEL-t §+5
crEgor o "rEroz Sigizt-z -rEgsetez-S1 Sigili-z S
TEgor 4 £ z1 CortEgEgt CrtgS6Ez-6 -EgozSST-x §-€
crEgor tg -+ £gozfoo- 1 P EREGEL-F srorbiggt: Sz
TrEgor 4 e Sigizt- cEQS6EL X SLgzly- S-z
TrEger + £ - -g1tSggo- QIblbiE: S-
25 — (s)ia (s)¥n §-5 R 4 £-€ Sz §'1 g

("se04) P9 arEEVT, oS = ()f



by

J. JUNKES - EMPIRISCHE REDUKTION VON SPEKTRALVERTEILUNGEN

TTGGGOT - F S = ()= SZI0" + ;557 4.5 == (o
cEEQSL-S  — "rgg1f-oz + sggrErzr + ‘9919 4+ *tggrtrr - TrgIbe. +F5—(s)
fzoo-516 Szgo-o1¥ Szgo-ofy S2go-6€ Szgo*§ Szgo- ¥5
z- 5881 " rggIFet 606 "*9QIBLE - ofF **QQIbAE-ZgT *Q9QI16LE-SY Tt g916LE L T 999QI6LE " (s)tn
§L€1° 81 + z ot6 SzxEShy obg SLggYSE- 6g §°8
SLEr-or -+ z-oz¥ --QI¥SggSy-ge - -goi6zegy it - 9iviggfg-Lf £F
SLE1 g -+ z'981 Shgrebi-lz --grbzegf-9rr - -fgozSSig-TI S-E
SLEx€ 4 z =¥ +-Egozogfi g L L TATAS 1) Siggrog-z Sz
SLEr 1 + 29 rgrvsColtx s rggIbzlol ¥ “rgibSighez- Sz
SLEx- 4 z" Sigrigo: Szigzfs- s
k
15 — (Ve {s)fa g8 St S-g Sz g1 s- .
-5
= (5

(-sz00,7) to aTTIEV],



11

PONTIFICIAE ACADEMIAE SCIENTIARUM SCRIPTA VARIA

168

S deu=@En g =n

Sz-1

Sz + fz- + Sz + Sz* Sz F5— (s¥n

S 1f o6z oz S-zx §+9 Sz g (s¥n
£z 0f Sigot gz Szigl £ 6-c
Sz-oz SziESrz Sigi-Sx Czits-z S+
Serex SzIES S4g1-6 SgrEs-1 §-£
Sz-g STigl- S54g9-¥ Szigl: sz
Sz-z Szige- Sigg-1 Szigz: S 1

fz- sz1fo" Sigre- S-

5 = {sYia
= = (s)f
s=(n 5= (S)a

co gl YA & S-€ Sz €1 Szg° {s¥n
§8 Szig ¥ $ig9- g-s
S-¥ Segs- SLE-€ Szgs- S ¥
€ SLER- Szg'z SLEY- §-£
Sz Szrt- Shg 1 SzIt- S-z
£ x Sigi- Szix Silgt- Sr1

s Szgo- SLEY- g

is
s = (5)¥a2 g8 S §€ Sz §'1 g
s
s = (s)f

IPUR  PRIZIA WNZ USUONYUNISBUNzioso USUSPSIYISIaA W UPJEINSNG  SMI0TZNpal

3un[1104s119YSYNEH USIYEM 19D I USISIYORGOS]

Sg g1mav],

reuonodord-Tene



ST 4,581 4 5 = (s}

J. JUNKES = EMPIRISCHE REDUXTION VON SPEKTRALVERTEILUNGEN 169

& = {S)a
fzi g fzgrof 4+ Szg g1+ Szg 6 + Szg € 4+ Segr 4 | Jfs—{5"n
EL€-6151 €L£6 189 SLpg oty SL99° 991 Sigg-g¥ SLg9°8 Sige” (s¥n
S$zgo 516 §.996L9 ooy Sergegt-tix §- 8
Szgo-ord Sziglfz 1§ S/Q9¥< - Lot Szighfz-x$ a4
Szgo-ofx SzIglSl-g1 Sigo¥S-zrx Szrglfl-gr §€
Szgor6€ Szigrgn v Siggbz 62 Szigzgg't S5z
Szgo-¢ Szrgely: SLg9b6L-E Szigzig- Sex
fzgo* Szigloo: Sigg¥So- s
o¥s = (s¥ie
¥ = ()
sS4 +s=()n S ={s)a
SLg96L-6 SLEE 4+ Szg'e + Slg'r Szi 1 -+ Szgob- 4 | Js— (V¥
§-61¢ $L896-9S1 £ 46 5 5% §L1 S SzXES- {s)n
SLE g1 STIgLS-Shr SLggbl-oz §-5
$e1-16 £zgobE 1y SLE¥E-go S2zgobE- iz S-¥
Slg-z¥ SLE6SE-E SzgSy-zf SLEGSE-S £
Szg- Sy SZIES6 1 Sigrl TX SeXES6-1 Sz
SLE-E Sigre¥y- Sziff-z slgreh: S+
Sz1- SzgS1o- §LE601" g
ois = {s¥ia §-c S-% §-E Sz S-1 S-
3
s
o = ()

('sz40,0) Sg @TIEEV ],



170 PONTIFICIAE ACADEMIAE SCIENTIARUM SCRIPTA VARIA - TII

Systemen und Besetzungsfunktionen, also mit Hilfe eines Verfahrens, das
dem EppiNGronschen Ansatz echer entspricht. Die Tafel der elementaren
Grundfrequenzen ist fir beide Verfahren notwendig die gleiche. Die Dif-
ferenzen erscheinen erst Dei den andern Besetzungsfunktionen. Als die
wahre Hiufigkeitsfunktion, die mit dem. in Tafel f{s) == 1 enthaltenen
Fehlergesetz die Streutafeln erzeugt, setzen wir

v(s) = f(s}, (125)

wihlen aber als entsprechende Klassenhiufigkeiten w(s) nicht das zu
erwartende Integral

]
vi(s) = [ fs)ds, (126)
k—tx
sondern einfach den Funktionalwert fir die Intervallmitte sz, also
oa(s) = fisa) » (127)

weil dies dem Verfahren, das ja verhiltnismissig kleine Intervalle beniitzt,
mehr angepasst scheint, und es iibrigens auch ganz belanglos ist, welcher
von den beiden Werten (x25) oder (126) als Erzeugerfunktion verwendet
wird. Denn die Differenz

2(s) ~ u(s)

ist fiir beide Falle gleich, wie man sich leicht durch Nachrechnen {iber-
zeugen kann.

In die Eppineronsche Korrektur geht nun noch wesentlich die mitt-
lere quadratische Streuung o ein. Fin Wert fiir diese Streuung, o,, ergibt
sich aus der Streutafel mit der Besetzungsfunktion f{5) = 1 nach den
Gleichungen (12) oder (x3) zu -

o, =.5. (128)
Einen anderen Wert, o, , erhilt man, wenn die Streuung aus den Schit-

zungs- oder Fehlerfunktionen durch Ubergang zur Grenze berechnet
wird. Sind die Fehler gleich s — s und ist thre Hiufigkeit gleich der
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Schitzungsfunktion wy(s), dann ergibt sich das Quadrat der mittleren
Streuung o, zu

"

of = J wls) (s —sif s, (120)
(z0;)

was filr die hier verwendeten Schitzungsfunktionen der Innenklassen zu

= (130)

fithrt.

Versuchen wir nun EppiNeTons Korrektur auf die vorliegenden Streu-
tafeln anzuwenden, dann erhalten wir die in Tabelle 66 zusammenge-
stellten Verhiltnisse. In den zwei ersten Spalten finden sich die fiir jede
Besetzungsfunktion beobachteten Verbesserungen o(s) — u(s), getrennt
fir beide Tafelreihen. In den beiden nichsten Spalten stehen die zweiten
bzw, vierten Ableitungen der beobachteten ITdufigkeitsfunktionen wu(s):
#'(s5) und 49Vs), die bis f{s) = s* fiir beide Tafelreihen gleich sind.
Die beiden nichsten Spalten bieten dann die nach EppingTons Formel
(124a) berechneten Werte fiir die jeweilige Korrektur

0,2

. " ot av)
K= e u''(s) + g w sy,

und zwar zuerst fiir die aus der Grundtafel gewonnenen Streuungen o,
verkniipft mit den Ableitungen der partial-proportional gefundenen Hiu-
figkeitsfunktion, und dann die mit dem {iber das Integral (rzg) gewon-
nenen o, berechneten Korrekturen, verkniipft mit den Ableitungen der
integral-proportional bestimmten Hiufigkeitsfunktion.

Aus dieser Zusammenstellung ergibt sich nun folgendes:

1. Fiir die partial-proportional reduzierten Tafeln der Tabelle 65 gilt

durchwegs
4

o) — als) = — 2= w'(5) + - V) = K, (131)
wenn wir absehen von der kleinen Differenz von

K, ~ [ofs) —#s)] = + g »
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die bei der Besetzungsfunktion f(s) == s* auftritt und die offenbar nur
von der vierten Ableitung herrihrt.

Die Klassenhaufigkeiten partial-proportional reduzierter Streutafeln
lassen sich also ohne weiteres mit EppiNGToNs Formel richtig verbessern,
wenn dazu als mittlere Streuung der aus der Grundtafel f(s) = 1 ent-
nommene Streuungswert o, verwendet wird, solange nicht hohere als die
zweite Ableitung der Hiufigkeitsfunktion in die Verbesserungsformel ein-
gehen, Woher diese Differenz bei Benliztung hoherer Ableitungen stammt,
soll hier nicht weiter untersucht werden (*). Jedenfalls ist sie verhaltnis-
miissig gering, sodass die Verbesserungen wohl noch brauchbar sein
werden.

2. Tiir integral-proportional reduzierte Streutafeln ergibt sich als Kor-
rektur

o

ole)—e) = — Ews) ) = X e

wenn auch hier wieder abgesehen wird von der kleinen Differenz

Ba o ot — ) = +

I
80’

die wieder bei der Besetzungsfunktion f(s}= s* auftritt und von der
Beniitzung der vierten Ableitung von u(s) stammt (¥).

Bei dieser Art reduzierten Streutafeln bleibt also das eigentliche infi-
nitesimale Fehlergesetz erhalten sodass ¢, genommen werden muss, aber
die Korrektur betrdgt bloss die Hilfte des von der EppiNGTONschen
Formel (124a) geforderten Betrages, sotange nicht hohere Ableitungen
als die zweiten verwendet werden imiissen. Auch hier sind diese Abwei-
chungen verhiltnismissig gering, wenigstens fiir f(s) = s*.

Dieses Ergebnis gilt natlirlich zunichst nur fir das vorliegende Ma-
terial: Haufigkeitsverteilungen, die sich durch Potenzreihen darstellen
lassen und Fehlergesetze, dic wenigstens symmetrisch und fiir alle Klassen
dieselben sind und {iber den gesamten Beobachtungsbereich konstant
bleiben. Die Korrektur EDDINGTONs ist genau, solange nicht héhere als

(%) Sie hiingt vermutlich mit der Eigenart des hier verwendeten Fehlergesetzes zu-
sammen.



174 PONTIFICIAE ACADEMIAE SCIENTIARUM SCRIPTA VARIA ~ I3

zweite Ableitungen verwendet zu werden brauchen, betriigt aber nur die
Hilfte des von EppiNgroN verlangten Wertes. Bei Verwendung héherer
Ableitungen treten kleinere Abweichungen auf, die vielleicht von der
Eigenart des hier verwendeten linearen Fehlergesetzes herriihren, die
aber die Brauchbarlkeit der Verbesserung nicht bedeutend zu vermindern
scheinen. Es wire aber wohl sehr interessant, die eigentliche Ursache
dieses Verhaltens aufzufinden, vor allem, warum bei integral-proportional
aufgebauten Tafeln nur die Hélfte des Eppingronschen Wertes zu nehmen
ist. EDDINGTONs Ansatz setzt wesentlich das partial-proportionale Ver-
fahren beim Aufbau solcher Streutafeln voraus, wihrend in Wirklichkeit
der Einfluss der Hiufigheiten der Nachbarklassen wohl nicht ausser acht
gelassen werden dirfte.

Die Frage mag woh! von allgemeinerem Interesse sein, ganz gleich ob
die in dieser Arbeit vertretene Ansicht der einzigen Zulissigkeit des in-
tegral-proportionalen Verfahrens zur Reduktion von solchen Streutafein
zurecht besteht oder nicht. Vermutlich sind beide Verfahren im Infini-
tesimalen gleichwertig oder sogar identisch. Jedenfalls miissen bei grosse~
ren endlichen Klassenintervallen integral - proportionale Reduktionsme-
thoden verwendet, werden, und es wire wiinschenswert, diese Unstim-
migkeiten zu kliren.



B. PRAKTISCHER TEIL

Aus den bisherigen Ausfithrungen ergibt sich, dass wir nicht Gber ein
strenges Verfahren verfiigen, um ganz allgemein zu einer beliebigen Spek-
tralstreutafel eine ihr isogene mil einer vorgegebenen Hiufigkeitsvertei-
lung der Spektralklassen zu bestimmen, oder, was auf dasselbe heraus-
kommt, die eine solche Transformation leistenden Reduktionsfaktoren
fiir die Einzelfrequenzen der Tafel zu berechnen, Der Ansatz der Neben-
faktoren als das geometrische Mittel aus den zugehorigen IMauptfaktoren
fiihrt zu einem Ergebnis, das keine strenge Lésung darstellt, aber doch
eine Niherung bietet, mit der man fiir die praktischen Ziele der Stellar-
statistik vielleicht zvfrieden sein kann, wenigstens solange kein genaucres
Reduktionsverfahren zur Verfiigung steht.

Im folgenden mége zunichst das vorgeschlagene Verfahren zur Bestim-
mung der Grundfrequenzen aus einer vorliegenden Streutafel, und um-
gekehrt, zur Ermittlung einer aktuellen Streutafel aus Grundfrequenzen
unter Vorgabe einer gewlnschten Hiufigkeitsverteitung der Spektral-
klassen fiir die praktische Rechnung hergerichtet werden. Dann folgen
Anwendungen auf einige aus der Literatur zusammengestellte Streu-
tafeln. Zuletzt wird versucht, die Beziehungen zwischen den Spektral-
systemen des Henry Draper Catalogue und der Henry Draper Extension
in Form von Streutafeln festzulegen, da diese Spektralsysteme bekann-
termassen nicht identisch sind und fiir ihre Verknilipfung in der Literatur
keine brauchbaren direkten Streutafeln vorliegen.

I. Die praktische niherungsweise Berechnung isogener
Streutafeln

1. Die Ermittlung der Reduktionsfaktoren durch schrittweise
Niherung

Rein formal sind die Bestimmungsgleichungen fiir die Reduktions-
faktoren dieselben, ob nun von einer gegebenen Streutafel aus die Grund-
frequenzen zu ermitteln sind, oder umgekehrt, ob unter Vorgabe einer
bestimmten Verteilung der Klassenhiufigkeiten von den Grundfrequenzen
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auf eine aktuelle Streutafel iibergegangen werden soll. Im ersten Falle
sind die Bestimmungsgleichungen nach den Ausfiihrungen 8. 84:

Ekl ai Pik = T air l/ O;; Pre = 1, zur Gewinnung der a5, und  (10%)
& .

Doap Vo =% an l/ Wi Wi = 1, 2ur Gewinnung der Bix . (108)

1 t

Im zweiten Falle lauten sie

Z ain i = 2 i I/E:E; = A (109)

wenn die Verteilung der Klassenfrequenzen (A®) im System S vor-
gegeben werden,

und E’J Pik i == %1 Bir I/ i = AP (11x0)

wenn die Verteilung der Klassenfrequenzen (4Y)) im System §% vor-
gegeben werden.

Fiir die nun folgenden Uberlegungen wihlen wir den ersten Fall (107)
der Bestimmung der Grundfrequenzen o aus einer Streutafel amr; die
Ubertragung der Formeln in entsprechender Weise auf die drei anderen
Fille ist dann nur noch ecine rein formale Angelegenheit.

Es ist nun zwar méglich, die Reduktionsfaktoren direkt zu berechnen;
doch erfordern diese Rechnungen einen grossen Aufwand an Arbeit, da
die Auflésung dieser Gleichungssysteme zu Gleichungen nften Grades
fithren, was man vielleicht durch ein einfaches Niherungsverfahren ver-
meiden kann. Wir legen hier zwel solcher schrittweisen Niherungsbestim-
mungen vor: das eine, das in diesem Abschnitt besprochen wird, zielt
hin auf die unmittelbare Bestimmung der Reduktionsfaktoren. Das zweite,
das wir im nichsten Abschnitt bringen, geht aus von plausibeln Nihe-
rungswerten filr die Hauptfrequenzen, aus denen dann die Reduktions-
faktoren berechnet werden. Dieses letzte Verfahren ist vielleicht etwas
iibersichtlicher und auch freier; doch sind beide brauchbar. -

Die Bestimmung der Reduktionsfaktoren kann sich zunfichst be-
schrinken auf die Bestimmung der Hauptreduktionsfaktoren @, da sich
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die Nebenfaktoren ohne weiteres aus ihnen ergeben als das geometrische
Mittel nach der Gleichung

D = ¥ Dis Qi

So gilt es also zunichst fiir die Hauptfaktoren @y einen plausibeln Ansatz
zu finden, der ecin schrittweises Nahern gestattet. In den einfachsten
,, Streutafeln “ (die diesen Namen wegen Mangel an Streuung nicht ver-
dienen), die nur aus Hauptfrequenzen @i bestehen, werden die Haupt-
frequenzen gleich den Klassenfrequenzen

@i == AP = AP, (133)

und die Reduktion der 4% zu Eins erfolgt durch einfache Division durch
A®, sodass fiir diesen Fall

I
(D"" = AE‘”) (134')

wird. Fiir eine erste Niherung liesse sich also setzen:

I
74P

Y 0i = = Pi. (135)

Fiir gewthnliche Tafeln figen wir dann noch einen Proportionalititsfaktor
pi=1-+ & (x36)
hinzu und setzen
V@i =pPi== (1 + 8) B, (137)
und entsprechend
i = ¥ i Dar = pi Pipa Pr= (1 + &) Pi X (1 + ) Pr.
Demnach wird

%‘:amtbm = % air pi pr Py Pr =

= i] air P Pr (1 -+ 8) (1 4 8&). (138)

12
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Setzen wir

aix Pi Py = oy, . (139)
so bildet die Tafel («) eine erste Niherung unter der Annahme, dass
; = 8 = o werden.

Es wird\ also
% ain®ip == Ek] (1 ) (1 &) =
> %) (1 + 8 4 8+ 8:3) =
=2 a4 3 b o« 4 3 P8k 4 8 > a8y, . (140)
Die beidén letzten Summen in (140) kénnen auch geschrieben werden
z a@8 = o8 4 .&Ei «'8x und (141)
3 }] a8y == o2 4 & E i T (1412)

Setzen wir nun noch zur Abkirzung

E @9 == T

und bedenken, dass nach (107)
IE aik Pir = 1
st, dann ergibt sich:

1 =20 + §ZO 4 Sl + 2 a8 + 8 + & Z o8k, (142

Die Nebenfrequenzen «f (k 5 7) sind meist klein gegeniiber den Haupt-
frequenzen, sodass fiir eine erste Niherung zur Bestimmung der & die
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drei letzten Terme der vorhergehenden Gleichung (142) vernachlissigt
werden konnen. Wir erhalten dann

PO = 0 (50 + o) (143)
oder
1 —x

R
SRR

(144)

Die so erhaltenen ersten Niherungen fiir 8;, die wir mit 8 bezeichnen,
lassen sich nun verwenden, um eine zweite Niherung zu erreichen, indem
diese Werte in die vorhin vernachlissigten Glieder der obigen Gleichung
(142) eingefithrt werden, und wir erhalten

1 — X0 = 8 [Z0 + (1 + 8NPl 4 (x + 3) 2, a8t (r432)
ot
oder
(—2— (4 5) 3 o5

X (14 50)

3 = (144a)

Fiir die praktische Rechnung empfichlt es sich, einige Abkiirzungen
einzufithren. Wir setzen:

(+ ) o = £, (143)
(1 +37) 3 o8 =2 B, (140)
150 3 B = Z, (147)
50+ (1 4 ) ff = N (148)
Dann wird

s 25

i N‘_(o) ’

3 = ___Z_éi_)__

i N'(I) ’

7(t-r)
3 4‘

T e
H
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Durch iterative Verwendung der auf diese Weise neu gewonnenen
89 (t=1,2,3,...) lisst sich der wahre Wert fiir die 8 beliebig genau
berechnen. :

Handelt es sich um die umgekehrte Aufgabe, um den Ubergang von
den Grundfrequenzen wiz zu den aktuellen Frequenzen aix, dann sind die
(138) entsprechenden Gleichungen

% ®ikipin == );:,oumscinQk =

== %“. witQiQn (1 4 &) (1 4 ) , (138a)

wenn o; == T - &-gesetzt wird. O ist dann entsprechend ¥ A | wobei
wir, da Missverstindnisse nicht zu befiirchten sind, den oberen Index
weglassen und einfach schreiben kénnen

Oi= V4 .
Auch hier erhalten wir dann eine erste grobe Niherung
) = aix(Q:Ox , _ (1393)

wenn o; = ok == I gesetzt wird,
Schreiben wir jetzt wieder, aber mit einer anderen Bedeutung

2 4 L3
&
und beachten, dass nach (1og)
3 = AP,

dann ergibt sich #hnlich wie (142)

A= X0 4 30 4wy + 3 e D 5 S e (149)
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Die erste Niherung fiir ¢; ist dann

A —5@
ES—D) = .._:‘..(._;j.. w._._,.i(.gj.m (150)
2":' + &
und die zweite
; (c}
0 A —ZP (1 4 &) dfpef?

S CENENCFORNE S RN YRR

Auch hier lassen sich dann durch fortgesetzte Verwendung der neu ge-
wonnenen &7 (t = 1,2, 3, ...) fiir die & beliebig genaue Werte erreichen,

Ein praktisches Beispiel einer solchen Berechnung diirfte den Gebrauch
der eben entwickelten Formeln noch anschaulicher erliutern und iiber-
zeugen, dass sich beim Gebrauch einer guten Rechenmaschine und einer
rationellen Anordnung der Einzelergebnisse die Rechnungen verhiltnis-
missig einfach gestalten, wenn auch die Formeln auf den ersten Blick
etwas kompliziert erscheinen mogen. Als Beispiel wihlen wir die Bestim-
mung der Grundfrequenzen oy fiir die spiter in Tab. 75 S. 200 ange-
fithrte Streutafel des Vergleiches der Spektralschitzungen VANAS mit
dem HDC. ‘

Zur Vermeidung von Dezimalfehlern empfiehlt es sich, bei solchen
Aufgaben gleich von vornherein Ausgangs- ;und Endstreutafel durch
Muttiplikation mit einem konstanten Faktor auf die gleiche Gréssenord-
nung zu bringen. Es liegt nahe, die Ausgangsstreutafel mit dem Faktor
n{N auf die Zahl der Objekte der Grundfrequenzen zu reduzieren, wobei
n die Zahl der Objekte der Tafel der Grundfrequenzen bedeutet und N
die Zahl der Obhjekte der Ausgangsstreutafel. Im vorliegenden Falle mul-
tiplizieren wir mit 6467 und erhalten die in Tabelle 67 gebotene redu-~
zierte aip-1afel fiir den Spektralvergleich Vanis-HHDC. Wenn auch mehr
als zwei Dezimalen {ir Grundfrequenztafein, die nach der vorgeschlagenen
Methode gewonnen werden, keine Bedeutung haben, so haben wir doch
die Rechnungen mit vier Dezimalen durchfithren wollen, einmal, weil
dann die Genauigkeit auf zwei Dezimalen besser gesichert wird; dann
aber auch, um zu zeigen, wie diese schrittweise Niherung konvergiert.
Es zeigt sich, dass die Niherung bald erreicht ist, wenn die 8; nicht weit
von Null entfernt sind, wie zum Beispiel bei den letzten vier 3, bis &,
aber lange wihren kann fiir grossere Werte wie z. B. fiir 8, , wobei dann
natiirlich auch die Werte flir die Nachbarklassen in Mitleidenschaft
gezogen werden.
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Die einzelnen Schritte der Berechnung werden in Tabelle 68 geboten
in der Weise, wie sich die Anordnung praktisch am besten bewihrt hat.
Bei der praktischen Berechnung wird man natiirlich die gesicherten Er-
gebnisse, die sich nicht mehr dndern, nicht weiter mitschleppen, sondern
sich auf die Bestimmung der noch nicht erreichten Werte beschrinken,
Hier wurden sie nur mitgefiihrt, um die Tabelle vollstindig zu machen.
Doch wurden die Werte mit einem Asteriskus versehen, sobald der End-
wert erreicht war.

Im vorliegenden Falle ist die Bestimmung des ganzen Satzes der 3;
erst mit 8% erreicht, und weitere Schritte sind nutzlos, wenn man sich
auf die vier Dezimalen beschrinken will.

Dic mit den so gewonnenen 3 berechneten Reduktionsfaktoren &y
und ®;., und noch mehr die gewiinschten Grundfrequenzen er, leiden
stark an Abrundungsfehlern, sodass das Endergebnis bei einer Rechnung
mit vier Dezimalen nur knapp auf drei Dezimalen genau ist. Es scheint
deshalb vorteilhafter, von den zu erwartenden ok auszugehen und von
hier aus die entsprechenden Reduktionsfaktoren zu bestimmen, wie es
in dem nichst zu besprechenden Niherungsverfahren geschicht.

TABELLE 67

Vergleich der Spektralschitzungen Vanis-HDC
reduziert auf N =06

s) o
© B AN Fi) G it M) Ai )
Iy

B L1927 .0385 L2313
ALC) .3340 2.3383 0771 . 2.7495
FO L0771 . 5268 0257 L6206
fe{8)] .16%0 .5258 0128 7060
) .03835 o042 1.0664 0385 |1.2077
MO .oBgg 3854 | .4574

AEV) 5268 2.4540 ,8c04 6167 1.1602 .4240 |6.ooc0
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TABELLE 08

Zur Berechnung der Grundfrequenzen oy filr die Streutafel @ fiir den

Spektralvergléich Vanis-HDC der vorhergehenden Tab. 67

BV AN " G ) M
P; x.3778 6384 L1115 X.2734 9248 ¥.5357
P; Py, . 8796 . 7096 t.4154 1.1776 1.4202
P; Py .0279
3058 .0339
2038 -9529 .0547
o5 0547 .6500 .0364
il .2364 . 8542 L0151
0396 0750 .QI21 0547
L1277 . 9090
@ 6506 1.04I5 L9816 , 9662 1.0549 9637
—Z®@ 1 4+ 3404 — o415 + .0184 4+ .0338 0540 + 0363
w4 ag-?) 1.0254 1.9044 1.6325 1.8204 1.9670 1.8727
§° | 4+ 4320 — .oz08 4+ .orzz + .or86 L0279+ .ox94
1+ §© 1.3320 L9792 1.0113 1.0186 . 9721 1.0194
) + .o08x — .orre + .o012 -— .0004 0003 + .oo1b
ik — .oc006 -~ _.0044 + .co21 0024
(o) - .oo11
Zik 4 .3485 — .0531r + .0163 - .0355 0576 -+ .0379
Ng.f,? 1.1468 1.9746 1.6309 1.8363 1,9416 1.8903
32| 4+ 4039 — .o260 4 .o099 - .0193 .o297% 4+ o200
4 85 X.3030 Q731 1.0009 1.0193 9703 1.0200
mE(‘) 4+ .exro3 -~ .o100 4 .00I5 -~ .00G4 L0003 -+ .oo1%
1k we 0005 — L0040 -+ .0023 . ©025
() 4+ .co1z
A + .3507 - .os20 + .o1bs -+ .0357 0577 + .o380
N'f‘) 1.1366 1.9688 1.6389 1.8369 1.9359 1.8000
3@ | ;- 3086 -— .o264 + .orox* + .orgg¥ .0207% - .ozor¥
4 8¢ 1.3086 9736 I.0I0I 1.0104 .g%703 1.020%
E(z) + ,oI0r — .0¥Y0z -+ .00I§ — .0OCO4 L0003 -+ 0017
ik — o005 — .o046 - .oo023 0023
() 4+ o012
Z; + .3805 — .052z2 -+ .01y + .0357 0577 + .o380
N}“) 1.1383 1.9692 1.6301 1.8370 1.9399 1.8910
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'TABELLE 68 (Foris.)

5 + .3079 — .0265* 4+ .ozor* + .0194* —  _o297% L osor*
14 5@ 1.3079 L0735 1.0701 1.0194 9703 1.0201
Y + .oroz - o010z 4+ .0015 — -0004 — .0003 -+ .co17
ik m.0005 -~ L0046 4 .ocoz3 — .oozs
() 4 .oo1z
Z; -+ .3506 -~ L0522 <+ 0165 4+ 10357 — .o0577 +  .ozoy
Nf"’) 1.1380 1.9691 r.6301 1.8370 1.9399 1.8910
SO | 4 08 — -0265% -+ ozox® — o1g4* — .0207* 4 .ocz01%
1+ 59 x.308r 0735 I.o10% I.o194 9703 t.0201
e p@ L o102~ Lor0z - .0015 — 0004 — 0003 - ,co1%
ik ~ 0005 — o046 + .oo23 — .oozs
{4) +  .oo1z
Z; + .3506 — o322 + 0165 + 0357 — 0577 4+ .ozoy
Nf“) 1.1381 1.96091 1.6301 1.8370 1.9399 1.8gr0
855) ! + 3081 —  o265% - _o101*% - .0104% —  ozg7* 4+ _ozor?
i+ 855) = p; 1.3?81 L9735 i.o101 1.0194 .9703 1.0z01
p: P; x.80z3 6216 I.1227 1.2081 8973 1.5666
by = p} P} 3;2483 -3864 1.2605 1.6851 -8os1 2.4542
Qp=piPipply, 11203 6979 14574 ¥.1648  1.4057
’35 1.0074
Ok
K{¢Z]
(V) (" otd (3] ¥,
S©) \ B Al F(P} Gl 42 M)
B 6239 11 loag:
AlC) 3742 9035 .0538
FC) 0538 .6640 0375
G 2434 . 8877 .0149
KO 0388 .0748 .8286 0541
. M(Q 1264 L0458
Rsm 1.0001 1.6004 1.0000 1.0000 9999 . 9909
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2. Die schrittweise Berechnung der Reduktionsfaktoren
iiber geniiberte Hauptfrequenzen

Aus der Gleichung

oy == ai Py (152)
folgt .
Oy = 2, (152a)
i

Werden zunichst einmal plausible o angenommen und mit ihrer Hilfe
die dazugeh&rigen Reduktionsfaktoren ®F und in der Folge auch die

OF =V OP DY

bestimmt, so lisst sich eine Tafel der ¢ in erster Niherung festlegen,
aus der sich dann ablesen lisst, wie weit die Niherung gelungen- ist.
Die Differenzen 1 —X{ geben Anhaltspunkte fitr die Wahl eines neuen
verbesserten Satzes von Hauptfrequenzen of” und damit eines neuen Sy-
stems von Reduktionsfaktoren @, mit deren Hilfe eine verbesserte Streu-
tafel off) gebildet werden kann, Die neuen Differenzen 1 -~ Z{ leiten zu
einer weiteren verbesserten Gruppe von Hauptfrequenzen o und sofort,
bis schliesslich eine Streutafel «ff) erreicht wird, in der die Differenzen
I~ %, a8 verschwinden.
{3

Zur ersten Niherung wird man wieder mit Vorteil die oben (139) schon
beniitzte «{2-Tafel nehmen, die man erhilt, wenn

I
©) .. —
% = — (134)

i

gesetzt wird, Die gefundenen Hauptfrequenzen o bediirfen dann noch
einer Korrektion A ai, die sie zu den wahren Hauptfrequenzen ay; ver-
hessern in dem Sinne, dass

Ol == of_g:?) -‘]'—- A [+ 57N (153)

Es kommt nun alles darauf an, fiir die A oz méglichst gute Werte zu fin-
den, dass die Niherung rasch voranschreitet.
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Es steht nichts im Wege, die Aoy nach dem Augenmass zu wihlen,

Einen ersten Fingerzeig fiir ihre Grosse bieten die Differenzen

I - % e oder kiirzer 1 — T ;

denn es ist unmittelbar einleuchtend, dass die A oy dass gleiche Vorzeichen
der (1 —Z¢) haben miissen und ihr absoluter Wert nie grosser sein darf
als der absolute Wert der Differenzen, da auch die Nebenfrequenzen zu
den Differenzen einen Beitrag geliefert haben. Die Annidherung an die
wahre Tafel geht auf diese Weise etwas langsam voran; doch hat sie den
Vorteil, dass sich die neuen «ff oft sofort hinschreiben und fiir die Er-
mittlung der Reduktionsfaktoren @ und ®f auswerten lassen, was dann
besonders einfach ist, wenn man sich zum Beginn des Niherungsver-
fahrens erst mit moglichst wenig Dezimalen begniigt und die Stellen
erst nach und nach vermehat.

Eine etwas rascher konvergierende Niherung erreicht man, wenn auch
die Beitrdge der Nebenfrequenzen gleich rechnerisch einbezogen werden,
indem man die Differenzen (1 —Z) prozentuell auf die of verteilt.
Wir setzen also

o

A = (x—3) 2L (154)

und bilden die erste Niherungstafel («ff’) mit Hilfe der gewonnenen

o) = off - Aol

1

woraus sich dann neue Differenzen (1 —Z{) ergeben, aus denen eine

zweite Verbesserung hergestellt werden kann

o
x
i

¥

Aofp = (s —3f)

die zu der zweiten Niherung
o = off 1 Ao
fihrt.
Der Prozess wird dapn weitergefiihrt, bis schiiesslich die Differenzen

1 _
I—%“Ek)—

werden.



J. JUNKES - EMPIRISCHE REDUKTION VON SPEKTRALVERTEILUNGEN 187

TABELLE 69

Berechnung der Grundfrequenzen ik fiir die Streutafel aix der Tabelle 53
mit prozentueller Angleichung der Hauptirequenzen

Klasse B A 15 G K M
. 1027 .038g
3340 2.3382 L0
ik O .5268 0257
{Vgl. Tab, 67) 1670 .5208 0128
0383 .ob4z 1.0664 .0385
.0899 .3854
A;‘:I) . 5268 2.4540 .Bog4 6167 1.10692 . 4240
.3658 .0339
.2938 -9529 .0547
o 0547 .6509 .0364
2364 8542 L0151
Vgt. Tab. 68 =3
(Vgt.Ta ) .0396 L0756 LQI2I L0547
L1277 .9ogo
E:(‘G) .6506 1.0415 0816 9662 1.0549 - -0637
I e E§°) + .3404 - o415 + o184 + .0338 — .os49 + .0363
Aaf?) 4+ 1888 -- .0380 -+ .orzz - .0299 -~ .0475 + .0342
c:§,-') L5546 9149 6631 .8841 8646 .0423
‘DE,-I} 2.8780 .3013 1.2587 1.6782 .8108 2.4473
V(f)s:) 1.606% L6255 1.1219 I.2055 .0004 1.5644
ol 1,0612 Nty 1.4534 1.1665 1.4086
ik 1.0102
.5546 .0409
.3544 L9140 L0541
e L0541 L0631 .0374
th 2427 .8841 0149
.0389 . 0749 8640 0542
L1266 9432

@ .90g0 1.0009 .9988 95064 1,006z 9974
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TABELLE Gg (Forts.)

KKlasse B A F G K M
g e Z}’) + .og10 — .ocog9 -+ .ooiz 4 .,0036 — .oobr + .0o026
A ocgs) + .o555 — .c0go 4 .0008 | .0032 — .0052 + .oozj
ot,(.f) .G1o1 . 9059 6639 .8873 .8504 0457
(I)Si") 3.166¥ 3874 1.2603 1.6843 .8050 2.4538
}/(pﬁf) 1.7704 6224 1.1220 1.2998 .8g77 1.5665
o2 1.10%5 6084 1.4569 1.1050 1.4062
th 1.0078
.brorx .0426
-3699 -9o59 -0539
o2 10539 -6639 -0374
* 2433 8873 L0149
.0388 .0748 .8504 L0541
- 12064 -9457
Ef.z) .9800 1.0024 9699 .9905 1.0007 . 9998
I — )352) + .o200 — .o024 -+ .ocor 4 .oocog — 0007 + 0002
A otg};) + .or25 — .ocozz - .occr 4  .ooo4 -~ o006 - o002
agf) 6220 . 9037 .6640 8877 .B588 . 0459
(DEE) 3.2309 .3865 1.2004 1.685x 80353 2.4543
}/(;[1513) 1.7975 .6217 1.1227 1.2081 .8074 1.5666
ik 1.11%% 0980 1.4574 1.1649 1.4059
k 1.0075
6220 0430
3732 .9037 0338
e .0518 6640 0375
i 2434 8877 L0149
.0388 0748 .8588 L0541
1204 9459
EP) 0658 1.,0005 1.0000 1.0000 1.0001 1.0000




J. JUNKES -~ EMPIRISCHE REDUKTION VON SPEKTRALVERTEILUNGEN 189

TABELLE 69 (Forts.)

Klasse B A ¥ G (4 M
¥ — Eg:’) + .oc042 -~ .000% .0000 0000 — 000X 0000
A oc'(-?) + .o026 — .ooos ,@000 .0000 = 0001 .0000
agg‘) L6252 .9032 6640 .88y 8587 0450
<I>§;’) 1.2444 .3863 1.2604 1.6851 .8os2 2.4543
V(I)E;ﬂ r.8012 L6215 1.1227 1.2981 8oz 1.5666
ol I.1194 6978 1.4574 1.1648 I.4057
ik 1.0074
6252 0431
.3739 -9o32 -0538
o .0538 6040 0375
wk 2434 8877 .0149
.0388 0748 8587 .0541
. 1264 -9459
2547 9991 1.0001 1.0000 1.0000 I.0000 I.0000
1 — ES-“) +  ,oo0g — .000I . 0000 . 0000 0060 . 0000
A ocg.*) + .o0007 — 000 7
af-f) L6259 .9031 .6640 .8877 .8587 .0459
(135‘.5) 3.2481 .3862 1.2604
}/‘I),(-,-SJ . 1.8022 6214 1.1227
‘DS-?‘) I.1199 .6g76
.6259 0431
.3740 9031 .0538
o5 .0538 6640 L0375
h 2434 . 8877 L0149
L0388 .0748 8589 L0541
1264 -9459
E:;S) .90999 1.0000 1.0000 X.C000 1,0000 1.0000
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Wie sich dann die Rechnungen fiir das im vorigen Abschnitt gebrachte
Beispiel der Ermittlung der Grundfrequenzen o fiir den Spektralver-
gleich VANAs-HDC gestalten, zeigt die Zusammenstellung in Tab. 6g.
Mit of ist die Naherung auf vier Dezimalen praktisch erreicht. Eine
weitere Verbesserung von of¥ von .6259 auf .6260, um %“(xi) von .9999

auf 1.0000 zu bringen, bedingt auch eine Erhéhung von o) auf .3741,
verbessert also die Iage nicht, sodass diese Tabelle als endgiiltig ange-
sehen werden kann. :

Eine noch bessere Konvergenz wird erreicht, wenn auch der Einfluss
der Nachbarklassen auf die Nebenfrequenzen in Rechnung gezogen wird.
Um hier auf eine brauchbare Niherungsformel zu gelangen, greifen wir
zuriick auf die im ersten Abschnitt gewonnenen Ergebnisse.

Es ist

A i = o — o2 (153)
i = @il = (152)
== gy (14 &) Pf =
— P (1B =
= off) + off (2 8 + 32). (155)

Es wird demnach

Ao = 2 8 (1 + % ). (156)

Setzen wir fir eine erste Niherung (1 + _i-’m ) == 1, dann ergibt sich
Ao = 2 Suff) . (157)
Als Naherungswert fiir 8 erhielten wir oben S. 179 (144a)
P3P — (x o+ 30 3 oD8)
SORNTER P

3

wobel
r —%0

DCI e S
2 aff

(144)
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Setzen wir diesen Wert fiir 8" in die obige Gleichung (157) fiir A o

ein und vereinfachen noch, indem wir im Zihler und Nenner (x + 8) =1
setzen, dann ergibt sich fiir ein erstes angendhertes A of:
A ) 3 o
Ao = 158
if E:(‘o) + oc:(o,?) (15 )
=40 — 3 £
p i th
wobei
(o) 5_](0)
4o — 2% (1 ) und (159a)
i 5O 8@
©) (0) {}’)8@
—_ lt 3
1) o E{") T a(o} sind. (159b)
Nun ist nach (144) und (159 a)
50 o 1 _z(o) . d(O)
[ =
D R .
sodass
(0) (O) (o)
2 ooy iy,
a‘fee (E + ]

witd. Bedenkt man ferner, dass die Hauptfrequenzen of und o3 prak-
tisch von gleicher Grossenordnung sind, die & andrerseits aber nur
kleine Korrektionswerte darsteilen, so ldsst sich fiir die hier beabsich-
tigten Niherungswecke gefahtlos setzen

o % 4

&k W) > (155d)

da sich die of? gegen die of9 ungefihr herausheben.
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Wir erhalten also endgiiltig fiir die ersten geniherten Differenzen A «f :

Ao =P — 3.8, (160)
wobei
(o) (o)
© _ 2oy (1—2X)
i T ESO) + 0,'5?) und (1593)
{0} (o)
e{o) — Sy dk (Isgd)

th T TS 1 (o)
P o

zu nehmen sind. Die eingefiihrten Vereinfachungen verzégern zwar theore-
tisch die Naherung, sind aber doch so gering, dass die praktischen Be-
rechnungen sehr schnell den gewiinschten Endwerten nahe kommen.

Es wird also

) =+ A =

= df 4P — 3 4,
af = o P — 3 o,

A = o ) — 5 ).

Aus den jeweils erhaltenen gensherten Hauptfrequenzen «? werden dann
jedesmoal die zugehdrigen Hauptreduktionsfaktoren

{1
frax

OO = _H

@i

bestimmt und die zugehérigen Nebenreduktionsfaktoren

Of = ¥ oPaf,
mit deren Hilfe sich dann die ganze genitherte Streutafel ableiten lisst
iiber die Formeln

off) == an®f .
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TABELLE 70

Berechnung der Grundfrequenzen aix mit verbesserter Angleichung der
Hauptfrequenzen unter Beriicksichtigung des Einflusses der Nachbarklassen

| B A ¥ G K M
asz’ ist identisch mit otgﬁ":'der Tabeilen 68 und 69
z?) 6596 1.0415 9816 0662 1.0549 .9b37
1I-— EEP) 4 .3404 — .0415 -+ .o0184 -+ .0338 — o540 + .0363
E,@ + DZ,!:P) 1.0254 1.6044 1.6225 1. 8204 1.9670 1.8729
dtgx} + 2429 — 0397 4 .ox47 + 0317 — .0500 -+ .0352
+ .oir4 — .0041 -+ 0013 — .o003 — .0002 + .o0OIf
egé ) — .oo004 — .oo4h | o021 — 0023
-4 .oo12
ocgt?) .Gzo1 .9087 6635 8897 B8589 .045%
11)5-1-‘) 3.2180 .3886 1.2505 1.6851 .Bogz 2.4538
}/ri;‘(:ﬁm 1.7930 6234 1. 1222 1.2981 .8973 1.566%
o) 1.1:83 L6906 1.45067 1.1648 1.4056
th 1.0070
.6zo1 L0431
-3738 -goB7 -03539
e -0530 6635 0374
’k 2433 8877 0149
0388 L0748 . 8587 L0541
-1204 -0457
o 9936 £.0057 -9995 -9969 1.0600 .9608
I — Egl) <4 .oobg -~ .oog8 4 .coog - .ooo1 o000 |- .ocoz
Z?)’Jf'“r(ix) 1.6137 1.9I44 1.6630 1.8876 1.8587 1.0453
4 + .0049 -~ .0055 + .0004 ‘4 .0COX 0000 4 .oco0z
t
+ .o013 — .000Xx -+ .oc02 . 0000 0000 , 0000
ef.ﬁ) 0000 000G 0000 0000
0000
o:f-f) .6263 9031 L6641 ,B8878 8587 0450

13
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TaBeLLE 70 (Foris.)

B A F G. K M
ol 86 6
i 1.2501 .38062 1,206006 ¥.6853 o052 2.4543
V‘I’,(‘,'z) 1.8028 6215 1,1228 1.2982 8073 1.5660
Pz 1.1204 6978 1.4576 1.1649 X, 4057
ik 1.00%5
6203 L0431
-3742 .go31 0538
o2 0538 L0041 0375
ih 2434 .8878 0149
.0388 L0748 8587 L0541
1264 0459
EEZ) 1.000% 1.0000 I1.000X 1.0001 ¥.0000 1.0000
I — Eg.z) . 0005 L0000 ~— ,000L —— .000I 0000 L0000
E,(.z) + aE?) 1.6268 1.9033 1.6642 1.887¢ 1.8587 1.9459
d(3) . Q004 0000 — o001 — . 0001 L0000 , 0000
1
Welelels) 0000 .0C00 Relelale] . D000 . 0000
e‘(.g) Rieleiole] L2000 . Q000 [felelele)
Melelole]
o L6250 9031 6640 887y 8587 .0439

Mit af-?) ist der letste Stand 0',5;5) der Tabelle 59 erreicht und damit auch die ent-

sprechende Tafel der Grundfrequenzen .

In Tabelle 70 wird das oben beniitzte Beispiel der Bestimmung der
Grundfrequenzen a;x aus der Spektralstreutafel Vawids-IIDC nach der
angegebenen Weise durchgerechnet. Wie man sieht, ist die Konvergenz
bedeutend besser, als bei der bloss pronzentuellen Verteilung der Diffe-
renzen auf die Teilfrequenzen einer Spektralklasse. Mit «ff ist der letzte
Stand «f der Tabelle 69 schon erreicht. Auch hier hat es keinen Sinn,
die Niherung weiter zu treiben, es sei denn, dass man noch mehr De-
zimalen wiinscht.
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Die Korrekturen e werden immer kleiner, und man wird bald merken,
dass sich die Rechnungen vereinfachen lassen, da schliesslich fiir die
Bestimmung dieser Grossen nicht die vielen Dezimalen mitgeschleppt zu
werden brauchen, wie es hier des Beispiels wegen geschah. Ja, meistens
wird man sich mit den frither bestimmten Divisoren X} 4- ax begniigen
kénnen, ohne die Konvergenz der Niherung zu beeintriehtigen.

Fiir den wngekehrten Weg, ndmlich die Bestimmung der akfuellen Fre-
quenzen aus den Grundfrequenzen ey und einem vorgegebenen Satz
von Klassenfrequenzen (4), ergeben sich entsprechend ihnliche Aus-
driicke.

Die Bestimmung der Hauptreduktionsfaktoren aus den Hauptfrequen-

- zen erfolgt nun Uber die Gleichungen

i
Qi = - ; (160)
o

und fiir die erste angeniherte Tafel 4 werden als Reduktionsfaktoren
jene verwendet, die sich aus den gewiinschten Klassenfrequenzen ergeben:

ol = AW, o = V ADAE (161)

wo wir wieder ohne Beeintrichtigung der Eindeutigkeit die oberen In-
dizes der A™ weglassen und einfacher 4; statt dessen schreiben kannen,
Die Streutafel der ersten groben Niherung berechnet sich dann zu

a9 = wpeld . (162)

Die Summen der Teilfrequenzen, die wir wieder mit X bezeichnen wollen,
sind jetzt

2 =3

und sollten sich den Klassenfrequenzen 4; nahern Die zwischen beiden
entstehenden Differenzen

(i — )

bilden nun die Grundlage fiir die weitere Anlage der Niherungsrech-
nungen,
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Bei prozentueller Aufteilung der Differenzen (A; — %) ergibt sich als
erste Korrektur fiir die Hauptfrequenzen

(0)
Ad® = (A —ZPN . H (163)

Die genauere Formel, die noch den Einfluss der Nachbarklassen beriick-
sichtigt, ergibt flir die erste Korrektur

A Gl = O — P 8 (164)
wobel
() o So)
fo o 2GS (x642)
SR
6 flo)
g(o) azk B ) (16413)

ik 7T UA
P

zu setzen sind, Der weitere Verlauf der Niherung unterscheidet sich
dann in keiner Weise mehr von den bisher besprochenen.

Es ist nun nicht wesentlich, von einer Grundfrequenztafel auszugehen,
um eine ihr isogene Streutafel mit vorgegebener Hiufighkeitsverteilung
der Spektralklassen zu berechnen. Jede Streutafel, die die Verkniipfung
der beiden Speltralsysteme richtig darstellt, ist dazu geeignet. Lediglich
die erste Anniherung 4§ wird etwas vereinfacht, da hier die Hauptre-
duktionsfaktoren ¢ff = AS") werden, Geht man hingegen aus von einer
Streutafel mit den Klassenkiufigkeiten B, dann miissen als Hauptreduk-
tionsfaktoren 7 fiir die erste Niherung die Quotienten aus den neuen
und alten Hiufigkeiten genommen werden, also

(- .
fu - ""E{R)" N

Die weiteren Schritte werden dann genau so gemacht werden wie bei
Beniitzung von (irundfrequenzen.



II. Anwendung des vorgeschlagenen
Reduktionsverfahrens auf praktische Aufgaben

1. Reduktion einiger Spektralvergleiche aus der Literatur

Nun moge die vorgeschlagene und bisher so ausfithrlich besprochene
Methode zur Reduktion von Spektralstreutafeln noch angewendet werden
auf einige Vergleiche von Spektralsystemen, die sich in der ILieratur
vorfinden. Wir wihlen dafiir Vergleiche, die Scuavin (%), WernBERG (%)
und VanNids (%) angestellt haben zwischen ihren eigenen Systemen und
dem Standardsystem der Harvardklassifikation, Diese Vergleiche wurden
von den genannten Autoren getrennt bezogen auf das System des Henry
Draper Catalogue (HDC) und das der Henry Draper Extension (HDLE)
in Wiirdigung der Tatsache, dass diese beiden Spektralsammlungen stel-
lenweise betrdchtliche Unterschiede beziiglich der Auffassung der Spek-
tren aufweisen. So bicten die Befunde der schwedischen Astronomen eine
vorziigliche Gelegenheit, die genaueren Beziehungen zwischen diesen
beiden Systemen mit Hilfe der vorgeschlagenen Reduktionsmethode
zu untersuchen, ,

Uber das Verhilinis der beiden Harvardsysteme zueinander hat zwar
schon friihe SHAPLEY (°} einige Anhalispunkte gegeben. Doch wurde der
Vergleich bloss mit rro Objekten durchgefiibrt und gibt nur die mittle-
ren Differenzen flir die Hauptklassen an. Dieser Vergleich hat zwar den
grossen Vorteil, dass er Objekte verwendet, die wirklich in beiden Sy-
stemen geschitzt wurden; andrerseits liegt auch hierin seine Schwiche:
es kann sich nur um Objekte handeln, die fiir den HDC verhiltnis-
missig schwach sind, fiir die IIDE dagegen verhiltnismissig hell, was
nicht ohne Einfluss bleiben kann auf das Ergebnis.

Ausfithrlichere Angaben {iber das gepenseitige Verhilinis der beiden
Systeme bot spiter Vyssorsxy (*). Er bestimmte an einem reichen Ma-
terial die Regressionen des McCormick-Spektralsystems auf die beiden
Harvardsysteme und gewinnt durch Elimination des eigenen Systems die
unmittelbaren Regressionen der beiden Harvardsysteme untereinander. Er
bietet allerdings nicht die dem Vergleich zugrundeliegenden Streutafeln,
sondern nur die mit dem vorhandenen Material gefundenen Klassendif-
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ferenzen, sodass ein etwaiger Einfluss der zufilligen Verteilung der Klas-
senhiufigheiten in dem beniitzten Material nicht in Rechnung gezogen
werden kann,

Insofern bietet das Material der schwedischen Astronomen etwas giin-
stigere Bedingungen, die Beziehungen der beiden Harvardsysteme un-
tereinander zu studieren, insbesondere auch deshall, weil die Benlitzung
aller drei Autoren eine Konfrolle und etwaige Mittlung der Ergebnisse
ermdglicht,

Die von den drei schwedischen Astronomen gebotenen Spektralangaben
sind nicht gleichwertig: Scravfns Spektralbestimmungen beruhen auf
einfachen Schitzungen, Vanis und WERNBERG beniitzen mikrophotome-
trische Messungen, die eine viel gleichmissigere Behandlung des Materials
gestatten. Ausserdem liegen nicht fiir alle Autoren Angaben fiir die ganze
Spektralfolge vor, die fir einen Vergleich mit den Harvardsystemen in
Betracht kommen: Die Klassen ScHaLfNs kénnen praktisch nur von der
{lasse F an beniitzt werden, die WERNBERGS von A an, und nur das Ma-
terial von VaNAs bietet die Moglichkeit, auch die B-Sterne in den Bereich
des Vergleiches zu ziehen. Diese Unvollstindigkeit der Spektralfolge
bietet nachher einige Schwierigkeiten, wenn die Ergebnisse dieser Au-
toren zusammengestellt und miteinander gemittelt werden sollen.

In den angegebenen Verdffentlichungen finden sich die Vergleiche
mit den Spektralsystemen von Harvard in Form ven Streudiagrammen,
und zwar auch flir die Unterllassen differenziert, Die hier benoétigten
Streutafeln miissen infolgedessen aus den Diagrammen erst wieder re-
konstruiert werden, was nicht abgeht ohne einige zusitzliche Fehler, die
herriihren von der Deutung der Gridsse der Diagrammbkreise, die die
Menge der Objekte kennzeichnen, .

Wenn wir uns hier auch nur auf die Hauptkiassen B, A, F, G, K und
M beschrinken im Sinne der Harvardschen Zusammenfassung der Un-
terldassen, so fanden sich doch einige ziemlich weit von der Hauptdia-
gonale abliegende Nebenfrequenzen, die wohl als Fehlschitzungen oder
Fehlidentifikationen angesehen werden diirfen und fiir die weitere Be-
handlung der Streutafeln ausser acht pelassen werden. Diese Werte sind
in den Tabellen in Klammern gesetzt worden.

Die Ergebnisse der Zurichtung dieser Streudiagramme finden sich
in den Tabellen #1476 und die nach dem hier vorgelegten Verfahren
errechneten Grundfrequenzen ez und f;» werden in den Tabellen 477-82
geboten,
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TABELLE 71

‘Spektralvergleich ScuarLin-IIDC

508

m FS) s K(S) M 40
AO (8)
F&) 52 33 85
elts)] 10 136 z 148
K© 39 225 15 279
M) 21 01 112
A‘S—S) 62 208 248 106 624

TABELLE %2

Spektralvergleich Scravtn-HDE

S {E)
5@ E{S) GS) K M il
AR 160 {2) (3)
T 54 75 . 129
elto] 8 158 8 184
K(E) 16 192 8 216
M(E) 61 42 103
'(.S) 02 249 27%¥ 50 632
TABELLE 73

Spektralvergleich WernBerG-HDC

S(W)
;(E\ AUP) FOP) e gxm v | 40
A 173 2 ¥75
jo (el 6 27 X 34
G©) 9 38 4 51
K 5 104 4 113
MO 6 .20 26

AW 179 38 44 114 24 399
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TABELLE 74
Spektralvergleich WeRrNBERG-HDE

S(W)
AW) FOV) G KW M) A5
S(E
AR 93 2 75
rlE) 18 42 1 6x
G(E 1 13 68 6 88
R’ 1 8 76 X 86
ME 40 15 55
ASW) g2 58 bl 122 16 365
TaBeLLe 75
Spektralvergleich Vanis-HDC
S
B AP jate) elis] () M) AF,{CJ
S0
B 15 3 18
AlQ) 20 182 6 214
e 6 41 z 49
Go 12 41 z 55
RS 3 5 83 3 94
MO 7 30 37
A7 | a 91 63 48 o1 33 467
TABELLE 76
Spektralvergleich Vanis-HDE
S
BN Al F) G KP) M) A8
SE) k
B 22 4 26
AE) 10 131 8 140
FE) 2 31 53 8 94
G(E) (4 2 16 1oz 4 124
K (E) (1) I3 21 1oz 1 123
MCE : 53 26 79
A7 | a4 168 78 131 150 27| 597
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TABELLE 4%
Grundfrequenzen zam Spektralvergleich ScHALEN-ITDC
(S.C
i
S (C)
S S S S)

SO o (S} K M R,
Fo .QL47 .2816 1.1963
G0 L0853 L5631 .0080 L0504
Fc{() 1553 8622 .a927 1.1102
MO L1208 . 0073 1.0371
RSS) 1.2000 1. 0000 1.0000 I.0000 4 .c000

B(_k(-‘,S)
L
e .6g10 .30G0 1.0000
felCe)] 0036 8971 .00Q3 1.0000
4] .1810 7346 0844 1.0000
WEC) L1181 8819 1. 0000
RE-S’ J 17840 1.3871 8620 96063 l 4.0000
TABELLE %8
Grundfrequenzen zum Spektralvergleich ScuavfN-HDE
(S,E
&g )
55 &
F(S) (S) S) (5) >

M F G K M R
FE) 0444 5213 Y. 4657
GLE) 05506 . 4362 .0478 .5396
K(E) 0425 -4999 .obog 5030
M(E) 4613 -9395 1.4008
RSS) I.0000 I.0000 I.0000 1.0000 4 .C000

B
R
F(E) . 4797 . 5203 1.0000
GE) L0555 .8558 .0884 1.0000
K(E) 09788 8606 .06 1.0000C
MI(E) 4621 L5379 1.0000
(5 ;
R; .5352 1.4549 I.4114 . .5085 4.0000
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TABELLE %9
Grundfrequenzen zum Spektralvergleich WERNBERG-HDC
(#.C
% )
(W)
AW 2] GO¥) () M) RS
F )]
A .G2705 0243 .Q5135
(O .07293 7449 .02565 -8435
G 2308 .Q054 .05515 1.19135
K© ~ .o0895 -8297 0768 97545
M) L1151 .9232 1.03835
REW) 1.0000 I, 0000 1.0000 I.0000 I,0000 5.0000
B(_E,W)
]
AC) o727 0273 1.0000
) .oB18 .8931 0251 1.0000
G L2280 7239 0502 1.0000
K© .0628 .B6absg .obss 1.0000
M(©) L1148 8852 1.0000
R(W) 1.05 6
; .0545 Y. 1403 8118 1.02565 .gb17s8 5.0000
TanELLE 8o
Grundfrequenzen zum Spektralvergleich WErNBERG-HDE
(W,E
iy )
S(W)
Al W) G(W) K(W) M) rE
S(E)
ALE) 7438 L0272 7710
FE) .24445 7603 .015%7 1.02045
G(E) LOL178 . 2040 0251 L0444 1.18525
’E .008% L0502 .3058 .o1bz25 .38g75
MIE) 6498 98375 1.63355
REW) 1.0000 1.0000 I.,0000 1.0000 1.0000 5. 0000
E,
ﬁgk "
AE) 9699 .0301 1.0000
F(E) .2708 71555 .01305 1.0000
GLE) . 01205 L1774 97431 00745 1.0000
RLE) 01405 . 0500 L8796 .01635 1.0000
MIE) L6518 . 3462 1.0000
R,(W) 1.2527% 9371 . 840675 1.60083 36253 5.,0000
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Die Tabellen der Grundfrequenzen wurden auf vier Dezimalen ange-
geben, manchmal auch noch auf die Hilfte der fiinften, wenn auch in
anbetracht der Unzulinglichkeit der vorgeschlagenen Reduktionsmethode
zwei Dezimalen zur Charakterisierung der Verkniipfung gentigt hitten.
Die Tafeln fiir die einzelnen Beobachter stimmen nicht gerade gut iiber-
ein, ein Zeichen dass jeder sein ihm eigenes Spektralsystem besitzt,
Doch zeigt sich klar, dass die Tafeln fir HDC und HDE bei allen in
dhnlicher Weise sich verhalten und besonders gegen das Ende der Spek-
tralsequenz zuf eine starke Differenz der beiden Harvardsysteme vonein-
ander hinweisen.

TABELLE 81

Grundfrequenzen zum Spektralvergleich Vanis-HDC

e

as'k )
]

SO 5" AP FP) G K m» R
B 6250 L04315 .Gbgos
Al 3741 .go305  .0538 ‘ 1.33995
F(©) 0538 6640 .0375 7553
Glo .2434 8854 L0150 1. 1461
K 0388  .o748 8586  .ogz42 x.0264
M 1204 9458 1,0722
R;(V) I.0C00 1.0000 I.0000 1.0000 1.0000 1,0000 6.cooo

C\V

B
B© .95725 042758 1.0000
AO .3705 L5791 L0504 1.0000
F& L0504 .00GQ .0397 1.0000
Gio) L2581 #7285 .0134 1.0000
) 0440 .obbg .8366 L0516 1.0000
M . 1209 8797 1.0000

RE.V) r.32775  .G7225 1.2633 8351 9703 9313 6 .0000
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TABELLE 82
Grundfrequenzen zum Speltralvergleich Vanis-HDE
(VE,
e )
v
s o) A B G AR e rRP
SUE)
B 81645 .os50 .B7145
A 13755 66805 o682 .8738
jED . 0460 20425 75315 0848 1.1502
GE) L0127 . 160955 .8o405 0212 1.0075
) 0071 LIXXis . 36205 L0110 . 4925
MUE) 61615 9884 160458
REV) i.0000 1.C000 1.0000 1.0000 1.0000 I.0000 6. 0000
BV
B( )
B .9363% 0035 1.0000
AW .15865 LPI4TS o666 1.0000
F& L0447 .z580 .G2ob .a767 1.0000
el L0136 15345  .8o1zs  .o217 1.0000
K .0090s  .16615  .8130 0112 1.0000
M . 5024 . 4076 £ . 0000
R 1.:3985 1.10085  .8503  1.0441  1.4371 -4188 6.0000

2. Die Beziehungen zwischen den Spektralsystemen
des HDC und der HDE

a. Agquivalente Spektralklassen swischen HDC und HDE

Zur sicheren Bestimmung #quivalenter Spektralklassen sind eigentliche
Streutafeln zwischen den beiden zum Vergleich stehenden Spektralsyste-
men erwiinscht, und zwar am besten eine Tafel der elementaren Teil-
frequenzen ui oder, in deren Ermangelung, eine 'Tafel der mittleren
Grundfrequenzen 7 (Vgl. die Ausfahrungen S. 145). Alles was in dieser
Hinsicht beziiglich der Bezichungen zwischen den Spektralsystemen HDC
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und HDE mit den vorliegenden Daten erreicht werden kann, sind Tafeln
von Grundfrequenzen ,, minimaler Streuung “ oder Rumpf-Grundfre-
quenzen, tiber die wir oben S. 1rxff. und is2ff. das Notige ausgefiihrt
haben. Doch bieten diese Tafeln der Rumpffrequenzen wegen der grossen
Unregelmissigkeiten der individuellen Regressionen oft keinen Vorteil
fiir die Bestimmung der neutralen Regressionen von cinem System zum
andern gegeniiber der gewdhnlichen Bestimmung iiber die Regressions-
kurven der verschiedenen Beobachter zu den beiden Systemen und der
nachfolgenden Eliminierung des verwendeten Hilfssystems, So werden
wir im folgenden graphisch die fiir jeden Beobachter geltenden Regres-
sionen zu dem HDC- und HDE-Spektralsystem ermitteln und daraus
die Regression von HDC auf HDE und umgekehrt bestimmen. Schliess-
lich lassen sich die fiir jeden Beobachter einzeln gefundenen Regressio-
nen zusammenziehen zu einer mittleren neutralen Regression zwischen
HDC und HDE,

Zur Aufstellung der individuellen Regressionen zwischen den einzelnen
Beobachtern und den Harvardsystemen verwenden wir mit Vorteil die
mittleren Grundfrequenzen wix der betreffenden Spektralvergleiche, wie
oben S. 150 begriindet wurde. Die sich aus diesen mittleren Grundfre-
quenzen fiir jeden einzelnen der angefithrten Autoren ergebenden mite-
leren Spektralklassen im HDC- und HDE-System und umgekehrt werden
in Tabelle 83 zusammengestellt. Die mit diesen Angaben gefundenen neu-
tralen Regressionen werden in Fig. 13 geboten.

Umn nun die zu S/ des Systems HDC mittleren Klassen S des Sy-
stems HDE zu finden, werden fiir jeden Beobachter getrennt aus der ersten
Rurve zunichst die zu S gehorigen mittleren Klassen §f im betref-
fenden Uppsala-System gesucht. Mit diesem Wert S wird in die zweite
Kurve eingegangen, die die Regression von dem betreffenden Uppsala-
System auf das System der HDE festlegt, womit sich ein West S ergibt,
der die zu S© geharende mittlere Spektralklasse in S darstellt. In ent-
sprechender Weise wird dann der umgekehrte Weg beschritten: Mit S{P
wird eingegangen in die zweiten Kurven der einzelnen Beobachter, wo-
durch sich ein Wert S ergibt, der seinerseits wieder, eingefiihrt in die
erste Kurve, zu cinem Wert S fiihrt, der die S entsprechende mittlere
Klasse im System HDC darstellt. Die auf diese Weise gewonnenen mitt-
leren Spektralklassen. zwischen HDC und HDE und umgekehrt wurden
in Tabelle 84 zusammengestellt fiir die einzelnen Beobachter. Die Werte,
die sich aus dem Material von Vanis und WERNBERG ergeben, stimmen
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TaABELLE 83

Mittlere Spektralklassen fiir die Vergleiche Scuaren, WernsEre und
Vanis mit HDC und HDE

Pl Be1 Ae=3 Fug Geg K=z M=56
,'s‘-ECJ 3.1002 1.8033 5.1238 5.9099
E SR 3.2680  3.0024  4.9246  5.8783
% ey
w i 3.0%24  3.6251 5.3203 5.9242
S8 3.4224  4.0165  4.9909  5.6154
s 2.0753  3.1887  4.0447  5.0615  5.0a18
o —
g S,EW) 2. 0204 2.9436 3.8%9%7 5.0109 5.887z
§ —-}E) 2.2499 1.1906 4.0049 5.4582 5.9761
S 2.0324  2.7595  3.8549  4.8836  s5.5050
S 1.3199  2.0100  3.2405  4.0350  5.1108  5.0452
; . . . . . .
a :S'W',EV) 1.0515 1.7253 2.9840 3.'7706 4.8997 5.8809
K -
SEE) 1.2232 2.2163 3.1198 4.0566 5.4742 5.9839
S 1.0633  1.0130  2.7479  3.8303  4.8070  5.5360
TABELLE 84
Mittlere Spektralklassen in HDC und HDE nach den verschiedenen
Beobachtern
Klasse | B A r G K M
HDC | 1.00 2.00 3.00 4.00 5.00 6.00
SCHALEN — — 2.02 3.85 5.0% G.10:
IHIDE | WERNBERG —_ 2.1 3.14 4.00 5.26 6. 142
VaNKs .Q¥ 2.02 3.07 4.00 5.20 6.13:
Mittel QX z2.07 1.07 3.97 5.22 6.13:
HDE 1.00 2,00 3.00 4.00 5.00 6.00
‘SCHALEN —_ - 3.08 4.16 4.06 5.88
HDC | WErNBERG — 1.92 2.86 4.00 4.7 5.80
Vanis 1.07 1.97 2.04 4.00 4.80 5.81
Mitrel 1.07 1.9% 2.94 4.0% 4.82 5.82
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ziemlich gut miteinander iiberein, weichen allerdings gegeniiber ScHALEN
etwas ab. Fir die Mittelbildung wurden deshalb den ScHaLSNschen
Werten, die auf blossen Schitzungen beruhen, nur halbes Gewicht bei-
gelegt. Die Mittelwerte wurden ebenfalls in der betreffenden Tabelle
angegeben,

Mit Hilfe dieser mittleren Klassen wurde nun die neutrale Regressions-
kurve zwischen HDC und HDE in Fig. 14 hergestellt. Die Stichpunkte

4

Mfﬂ

’{fE}

gfff

F’IEJ‘ 3 &

A.’EI

:BI’EI )f‘
B P ) Y] P P
16, 14. Regressionen zwischen den Spektralsystemen:HDC und HDE.

fiir die individuellen Regressionen von HDC nach HDE und HDE nach
HDC liegen alle schén auf der Kurve, sodass die mittleren Klassen in die-
sem Falle mit den dquivalenten Klassen {ibereinstimmen, was sich aus
dem Vorgehen erklart, dass die entsprechenden Stichpunkte aus den
neutralen Regressionen der cinzelnen Autoren zu den beiden Spektralsy-
stemen verwendet wurden, sodass auch hier nach der Elimination dieser
Hilfssysteme sofort die neutrale Regression zwischen HDC und HDE

resultieren muss.
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Diese Regressionskurve gestattet nun auch fiir die Zwischenklassen die
entsprechenden dquivalenten Spektralklassen fiir die beiden Systeme HDC
und HDE zu interpolieren, und es diirfte von einigem Interesse sein,
die hier gefundenen Ergebnisse it den Ergebnissen der von SHAPLEY
und Vyssorsky angestellten Vergleiche zwischen HDC und HDE zu

vergleichen, was in den beiden Tabellen 85 und 86 erfolgt.
© SmarLEY (%) beschrinkt sich bei seiner kleinen Untersuchung auf die
Hauptklassen und gibt die Differenzen HDC — HDE an, die sich der Ta-~
belle 85 an erster Stelle finden. Die aus dem vorliegenden Material gewon-
nenen Ergebnisse werden in dhnlicher Weise dargestellt unter der Spalte
HDC —HDE (Uppsala). Die Ubereinstimmung ist nicht gerade glinzend;
nur bei der letzten Spektralklasse M zeigt sich ungefihr der gleiche Be-
trag der Abweichung zwischen HDC und HDE,

Weit besser ist die Zusammenstimmung mit den Ergebnissen Vyssots-
xys, die in Tab. 86 aufgefiihrt werden. VyssoTskys (**) Untersuchung
ist ctwas eingehender und beruht auf der Verwendung eines reichen Ma-
terials. Ahnlich wie hier, bestimmt er die ausgeglichenen neutralen Re-
gressionen von seinem System auf die Spektralsysteme von HDC und
HDE und gewinnt die Regression unter den beiden Harvardsystemen
durch Elimination des eigenen Systems. In seiner Zusammenstellung
gibt er die Korrektionen an, die an die in einem System pgegebenen Werte
anzubringen sind, um die ihnen entsprechenden Werte im andern System
zu erhalten. Dabet beschrinkt er sich nicht auf die Hauptklassen, sondern
bentitzt auch die Unterklassen, soweit sie in seinem Spektralsystem ver-
wendet werden. Um die hier erhaltenen Ergebnisse vergleichbar zu machen,
verwenden wir die gleichen Unterklassen, zu denen sich die dquivalen-
ten Ilassen ohne Schwierigkeit durch Interpolation aus der Regressions-
kurve Fig. 14 ablesen lassen, Die Umformung auf die Differenzen HDE —
HDC und HDC — HDE bietet dann weiter keine Schwierigkeiten mehr.
Die daftir erhaltenen Ergebnisse sind in Tab. 86 unter der Spalte ,, Up-
psala “ eingetragen.

Auch hier ist deutlich eine teilweise sogar sehr gute Ubereinstimmung
VvssoTskys mit den hier gefundenen Ergebnissen zu erkennen, beson-
ders bei den spiteren Klassen. Bei den fritheren Klassen treten einige
Unterschiede auf, die nicht ohne weiteres auf Auswertefehler des Mate-
rials zuriickgefithrt werden konnen. Sie sind zwar nicht gerade sehr be-
deutend, aber doch immerhin von einer Gréssenordnung, dass sie nicht
ohne weiteres ilibergangen zu werden verdienen. Es ist allerdings schwer

14
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TABELLE 85

Zum Vergleich des HDC mit der HDE nach SwarLiy

Spektrum Zah] HDC — HDE HDC — HDE (Uppsala)}
A 51 + o0.63 - 0.%
F 9 SN 8 § — 0.7 '
G 2 + 3.1 + 0.3
K 10 4 1.2 — 2.2
M i3 -— 1.6 — 1.6
TABELLE 86

Zum Vergleich des HDC mit der HDE nach VyssoTsky

VYssOTSKY Uppsala
Spektrum )
HDE — HDC ' HDC —HDE | HDE — HDC l HDC — HDE

Ao 0.2 4+ 0.3 - 0.5 + 0.7
Az 0.0 — 0.6 + o.y
Asx 4 o.5 v 0.0 — 0.7 + 0.7
AS + 0.6 0.6 — 0,6 + o.6
Fo + 1.0 w077 v 0,0 + ©.6
Fz 4+ 1.3 1.3 — 0.5 + o.4
Fgs 4+ 0.4 — 0.6 0.0 .o
Fs 0.0 0.0 + 0.3 == 0.3
Go 0.0 0.0 + 0.3 — 0.4
Gz 0.0 c.0 — 0.2 4 0.2
Gs — 0.5 + 0.6 ~ 0.8 + 1.0
G8 — 1.2 + 1.6 — 1.5 + 1.8
Ko — 1.7 + 2.1 — 1.8 + 2.2
Kz — 2.1 + 3.0 — 2.1 + 2.3
Ks — 3.0 + 3.8 — 2.3 + 2.3
K8 — 3.8 1 4 1.8
Mo — 1.8 + 12
M= w11
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abzuschitzen, woher diese Unterschiede kommen. Es kann hier herein-
spielen ein Einfluss der zufilligen Klassenhiufigkeiten, der bei unserer
Ableitung durch die Verwendung der Grundfrequenzen zu einem grossen
Teil eliminiert werden konnte. Ferner ist moglich, dass auch die
Verschiedenheit des beniitzten Materials hereinspielt. Denn es ist ja be-
kannt, dass die HHDE nicht von einem einzigen Beobachter allein geschitzt
wurde, sodass fiir verschiedene Partien wohl auch etwas verschiedene
Systeme moglich wiren. Ausserdem ist vor Augen zu halten, dass die
von uns beniitzten Kurven mit den Hauptklassen allein abgeleitet wurden,
wihrend Vyssorsky auch die Unterklassen zur Aufstellung seiner Regres-
sionen Dbeniitzt, Immerhin ist das eine festzuhalten, dass zwischen den
beiden Harvardsystemen des HDC und der HDE ein” objektiver Unter-
schied besteht, der es notwendig macht, bei Spektralvergleichen beide
Systeme getrennt zu behandeln, und dass Spektralvergleiche, die diese
Unterschiede nicht berticksichtigen, mit grosser Vorsicht zu behandeln
sind.

b. Aquivalente Spekiralverteilungen beziiglich der Systeme HDC
und HDE.

Zur Ermittlung dquivalenter Spektralverteilungen zwischen den Syste-
men HDC und HDE wiren entsprechende Tafeln von Grundfrequenzen
aix und fa bendtigt. Doch lidsst sich die Aufgabe auch ohne Beniitzung
von Grundfrequenzen losen, wenn die Beziehungen dieser Systeme zu
einem dritten System bekannt sind, wie wir oben S. 111 kurz angedeutet
haben. ‘

Die Losung der Aufgabe gestaltet sich dann im vorliegenden Falle
folgendermassen:

Seien o/ und BY) die Grundfrequenzen der Verkniipfung eines
Uppsala-Systems, das wir allgemein mit S bezeichnen wollen, mit dem
System HDC (S, und o«*® und Y die entsprechenden Grundfre-
quenzen der Verkniipfung desselben Systems S mit HDE (S%)., Es
wird nun die Aufgabe gestellt, zu einer gegebenen Verteilung der Klas-
senhiiufigkeitenn (4{7) im System HDC die ihr dquivalente Verteilung
(AF) im System HDE zu suchen. Mit Hilfe der B&P wird nun zuerst
die zu (A7) #quivalente Verteilung (A%} im System S gesucht, was
symbolisch vielleicht folgendermassen ausgedriickt werden kann:

(B P) (A7) > (A7) (165)
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In einem zweiten Gang berechnet man mit Hilfe der Grundfrequenzen
o zu der Hiufigkeitsverteilung der Klassen (A% in S@ die ihr dqui-
valente (4} im System HDE, also symbolisch

(o) (A7) — (4). (166)

Es ist dann ohne weiteres einleuchtend, dass wenn (4%) dquivalent (A
und (4% dquivalent (AL), auch (4P} dquivalent (4{®) sein muss.
Entsprechend gestaltet sich dann auch die Lésung der umgekehrten
Aufgabe, zu eciner gegebenen Verteilung (A4} im System S% die ihr
dquivalente Verteilung (4{7) im System S zu suchen, nach dem Vorgang:

BF ) (47) — (4) und (1652)
(") (A7) — (A7) . (x66a)

Grundsitzlich steht also nichts im Wege, zu einer beliebigen Verteilung
der Spektralhdufigkeiten in einem der IMarvardsysteme die ihr dquivalente
Verteilung im andern System zu finden iber die aus dem Material der
schwedischen Astronomen gewonnenen Beziehungen zu diesen beiden
Systemen. Der Weg bleibt allerdings etwas umstindlich, da es sich je-
desmal um die Berechnung von zwei verschiedenen Streutafeln handelt,
die beim Vorhandensein von Grundfrequenztafeln zwischen den beiden
Harvard-Systemen auf die Berechnung einer Tafel fiir eine Aufgabe be-
schrankt werden kénnte. Wie wir oben 8. 111ff., schon ausgefiihrt haben,
ist es nicht moglich, mit dem vorliegenden Material eine solche Tafel
der Grundfrequenzen aufzustellen, die die beiden Iarvardspektralsysteme
miteinander verkniipft. Doch lassen sich in diesem Falle Rumpf-Grund-
frequenzen angeben, wenn nur die entsprechenden Restfrequenzen in den
entsprechenden Systemen bekannt sind. Und solche Tafeln diirften fiir
die allgemeinen Aufgaben der Praxis ausreichend genau sein.

Die fiir die Aufstellung dieser Rumpf-Grundfrequenztafeln bendtigten
Restfrequenzen (R{) und (R{®) lassen sich nun ohne weiteres mit den
vorhandenen Mitteln berechnen; es sind dies nichts anderes als die zu
den vorgegebenen Einheitsfrequenzen A = 1 und A = 1 (fiir alle {
und &} dquivalenten Klassenfrequenzen, nach den Formeln:

(BEY (19 — (A = (RIV.C)) (= Restfrequenzen der 8(&V-Tafel) ( 167)
(™) (4 — (R und (168)
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(BEUY (1) > (A = (RVD) (= Restfrequenzen der B P-Tafel) (16g)

il
(@) (A7) — (RIY). (z70)

Die auf diese Weise {iber die einzelnen Beobachter gefundenen Rest-
frequenzen sind in Tabelle 87 zusammengestellt. Die Vereinigung der
Ergebnisse zu Mittelwerten hat allerdings einige Schwierigkeiten, da
nicht alle Klassen bei allen Beobachtern vertreten sind, wodurch bei einer
gewohnlichen Mittelung der Beitrag der verschiedenen Beobachter zu
einer bestimmten Klasse verschieden sein kann nach der folgenden Uber-
sicht;

Klasse B A I G K M

Beitrag  VaNAs .... I 1z 1/3 B ) i3 if3
Hum ‘WERNBERG . . — 1/z 1f3 1/3 3 1f3
Mittel:  SCHALEN .. — — 1/3 1/3 13 1f3
Summe ...... 1 I 1 3 1 X

Nun fliessen aber die Hiufigkeiten der Nachbarklassen etwas ein in
die Werte fir die Teilfrequenzen und damit auch in ihre Summen, die
Klassenfrequenzen, im andern System, worauf Riicksicht zu nehmen ist.
Es sind deshalb zur Ermittlung gemittelter Restfrequenzen als Ausgangs-
hiufigkeiten fiir VANAs nicht zu setzen (4%) = (1, 1,1, 1, 1, 1) sondemn
(A" = (1,1/2,1/3,1/3,1/3,1/3,) und #hnlich bei WErNBERG
(AP = (1/2, 1/3,1/3, 1/3, 1/3) . Die Ergebnisse dieser Berechnungen
finden sich in Tabelle 88.

Das einfache Mittel der Restfrequenzen weicht nur fiir die ersten Spek-
tralklassen merklich ab von dem. Mittel, das den Beitrag der einzelnen
Beobachter zum Mittel in Rechnung zieht, sodass man sich fiir die Praxis
wohl ohne Gefahr eines bedeutenden Fehlers mit dem einfachen Mittel
hitte begniigen konnen.

Die einzelnen Werte fiir die Restfrequenzen bei den einzelnen Autoren
stimmen nicht gerade sehr gut tberein, bedeutend schlechter, als man es
nach der guten Ubereinstimmung bei der Ermittlung der #quivalenten
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TABELLE 87

Berechnete Restfrequenzen in HDE und HDC nach den verschiedenen

Beobachtern
Spektrum i B A I G K M
HDC ‘ 1 1 1 1 1 r
' 1.1908 5652 1.402% 8517 478 1.5121
HDE W L0000 .Boz1 1.1942 9930 L4072 1.6035
5 0000 . Q00O 1.2150 8623 . 5008 1.3210
Einfaches
Mittel 1.1g08 6837 1.3040 .goz7 4019 1.4791
HDE ‘ 1 1 1 I 1 1
v 7654 1.4843 6196 1.1504 ¥.4090 4753
HDC W 1.1093; .8ogb X.0111g 1.5883 .3916
S L7154 1.04%5 1.6106 © 6325
Einfaches
Mireel 7654 1.3418 7140 1.0097 1.5660 L4998
TABELLE 88

Mittlere Restfrequenzen unter Beriicksichtigung der fehlenden Ilassen

Spektrum ‘ B A I G : 24 M
Vv 1.0000 . 5000 13333 -3333 3333 3333
HDC W 0.0000 . 5000 . .3333 .3333 13333 .3333
8 ©.0000 . 0000 .3333 -3333 -3333 .3333
A\ 1.5299 2003 .4893 2843 L1504 L5041
HDE W . 4175 - .4138 3318 L1358 .5345
: S .4385 2874 L1068 . 4405
Mittel:
HDC 1.0000 1.0000 1.0000 1.000C 1.C000 1.0000
HDE 1.1260 6838 1.34106 . 9035, .4bz0 I.4701
v 1.6000 - 5000 -3333 -3333 3333 -3333
HDE W 0000 .5000 -3333 -3333 -3333 -3333
5 .0000 . 0000 -3333 -3333 +3333 -3333
A .8z50 7764 .1g0h 3830 . 4900 .1583
HDC W . 0000 . 5702 2579 3361 .5204 . 1300
s . G000 L0000 2385 L3472 .5369 2108
Mittel: ‘
HDE 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
HDC 8259 1.3556 . 6870 1.0663 1.5053 L4997
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Klassen erwartet hitte. Deshalb wurde den Werten von ScHALEN auch
das gleiche Gewicht gegeben wie den andern. '

Auf Grund der in Tab. 88 erhaltenen Restfrequenzen wurden fiir die
Bezichungen zwischen den beiden Harvardsystemen HDC und HDE
nach der oben 8. r13ff. angegebenen Methode die Rumpffrequenzen
& und BPC gewonnen und in Tab. 89 zusammengestellt. Wie weit
diese Rumpf-Grundfrequenzen geeignet sind zur Berechnung dquivalenter
Spektralverteilungen, ldsst sich an diesen Tafeln selbst erproben nach den
oben 8. 49f, gemachten Bemerkungen iiber die gegenseitigen Beziehungen
der beiden Grundfrequenztafeln untereinander. Es ist zwar nicht zu er-
warten, dass sich eine Tafel von Rumpf-Grundfrequenzen dabei gleich
verhilt wie eine normale Tafel von Grundfrequenzen; immerhin ist aber
doch zu verlangen, dass die Abweichungen in ertriiglichen Grenzen bleiben,
sonst verlieren solche Hilfsmittel jeden praktischen Wert.

Werden also die Restfrequenzen R einer Grundfrequenztafel o«{#*? auf
EINS reduziert, oder die Restfrequenzen R der zugehorigen B3
Tafel eingesetzt, so muss als Ergebnis der Reduktion die 83%-Tafel er-
scheinen; und umgekehrt, werden die Restfrequenzen R{? der B{-
Tafel auf EINS reduziert oder die Restfrequenzen RY’ der zugehdrigen
o9 -Tafel eingesetzt, dann muss sich die of#?-Tafel ergeben.

Fiir die beiden vorliegenden Rumpffrequenztafeln zwischen HDC und
HDE wurden beide Operationen durchgefiithrt und ihre Ergebnisse in
den folgenden Tabellen go und g1 zusammengestellt. Dem Sinn der Probe
entsprechend, legen wir nicht so sehr darauf Gewicht, dass dieselben
Teilfrequenzen erscheinen, sondern dieselben Klassenhdufigkeiten. Des-
hally werden nur die Abweichungen der berechneten von den zu erwar-
tenden Klassenfrequenzen angegeben. Fiir alle vier Bestimmungen ergibt
sich im Mittel eine prozentuelle Abweichung von + 1.8 %, also bedeutend
weniger, als wir oben S. 116 fiir derartige Rechnungen mit Rumpffre-
quenzen eingerdiumt haben. Dabei mag noch bedacht werden, dass ein
Teil dieser Abweichungen auf Abrundungsfehler zurickgeht, dic bei
Beniitzung von nur zwei Dezimalen schon etwas zu dem mittleren Fehler
beitragen kdnnen.

Zum Schlusse dieses Abschnittes diirfte es vielleicht noch von Interesse
sein, die gewonnenen Beziehungen zwischen den beiden Spektralsystemen
des HDC und der HIDE zu einer praktischen Reduktion zu verwenden,
In der schon &fter erwihnten Arbeit gibt Smarrey (%) eine Ubersicht
{iber die Verteilung der Spektralhiufigkeiten in einem Gebiet des Cygnus
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TaBrLLE 8g

Rumpf-Grundfrequenzen «f5*® und pF zum Vergleich HDC — HDE

(C,E
% )
S©
ol B AlO) O GO K M 1 BB
S}g 7} ke
BE) 1.00 .13 1.13
AR .68 .68
F(E) .19 1.00 .15 I.34
G(E) .85 .06 .gr¥
K(E) .46 46
ME) .48 1.00 1.48
R,(C) 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 6.00
{E,C)
ik
B(E) .83 .17 1.00
Al 1.00 1.00
F(E) .18 .69 .13 1.00
G{E} .04 .06 1.00
K(Z) 1.00 1.00
MEY .50 .50 I.00
REC} .83 1.33 .69 1.07 1.56%% .50 6.00

* erhdht um eine Einheit der letzten Dezimale

#% letzte Dezimale nicht aufgerundet
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TABELLE 9o

Riickrechnung der «ii*™ -Tafel aus der B’ -T'afel

{Die vorgegebenen Werte sind mit ¥ bezeicbnet)

1. Durch Einsetzen der RP" aus oS in BEO
&0 »
BEY AL FE) GO KO MO RE,E)

S(®)
BE .08 L15 1.13
AE) .68 .68
FUE) .18 1.01 51 1.34
GE) .89 0.4 .01
K(E) .46 .46
MIE) .43 .00 1.48
Rf-c) .68 I.01 1.01 1.02 .98 .00 G.00
(i
R; .00 1.00 1.00 1.00 1.00 .00 6.00
R,(C)———REC)* — .02 - .0 -+ .01 + .0z — .0z .00
(REC)— Rg(,‘)*)% — 2 +1 +1 +2 — 2 o

2. Durch Reduktion der RS in pG auf EINS

SO

k BO A© FO @ g© MmO P RERE-RENRE.RE"Y%

s k
B&E 1.00 .15 1.1511.13{ -~ .oz + 1.8
AE) .68 .68 | .68 .00 0.0
FE) .18 1.00 .15 1.33 [1.34] — .ox — .7
G .85 ,04 Bog| 91| — .02 — 2,2
() 47 471 .46 + o1 4 z.2
ME) .48 1.00 [1.4811.48 .00 .0

EC)‘ 1.00 .01 1,00 I.00 .9g I.00 lﬁ.ool
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TABELLE QI

Riickrechnung der Bi® -Tafel aus der ofp"™ -Tafel

(Die vorgegebenen Werte sind mit® bezeichnet)

1. Durch Einsetzen der RO aus BF© in o5

SUCY .

o B 40 10 60 kO o) A R
1) .83 .14 98 [1.00{ ~— .02 _—2
AE) .02 1.02 1,00 4+ .oz 4+ 2
FE .19 6o .13 1.01(r.00} - .ox + 1
G(E) .04 .09 1.031.00| -~ .o3 4 3
KE .98 08 1.00| — .02" — 2
MUE) .50 .50 [1.00(1.00 0 o
REC)* 1 .83 1.36 .69 1.07 1.57 .50 Ié.oz!

2. Durch Reduktion der RE” in ofS® zu EINS
5O "
N B AG KO GO kO wM@| g
S
BE .85 .15 1.00
AE) 1.00 1.00
FE) .19 .69 .11 .09
GE .91 .09 1.00
KCE 1.00 1.00
VILE) .50 .50 1.00
-R§C) .85 1.34 .6g 1.02 1.59 .50 5.00
R§C}* .83 1.35 .6g 1.07 1.50 .50
REC)W-RS'C)‘ 4 02 — .ox .00 — .08 1 .03 .00
(REC)—REC)*)% 2.4 — .7 0 = 4.7 +1.9 .0
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von rund 8o Quadratgrad mit dem Zentrum etwa bei 20", - 37% Ls
handelt sich hier um Spektralangaben der HDE, die wir mit Hilfe der
vorgeschlagenen Methode und den soeben erhaltenen Bezichungen Zwi-
schen HDE und HDC auf das System des HDC reduzieren wollen. In
Tab. 1 der erwiihnten Arbeit werden die Anzahl der Objekte gegeben
fiir jedes Helligkeitsintervall in Stufen von einer Zehntel Grssenklasse
und getrennt nach den Hauptspektralklassen. In der darauffolgenden
graphischen Darstellung von Fig. 1 wird die Haufigkeitsverteilung der
Spektralklassen fiir grossere Helligkeitsintervalle dargeboten, und zwar
fiir Jg™, 9 — 10™, 10 — 1™, und 11 — 12™. Die entsprechenden Zahlen,
die dieser Figur zugrundeliegen, lassen sich aus der vorhergehenden Tab. 1
berechnen und werden hier in Tabelle g2 zusammengestellt. Fiir die
Zwecke der beabsichtigten Reduktion wurden sie hier ausserdem noch
auf N == 6 reduziert.

TABELLE 92

Verteilung der Spektralklassen in einem Cygnus-Feld (20" - 37%) nach
: dem HDE-System

Klasse B A E G K M Summe
lom | 73 246 31 23 52 14 439
9o gMg| 75 291 97 79 127 28 697
o™ o 10Mg| 85 730 303 257 . 335 141 1860
1fto—rrMg| 16 618 176 186 250 239 | 1404
Srmme 12,49 1894 607 545 773 422 | 4490

Relative Hdiufigheiten fiir N =0

1o 1.00 3.36 428 .35 7E .19 6.00
gMo~ gMg .643 2,505 838 .68 X.005 24 6.00
10 Mo~ 10,9 .275 2.138s 973 .83 1.08 455 6.00

Das erste Intervall, dass die hellen Objekte bis ¢™ umfasst, ist fiir eine
Reduktion auf das System des HDC nicht brauchbar; denn die Spektral-
angaben stammen meist aus dem HDC selbst und wurden nur dort der
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HDE entnommen, wo sie im HDC fehlten, also etwa von 8725 an, der
Vollstindigkeitsgrenze des HDC. So ist das Material nicht mehr eip-
heitlich, und wir lassen die Verteilung bestehen und beziehen sie aul den
HDC. Auch das letzte Intervall von 11 - 12™ wird nicht fiir die Reduk-
tion verwendet, da die Angaben offenbar unvollstindig sind.

Zur Reduktion der beiden verblicbenen Intervalle von ¢ — 10™ und
10— x1™ wurde die Rumpf{-Grundfrequenztafel B{5® aus Tabelle 8g
verwendet. Die sich ergebenden Streutafeln HDE — HDC sind in Tabel-
le 93 angeflihrt, aus denen sich ohne weiteres die neuen dquivalenten Ver-
teilungen in HDC ablesen lassen.

In Fig. 15 finden sich die relativen Haufigkeiten der Spektralklassen
in diesem Felde fiir die gegebenen Helligkeitsintervalle anschaulich zu-
sammengestellt, und zwar zuerst nach der Klassifizierung der HDE, und
daneben, korrigiert auf das Spektralsystem des HDC, Das Intervall Jo™
wurde aus den oben angefiihrten Griinden nicht korrigiert und beide Mal
so dargestellt, wie es sich aus den Angaben SHAPLEYs ergibt.

Ein oberflichlicher Vergleich zeigt, dass die Reduktion eine Zunahme
der relativen Hiufigkeiten der A-Sterne bewirkt auf Kosten der B- und
F-Sterne, und ebenso eine Zunahme der K-Sterne auf Kosten der M-
Sterne. Besonders auffallend ist der starke Riickgang der M-Sterne, was
nicht wundernimmt, wenn man die Rumpf-Grundfrequenzen an dieser
Stelle betrachtet, wo von 100 im HDE-System geschitzten Objekten nur
50 auch im System des HDC als M bezeichnet werden.

Jedenfalls ist leicht zu sehen, dass die Reduktion das Bild der relati-
ven Spektralhiufigheiten in diesem konkreten Falle ziemlich stark #ndert.
Es diirfte somit zur Geniige gezeigt sein, dass derartig reduzierte Vertei-
lungen — selbst wenn dabei auch im Mittel Fehler bis zu 4~ 5 9, mit
in Kauf genommen werden miissten ~ noch immer einen Vorteil bieten
gegeniiber den urspringlichen Verteilungen in dem TFalle, dass die be-
niitzten Spektralsysteme nicht identisch sind.

Schliesslich mag es vielleicht noch interessieren, wie die oben S, r19ff,
besprochene direkte Bestimmung dquivalenter Klassenhiufigkeiten unter
Beniitzung einer Hilfsbesetzungsfunktion in diesem konkreten Falle arbeitet.

Zum Ausgang nehmen wir die zur Bildung der Grundfrequenzen p&©
(Vgl. Tab. 89 8., 216) verwendeten IKKlassenhdufigkeiten in den beiden
Spelitralsystemen HDE und HDC. Die Koordinaten fiir die zur Konstruk-
tion der Hilfsfunktion ¢ benstigten Punkte ergeben sich dann beson-
ders einfach: ihre Abszissen sind die Mittelstellen der Klassenintervalle
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in HDE, nimlich .5, 1.5, 2.5 usw. und die Ordinaten die entsprechenden
Klassenhiufigkeiten 4% in HDE der Tabelle g2. Die mit diesen Angaben
angefertigten Kurven sind in Fig. 16 wiedergegeben. Die Werte der Hilfs-
funktion ¢{© fiir die entsprechenden Koordinaten s’ der HDC-Klassen,
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F1G. 15. Spektralverteilung in einem Cygnusfeld nach HDE und korrigiert auf HDC.

lassen sich dann aus der Kurve ablesen und ergeben mit den Restfrequenzen
R multipliziert, die gesuchten Klassenhiufigkeiten 4 im HDC-System.

Die mittleren Klassenkoordinaten mit den zugehérigen Klassenfre-
quenzen aus Tabelle 89 sind in Tabelle g4 noch einmal tibersichtlich

zusammengestellt worden.



222 PONTIFICIAE ACADEMIAE SCIENTIARUM SCRIPTA VARIA - II

TABELLE 93

Aquivalente Klassenhiufigkeiten in HDC

1) fiir das Imtervall ¢™.0-—g™.4q

SEY ‘
BE AR T GE) I ¥ N R

S0 k
BO 443 <445
AO .20 2.50% .24 2.045
F©) .505 -5058
GO .09 .63 .72
K .05 I.095 .18 1.325
MI(CY o6 .of
A(E) 645 2,505 835 68 1.095 24 6.00

2} fiir das Intervall 10™.0 — 10™.9

BO) .16 .16
AC) .11 2.385 .26 2,76
FC) .Gog . Goy
G LI1 775 .885
we .05% 1.08 .205 1.43
MEC .16 .16
&) 8 8 8 6
A; .25 2.385 .975 .83 1.0 . 455 .00

In Tabelle 95 werden die Ergebnisse dieser Reduktion (H) mit Hilfe
einer Hilfsbesetzungsfunktion geboten im Vergleich mit den iiber Rumpf-
frequenzen (R) erhaltenen Klassenhiufigkeiten A® nach Tabelle 93.
Auch die fiir die Berechnung ben&tigten und aus den Kurven der Fig. 16
abgelesenen Funktionswerte ¢ (5°), kurz als ¢ bezeichnet, werden dort
zusammengestellt mit jenen Werten ¢%”, die nach den durch Reduktion
mit Rumpffrequenzen gewonnenen Klassenhiufigkeiten 4 zu erwarten
gewesen wiren, Diese Werte ¢{-) wurden auch in Fig. 16 eingetragen

und mit X oder 4+ bezeichnet.
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TABELLE g4

Mittlere Koordinaten & und s und Klassenhiufigkeiten R und R{®
aus der Streutafel B der 'Tabelle 89

ik 5B r® 5o o
B .5 1.00 428 .83
A 1.5 1.00 1.503 1.35
5 2.5 1.00 2.528 .6y
G 1.5 1.00 3.405 1.07
K 4.5 1.00 4.72 1.50
M 5.5 1.00 5.75 +50

TABELLE g5

Vergleich der mit der Hilfsfunktion (H) und mit Rumpffrequenzen (R)
berechneten Klassenhiufigkeiten AL im System HDC

C (% (% C C
59 ¢ o | 4% | AP | ®—@ ®R—)%
gm_lozn
B .53 .54 .44 45 -+ oI + 2.2
A 2.51 2.19 3.39 2.95 — .44 = 14.9
F .81 74 .87 N3 - .o e 11.8
G 66 .67 7Y .72 + .o1 4 1.4
K 1,01 .85 1.58 1.43 — .25 — 18.8
M .07 LI2 .04 .06 -4 .oz 4+ 33.3
0™ __ ypm
B .22 .19 ’ .18 .16 — .02 — 2.5
A Z.40 2.04 1.24 2.76 — .48 — ¥7.4
IO .96 .88 .06 61 OB — 8.2
G L] .83 .85 8¢ + .o4 + 4.5
K 1.03 .92 1.6x 1.43 S 1] 12,0
M .20 .32 .10 .10 4+ .ob + 37.5%




PONTIFICIAE ACADEMIAE BCIENTIARUM SCRIPTA VARIA - II

224

Das Bild dieses Vergleiches ist wenig erhebend: die Abweichungen
der Ergebnisse der beiden Verfahren sind betrichtlich. Gewiss werden
auch die mit Hilfe von Rumpffrequenzen berechneten Klassenhiufigkeiten
nicht fehlerfrei sein; doch diirften sie unter den gegebenen Umstinden
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Fig. 16. Hilfsbesetzungsfunktionen bezogen auf Bf—f‘c) zur Reduktion
der Klassenhivfigheiten A% der Tabelle 93 auf das System des HDC,

die verlisslicheren Werte darstellen. Die Variation der Hilfshesetzungs-
funktion ist offenbar so stark, dass der Einfluss auf die effektiven Klassen-
mitten nicht mehr vernachlissigt werden darf. Diese Art der Bestimmung
dquivalenter IKlassenhidufigheiten mit Hilfe einer Hilfshesetzungsfunk-
tion ist demnach bei so grossen Klassenintervallen und einer solch grossen
Unregelmissigkeit der Hilfsfunktion nur mit der gréssten Vorsicht zu

behandeln.



ZUSAMMENFASSENDE SCHLUSSBEMERKUNGEN

Diec gewohnlichen Methoden der Korrelationstheorie werden schon
Jange und mit Erfolg beniitzt, um Spektralangaben eines Spektralsystems -
auf ein anderes System zu reduzieren. Solange es sich nur um die Bezie-
hungen zwischen den Spektralklassen der verschiedenen Systeme handelt,
findet man-auch mit diesen Methoden das Auslangen,

Doch sieht sich der Stellarstatistiker hiufig vor die Aufgabe gestellt,
die relative Verteilung der Hiufigkeiten der Spektralklassen in verschie-
denen Himmelsgegenden und Helligkeitsintervallen ebenfalls von einem
Spektralsystem auf ein anderes zu iibertragen, und muss zu seinem Leid-
wesen feststellen, dass fiir eine solche Reduktion ihm die Korrelations-
theotie keine Mittel an die Hand gibt. Deshalb wurde hier versucht, ein
Verfahren ausfindig zu machen, das solche Ubergange ermdoglichen soll,

Eine allseitig befriedigende Lésung des Problems wurde allerdings
nicht gefunden; es wird nur ein empirisches Ndherungsverfahren vorge-
schlagen, das zur Lésung praktiseher Aufgaben brauchbar zu sein scheint.

Die zu lisende Aufgabe kann etwa folgendermassen formuliert werden:

Gegeben sind die Hiufigkeiten B{® (i=1,2,...,#n) der entspre-
chenden Spektralklassen S® in einem Spektralsystem S® . Es wird ge-
frapt nach den dquivalenten Hiufigkeiten BY’ (k= 1,2, ..., ) der ent-

sprechenden Spektralklassen S im Spektralsystem S® . Die beiden
Spektralsysteme S® und S sind zwar zwei wohl definierte Systeme;
bekannt ist aber nur ihr gegenseitiges Verhilinis zueinander, wie es in
einer Streutafel (a:z) zum Ausdruck kommt. Die Elemente @i dieser Streu-
tafel bedeuten die Hiufigheiten des Zusammentreffens einer Schitzung
S mit einer Schitzung S bei einer ganz bestimmten Gruppe von
Objekten, die nach beiden Spektralsystemen untersucht wurden. Die an
diesem Material beobachteten Klassenhiufigkeiten sind dann

AP = ;a«‘k und
R

AP = T ag.
I

I5
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Die Lésung der Aufgabe erfolgt offenbar iiber eine neue Streutafel
(bix) , die
1. im System S® die geforderten Klassenhiufigheiten’

BE = ¥ b
I

besitzt, und die
2. mit (aiz) isogen ist, d.h, dieselben Spektralsysteme S® und S
zur Grundlage hat, sodass also die bz auch hier die Haufigkeiten des
Zusammentreftens der Schitzungen S mit S bedeuten fiir das ent-
sprechende Material.
Sind diese beiden Bedingungen erfiillt, dann ergeben sich die gesuchten
zu B #quivalenten Klassenhiufigkeiten im System S zu

B}?’J = 2 l);‘h .
{

Setzt man

birn = foair,

so lauft die Aufgabe auf die Bestimmung der geeigneten Reduktionsfak-
toren fix hinaus, fir die die erste Bedingung aber nur » Bestimmungs-
gleichungen zur Verfiigung stellt, nimlich

3 fan = .
(3

Unter Auswertung der zweiten Forderung, der Isogeneitit, muss nun
eine geeignete Beziehung zwischen den Reduktionsfaktoren gesucht
werden, sodass die Zahl der Unbekannten auf # vermindert wird.

Am ‘nichsten liegt, zu setzen

fir=fir = & = BP|AP.

Die mit derartiy gewonnenen Reduktionsfaktoren gebildete Streutafel
(bir) ist aber mit der Ausgangstafel nicht mehr isogen, da sich damit die
funktionale Bezichung zwischen den beiden Spektralsystemen geindert
hat, Weil bei diesem Ansatz nur ein Teil des Einflusses der Spektralklassen
auf fi berilicksichtigt wird, némlich der von Seiten der Klasse S, nennen
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wir diese Art von Reduktion eine partial-proportionale. Wird dagegen
der gesamte Einfluss in Rechnung gezogen, wie etwa durch den Ansatz

Jor = f(fii , frr)

dann sprechen wir von einer integral-proportionalen Reduktion,

Die Ermittlung der Eigenschaften der Reduktionsfunktion £ fi, frx)
aus den blossen korrelativen Charakteristiken einer Streutafel dirfte
nicht gerade einfach sein., Deshalb wurden die eine Spektralstreutafel
aufbauenden Funktionen aufgesucht, um mit ihrer Hilfe unter Einsetzung
bestimmter numerischer Werte kiinstliche Streutafeln herzustellen, an
denen die Art der Reduktionsfunktion erkannt werden kann.

Zu diesem Zwecke wird der objektiven Spektralfolge ein Parameter s
zugeordnet, Die Zahl der Objekte, die sich der Stelle s zuordnen lassen.
sei gegeben durch die Besetzungsfunktion f{s). Die Spektralsysteme S®
und S® lassen sich festlegen durch je einen Satz von Schitzungsfunk-
tionen w{(s) und @{)(s), die die Wahrscheinlichkeit ausdriicken, mit der
ein der Stelle s zugeordnetes Objekt als Spektrum S bezw. SP ge-
schitzt wird.

Mit Hilfe dieser Grundfunktionen lassen sich alle Gegebenheiten einer
Spektralstreutafel als entsprechende Integrale angeben, etwa

aixy = f F48) w(")(s) w.'y)(s)
4P = [ 15) ) ds

AP = jf(s ) wPs) ds .

Isogene Streutafeln sind dann solche, die dieselben Spektralsysteme dar-
stellen, denen also dieselben Schitzungsfunktionen zugrundeliegen, die
aber verschiedene Hiufigheiten der Klassen aufweisen, sich also nur durch
ihre verschiedenen Besetzungsfunktionen unterscheiden.

Was nun die Reduktionsfaktoren betrifft, die eine Streutafel in eine
ihr isogene iiberfiihren sollen, so sind sie enge verkniipft mit den Beset-
zungsfunktionen der beiden Tafeln, hier etwa

pm S5
. )
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wobei six einen Wert der Spektralfolge s bedeutet, der irgendwo im ge-
meinsamen Definitionsbereich der beiden Spektralklassen S® und S@
liegt. Da aber die Besetznngsfunktionen praktisch unbekannt sind, ergibt
sich damit die Unmoglichkeit einer einfachen Darsteflung der Reduk-
tionsfunktion. Immerhin lisst sich auf Grund dieses Zusammenhanges
der Reduktionsfaktoren mit den Besetzungsfunktionen und aus Beobach-
tungen an den kiinstlichen Streutafeln in erster (wenn auch manchmal
recht grober) Niherung setzen

f,‘k :f,r“' und
fz‘fe == 7;5 (fu ,fkk) .

Aus Griinden der Geschlossenheit des Verfahrens — es soll die gleiche
Form des Bildungsgesetzes gelten fiir alle Arten solcher Reduktionen,
besonders auch fiir die Umkehrungen — entscheiden wir uns fiir das geome-
trische Mittel und setzen,

fite m I/fiifkk,
sodass nun die Bestimmungsgleichungen lauten

?aik l/ fu fre = B,
{3

An Hand der kiinstlichen Streutafeln wird diese Niherung erprobt und
gefunden, dass bei ihrer Reduktion auf die Tafeln der Grundfrequenzen
—~ wenn nimlich die Klassenhiufigkeiten in einem der Spektralsysteme
zur Einheit gebracht werden - beziiglich der Klassenhaufigheiten eine
Niaherung von 4+ 2 -3 % erreicht wird, die fiir die praktischen Zwecke
ausreichen diirfte.

Die algebraische Losung der Bestimmungsgleichungen fir die Gewin-
nung der Reduktionsfaktoren ist wmnsténdlich; deshalb werden im prakti-
schen Teil der Arbeit zunichst zwei brauchbare iterative Losungsverfahren
ausfiihrlich beschrieben und dann auch verwendet zur Ermittlung der Grund-
frequenzen fiir die Spektralvergleiche einiger Autoren mit den Spektral-
systemen des HDC und der HDE.

Der Wunsch, die Bezichungen zwischen den beiden Spektralsystemen
HDC und HDE auch in Form einer Streutafel darstellen zu kénnen (fir
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die keine derartigen Tafeln vorliegen) fihrt zur Frage, ob die Losung der
gestellten Aufgabe auch noch méglich ist, wenn zur Charakterisierung der
Bezichungen zwischen den beiden Spektralsystemen $* und $ nur die
beiden Haufigkeitsverteilungen (4%) und (4P") vorliegen. s lisst sich
dann eine Tafel von Rumpffrequenzen a; aufstellen, die unter allen mog-
lichen Streutafeln, die mit den gegebenen Klassenfrequenzen vertriiglich
sind, jene Tafel darstellt, die ein Mindestmass von Teilfrequenzen auf-
weist und die geringste Streuung besitzt. Mit solchen Tafeln Idsst sich
genau so verfahren, wie mit den vollen Streutafeln, nur wird die Naherung
weniger genau sein, und besonders schlecht, wenn die wirklichen Streu-
ungen bedeutend grisser sind, als die in der Tafel der Rumpffrequenzen
zum Ausdruck gebrachten.

Ein weiteres, mehr graphisches Verfahren zur Bestimmung der zu B®
dquivalenten Hiufigkeiten BY lisst sich aus folgender Uberlegung ab-
Jeiten:

Die Klassenhiufigkeiten 4% und B unterscheiden sich nur durch
ihre beziiglichen Besetzungsfunktionen f(s) und fj(s), wihrend die den
Klassenhiufigkeiten 4% und A zugrundeliegenden Schitzungsfunktionen
w8(s) und wP(s) fiir alle Streutafeln, die sich von denselben Spektral-
systemen S und S® ableiten, dieselben bleiben miissen. Betrachtet man
nun die Intervallmitten

:':—r . . -
2 A0 AP ==
als die Abszissen der Spektralklassen S, so ergeben die Werte
o) = B9 AW
die Ordinaten einer Hilfsfunktion ¢ an der Stelle s, die auch die Werte
= BYIAD
fir die Stellen
W = IS4 g
$p == RE‘JI A}? + 4P,
die Abszissen der Spektralldassen S, befriedigen muss. Die gesuchten B
berechnen sich mit Hilfe der aus der Kurve ¢ entnommenen Werten ¢§? zu

B(y) — CP(:v) A(y)
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Es ist klar, dass die vorhergehenden Ansitze nur Niherungen sein
konnen. Bei sehr unregelmissigen Schitzungs- und Besetzungsfunktionen
diirfte eine solche Bestimmung nicht mehr genau genug sein. Doch wird
man oft zu einem solchen Verfahren greifen, wenn es sich um kleine Klas-
senintervalie handelt und wo fiir beide Systeme nicht die gleiche Zahl
von Klassen vorliegt.

In diesem Zusammenhange schien es auch notwendig, EDDINGTONs
Verfahren zur Verbesserung einer beobachteten Hdufigkeitsverteilung in sei-
nen Beziehungen zu der vorgelegten Aufgabe zu behandein. Abgesehen
davon, dass dieses Verfahren ganz besondere Fille voraussetzt, wie gleich-
grosse I{lassenintervalle in beiden Systemen, ein Gauvsssches Iehlergesetz,
das liber den gesainten Beobachtungsbereich dasselbe ist und bekannt
sein muss, analytische Darstellbarkeit der beobachteten Haufigkeitsfunk-
tion, beruht es auf der Voraussetzung, dass die Streutafeln partial-propor-
tional zu reduzieren sind, vertrigt sich also von vornherein nicht mit der
hier dargelegten und begriindeten Forderung eines integral-proportionalen
Vorgehens, Immerhin ist es interessant festzustellen, dass es auch auf
integral-proportional reduzierte Tafeln verwendet werden koénnte zur
Bestimmung iquivalenter Hiufigkeiten; die orrektur betrigt dann abe1
nur die Hilfte des Wertes, den EppiNeToNs Ansatz fordert,

Schliesslich bleibt noch die Frage nach der Bestzmmung dquivalenter
Klassen, die mit Hilfe korrelationstheoretischer Methoden erfolgt. Spek-
tralstreutafeln, wie auch andere Beobachtungsstreutafeln nehmen unter
den iiblichen Iorrelationstafeln eine Sonderstellung ein. Thnen liegt eine
funktionale Bezichung zwischen den beiden Systemen zugrunde, die in-
folge der durch die Beobachtungsfehler und die wufilligen Hiufigkeiten
der Klassen hervorgerufenen Streuungen einer stochastischen Verkniip-
fung dhnlich sieht. Sie kann aus jeder Streutafel, die auf reprisentativem
Material beruht, gewonnen werden als die mittlere oder meutrale Regres-
sion, die zwischen den beiden individuellen Regressionen, die den Uber-
gang von cinem Systemn zum andern darstellen, liegt. Sie ist gleich fiir
alle Tafeln einer isogenen Gruppe, trotz der Verschiedenheit der indivi-
duellen Regressionen. Wird sie nur graphisch ermittelt, dann eignen
sich daftir die Tafeln der Grundfrequenzen am chesten, da dann die in-
dividuellen Regressionen einander praktisch am nichsten kommen,

Wie schon eingangs bemerkt, hat die Suche nach der Ldsung eines
einfach scheinenden Problems zwar zur Erdrterung gar mancher Fragen
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gefithrt, nur nicht zn der eigentlichen Lésung, an deren Stelle nicht mefr
als ein empirisches Niherungsverfahren angegeben werden kann, das zwar
fiir die Losung praktischer Aufgaben brauchbar scin diirfte, theoretisch
aber unbefriedigt lassen muss. Weitere Versuche in dieser Hinsicht magen
nach dem Dargelegten nicht ganz hoffnungslos sein, und so schien es an-
gebracht, den ganzen Fragenkomplex einmal in dieser Ausfithrlichkeit
vorzulegen.

Zum Schiusse machte der Verfasser noch seinen Dank aussprechen:
zuerst seinem verehrten, nunmehr schon verewigten Herrn Direktor Pater
Jouan W, SteiN 8. J., mit dem er die einschldgigen Fragen ofters durch-
besprechen durfte, und der es fir angebracht hielt, die Arbeit der Pipst~
lichen Akademie der Wissenschaften vorzulegen; sodann Herrn Profes-
sor Dr, Ep. vON DER PanreN, Vorstand der Astronomisch-Meteorologi~
schen Anstalt der Universitit Basel, mit dem einige Fragen durchbespro-
chen wurden; und nicht zuletzt Herrn Dr. WALTER Fricks, Hamburg,
der sich der grossen Miihe unterzog, das Manuskript durchzulesen und
mit kritischen Bemerkungen zu versehen.



ZUSAMMENFASSUNG

Der Spekiralstatistiker steht nicht selten vor der Aufgabe, eine Hiu-
figkeitsverteilung von Spektralklassen von einem System auf ein anderes
Spekiralsystem zu iibertragen, Sind die Bezichungen zwischen den beiden
Spekiralsystemen festgelegt iiber eine Streutafel, dann geht die Aufgabe
darauf hinaus, eine neue Streutafel so zu finden, dass sie im Dbetreffen-
den System die vorgeschriebenen Klassenhiufigheiten aufweist, aber die-
selben Bezichungen zwischen den beiden Spektralsystemen beibehilt, also
mit der Ausgangstafel ,, isogen ” ist. Untersuchungen an kinstlichen iso-
genen Streutafeln zeigen, dass diese T'ransformation nicht erreicht wird,
wenn die entsprechenden Teilfrequenzen der Klassen proportional der
Hiufigkeiten der zugehérigen Klassen gefindert werden (partial-proportio-
nale Reduktion), wie es bei vielen Operationen in der Statistik gebrduch-
lich ist, sondern dass eine Transformation eigener Art erforderlich ist,
(integral-proportionale Reduktion), die auch den Einfluss der zufilligen
Hiufigkeiten der Nachbarklassen gebiihrend beriicksichtigt.

Eine strenge Losung der Aufgabe steht noch aus. Es wird daflir ein
empirisches Niherungsverfahren vorgeschlagen, bei dem die Elemente der
Ausgangsstrentafel mit geeigneten Reduktionsfaktoren multipliziert werden,
von denen nur verlangt wird, dass die bei den Nebenfrequenzen bentitz-
ten Faktoren das geometrische Mittel sind aus den bei den Hauptfre-
quenzen beniitzten, und dass die transformierte Tabelle in dem entspre-
chenden System die vorgeschricbenen Klassenhaufigkeiten aufweist, Dann
entsprechen die aus der Tafel resulticrenden Klassenhiufigkeiten im an-
deren System den gesuchten Hiufigkeiten. Bei den vorliegenden kiinst-
lichen Streutafeln wurden die theoretischen Werte auf etwa 4-2-3 9%
erreicht, was flir praktische Zwecke meist geniigen diirfte.

Im praktischen Teil werden einige iterative Verfahren angegeben, um
diese Transformationen in einfacher Weise vornehmen zu konnen. So-
dann wird die Methode angewendet auf einige Spektralvergleiche aus der
Literatur und beniitzt zur Untersuchung der Beziehungen zwischen den
Spektralsystemen des HDC und der HDE.

Im Verlauf dicser Untersuchung wurden einige Fragen berithrt, wie
die Sonderstellung der Spektralstreutafel beziiglich der #hnlichen Kor-
relationstabellen; die Reprisentativitit oder Selektivitit des beniitzten
Materials; die Beziehungen der vorgelegten Methode zu EDDINGTONs
Verfahren, eine beobachtete Hiufigkeitsverteilung auf die wahre zu ver-
bessern; die vielleicht von allgemeinerem Interesse sind und noch einer
weiteren Klarung bediirfen, weshalb das beniitzte Material moglichst
ausfithrlich zur Diskussion vorgelegt wird,



SOMMARIO

Nelia statistica spettrale, non raramente si incontra il problema di ri-
durre una distribuzione di frequenze spettrali da un sistema spettrale ad
un altro. Quando le relazioni caratteristiche tra i due sistemi spettrali sono
espresse con una tabella di dispersione (i cui elementi rappresentano la
frequenza delle coincidenze delle indicazioni spettrali nei rispettivi si-
stemi) il problema si riduce al compito di trasformare questa tabella di di-
spersione in maniera tale che le frequenze spettrali del primo sistema siano
quelle proposte, e che le relazioni caratteristiche fra i due sistemi spettrali
rimangano inalterate; in breve che la tavola trasformata sia «isogena» a
quella di partenza. Allora le frequenze cercate sono quelle risultanti dalla
tabella per l'altro sistema spettrale. Attraverso osservazioni di tavole di
dispersione isogene, sinteticamente costruite, si arriva alla conclusione
che, per tali trasformazioni, occorre una operazione speciale in quanto le
frequenze parziali di una classe sono influenzate non soltanto dalla fre-
quenza della corrispondente, ma anche dalle frequenze delle classi a questa
vicine.

Non si & ancora arrivati ad una soluzione rigorosa del problema. Si
propone, in sostituzione, una soluzione approssimativa: gli elementi della
tavola di dispersione di partenza vengono moltiplicati con fattori tali che
quelli secondari (non riferentisi cio¢ alla diagonale principale della ta-
vola) siano il medio geometrico dei rispettivi fattori principali, e che la
tabella in tal modo trasformata, nel sistema spettrale rispettivo, mostri
le frequenze prescritte. L’applicazione del metodo proposto alle tavole
isogene artificiali, permette di raggiungere i valoxi teorict con una appros-
simazione di circa - 23 %: approssimazione che, per gli scopi pra-
tici, & generalmente sufficiente,

Nella parte pratica si propongono due metodi iterativi per poter ese-
guire queste trasformazioni senza ricorrere a delle equazioni troppo com-
plicate. Il metodo viene, poi, usato per caratterizzare alcune compara-
zioni spettrali trovate nefla letteratura e per stabilire le relazioni tra i si-
stemi spettrali del HDC e della HDE.

Nel corso di queste ricerche si sono presentate alcune questioni, come:
la posizione speciale delle tavole spettrali di dispersione riguardo a tavole
di correlazione, i concetti della rappresentativith o selettivity di un mate-
riale da usare per scopi statistici, la relazione fra questo nuovo metodo di
trasformazione ¢ quello noto dell’Eppincron, che consente di ricavare
la vera distribuzione di frequenze da una osservata con errori accidentali;
questioni che sono probabilmente di interesse generale ¢ ancora da chiarire.
Il materiale usato per queste ricerche viene, quindi, ampiamente proposto
per ulteriori discussioni.



ABSTRACT

In spectral statistics there often arises the problem of reducing a cer-
tain frequency distribution of spectral types from one spectral system to
another, When the characteristic relations between the two spectral
systems are expressed by means of a scatter table, the problem is reduced
to transforming the given scatter table in such a way that the given fre-
quencies appear in the respective spectral system, while at the same time
the characteristic relations between the two systems remain unchanged
in the new scatter table. In other words, the new table should be * iso-
genous ”’ to the original scatter table. Comparisons of artificial isogenous
scatter tables show that for this purpose a new kind of transformation is
required, since the partial frequencies of a class are affected not only by
the frequency of this class but also by the frequencies of the adjacent
spectral classes.

Though an accurate solution” of the problem is still lacking, an empir-
ical approximation is proposed, as follows. 'The elements of the original
scatter table are to be multiplied by certain factors. The factors connected
with the secondary elements (i.e., those outside the principal diagonal)
must be the geometric means of the factors connected with the principal
elements, and the transformed table must show the required frequencies
in the respective spectral system. This method, when applied to the
present artificial scatter tables, is accurate within about £ 2 - 3 %,
which seems suflicient for most practical purposes.

In the practical part of the paper, two iterative methods are proposed
to effect such transformations of scatter tables without using formulae
that are too complicated. The method is applied to normalizing some
spectral comparisons taken from the astronomical literature, and espe-
cially to studying the relations between the spectral systems of the IIDC
and the HDE,

In connection with these researches some questions have arisen, such
as the special features of such scatter tables when compared with the
usual correlation tables, the true meaning of whether the material of ob-
servation is representative or selective, the connection between the new
transformation method and EppINGTON’s correction of statistics for acci-
dental errot,—questions which probably are of some general interest
and need to be more clearly answered. Therefore, the entire material
used in these researches has been published in full, in order that it might
serve for further discussions. :
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