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SvMmmarivy — 1disceptat Auctor de methodis classicis calenli numerarii
integralium deflinitorum in functionibus unius wvariabilis realis, modo ut
possit. existimari efficientia appropinguationis quam methodus Gauss videtur
maxime possidere.

In diverse questioni di Analisi Numerica riveste notevole
interesse poter stabilire se una dafa formula di quadratura
approssimata fornisce valori per difetto oppure per eccesso
dell'integrale definito, che si ha in vista di calcolare,

Interessanti osservazioni, a questo proposito, si trovano
in [1] e in [2]. In base ad esse & possibile, per taluni metodi
di quadratura numerica, stabilire se il wvalore, fornito dalla
corrispondente  formula, approssima, per difetto oppure per
eccesso, lintegrale definito, che si desidera calcolare.

Scopo della presente Nota & quello di riesporre 1 due teo-
remi, nei guali si concretizzano le osservazioni anzidette, de-
durre da esse talune generali conseguenze, le guali, per diverse

Nota presentata dall’Accademico Pontificio S, &, Maure Piconi il 14
Aprile 1o7z durante la Sezione Plenaria della Poniificia Accademia delle
Scienze.
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formule di quadratura, stabiliscono se trattasi di formule di
quadratura per difetto o per eccesso. Tnfine corredare i risul-
tati ottenuti con alcuni esempi numeric,

1. Sia f (x) una funzione, definita in un intervallo
chiuso dell’asse reale ed ivi dotata di tulte quelle derivate
continue, delle quali faremo uso.

Senza ledere la generalith, pud supporsi che [ (x} sia
definita nell’intervallo chivso { -1, 1]

Se x1 < x2 <7 ... < x, sono 7 punti dell’intervallo [ - 1, 1}
e m, #a, ..., # interi non negativi, detto =IP (%) il polino-
mio di grado

BT == 4 + ... + # + ¥-T,

che, nel punto xx, ha con [ (x) un contatto di ordine =, ¢
noto che riesce

Ry (x) = f () = 0P (x) =
= (- L (e ) O (E)

essendo & un punto di [ -1,1], che dipende, olire che da
#i, ..., B, anche da xi,..., %, % .

Una formula di quadrvatura approssimata consiste nel-
I"assumere

1 1

o

/ fx)dx =1, = / =D P (%) dx .

1 :1
Il resto della formula di quadratura ¢ fornito da

1

¢

g (%, ..., Xp; W, ..., By = / R, (x) dx .
"
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1. Se il poltnomio
(l) (x xl) Al (x - Z'C;} n ol

¢ sempre non negativo nell intervallo [ -1, 1], L, fornisce un
valove per difelto (per eccesso) se la devivata [ (x) di f (x)
é sempre non negabiva (now positiva) tn [ -1, 1]. Se I'anzi.
detto polinowmio é sempre non posilive nell intervallo [ -1, 1],
I, fornisce wn valove per difetto (per cccesso) se la devivala
f (%) & sempre non positiva {non negativa) in | - x, 1] (V).

La dimostrazione & ovvia.

IT. Se sussistono le m eguaglianze

(2)

[ (x-x) L (x-x) M xfdy = O, k= 0,0, m—1

1
detti vy, ..., V. numeri non negativi tall che

vi + ...+

st ha

@ (X o ® M, B =9 (a0, L, X BV L e ), 3

Sia P (x) il polinomio di grado

$~I = m+...+n+vit+...+vlr-1,

) Civ. {2], tecrema V1 pag. 423,
(}) Cfr. {2], teoroma V pag, q22.
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il quale in x; ha un contalto di ordine mw-+vi con f(x)
(h=1, ..., 7).
Il polinomio

G T () - -0 P (x)

ha grado s-7T e, d’altronde, net punto x, si annulla con le
sne derivate fino all’ordine % (A=1, ..., 7). Deve, allora, essere

DL () - @D P (x) = (- ) L (e x) Q) ()

essendo
grado QQ (x) = vi+...+v, - I %= w1

Ne viene, in virtt della (2),

1 1

I

[ -0 L (%) da = / (U P (x) dx
2y I
Segue da cid la (3).

Assumiamo, ora, » = 1, x = ; sia # un iatero non
negative. 11 polinomio (1) assume, in tale caso, la forma

x”"! 1

Pomamo # = m + 1. Se m & pari, ¢ verificata la (2) assu-
mendo m = 1; pertanto dai teoremi I e IT seguono 1 risultati
riassunti nella fabella seguente (*).

() Le diseguaglianze indicate nella seconda colonna stointendono sod-
disfatte in tutto Pintervalle [— r,7].
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iy j(‘) (_‘\") ]‘H
!

dispari 9 (%) = 0O T, =2 / [ (%) dx
g ,}

dispari [ (%) = O Lo [ 1) dx
v;}

pari Fot (%) 2= O T == I f (%) dx
L;}

pari Fol (%) = O 2 / [ {x) dx
.

La formula del rettangolo corrisponde al caso particolare
ny = O (cfr. le ultime due righe dela tabella).
Assumiamo, ora, r = 2p + I, con p = 1; i punti x,
Xyper SlAno 1 punti

k :
X = —‘f)‘“ , ko= 0,1, .,
. .k v . .
Al punfi —75 e — —— corrisponda lo stesso intero non
negativo me (R = 1, ..., $), talché il polinonio (1) assuma
la forma
» k?. ui:~l~1
T (xz _____ 5 xuu—li
Bl P

Poniamo

Bo= Tk + 20+ L b 20, + 2p + 1
Come in precedenza, indicheremo con L. Pintegrale del
. . . . & . .
polinomio, che, nei punti L —pw , ha un contatto di ordine

necon f(x) (kB = O, 1, ..., ).
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Faremo la scguente ipotesi:
se ¢ p > 1, onuwmero vy (k= 1, .., p - 1) é dispari.

Poiché, se n, + 1 & dispari, & verificata la (2) assumendo
m = 1, dai teoremi I e I1I conseguono i risultati, che sinte-
tizziamo nella seguente tabella (%).

- - Y. -
!

dispari dispari fo(x) =0 T, = / f(x) dx
1]

digpari digpari 0 (x) =0 1, &= / fix) dx
_1!

pari dispari fr(xy =0 T =2 / f{x) dx
L}}

pari dispari [0 (x) =0 Lo | f() dx
1}

dispari  pari ) =0 Lo | f(x) dx
_11

dispari parl Forh (x) L. = } [ (%) dx
g

pari pari Ff () =2 O I = / fx) dx
g

pari pari o (xy = 0 1, = / flx)y dx
T

(Y Le diseguaglianze indicate nella terza colonna siointendono sod-
disfatte in tutto Pintervalio {— 1,37.
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La formula di CAVALIERI-S1MPSON corrisponde al caso
particolare p = 1, % = O (cfr. le ullime due righe della
tabetla).

Assumiamo, ora, # = 25, con H 2= I3 1 punti x, ..., %
slano 1 punti

X iﬁ 1 ko= I, 3 7)
. . o2k 2k -1 , .
Al puntj g - - corrispenda lo stesso intero non
2 - 1 2p -1

negativo i (k = 1, ..., p), lalché il polinomio (1) assuma

la, forma

[ V- R,

G

4 ( . (2k-1) )”A”
L0

Poniame

wo=ogm o+ 2n v b o2, +o2p

Come in precedenza, sia I, Uintegrale del polinomio che,
. . 2k -1 . .
nei punti - —-—= , ha un contatto di ordine nx con f ()

(b =1, ..., P

Faremo la seguente ipotesi

se ¢ p o1, i wwmero w (ko= 1, L, P oo 1) ¢ dispart.

Poiché, se n, -+ 1 ¢ dispari, ¢ verificata la (2) assumendo
m = 1, dai teoremi T e II si deducono i risuitati sintetizzati

nella seguente tabella (7).

() Le diseguaglianze indicate nella seconda colonna si intendono sod-
disfatte in futto Uintervallo {— 1,37,
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#, j(“) {A:) 1,
!

dispari f (%) =0 T == / fx) dx

dispari [ () = O L | f(x) dx
N

pari ' (x) =0 I = / f(x) dx
o

pari 7 (x) = O 1 o= / f(x) dx
1

l.a regola del trapezio corrisponde al caso particolare
p =1, m = O (cfr. le ultime due righe della tabella).

I teoremi 1 e II si applicano, anche, al metodo d’integra-
zione di LEGENDRE-(GAUSS, nel quale, come punt xi, ..., %,
si assumono gl zerli del polinomio di LeGENDRE X, (x) e
m o= ... =@ = 0. In tale caso (%) la formula di quadratura
fornisce un valore per difetto se nell’intervallo [ -1,T] @
sempre {97 (x) 2= O ed un valore per cccesso se in [ - T1,T]
& sempre f?7 (x) = O,

2. Ilspertmenti numerict esepguill.

Esempio n. 1.

(%} Cir. [z, pag. 428,
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Riesce:
/ f(x) de = % = 0,63661977236758.

In tale caso la derivata di ordine 2n della f (x) ha la seguente
espressione:

R T n
f(Zn) - ( ...... 5), (m4) Sin

R
4 ( )

pertanto, nell'intervallo [ - 1,1], riesce sempre f*7 = O per
n pari e ¥ = O per » dispari.

Ne segue che la formula di Cavarieri-Simeson e la for-
mula di LEGENDRE-GAUSS per # disparl forniscono approssi-
mazioni per eccesso dell’integrale, mentre la regola del tra-
pezio ¢ la formula di LEGENDRE-GaUSs per # pari ne danno
approssimazioni per difetto.

I risultati numerici relativi a t1ale esempio sono riassunti
nelle seguenti tabelle.

Regola del trapezio

1

r Ty < #;[ sin r::" (3‘+x)l dx errore relative
-1

IT 0,635310 2,0 + 1073
21 0,636292 5,0 « 107
31 0,030474 2,3+ 107
4T 0,636537 1,3+ 107
51 0,6305607 8,0 + 1077
61 0,636583 6,0 + 107"
71 0,6306503 4,2 + T0™?
81 0,636509 3,2+ 1077
o1 0,636603 2,6 + 107°
TOT 0,636606 2,0 + 1077
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Formula di CAVALIERI-SIMPSON

v Io» o [ sin |:~ (1+x)] dx errove relativo
TT 0,6300210319 » 3,4 0 107
2T 0,63661000%70 - 2,5 ¢ 107
31 0,636019708¢ - 4,2 « 10"
41 0,6306167808 - 0,0« T0™
51 0,063661¢7758 = 6,0 » 107
Gy 0,63060197740 = 3,0+ 1077
91 0,6366197733 ~ T4+ 107"
81 0.6366197729 -~ 8,3« 1070
oT 0,0366107727 = 6,0 + 107"
101 0,6366107726 ~ 4,0 » 1071

Formula di LEGENDRE-GADSS

1
. I, < i [ sin |V~E* (i +2x) 1 dx crrore relativo
i <l . )| d: rrore relat
4 0,03661675785080 2,2+ 107°
0 0,063601057236754 5,0« 10"
8 0,03601977236757 4.4 ¢ 1077

10
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11 valore esatto dell’integrale ¢ il seguente:

La derivata di ordine = della § {x) e data da

Fsempto n.

i 2 3 elel ~
/ flx)dx = R 0,735758882342884044.

9 (x) = e" (n + %) .

Dato che, nell'intervallo [ - x1,1], le derivate della f (x)

riescono tutte non negative, la regola del trapezio e la formula
di CAvALIERI-S1MPsSON forniscono valori per eccesso dell’in-
tegrale, mentre la formula Ji LEGENDRE-GAUSS ne fornisce

un’approssimazione per difetto.
I risultati numerici relativi a questo esempio sono ripor-

tati nelle tabelle seguenti:

Regola del trapezio

¥ L. > ] retdx relativo
w1
Il 0,7538% . 107
21 0,74029 - 107?
31 0,73778 s 1070
41 0,736Q0 » 1077
51 0,73649 + 1078
61 0,73627 - 107"
71 0,73613 « 107"
81 0,730605 « 107
91 0,73598 . 107"
10T . 10

0,73594

11
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Formula di quadratura di CAVALIERI-SIMPSON

1

. L> [ weax ercore relative
-1
TY 0,735848368 ~ 1,3+ 107"
2F 0,735704505 -8,0«10°°
31 0,735759994 - T,5 0 107
41 0,735759235 - 5,5+ 107
51 0,735759027 ~2,0 + 1077
61 0,735758¢52 ~ 1,0 + TO™’
71 0,735758¢20 - 5,1+ 107
81 0,735758¢05 - 3,0 + 107"
o1 0,735758807 = 2,0 + 107*
10T 0,735758892 - 1,3+ 167

Formula di LrcENDRE-GADSS

1
' T < / e ds errore relativo
-1
4 0,735750506760842 1,0 » 1070
0 0,735758882324004 2.6« 10"
8 0,735758882342882 20 - 10°5
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Fsempio n. 3.
fx) =

Il valore esatto dell’integrale ¢ il seguente:
1

/ f (%) dx = log 2 = 0,603147180559945309.
'
La derivata di ordine = della [ {x) ha la seguente espressione:

) = (- s
(3+x}"“

Dato che le derivate di ordine pari della f {x) riescono
sempre positive nell’intervailo [ - 1,1}, la regola del trapezio
e la formula di CAVALIERI-SIMPSON ne forniscono approssima-
zioni per cccesso ¢ la formula di LrGennre-GAUSS ne fornisce
un valore per difetto.

I risultati relativi a tale esempio sono raccolti nelle ta-
belle seguenti.

3'; x

Regola del trapezio

¥ I, > [ —3M—T|:T dx errore relativo
1T 0,6037714 - 9,1+ 107
2T 0,6033034 ~2,3 « 107"
3T 0,6032107 -~ 1,0+ 107"
4T 0,6031803 ~ 6,0 » 107
51 0,6031722 ~ 3,6+ 107
01 0,6031046 ~ 2,5+ 1O
71 0,6031590 ~ 1,7 1077
81 0,6931570 ~ 1,3+ 707
OT 0,603154¢ “I,1 v 1077

6

IO 0,6031535 - 0,I + I0”

13
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Formudla di CAVALIERI-SIMPSON

I

r I, > / ';"_"T"_""{" dx arrore relativo
11 0,0931502307 ~Q,0 1077
21 0,6631473747 -2,8 ¢ 107
3I 0,6031472191 - 6,0+ 107F
41 0,6031471¢28 = 2,0 + 107
5T 0,6931471856 ~7,3 s 1077
61 0,60314471830 ~ 3,5« 107’
71 0,6031471819 - 2,0 ¢ 107*
81 0,6031471814 - 1,2 » 107"
qr 0,6031471871 ~7,3+ 10"
101 0,0031471800 - 4,4+ TO®
Formula di LEGENDRE-GAUSS
i‘ X
g T, < / T‘i‘{ dy errore relativo
1 77
4 0,00314041744547 1,1+ 107"
0,060314717088652 1,1 - 107"
8 0,60314718055035 1,6 « 1079

Tutti 1 caleoli sono stafi cseguiti operando in virgola mo-
bile in doppia precisione (16 cifre di mantissa), con programmi
scriti in finguaggio Fortran IV,

14
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