COMMENTARII

ACADEMIA You. I N. 47

SCIENTIARVM

LUIGI BROGLIO

CAMPO FLUIDO SUPERSONICO
DIETRO ONDA D’'URTO ADERENTE



COMMENTARII

Vol. I - N. 47
e A2 pag. 1-28
PONTIFICIA
ACADEMIA
SCIENTIARVM

CAMPO FLUIDO SUPERSONICO
DIETRO ONDA D'URTO ADERENTE

LUIGI BROGLIO

Sommario — Si analizza il campo fluido supersonico dietro onda d’urto
aderente alla prora aguzza di un corpo di forma qualsiasi. Si sviluppa la
soluzione in serie di potenze #" della distanza » dall’estremo della prora,
si dimostra che ciascun termine delle serie & indipendente dai successivi
e come la soluzione risulti dalla sovrapposizione ad un campo non linearse
(campo conico senza simmetria corrispondente a n=0) di successivi campi
lineari. Si esamina in particolare il caso di una prora non troppo differente
da un corpo di rivoluzione e si dimostra come in tal caso il procedimento
si riduca alla integrazione al passo di un certo numero di equazioni diffe-
renziali ordinarie del 2° ordine indipendenti.

INTRODUZIONE

L’analisi del campo supersonico tra la superficie del corpo e
Ponda d’urto, supposta aderente alla prora aguzza del corpo
stesso, puod eseguirsi, come & noto, col metodo delle « caratte-
ristiche ». I1 calcolo richiede perd di consueto, la conoscenza a
« priori » della porzione iniziale del campo fluido, cioé di quella
situata nella immediata vicinanza della estremitd della prora:

Nota presentata dall’Accademico Pontificio Gaetano Arturo Crocco il
2 ottobre 1964 durante la Sessione Plenaria della Pontificia Accademia
delle Scienze.
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di qui I'interesse di un esame il piti possibile esatto di tale por-
zione iniziale del campo fluido.

L’esame anzidetto viene di solito condotto sviluppando in
serie di TAYLOR le equazioni del campo fluido nelle vicinanze
della estremita della prora. La legittimita di un tale sviluppo
costituisce un problema tuttora aperto allo studio matematico.

Il procedimento & stato applicato dal Crocco [1] al caso
bidimensionale prendendo come incognita la funzione di cor-
rente e da SHEN e da Lin [2] al caso assialsimmetrico, pren-
dendo come incognite le componenti della velocita, la pressione
e la densitd. Nel presente lavoro & stato trattato il caso tridi-
mensionale generale, prendendo come incognite le tre compo-
nenti della velocitd e la entropia. I vantaggi di una tale scelta
di incognite, gia dimostrata dal FErrr [3] [4] — nel caso del
cono senza simmetria assiale — dal punto di vista della preci-
sione dei risultati, risulta confermato nel presente lavoro poiche
la entropia, in ciascun termine dello sviluppo, pud ottenersi per
integrazione diretta e non & simultanea alle altre funzioni in-
cognite,

Nei numeri 1, 2 e 3 vengono indicate le quattro equazioni
differenziali che reggono il problema in coordinate polari sfe-
riche; vengono scritte in forma adatta le condizioni generali
dell’urto; vengono fornite le regole per lo sviluppo in serie
delle relazioni del campo fluido fino ad un qualunque ordine.
Ammessa la legittimita dello sviluppo in serie, il procedimento
indicato trasforma (N. 4 del lavoro) il campo fluido in una so-
vrapposizione di campi di tipo « conico » indipendenti cioé dalla
variabile # (distanza dall’origine) e tutti definiti nello stesso
dominio. Nel N. 5 si tratta il caso particolarmente interessante
del campo quasi-assial-simmetrico. Nel N. 6 si considera il pro-
blema particolare del campo assial-simmetrico, i risultati del
quale differiscono da quelli trovati da SHEN e da LiN nel lavoro
citato. La differenza dipende sia dalla anzidetta diversa scelta
delle incognite, sia dal diverso procedimento di integrazioni.
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N. 1. LE EQUAZIONI DEL PROBLEMA — Si consideri un fluido
non viscoso e isoenergetico. Le relazioni di definizione:

permettono di esprimere pressione p e densita p in termini della
velocita del suono a e della entropia S. Si ha infatti:

i
=1

S
Igp:~—~R—+ Ig a® + cost,

S
lgp:—i—+%—__1—llga" + cost,

Le costanti R e ¢ sono rispettivamente la costante del gas
e il rapporto dei calori specifici di esso.

La equazione di BERNOUILLI, supponendo il moto stazio-
nario, consente inoltre di legare a alla velocita g del fluido:

(2) e=T"G-¢

Nella (2) si & assunto come unitaria la velocita « limite » di

efflusso nel vuoto del gas considerato; la stessa convenzione
verrd mantenuta nel seguito del lavoro.
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I corpi usati alle velocita supersoniche hanno di solito una
prora aguzza O. Si prenda O come origine di un sistema 7, %,
w di coordinate sferiche polari di riferimento.

Indicando con %, v, w le componenti della velocita nelle di-
rezioni rispettivamente perpendicolari alle superfiici »=cost,
7 =cost, w=cost, le equazioni di EULEkRro, nella forma di
L. Crocco [1], forniscono, nel caso di coordinate polari sfe-
riche:

a* 95
(3) YR o7
az 95 1

YR%sennszmuB

=uC—wA

. A B C .
dove le componenti 2-—,2 2 del vettore rotazione sono
> ;

date da:

__[o(wseny) Ow 1

o dw| senm
. Qu 1 o(ruw)
(4) B T Owseny,  0r
o Ou
C= Py (rv) — B

D’altro canto la equazione di continuita

0 0 9
3, (pur? senm) +5~7~1(pvr sen 7)) +55(pwr)v:=o
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introducendovi la (1) differenziata lungo una linea di corrente
(S = costante) fornisce: '

(u+g—v_)(a2—2!’)+(u+ L Dw)(azmzu’)+v(a”+w’)ctgv)+

o sen”) 20
(5)
Qu 2 Qv Qw ov
+ro—r(a —1 )_vw<A+Sen ” 56>—uw<B +27 3;/—>+uv<C—2r,Dr>: o

Le (3) e la (5), dando ad A, B e C i valori forniti dalle (4), for-
niscono un sistema di quattro equazioni differenziali nelle quat-
tro funzioni incognite u, v, w, S. Appunto da tale sistema di
equazioni pud farsi dipendere lo studio del problema con-
siderato.

N. 2. LE conpiziont AT LIMITI. — Le condizioni ai limiti
sul corpo corrispondono all’annullarsi della componente nor-
male della velocita. Supponendo che il corpo abbia una equa-
zione del tipo =F (7, w), la condizione suddetta porge:

oF oF
(6) V= —¥+ F 1

o7 wb—u—)senﬁ

Si riferisca la superficie dell’urto a tre assi ortogonali quali
si vogliono, per esempio alle tre direzioni 7, 7, w locali. La
normale #» all’urto abbia coseni direttori o,, o,, ¢, e formi lo
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angolo ¢ con la direzione locale della velocita prima dell’urto.
Le condizioni fisiche attraverso 1'urto conducono allora alle se-
guenti relazioni

u = u¥ — [ ¢*(cos @),
v = v*¥ — fg*(cos 9) a,

w=w*— B ¢*(cos¢)a,

@) — _
2 I

p= Y+r o (M*)? cos® ¢

Nelle (7) I'asterisco contrassegna le quantitd prima dell’urto,
mentre le quantita dopo l'urto, che appartengono al campo
fluido che si studia, non hanno, ovviamente, contrassegni spe-
ciali. Le prime tre equazioni delle (%) esprimono il fatto che il
vettore velocitd dopo I'urto & eguale al vettore velocita prima
dell’urto sommato al vettore -8 ¢* (cos ¢) diretto secondo #. La
quantitd 3 denota appunto la diminuzione percentuale attra-
verso 1'urto della componente normale ¢g* cos ¢ della velocita.

Supponendo, in particolare, che la superficie dell’urto ab-
bia una equazione del tipo 1 =f (, w) e che la velocitad prima
dell’urto abbia la direzione dell’asse polare (#*=g* cos 7,
v¥= —g* sen v, w*=o0) le equazioni (%) divengono rispet-
tivamente:

0
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8)

0
Z—;:cosn—r—o—él{
v
—_ =—senvn + K
q* K
w I EK
g senm Qw

T g gy g 2 1:1)! |27 [ Myrcosto—
R (5-5 )_Y]ng+I<(M*)2COS"’Cp 2 §+1g} Y+I (M¥)*cos™p

0 \?
(senn +7’5§cos 71)

2 e
CoS" P = ’af 2 . 1 e;fz
"o sen® v Ow)

K=

I
(C052 CP) - (M*S’z 2

Y+T

sen +7’af
e Y cos
n o cos M

N. 3. RIDUZIONE DEL PROBLEMA A CAMPI DI TIPO « CONICO ».

— Nelle equazioni (3) (4) (5) e nelle condizioni ai limiti (6) (8),
ciascuna derivata rispetto ad 7 risulta moltiplicata per 7. Sup-
ponendo che le derivate anzidette si mantengano limitate per 7
tendente allo zero, la forma limite delle (3) (4) (5) (0) (8), per
» evanescente, non contiene derivate rispetto ad 7 e coincide

con le equazioni del campo « conico » attorno al cono tangente

nella origine al corpo considerato. Chiamando per semplicita

« forma limite di ordine zero delle equazioni del moto » quella

s
27
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dianzi descritta, si potra concludere che, con le limitazioni in-
dicate, i valori #, (1, w), vy (7, w), w, (1, w), Sy (v, w) assun-
ti rispettivamente da «, v, w, S nella zona di campo fluido pros-
sima alla origine, possono ottenersi integrando, rispetto 7 e w,
le equazioni (3) (4) (5) (6) (8) nella forma limite di ordine zero,
e cio indipendentemente da quanto accade nel resto del campo
fluido.
Il ragionamento precedente puo estendersi con facilita.

Si supponga di derivare rispetto a #, termine a termine, le
relazioni (3) (4) (5) (6) (8) ottenendo delle nuove relazioni che
si indicheranno rispettivamente con (3°) (4°) (5") (6”) (8). Na-
turalmente nel derivare le (6) e (8) bisognera tenere conto che
esse sono valide rispettivamente lungo il corpo n=F (r, w)
e lungo la superficie d’urto 1=f (», w); derivare rispetto ad »
le (6) e le (8) significa dunque applicare ad esse, rispettiva-
mente, il fattore differenziale ;% + % gir ovvero a% + 52% g—f .

Cid posto si osservi che nelle (3°) (4°) (5) (6’) (8') ciascuna
derivata seconda rispetto ad # risulta moltiplicata per 7. Sup-
ponendo che le menzionate derivate seconde si mantengano li-
mitate per » tendente allo zero, la forma limite delle (3") (4"
(5") (6) (8') per » evanescente — che si potra chiamare forma
limite di ordine uno delle equazioni del moto — non conterra
alcuna derivata seconda rispetto ad 7, e cio¢ conterrd come sole
funzioni incognite ou , i D—w, g Di conseguenza si puo

or o7 v’ 97
concludere che i valori #, (7, w), v, (1, w), wy, (1, w),
S; (n, w) assunti rispettivamente dalle funzioni incognite
ou v dw 0S
o7’ 07 07 DF
origine (»—o0) possono ottenersi integrando, rispetto a N e w,

nella zona di campo fluido prossima alla

8
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la forma limite di ordine uno delle equazioni del moto, e cio
indipendentemente da quanto accade nel resto del campo fluido.
In generale, supponendo che le derivate di u, v, w, S ri-
spetto ad 7, per # evanescente, siano limitate fino all’ordine #,
si potranno derivare 1, 2, ... # volte rispetto ad # le equazioni
del moto (3) (4) (5) ed applicare 1, 2, ... » volte il fattore dif-
o 0 OF > 0 of

ferenziale By 59 o7 alla (6) e il fattore 5, * 57 o7
alle (8).

Facendo tendere # a zero, si ottengono in corrispondenza le
forme limite di ordine 1, 2, ... # delle equazioni del moto.

La forma limite di ordine s contiene come sole funzioni in-
cognite

Pu v Pw OS5
¢ 5 005 0

Cosicche le integrazioni successive della forma limite di

ordine zero, uno, ....... n delle equazioni del moto permettono

di ottenere successivamente le espressioni per » tendente a zero
. Qu Qv Ow 985 'u v Mw 'S

diw, v, S50 500 50 o T B B 0 o7

Naturalmente, con le limitazioni indicate, la conoscenza di
u, v, w, S, e delle successive # derivate rispetto ad 7 nella ori-
gine permette di costruire il campo fluido, con un certo grado
di approssimazione, in una zona finita a partire dall’origine.

Col procedimento indicato lo studio del campo a tre dimen-
sioni si riduce all’esame di campi fluidi di tipo conico e cioe
ciascuno indipendentemente da 7. Anzi, come ¢ facile veri-
ficare, se il campo conico di ordine zero non ¢ lineare, i campi
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corrispondenti alle forme limite di ordine uno, due, ecc. sono
tutti lineari. Si osservi inoltre che il dominio (v w) al quale
i campi ora detti si riferiscono & uguale per tutti. Esso ¢ de-
finito da o<w<2 m; 7,(w)<n(w)< 7, (w) essendo =71, e
7 =7, rispettivamente le equazioni del cono tangente nella ori-
gine del corpo e del cono tangente nella origine alla superficie
d’urto.

A titolo di esempio il procedimento viene applicato per de-
terminare le relazioni che definiscono il campo conico di ordine
zero e il campo conico di ordine uno.

N. 4. CAMPO CONICO DI ORDINE ZERO E CAMPO CONICO DI
ORDINE UNO. — Come detto al numero precedente, le equazioni
del campo conico di ordine zero si ottengono dalle equazioni
generali (3) (4) (5) (6) (8) facendovi tendere » a zero. Si ot-
tiene cosi:

wo B, —7,Co=0

2908
—g’— ) ° =, Co—wo A,
(30) v
a? 90S, 1
?R_ ow sen'r)wvvomuO Bo
Qv, L 9w,
<Z¢0 + 3%") (1102 —7/02) + <u0 + Se——:]—y) Di‘:) (a02“w02)+7/o(a02 +w02) COtgn_
(50) 2 v
—_ A %)=
(vow0)< °+sen“q Ow) ©
per n=1:
. dn
(60) Wy (=52)
" sen 1, ]

10



|
CAMPO FLUIDO SUPERSONICO DIETRO ONDA D'URTO ADERENTE Vol. T - 47

per M ="1;:
U s
— == COS "N
q*
—}=<Sen'ﬂs)"—‘1+ I' 2z T 2 : 2 l
Y+1 I+( N, M=, sen®n,
l sen n, ]
w, 27, 1 I l
g y+I 4, V2 My?®sen” v
@ () |
Y—I;I(S—S*)=Iog 2y M2 sen?"*/)s _ y—1
Y41 1+(_&—) Y+ 1
sen 7,
ns \?
Y—x 2 I+(senn)! d
+rlog | T YR T Msenty, (m=d(,;)
in cui:
dong:I(I_uoz‘_vo2'—woz)

A — 1 (,, s dQw, O,
o= 7 W, CO YHSCI”]W—D )

(©) ?
0 ou, I
B, = — = W,
ow seny
PE7R
C=r Ty

inoltre ¢* ed S* indicano la velocita ed entropia della corrente
prima dell’urto.

11
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Le equazioni (3) (5) (6) (8) colle notazioni (g) castituiscono
un sistema differenziale non lineare nelle quattro funzioni

incognite

uo(n! w)$ 7/0(7)! 0) , Wo (7, (1)) SO(Y]’ w)

Si tratta del problema del campo fluido intorno al cono di
equazione v, = 7, (w), investito dalla corrente fluida di velo-
cita g*.

Le equazioni del campo conico di ordine uno, sempre se-
condo le indicazioni del numero precedente, si ottengono de-
rivando le '(3) (4) (5) (6) rispetto ad #, e ponendovi »=0; e

. o 90 0 9f e
applicando 1’operatore <D_r + B 57) alle condizioni ai limiti
lati ' urt r tor 0 oF 11 dizioni
relative all’urto, e I'operatore {5~ + P 57) alle condizioni

ai limiti relative al corpo, e ponendo #=o0 nelle condizioni ai
limiti cosi trasformate.

Si ottengono allora le equazioni del campo conico di ordine

uno nella forma:

12
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Y_-I(Im—u’mv“—--w’)s +(37J ——0—71‘3>v +<3w-%— ! )
2y R e e e/ °oom) ° Jw seny
Qu, wo Ouy
va—nw sen” oW

Y—1I . ,195: Y—1 0S5, Qu,
AT —2y® — U — W, D—n-k —_— Uy, — ot | % +

2yR TR o on
+<_I:vo 95, —2u0> v,+(— I——IwODS° +% + 2wocotgn—% —‘I—>wX +
TR on TR on 9On O sen
, o, w, O Qw,
(39 Hot on senn Ow +w°W:
il zl—u’uv’—wz?osI ! +
2yR ° ° ° { Dw seny
P i +u,<—-u—ai—1——— w, cotgr M L Dv°)+
TR YR Qw seny ' o) ow
+7/,<~«-Y—_—Iwo 9&9 ! —vocotgn‘—zuo)Jr
vR ow senv)
Qu, wu, ' Vo %L _ dw,
2w sen7 seny Jw C o

I Qw,
seny; ow

r ] Y_-“_I_7Y_5 Q_SY—I., 2_3Y—I 2_, -— 2_ !
(5" uxlg 5 S o PR " wo~(Y I)uogan(zosem})+

]+
+ Uy Kﬁ.“r‘ “‘%’I; u,® + 1’;2002 -3 Y—;‘“I“voz) cotg M ”(ZY = I) Uo Vo ~

2

1 9 . . . o7,
L2 o 5 (D)

Qw, 1 ) We Dvo]
: +

2 Q2w sen7) ”senn ow

r 0
+ wil— (27 -1) 2o W, ~ (Y +1) Vo o COLZ Y} = % BN (20 + 257 + 205") senv

Jw, X ) Dwo]

v,
- % (Y1) —D?+Y Jw senv ve o)

13
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D, Vo W,
Jw seny)

-y Uy ——

a? - w.? dw,
sen 7)

w0,
L&/
per '7’} == 7}5

~ Yoo 20

Du,
27

ZLI-I-‘YJSI

- (M., sen ;) I+-—

7* Y+

v,

v+ 7)‘1,‘)—7}

X

q :7]51(Po_cos Y]S)"‘)SI co

o,

Ny o . .
s o) —PoNy  27,COS 7], 1 I

%

=Ms

(8)

14

seny),

(Y +I> sen v 1 +{ s
\sen ),

I I

)2 -(M*)Qsem')s

(=Tl o 25
SI St -
[P

y(M*)?

sen'as_7+1 1+(

7,
sen
4 €05 7,
Sy + 1) (M*)?sens y

sen® 7,

)2 - (M*)2 sen*®

ol
|

(3ns + 2 sen®n,) X

I

T—-I I

+("

seny

is

J ol
I | —
s senw,/  y-I

Y+1 (M¥)e
47,

sen®

Y M*2sen®y,

< .ns
+ So—
2 sen g

T

i

Y+T v +1(M*)*sen®n,

—(Y +1)M*2sentn,

';)s

‘ T+
2y -1 1 sen

sen®

v+ ‘y+1 M=,

gy

Y-—I 2

sen 1,

i

YHI o Y41

M*2 gen® 7,

2 s .,')
) I +( :
sen n

+

]
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. dan
per n="71, . By =
&) dw
( ) v, ] i S .
v, + Ty, = o Nyp, + p— (w, 0y + 65 W, 1y, COLE
essendo
4 cosny( I
YA+ M*2sen®n, \ 8 cos 1, N
Po = o\ (y + 1) M*2 sen® n,
I —_—
sen
, A Bcos r 1 l
v+I  senn, 7 V] . Nn,?
( : (I'!‘ : > M*2 sen? 7, (1 + ———
sen 7 sen 1,
5 — 4, 40, I _ 1 i
| (yrr)M*Esendw, - (y + 1) sen lI < Ny ﬂz M*2sen? u,
sen, N
sen,

in cui coi simboli u, (1, ), v; (1, w), w; (1, w) S; (4, w) si
hdicate le derivat du Qv Jdw S leolat K
sono indicate le derivate =—, -, 5,5 calcolate per

per »=0) e coi simboli 1,; ed 1 si sono indicate le derivate

of OF o
(calcolate per »=0) 5, ¢ o35 delle espressioni rispettivamente
delle superfici d’urto e del corpo.

Le (3) (5°) (6’) (8), come gia anticipato al n. 3, conten-
gono linearmente le funzioni incognite (!) e una circostanza
analoga, come sarebbe facile provare, si verifica per tutti i

campi conici di ordine superiore al primo.

(") Ovviamente, i coefficienti delle incognite contengono le quantita u,, v,
w, S, e loro derivate, che perd si intendono gia calcolate tramite la inte-
grazione del campo conico di ordine zero.

15
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Si rileva percio, come anticipato al n. 3, che il metodo in
parola trasforma il campo fluido supersonico dietro un’onda
d’urto attaccata, nello studio di un campo conico (d’ordine
zero) non lineare, e di campi conici (di ordine maggiore di
zero), tutti lineari.

N. 5. IL CAMPO QUASI ASSIAL-SIMMETRICO. — Le equa-
zioni del moto assial-simmetrico si ottengono facilmente dalla
forma generale (3) (4) (5) (6) (8) ponendovi w=o0, e annul-
lando tutte le derivate rispetto w.

Particolarmente interessante, dal punto di vista applica-
tivo, si presenta il caso in cui il moto avvenga in maniera
« poco diversa » (espressione che verrd meglio precisata nel
seguito) da quello assial-simmetrico. A questo caso & dedicato
il presente paragrafo.

Per tale applicazione, si suppone che w e le derivate ri-
spetto ad w siano piccole del 1° ordine, in modo che i loro
quadrati siano trascurabili.

Conviene, nello studio del campo quasi assial-simmetrico,
trasformare opportunamente le equazioni del moto. A tale
scopo:

a) si ricavi il termine vC dalla (3) e lo si sostituisca
nella (5); °

b) si moltiplichi la prima delle (3) per # e la seconda
delle (3) per v e si sommino le equazioni cosi ottenute;

¢) si lascino inalterate la 1* e la 3* delle (3).

Tenendo conto della supposta piccolezza della w e delle de-
rivate rispetto w, si ottengono le equazioni del moto quasi
assial-metrico:

U+ o7 (a° —v") +a* (u +v cotg n) + af_dw
2 £n senn Ow *
N ou , . atu 0S , Qv
rw(a—u)—«YR 5, zw—?—>7 =0

16
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nras + o5 = 0

(11) or Y0 =

o Qu o\ ( Qv a® 08
(12) on —7‘7j or +yR o7

a® 95 1 <Dw4 ot v 1

I — S/ B I C P e e e
(13) YR Jw sen 7 27 weote Q2w sen *
13 " ou I , Qw

PP B P S A I

Jw sen 1 “ or

con le condizioni ai limiti

sul corpo:
OF
(14) V= ur 5y
sull’urto:
ii— =cosn—7rk —aji
g o
(15)
Y
?— —= —senn + £~
w T o/ y—~T . 24 (y—1)
I - D S — e Y = . o LI
q* sen D(D ! R (S S) X]g(l B)'*-]za 2—(Y+I>B

con

2 I ’
e “27 cos” Q — (W)
"{"{’“I

sen n 4 # ———cos 1
or

17
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e
0
(sen N+ / cos 'n>2
cos® @ == ! or
’_— 2
T4 72 <3/:)
o7
Per risolvere il problema in parola si ponga:
w(ryn, 0)y=2u'(r,n) + #(r, n, »)
(7, n, 0) =0'(r,n) +0(r, n, ©)
w7, n, 0)=w(r, a, 0)
(16) S(7, 0, w) = 8'(r, 2) +S(r, 1, w)

S, 0) =F1(r,0) + F (7, 0, 0)

F(;’, n, 0)=F(r,n)+ F(r, 1, W)

ossia si indichino con ’apice le quantita relative al caso assial-
simmetrico, e con la lineetta le « correzioni » rispetto a tale

caso, che si suppongono piccole del primo ordine.

Introducendo allora le (16) nelle (10) (11) (12) (13) (14) €
identificando i termini di ordine zero (ciog¢ quelli che conten-
gono solo le quantita con apice) e quelli di ordine uno (cioé
quelli che contengono le quantitd con la lineetta) si ottengono

1 seguenti due sistemi differenziali.

1) Caso assial-simmetrico

CA7
10’ .
(10) & o8 Cowl.
— - - — 20U - —|=0
yR O or

18

a ! r ’ 13 A 19 I
(u’+ 1) (@ — o) 4+ a® (' + v cotgn) +r|(a®—u'?) <—



CAMPQ FLUIDO SUPERSONICO DIETRO ONDA D’URTO ADERENTE

Vol. T - 47

, ,DS'+1/OS’__0
(117) rul = o =
, y ou' N ( Lo a? oF
(12) o0 )T \" 0y TYR s
2) Correzione
) iy nya (20 +Dv,+v’cot ’ ru’?)S’+ du’ +a’=,,95'+
Alpet o M7 R0,V 0r)TYR O
° (1 + v +o|—( I)v'<22¢’+ il +7' cot wr oS 47 Du.
_.—7‘———— — —_— P
- or L o MRS
(r0) , ,+Dy' ) , 07 +2)z¢’ o ., 9w
— 27" lu > —2 3 5, (@' — )——2avr—b7+
(" ' 0 a? Qw a*d s
a't— ' — i adyin I
o1 senn 2w YR or °
— o 25 508 o8 25
(II) 7’1 D +Uan+7’ua +7)’W (o]
_fy—r , 05 : e o 22 y-1 ,98 + Qi
7 - — ——y — Ly ) —
I b o7 |t ¥ %a "oa TR T OF T 0
(12) , 00 ra? 05
or YR Dr
w (v cotgn + o w_ou v ov v’DZ_O-Jrru’ E)E;+
— w (¢ cotgn ) senyn OwWw senn oW on nrs
(13) @05 1
o TR Ow senn
con le condizioni ai limiti.

19
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1) Caso assial-simmetrico

oF’
1 . ): ]
(14) @) sul corpo v’ =u" 7 P
) 1" . 4 af’
b) sull’urto Pl cos 1)’ — /6'7—97
% = —"sen n 4 &'
YL (8 =y lg (1 — ) 4 1g 2HA = DF
- R ( y=vlg(1—§) P
D ne
1:+r‘~’<—f>
YT, I 02
,;_@:I—M*g ) , F)
lar(rsenn)ﬂ
essendo

of 2
(Seﬂ 0+ r~£ cos w,’)
2 0¥
cos® @' = S
4 72—
(Dr)
2 I
cos® o' — 1z
B o= — -
Y+I , D ,
sen 0’ +# < Co0s 1
o7
2) Correzione
a) sul corpo @ = oY JOF [ 04\ OF
i w5 oY 4 OF i\ OF
P ?HFD‘O 3% D7'+ﬂ+@‘nl‘ +D7’

20

f (14)



CAMPO FLUIDO SUPERSONICO DIETRO ONDA D URTO ADERENTE Vol. I - 47

b i f’ Y2
b) sull’urto F:_nsenn-—f(/i ’Dr)
—;T:—-icos*f)’+2
0o of
g* —  senn’ 9y
- Y=t _ 1B (v—1)p 2(y+1)f
I S: -+ - —
(15) YR -8 2+ (y—0)f  2—(y+1)f
1 2
(senn'+r%~é—cosn’> o7
— 27 sen @’ cos @' = — 27 - e
or I+'{2(Df) ¥

, , 0
senn 47 CcoSN ——
o7

0/ \?
2
T (Or)

cos e r 12 itz sen L]
+2 <“ncosv)+r%$cos~q_—nsen~q~z—)7:>

o)

_ , ( of
ncosy +7{cosy —“;—nsen“f) L

&

__ {( .

r af f >
<sen 7)+757 cos 7]>

2 ¢ sen ¢’ cos ¢’

+
14 !

sen 7'+ 7 —— cos
Ui Y ]

21
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— I of 9
B:_ - 5 27/2_£__l_.2
2 2 0 or 07
M*?(sen ' + —>—cosn’
or

i of o
fcosn' +r|—=t-cosn' —H —-—senn
« or or

D s
sen ’n'+bé cos '’

Si ottengono ciog le equazioni (non lineari) del campo assial-
simmetrico (1) (10’) (z1") (12’) (13’) (15°) e quelle (lineari nelle

@, o, w, §) della correzione (10) (x1) (12) (13) (14) (15).
Per queste ultime ¢ immediata la riduzione alle due sole
variabili » ed 7.

Si osserva infatti che le (10) (I1) (12) (13)_contengono delle

derivate rispett lo 2% 20 i i
erivate rispetto w, s — ] :
D , solo -, =~ ; per cui, se si pone
= u¥,(r,n)sennw
v= v,*(, n)sennw
w= w,*(r, n) sen 2w
S= g, (r,n)sennw
7 = [ n)sennw
le (10) (11) (12) (13) si riducono a contenere solo funzioni di
. . w £ 907
v ¢ 7. Nelle (1 oi, solo la equazione — =-— ——— "
i (15), poi, q 7* senn 2w

contiene derivate rispetto a w, ma anch’essa si riduce subito a
contenere solo funzioni di » ed 7.

(1) Ovviamente le equazioni indefinite si riducono a tre perché manca
la incognita w. Una analoga riduzione si ha nelle condizioni ai limiti.

22
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Cose del tutto analoghe si verificano se nella (17) si cam-
biano tra loro le funzioni sen #n w e cos # w (*).
Si ha quindi che la soluzione pud mettersi nella forma:

(¢ o]
cut(ryn) sen zw 4 2_ w, (7, 0) cos nw
”n

0

I
-8

con forme analoghe per o, w, 5. Ciascuna delle funzioni %, v
etc., risulta dalla integrazione di un campo lineare di tipo
assial-simmetrico.

Risulta percid che il campo assial-simmetrico puo studiarsi
come somma di un campo assial-simmetrico (di ordine zero)
non lineare, e di campi lineari assial-simmetrici (di ordine
maggiore di zero).

N. 6. CAMPO ASSIAL-SIMMETRICO. — Il problema ¢ detto
dalle equazioni (10’) (11’) (12’) con le condizioni ai limiti
(147) (15")-

Si applichi il metodo di separazione in campi di tipo conico
visto al N. 3. I valori #,(%), vo(7), So(n) di «, v, S per 7 ten-
dente a zero sono forniti dalla integrazione del ben noto campo
conico assial-simmetrico:

S, = vost.
du N
(18) an T T0

dv,
(1¢0+ 7 )(a02~7/02)+¢702(uo-i—vo(:otg ?)=0
‘N

con le condizioni ai limiti

(3) Per brevita si rinuncia a scrivere le equazioni cosl ottenute.

23
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pet
(19) N o0
Yo — cos N
A
v ] 2 I 1
= sen ns+?1—1— senn.— peye seTn>
per n=m — - ()
’ s, S*)“Ylg< xrz ! I)
R Y‘*’I M*2sen’ Ny +1
+ ]g ( 2 Y M*i Seng‘ns— I,_.E>
Y+I r+1

Per calcolare i valori » (%), v (), S () della funzione
du v s
3y 070 0y
v;=3; (M) e S;=0, (1) ¢, essendo c,= -7, il valore della
curvatura dell’onda d’urto per » tendente a zero.

Si ha allora

per 7 tendente a zero, si ponga u,=a (1) c,,

s d o, — 0
28 17}07”’;’—-—-
da, a,’
21 L L N
(21) 2B, aa +YR 0y, ==0
d o
(oclwkoa;,%)a —0%) —a, F, n+BG(n)—7; Go =0

du,
dn

d
(v-1) <710 + d—?) +(y = 1) (%, + v, cotg n)

Fo(n) = 5.2~ 22,% - v,* -—2(Y—I)u<2u + 2,

Go(n) = 2a,? cotg N - 4u, v, ~ 27,

con le condizioni
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per 1 ="
b .3 %
(22) PN}
essendo c¢,=-— 2 7 la curvatura del corpo per » — O
per 1 ="

* I T2,
o, ==¢" sen nqA —| v+ )
2 )

2 1 cosnm y-I \ I duv,
- Bs S cos -
i

(23) Ty T |[M® osen® dn
o, ytr (M, ?sen® 9 - §)® cotg =
R Y -1 (M:X:;’, Sen2 9 = ’*{;I_) (I+ Y:_I M*2 Sen2 7])
2y 2

La integrazione delle (21) con le condizioni (22) e (23) non
presenta difficolta di rilievo. Infatti la prima delle (21) con la
ultima delle (23) forniscono

Ms %o g
Vo n

O'I(U.) = Oy, €1

dopodiche la seconda e terza delle (21) possono integrarsi al
passo a partire dall’'urto. Arrivati a n=1, la (22) fornisce il
valore incognito della curvatura c, dell'urto in funzione della
curvatura ¢, nota del corpo.

Si pud osservare che tutta la integrazione dipende dal va-
lore delle due funzioni u, (%), vy (1) del campo conico assial-
simmetrico, che, alla lor volta, dipendono soltanto dall’angolo
7, e da M*. Si conclude che ¢ possibile tabellare, in funzione

di v, e M*, la quantita ~— —‘2— %o che fornisce senz’altro il rap-

porto iniziale delle curvature dell’urto o del corpo per qua-
lunque ogiva. Si ritiene che una tale tabellazione sarebbe assal
utile dal punto di vista della applicazione.
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