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_ACTA

Fol. 1-xvi

RESOCONTO
DELLA PRIMA TORNATA PRIVATA
DEL V ANNO ACCADEMICO

(Sabato 22 marzo 1941)

Presiede S, . il Prof, Fravcemsco Grorpani, Membre del Consiglio.

Sono presenti le LL. BE. gli Accademici Pontifici: AmMALDY, ARMBLLINI,
Covonwurri, Crocco, DAL Praz, DaneLL), GIORDANI, GIorax, Goinl, Lepry, Lovi-
Crvira, LoMBARDI, PIERARTONL, BOMIGLIANA, SEVER], P1sTOLESL, RONDONI, SILYESTRI,
TowioLo, VALLAURI, VERCOBLLI; gli Accademici Pontifiei Soprannumerari: ALBa-
REDA, GATTERER, STEIN, ¢ il Cancelliere déll’Accademia Dott., Sanvivcor.

Ordine del glornp: 1) Approvazione del Verbale delln Terza Tornata Or-
dinaria del IV Anno Accademico. 2) Comunicazioni delia Presidenza. 3) Comu-

nicazioni seientifiche e presentazione di Note. 4) Varia.

Il Presidente Giorpanr dichiara aperta la Tornata alle 17,1B.

Il Presidente Giorpani invita il Cancelliere & dare lettura della lettera di
8. K il Rmo P, Gemsrur Presidente dell’Accademia circa la presidenza delln
TFornata,

Citth del Vaticano, 19 Marze 1941,
Lceellenza,

Nella pratica imposaibilita di poter presiedere la prossima « Tornata privata»
che si terrd sabato 22 corrente nella Sede della Accademia alla Casina di Pio IV
nei Giardini Vaticani, mi permetto pregare P'Eccellenza Vostra — a norma del

@ deta, vol, 'V,
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. 4° comma dell’art, 8 degli Statuti — di volere accettare il mandato di preeie-
dere detta Tormata,
Nella certezza dol di Lei gradimento ho il piacers di confermarmi, di Vostra
Eccellenza, con affettuoso collegiale ossequic
(fte.) Agostino Gemelli O.T. M.

A Sua Fceellenza
il Signor Prof. Francesco Giordani

Accademico Pontificio
NAPOLI

Al primo punto dell'ordine del giomo & trova l'approvazione del verbale della
precedente Tornata, Ii verbale & stuto pubblicato nel fascicolo contenente il Reso-
conto della Tornata stessa ¢ si tratta quindi Ai approvare tale pubblicazione che
ogni Accademico ha gia avuto in visione,

11 Presidente GIORDANI pone ai voti ’approvazione, &, poichd nessuno pre-

senta osservazioni, il verbale risulta approvato all'unanimits.

I Presidente GIOnDANI comunica, in forma uffciale, che -— conclusosi il
guarto anno daila fondazione dell’Accademia ad essendo pertanto scaduti dalla
carica, o norma degli Statuti, sia il Presidente che i Membri del Consiglio —
Sia Eminenza Reverendissima il Signor Cardinale Segretario di Stato di Suna San-
4ith comunicava con i venmerati dispacei N. 30706 e N. 82381 che il Santo Padre
&1 eva benignato provvedere al prossimo quadriennio (1941-1944) rinnovando
S.E. il Rmo P. Agosto GuMELLL nella carica di Presidente e chiamando a far
parte del Consiglio dsll’Accademia le LL. BEE. gli Accademici Pontifici Ueo AwmarLD,
FiLipro BorTazzi, Fraxcesco Grorpaxy, Grussrre Lremi e I'Accademico Ponti-
"'--'ﬁ_cio Soprannumerario Rev.mo P. Dom ANSELMO ALBAREDA 0.8. B, con i rispet-
tivi incarichi di: Consigliere Segretario, Consigliere Censore, Consigliers Censore,
Consigliere Tesoriere, Consigliere Bibliotecario.

Di tale sovrane disposizioni era gih stato avvertito il Corpo Accademico &
mezzo della Comunicazione Presidenziale N. 61 in data 12 Marzo 1841,

Si passa gquindi al secondo punto deil’ordine del giorno.

Il Prosidente GIORDANI comunica che, in oceasione della fansta ricorrenza
onomastica del Santo Padre Pio XII, 'Accademia invid all’Augusto Pontefice
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un telegramma al quale il Sante Padre si degnd vispondere o mezzo del suo
Cardinale Segretaric di Stato.
Il Cancelliere di lettura dei documenti relativi,

{Telogramma) 8-6-~1940

Sua Santité Pie Papa XIT — Cittd del Vaticano ~— Adunati in un grande
serto ideale wmilio ai piedi @i Vostra Santitd in questa faustissima ricorrenza
onomastice i sentimenti di filiale devozione che dal cuore dei singoli dccademict
Pontifict sparst in ogni parfe del mondo salgono riconoscenti in cosi fragica ova
di lotte e divisioni verso I’ Amata Persona del Padre comune nella augurale cerfezza -
che il Cuore Divino conforti le apostoliche fatiche del Suo Auguste Vieario con
le giote ineffabili di una benefica et salvatrice Pace Cristiana. — Gemelli, Presidente.

(Telegramma) b5-6-1940

Padre Gemelli Presidente Accademia Pontificia -~ Citta del Vaticano —
Santo Padre particolarmente gradisce sentimenti filiale devoszione illustri Adccade-
mict Pontifici sparsi in ogni parte del mondo ef auspicando sollecito ritorno so-
spirata pace per fecondi sviluppi opere pacifiche et nobile attivita intelletiuali
invia particolare Denedizione Apostolica — Cardinale Maglione.

Il Presidente (GTORDANI comunica, in forma ufficiale, agli Accademici 'atto
di Sovrana benevolenza con il guale il Santo Padre Pio XII felicemente regnante
8i & compiaciute di conferire il titolo di Eccellenza agli Accademici Pontifici,

Dispensa il Cancelliere dal leggere il Breve Apostolico di eul tutti i pre-

senti hanno gid ricevute dalla Cancelleria una bella e decorosa copia fototipica, . -

ed il cui testo viene riprodotto in appendice a questo fascicolo.

Dol sentimento di riconoscenza verso il Sovrano Pontefice, si renderd inter-
prate ufficiale, nella solenne Tornata Pontificia, il Presidente dell’Accademia il
guale ha gid espresso tali sensi con lettera privata al Santo Padre, a# nome dell’Ac.

cademia tutta,

Il nuovo Consiglio dell’Accademia, riunitosi a Napoli il giorno 2 marzo 1941,
genetliaco del Santo Padre ed anniversario della Sua Flezione, per la sua prima
Seduta ha inviato in quell’occasione un telegramma di omaggio al Santo Padre,
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al quale il Sommo Pontetice si & degnato rispondere a mezzo del suo Cardinale
Segretario di Stato.
Ii cancelliere A4 lettura dei documenti relativi.

{Telegramma) 2-8-1941

Sua Santits Pio Papa XII — Citta del Vaticano — Consiglieri Accademici
Pontifici riuniti oggl prima adunanza Consiglio secondo quadrienno salutano come
lielo auspicio coincidenza con duplice fausta ricorrenza anniversaria of associan-
dosi sentimenti loro amatissimo Presidente Formulano voti fervidissimi ef umiliano
Vostra Santita profonda filiale ubbidienza fiducia ehe attivitd sclentifica inferna-
zionale Pontificia Academia rallegri Vostro cuore paterna prefudendo unione spiriti
tuiti et raggiungimenio pace carita giustizia secondo deftami pit volte espressi
Santita Vostra. — Albareda, Amaldi, Bottazet, Giordani, Lepri, Accademici con-

siglieri.

(Telegramma; . " . 4-3-1941

Revmo Padre Albareda Citta del Vaticano — Sua Santita vivamente gradito
Fervido omaggio Consiglieri Accademict Pontifici Sua anniversaria ricorrensa rinnove
voli alta missione diletia Accademia per auspicata unione spirtti ¢ invocando Divind
Lami ¢ favori invia di cuore conforto multiforme attivita Apostelica Benedizione. —
Cardinaie Maglione.

Nella stessa occasione della sua prima Seduta il Consiglio della Accademis
ha inviato a &, E. il Presidente, ancora degente neli'Istituto Ortopedico Rizzoli
di Bologna, un telegramma di affettuoso augurio esprimendo i suoi rallegramenti
per la conferma pontificia nella carica di Presidente.

Tt Cancelliere di lettura del documento relativo.

(Telegramma}
Fecellenza Agostino Qemelli — DPresidenie Pontificia Accademia Scienze —
Istituto Oriopedico Rigzoli — Bologna — Nuovo Congiglio Pontificia Accademia

Scienze riunitosi sue prima Seduta invia amatissimo Presidente fervidissimi voti
pronta complela guarigione et mentre augurasi polerlo efficacemente coadiuwvare
governo Accadenia per iniziato guadriennio rallegrast per conferma alia carica
Presidente quale nuovo atlestato palerng Benevolensa sovrano riconoscimento alie
doti menie cuore. — Albareda, Amaldi, Dottowi, Giordani, Lepri, Accademict

Consigliert,
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Sua Eminenza i1 Cardinale Segretario di Stato nel suo venerato dispaccio
con il quale comunicava al Presidente la nomina del nuove Consiglio per il
quadriennio 1940-1944 esprimneva l’angusio compiacimento del Santo Padre per
I’opera cosi saggiamente svolta negli anni trascorsi dai comsiglieri uscenti del
governo dell’Accademia.

11 Presidente dell’Accademia ha incaricato il Presidente della Tornata di
presentare alle Loro Becellenze AnweLLINi e Biawoml, membri uscenti del Con-
siglio Aceademico, i suoi pit vivi ringraziamenti per il valido contributo appor-
tato con la loro esperienza accademica e con il loro amore affettuoso verso 1'Ac-
cademia al governo della stessa nei guattro anmni in cui egli ha avuto la gioia
di averli quali preziosi collaboratori per il migliore sviluppo dell’Accademia stessa,

A nome del nuova Consiglio, a nome suo personale, e interpretando il pensiero
dei Colleghi tutti, i1 Presidente dellaToernata st unisce ai sentimenti del Presidente,
per presentare ai membri del Consiglio uscenti i pit vivi ringraziamenti per
Popera dn essi svolta cosi lodevolmente in questo primo e perianto pit difficile

periodo della vita Accademica.

11 Presidente GIorDANI rinnova quindi all’Accademice Giorer le condoglianze
del Consiglio e del Corpo Accademico per il grave recente Iutto che I'ha colpito con
la perdita della eletta Consorte, esprimendo la partecipazione deil’Accademia al

suo grande dolore.

1} Presidente (GIORDANI interpretando il sentimento degli Accademiei, riuniti
in questa Tornata privata, voluta dal Presidente GmmeLry, nel timore che la sua
forzata assenza procrastinasse di troppo -— in attesa della Solenne Tornata alla
quale interverrd il Santo Padre dopo la di lui guarigione — un amichevole in-
contre ed uno scambic di idee, propone di inviare a luii sensi di affettuoso au-
gurio nella ‘corta speranza di presto riaverlo restituito alla sua attivitd scientifica.

Vigné_'quindi redatto e spedito il seguente telegramma.

Sua Becellenza Agostine Gemelli — Presidenie Pontificia Accademia Scienze —
Pigzza 8. Ambrogio § — Milano — Accademici Pontifice riunitt Tornata privaia
dnwiano . amatissimo Presidente vivissime felicitaziont migliorate stato salute sicura
certeRza i'r_n_?ni_?_a_a_?_z,_t_e complela guarigione rallegrandosi conferma alfa carica Pre-
sidente n,’(tpvo_'_;S'_r_Jvrmw riconoscimento saggic governo assidue cure nostra de-
cademiq — Giordani, Presidente Tornata.

Fu quindi .anche inviato un affettuoso pensiero agli Accademicl Brawnomr
e. Borrazzi, lontani per motivi di salute.
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8i passa guindi al terzo punto dell’ordine del giorno per le comunieazioni
scientifiche s la presentazione di lavori originali.

L'Acendomico ARMBLLINI presenta in omaggio una sua recente pubblicazione
dal titolo: Astronomic e Geodesia prbblicata nella «Enciclopedia scientifica mo-
nografica italiana del XX secolo», serie I, n. 5. Milano, Bompiani.

L’Accademico Segretario AMALDI presenta & nome deil’Accademico Borpri
un lavoro originale del Dott. CArLo MENGARELLY, dal titolo: Influenza del tempo

nefla estinzione delle conoscenze.

L’Accademico COLONNETTI presenta un lavoro del Prof. Pimro LoOGATBLLI
dal titolo: Swulle stafo di lemsione elastica nei continui omogenet,

In gquesto lavore si stabiliscono ls equazioni cui deve soddisfare un gene-
rico temsore doppio-simmetrico perchd possa caratterizzare lo stato di tensione
interna in un continuo elastico omogenco, indipendentemente dalle sue costanti
elastiche o dalle forze di campo e di contorne che lo sollecitano,

I’Accademico Crovoo presenta una sua Nota dal titolo: Ii rifardo d'inerzia
nella manovra di richiomata del velivoli.

Nella manovra di richiamata dei velivoli, che si compie incrementando la
portanza delle ali per mezzo dell’incremento del lore angole di incidenza, si ve-
rifica un complesso ritarde rispetto al tempo che durersbbe la manovra se lin-
cremento di portanza potesse ottenersi istantaneaments, Infatti vi & anzitutto un
ritardo dovuto alla gradualith de! comando; pei un ritardo dovuto al gradunle
stabilirsi della nuova circolazione asrodinamica cui si deve 'aumento di portenza
od in fine un ritardo dovuto all’inerzia del velivelo nel passaggio al nuove as-
setto di volo.

Nella Nota che si presenta viene studiato quest'ultimo ritardo prescindendo
dagli altri due e partendo dalla considerazione dell’squazions dinamica che esprime
1*incremento d'ineidenza del velivolo provocata da un comando supposto islan-
taneo. S'introduce perd nelln impostazione lo sfasnmento d’'influsso delle ali sulla
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coda prendendolo proporzionale alla rapidith di variszione dell’incidenza anzichd
a quella della rotazione come & stato fatto in altri lavori; e negligendo la varia-
zione della veloeith sulla traiettoria, nonché la componente baricentrica della forza
sulla coda e la variazione della componente del peso rispetto alla portanza. §i
ottiene allora una equazione differenziale lineare di secondo orxdine che determina
la variazjone di assetto del velivolo e che si pud denominare equazione concet-
tuale dell’assestamento.

Questa equazione di quindi luogoe ad una equazionse algebrica caratteristica
costituita da un termine d’inerzia di secondo grado nonché da un termine cine-
tico di primo grado e da un termine statico di grado zero: risultanti dalla com-
posizione del termini statici & cinefici che dominano il fenomeno della richiamata.

In questa forma schematiea il fenomeno in esame ei presta a considerazioni
assal espressive dal punto di vista della meccanica de! volo.

Bi trova infatti che la rapitd evolutoric della richiamata (ciod la velocitd
angolare con eui ruota la tangente alla traiettoria) e la sua rapidith rotatoria (ciod
quella con cui ruota I'asse longitudinale del velivolo) si traducono, a meno di un
fattor costante, in identiche espressioni lineari di second’ordine che chiameremo
rigpettivamente equazioni dell’evoluzione e equazioni della rotazione; le quali,
denfro i iimiti ristretti delle ipotesi, danno Inogo ad un valor Hmite di rapiditd
evolutoria, di rapiditd rotatoria e di assetto che sl possono ritenere come carat-
rigtiche ‘concettuali della richiamata.

“Be pel si considera Pangolo girato nel periodo di assestamento; e si sottrae
qlle's_t:'_’é.hg;blo da guello di cui avrebbe evoluito 'aereo se la rapidith evolutoria con-
ceLtnoiEe fosso stata ottenuta istantaneamente, si ottiene una espressione deil’an-
golo 'éi’e\'r'oluzione perduto per inerzia; e si perviene cosl, dividendolo per la ra-
pldlt'\. ovolutona limite, ad una espressione del rifardo d’inerzia che si vuole
determmare. _

‘31 dunastm ¢osl in deﬁmtwa ohe il ritardo d'inerzia & misurato da] rap-
porto tra 'l_termme cipetico ed il termine statico della equazione concettuale

dell‘assmtamento._ )

Ti'Aceademico ROXDONI presenta a nome dell’Accademico GEMELLI un lavoro
del Prof.:iDott, CanLo Travarrox:, dal titelo: Nuovi contributi all eleléroencefaio-

gmﬁ_a:. '

Ii lavoro %i ﬂivide in tre parti:

_o_z‘r'?()m‘o alla teenice oscillografice. Considerate le caratteristiche di
imquenm forma, wmpiezza, variabilith dei potensziali bicolettrici corebrali e i din

vorsi metodi & registraszions, 1’ Antore conolude con la preferenza per l'oscillografo
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oatodico, Descrive 'apparecchiatura del Laboratorio di Psicologia dell'Universitd
Cattolica di Milano, riproduce i grafici ottenuti e descrive la tecnica seguita per
la registrazione. Infine accenna brevemente ad un oscillograto elettromagnetico
& peana scrivonte, pure costruito nel laboratoric stesso, particolarmente adatto
per usi cliniei data la praticith e la possibilith di registrazioni in ambienti co-

muni; anche di esso sono riprodotti i grafici ottenuti.

II) Interpretazione dello sfasamento fra onde derivate su punii diverst del
cranio. LA, discute le prinecipali teorie emesse sulla natura e localizzazione dei
contri di origine delle onde alfa & valuta i dati offertt dal metodo di indagine
_anatomico e da quello puramente elattrico. Segue un esame dei fatbori frequenza,
forma ampiezza completato da uno studio sistematico sullo sfasamento delle onde
provenienti da punti diversi del cranio che si dimostra con ecid un fattore elet-
trico di notevole importanza.

T risaltati ottennti permettono all’Autors di concludere per Pipotesi di un

contro unico del quale si cerca di interpretare la funzione @ la natura.

T00) Ilelettroencefalografia applicata allo studio del problema motorio della
coscienza, Trascorsa ia lettoratura sulla « teoria motoria della coscienza », valutadi
i procedimenti sperimentali di diversi autori ed i risultati ottenuti, I’Antore tiene
giustificato il tentativo di derivare i potenziali bicelettrici attraverso la teca cra-
nica, su determinati punti, durante la rappresentazione di un movimento o la
reale esecuzione del medesimo. I risultati ottenuti, per quanto negativi, permet-
tono egualmente di trarre ntili considerazioni sul significato delle onde alfa, specie

in relazione a processi psicofisiel,

T’ Accademico PIERANTONI presentd & nome dell’ Accademico GHIGL nna sua
Nota in eollaborazicne con T, Sremont, R. FATTOVICH e M. GraxDy, dal titolo: Ge-

netica dell’ernia cerebrale dei polli.

In una serie di esperimenti compinti fra il 1807 e il 1914, I’A. ha incrociato
an Gallo Padovano ad ernia cerebrale con Gallina Combattente nana pex produrye
una razza nana con cinffo ben sviluppato, come mnella razza padovana. La cupola
eranica, determinata da fattorl mnltipli, ebbe nella quinta generazione susseguente
al primo incrocio un valore approssimativamente eguale & guello dell’antenato.
Nella settima generazione l’allevamento fu isterilito per effetto della consan-
guineiti,

TUna secondn serie di esperimenti fu compiuta dal 1922 in poi, incrociando

gallo Padovano erniate con galiine delle razze nane Giava o Sebright; i risuitati
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di questi ineroci furono analoghi ai precedenti, ma la cupola cranica raggiunse
il suo maggiore sviluppo in periode pitt breve. Tuttavia questi poil che I’A. ha
denominato Bantam Ghigi non erano rezlmente piccoli come le galline di rnzza
nana, ma erano intermedi por statura e peso fra la mole e il peso degli ante-
nati puri,

In wna terza serie di esperimenti, Bantam Ghigi furono reincroeiati con
Giava e Sebrigh nani; da questi incroei risultarono due famiglie nells quali lo
sviluppo dell’ernia cerebrale aveva ragpgiunto un grado assal elevato di purezza,

Su questo materiaie sono stati compiuti 1 seguenti studi:

10} studio anatomico ed embriologico del cervello erniato (Siemoni);
_ 2°) studio biomatrico di una popolazione con ernia di origine ibrida, allo

scopo di determinare la mutabilitd del cervello (Fattovieh);

80) studio biometrico degli effetti della selezione sulla formms del cervello
nelle progenie di reincroci fra Bantam Ghigi e galletti Giava e galline Sebright
(Grandi);

49} femminilizzazione degli incroci originati dai suddetti Bantam Ghigi
accoppiati con gallo Sebright (Ghigi);

5°) coneclusioni di carattere generale relative al comportamento od agli
effetti della selezione ed alla interpretazione della variabilita delle specie animali.

Teorieamente si pud dire che tre generazioni, cominciando da F,, sono ne-
cessarie per determinare in guasi tutti gli esemplari un’ernia abbastanza uni-
formemente sviluppata e variabile entro limiti ristrettl. Una generazione di pid
& necessaria se gli esemplari di Iy non sono accessibili ad una selezione ed una
generazione di meno se in I, si trovino parecchi esemplari in possesso di parecchi
fattorl multipli dell'ernia cerebrale. Questa, dovuta ad una maggiore lungheszza
del cervello ed alla fuoriuscita degli emisferi dalla scatola cranica, & recessiva ed
i fattori multipli che la determinano comineiano a manifestarsi solo nella seconda
generazione, in numere maggiore 0 minore. La terza generazione & pill variabile
e permette una facile selezione mediante la quale pud essere ottenuta una quarta
generazione molto omogenen in confronto colla terza. Questi risultati positivi
sono in rapporto anche colla maggiors abbondanza degli esemplari riproduttori.

{7 Accademico GIORGI presenta una sua Nota dal titolo: Riflessioni sui fon-
damenti primi della teoria degll insicmi.

T dubbi e i paradossi a cui ha dato origine la teoria degli insiemi dipendono
in gran parte dall’uso di vocaboli mal definiti. Lin nozions generica di elasse deve
essere bon distinta da quelle di insieme. Deve essere precisato in guale significato

b deta, vol, V,
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matematico si vuol fare uso deila parola esisiere. Mediante 1'uso di postulati pre-
cisi e di definizioni opportune, si arriva a riconoscere che alcuni degli insiemi
considerati da Cantor sono ben definiti, altri non lo sono; e che Yattribuzione
di nuwmeri trasfiniti a questi nltimi non & legittima.

L’ Accademico GuUIDI presenta in omaggio due sue pubblicazioni, di cal la
prima in collaborazione con I'Accademico COLONNBTTI ha per titolo: Sonc ammis-
sibili defermazioni plastiche nelle costruzioni?

L'Autore ne mostra ’attualitd, giacch® & noto che per sfoggio di antarchia
pullulano teorie e metodi di costrnzione che non fanno onore alla scienza e com-
prometiono la pubblica incolumita. In detta pubblicazione I’Autore ha creduto

opportune richiamare D'attenzione dei costruttori fin dove e come & lecite appro-
fittare della provvidenziale plasticith del materiali che si usano nelle costruzioni
senza compromettere l'incolumith del pubblico, rallegrandosi di veder collimare
con le pue idee anche guelle dell’illustre Collega.

La saconda pubblicazione ha per titolo: Idssociarione Ttaligna per gli studi
su materiali da costruzione (8. 1. M.). Ricordi.

Questa pubblicazione & un breve riassunto dell’Qpera pubblicata per disteso
nei Rondiconti delie quindici Riunioni dalla prima alla quindicesima. E poiché
{ javori della S.I. M. fin dall’inizio sono stati in stretta colleganza con quanto
si era fatto gid o si faceva dall’omonima Associazione Internazionals, cosi ho pre-
messo in questi Zicordi aleune brevi notizie sulla Association International pour
I Essat des maltériaui.

Dopo le comunicazioni fatte da 5. K, Guidi, il Presidente desiderava espri-
mere al Venerando Accademico P’augurio e le congratulaziont dei Colleghi per Ja
sua giovanile attivith scientifica e per 'ingegnamento cke, anche se non pil dalla

" cattedra, egli continua ad impartire con i suoi studi. Al Presidente si univa l’Ac-
cadomico COLOSNETTI ¢ tutti i presenti partecipavano al plauso tributato a 8. 1.

Guipl.

I Accademico LoMBARDI presenta una swa Nota dal titolo: La vita ¢ Uopera
di Guglielmo Marconi,

Liopera di Guglislmo Marconi ebbe ¢ continna ad avere nello sviluppo della
civiith moderna un'importanza cosi grandiosa, da piustificare P'ananime tributo
di riconoscenze & Ai ammirvazione che gii venne conferite ad ogni tappa della

sua luminoss carriera. Sekbene essa sia gih statn degnamente evocata in guesta
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-~ gede nella smagliante commemorazione di Lui fatta dali’Accademico Vallauri
2 alla prosonza di 8. 8. Pio XT alla Solenne Tornata del 30 gennaio 1938, I’Antors
- ha ritenuto che un cenno pitt ampio potesse interessare gli studiost della materia,
e trovare posto fra le Memorie dell’Accademia, alla quale Tgli confer! tanto lustro
col prestigio del Swo nome e vese possibile mediante la Stazione Radio-Vaticano
di corvispondere direttamente con le principali istituzioni sclentifiche @i tutto il
meondo,

L’Accademico Smverr presenta una Nota del Dott. Grorgio Garnura, dal
titolo: Sopra wuna certa cquazione Funsionale.

Viene studiata in questa Nota un’equazione funzionals, che SEVERI aveva
trovato in certe questioni di geometria e vengono determinate le condizioni neces-
.sarie ¢ sufficienti perchd 1’equazione stessa sia integrabile (sotto ipotesi molto

renerali) e ne viene assegnato l'integrale.
24

Li’Accademico SILVESTRI presenta a nome dell'Accademico Pensa un lavoro
del Prof. Fraxomsco Lomwrr dal titolo: Osservazioni di spodografia ed anfraco-
grafie delle fibre muscolari striate degli insetts (colecoptera).

In questo lavoro vengono illustrati i caraiteri fisici e topografici nonchd la
natura chimica delle ceneri ¢ delle sostanze earboniose che risultano reperibili
negli spodogrammi e negli antracogrammi delte fibre muscolari striate degli arti
(zampe od ali) negli insetti (colsoptera).

L’Accademico ToNioLO presenta in omaggio un recente volume del Profes-
sore MARoo Vismsrint dal titolo: Ricerche idrografiche nel Delta del Po, corre-
dato da una estesa bibliogralia, da numerose figure o tavole o pubblicato a cura
dell'Ufficio Idrografico del Po.

Del grande delta di questo nostro massimo fume & questa la prima mono-
grafia completn, basata sui dati raccolti e sulle misure effettunte, per pilt anni
consecutivi, dall'Ufficio di cui il VisenriNg & direttore.

Dopo aleune notizie storiche sulle vicends morfologiche, antiche e recenti,
della regione deltizia padana, ¢ l'esposizione dei pin completi dati climatici, di
temperatura, di vento e di precipitazioni del bacino, vengono studiate la distri-
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Tbuzions percentuale delle portate nei vari rami deltizi, fra il 1926 e il 1938, rica-
vandosi indicazioni sulle probabili future modificazioni e sulle leggi di variazione
di deflusso, sotto Vinfluenza deila marea, alle vari foel,

Quanto ai materiali di trasporto dei vari rami deltizi o conseguenti inter-
rimenti dell’alvec fluviale, dai dati di osservazione risulta che, a valle di Ponte-
lagoscuro, non s} hanno nell’alveo depositi alluvionali permanenti, cosicché nei
vari cicli alternati di deposito ed erosione, 'equilibrio dell’alveo del Po, nel pe-
riodo pleruiennale, sembra assicurato.

Dall’analisi dei dati di osservaziome si & pol constatato che 'influenza delle
maree sul profilo liguido del fiume pud risentirsi a 90 k. dal mare solo in caso
di massima magra de! finme, che altrimenti essa si arresta appena a 60 km., c¢id
che influenza anche il fenomeno della mescolanza deft’acqua fluviale con quelln
marina e conseguente precipitazione fsico-chimica delle minute particells argil-
lose in sospensione nelle acque del Po.

Infine studiati, sulla hase di antichi rilievi e di altri recentemente compiuti,
i movimenti di avanzamento e retrocessione delle spiagge padane, dopo il 1800,
si & determinato il volume delle spiagge che & interessato in queste funzioni e
doterminata la linea neutra di equilibrio delle spiagge stesse nei vari periodi sto-
rici o mei vari stati del mare e del finme, giungendo alla conclusions che il fat-
tore fluviale & guello che ha la massima preponderanza gulla formazione e sulle

variazioni del delta Padano,

L’ Accademico VBROELLI presenta in omaggio tua sua pubblicezione dal ti-
tolo: Guida per Vanalisi della periodicitd net diagrammi oscillanti.

I Accademico ALBAREDA presenta in omaggio una pubblicazione di P. TaN-
xony da} titolo: Quadrivium de Georges Pachymére, edita recentemiente dalla Bi-
blioteca Apostolica Vaticana.

I’ Accademico GATTERER presenta in omaggio due sue recenti pubblicazioni.

Nachdem in einer fritheren Sitzung die ersten zwoi Hefte der fiicerche
Spettroscopiche dos Astrophysikalischen Laboratoriums der Vatikanischen Stern-
warte der holien Akademie vorgelegt wurden, machte ich heute das eben erschicnene
3, Hoft uiborreichen. Die Arbeit von P.Junkes und mir trigt den Titel: Uber
einige Erfahrungen an Prismenspelirographen hoher Dispersion. Auf Grund der
guten und sehlechten Erfahrungen, die wir beim Arbeiten mit solchen Apparaten
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gemacht haben, werden derin Anweisungen und Richtlinien gogeben, wie solche

. - Tnstrumente gobaut und gehandhabt werden miissen, um das Maximum an Auf-

", 16sung und Leistung aus ihnen herauszuholen. Zalhreiche Originalphotographien
veranschaulichen die Darstellung im Text.

Im Laufe der letzten Jahre wurde im Laboratorium und der Werstitte der
Sternwarte ein Projeltionskomparator fir Spektrochemische Analyse entwickelt,
desser: ausfithrliche Beschreibung in den ‘Spectrochimica Acta® {Verlag J, Sprin-
ger, Berlin) erschienen ist. Ich méchte oinen Sonderdruck dieser Arbeit der hohen
Akademie vorlegen, da des Instrument nach unserer Erfahrung eine ausseroxr-
dentliche Erlsichterung in der Durchfithrung komplizierter Analysen gewihrt.
Bis ist damit chne weiteres moglich, zwei Spektren, die auf zwei verschisdenen
Platten aufgenommen wurden, so genau optisch mntercinander anzuordnen, dass
dis Gebiete gleicher Wellenlinge ehenso oxakt iibereinander zu stohen kommen,
wie mit der Analysenblende von Hartmenn., Ven Bedeutung ist, dass man die
otwa zwanzigfach vergrosserton Spektren nicht bloss visuell betrachten, sondern
auch photographisch festhalten kann. Auch zum exakten Messen der Wellenlingen
ist das Instrument eingerichtet,

8i passa quindi al quarto punto dell'ordine del giorno.

Il Presidente GrorpaNI comunica che nella ultima rinnione del Consiglic &
stato stabilito di iniziare una nuova serie di pubblicazioni Accademiche in for-
mato pit grande, e pregisamente in guarto, onde possano trovarvi posto quei la-
vori che per ragioni tecniche o di prestigio, non si prestano ad essere stampati negli
cActa» 0 nelle « Commentationes »,

Tl Consiglio ha stabilito che il formato di queste puhblicazioni debba essere

quello indicato, per quanto riguarda la carta, pur permettendo, se del caso, gin-
stezze differenti.
_ Inizierd la servie di queste pubblicazioni il lavoro dell’Accademico GuERzI
sulla meteorologia in Cina, i discorsi del Santo Padre Pio XI tenuti all’Accademia
e 'indice analitico delle pubblicazioni della soppressa Pontificia Accademia dei
Nuovi Lincei,

Il Cancelliore d4 poi notizia depli altel lavoeri originali presentati da Acca-
demici prima dell’attusle Tornata:

E. Gumrzt, La météorologie de la Chine, Ultima parte.

V. Zaxox, Diadlomee dell’ Africa oceidentale francese.
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G. Boaca, Sopra Uipotesi di Bullen sulla. variazione discontinua della dengiid nel-
Vinterno della terra e sulle conseguente variazione delle gravitd.

_A.CaNzANELLI, La faunc dei funghi freschi (IL Contributo: La Ditterofauna fun-

gicola).

La seduta viene tolta alle cre 18,3C.



APPENDICE




PIVS PP. XII
AD PERPETVAM REI MEMORIAM

- Ad Apostolicae Sedis decus augendum severiorumque disciplinarum
scientiam honorandam, Motu proprio die dato vicesima octava mensis
Octobris anno MCMXXXVI recol. mem. Decessor Noster Pius PP XI
 Pontificiamn Academiam Scientiarum” in (ivitate Nostra Vaticona
constituit, atque etiam opportuna, quibus Coctus ipse regeretur, Statuila
cidem tribuit. Nos autem, gravissimum sane munus considerantes per-
spicuis illis viris demandatum, qui ex omni loco et natione in praeclarum
Coetum ipsum adlecti sunt, ut peculiari luculenioque Nostrae benvolentiae
testimonto Pontificios de numero Academicos prosequamur, atque ita
conspicua quoque eorum merita in optima scientiarum studia diligenda
ac fovenda potioribus usque honoris significationibus publice honestentur,
disdem ex nunc titulum © Excellentiae » benigne concedimus, ita ut omnes
et singuli de numero tantum Academiae Socti, non autem supranuwmerart
vel honorarii, tam in Actis ejusdem Academive quam in communi huwmanae
socictatis ratione eodem “ Excellentiae ” tifulo decorari debeant. Sed, ad
debitum etigm in omnibus ordinem recte servandum, statuimus quogue
ut ob hujusmodi homoris titulum Academvicis DPontificiis, quibus con-
fertur, nullum “ praecedentice ™ quam wvocant, jus tum in Hierarchia
ecclesiastica tum in Aula Summi Pontificis sive ecclesiastica sive laicali
competere possit; wique Academici, qui forte alicujus Ordinis vel Con-
gregationis religiosae sint sodales, in sui ipsorum Instituti veligiost finibus
memorato honoris titulo wfi, frui illumve ab aliis exigere nequeant.
Haec volumus, mandamus, decernentes praesentes Litteras resque omnes
in eis empressas semper ac perpetwo validas et efficaces ewsistere et fore;
suosque plenarios atque integros effectus sortiri debere, et ab omnibus ad
quos spectat ef spectabit inviolabiliter observari, dictisque Academicis Pon-
“tificiis in omnibus plenissime suffragari; sicque vite judicandum esse ac
definiendum ; irritumque ex nunc et inane fieri st quidquam secus super
his a quovis, auctoritate qualibel, scienter sive ignoranter contigerit at-
tentari. Contrariis mon obstantibus quibustibet. Datwm Romae, apud
Sanctum  Petrum, sud anulp Piscatoris, die XXV mensis Novembris,
anno MOMXXXX, Pontificatus Nostri secundo.

Aroys. CArp. MAcLIONE

(sub anule Piscatoris)
a seeretis Status
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RESOCONTO

DELLA SECONDA TORNATA PRIVATA
DEL V ANNO ACCADEMICO

{Domenica 8 giugno 1941)

Presiedo 8. B il Rev.me P, Acosrinoe Gemmrnr, O, T, M,

Sono presenti le LL. EE. gli Accademici Pontifici: AMALDI, ARMELLINY,
Bovrprini, Covonneryr, Crocoo, Dan PrAs, DaneLLy, Giiel, Gioret, Goua, Lerri,
Lovi~Civita, LOMBARDI, PiuraNtoN), Pawrryr, Puxsa, Pisroussi, Ronpoxni, Sin-
VvESTRI, SOMIGLIANA, ToNIOLO, VERCELLL ; gli Accademici Pontifiei Soprﬁnnumemri:
ArLBAREDA, GATTERER, MBROATI, STEIN, o il Cancelliere dell'Accademia Dott. Sar-
VIUOCK,

Ordine del giorno: 1) Approvawione del Verbale deila Prima Tornata Pri-
vata del V Anno Accademico. 2) Comunicazioni della Presidenza. 8) Comumni-
cazioni scientifiche o presentazione di Note. 4) Varia,

Non appena gli Aceademici hanno prese posto ai love seggi ed il Presidente
si & assiso al banco presidenziale per dare inizio alla Tornata, I'Accademico Se-
gretario Avanm levatosi in piedi, rivolto -al Presidente, prende la parola, quale
interprote dei Colleghi tutti, per esprimere al Presidente la gioia di rivederlo
riprendere 'attivitd che aveva dovuto dolorosaments interromperc, Se anche il
suo fisico, prosegue I'Accademico AMALDI, porta ancora qusﬂcho sogno delle
gofferenze patite, lo spirito & gquanto mai pronto, agile e vivace. I1 Presidente ci
b anecorn pit caro, diee, per la sorenitd veramente francescana con cui ha saputo

sopportare le pene della malattia, con cui ha saputo dominare la fralezza della

¢ Acie, vol. V.
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carne con la virth dello spirito. Gli Accademici si permettono offrire al lore
Presidente un modesto ma simbolice dono, che vuol essere la prova e ia dimo-
strazione det loro affetto e che essi progano di accebtaro con gli stessi sontimenti
con cui & offerto. & al P. GeurLil in cosl dire PAccademico AMALDI presenta

un campaneilo di bronzo, opera pregevole dell’ineisore pon tificio Aurelio Mistruzzi.

Dopo le parole dell’Accademico AsrALDI, ascolfate in piledi da tutti i pre-
senti o accolte da vivi applausi e consensi, e dopo la presentazione del dono,
il Presidente Gmuprii, profondamente commosse, esprime a tutél i Colleghi la
st gratitudine per la bonth dimostratagli in questi ultimi mesi e cho culmina
nelle parole con cui I'Accademico Segretario ha voluto accompagnare 1*offerta
del dono, veramente simbolice, ¢ che epli accetta di gran cnore comse cosa par-
ticolarmente grata perchd suona le ore degli inconiri affattuosi e collegiali che
uniscono gli Accademici Pontifici nelle Joro tornate. 1i Presidente desidera assi-
curare tutti i presenti del suo vivo interessamento per la vita dell’Accademia,
mai venuto meno nel periodo della malattia, durante la quale ha voluto pit volte
presso di sé i1 Canceiliere per essere informato dell’attivith Accademica, o texmina
formulando per tutti i Colleghi e per quanto essi hanno di pit eavo 1 suol auguri

migliori,

11 dono offorto al Presidente consisto in un campanello presidenzialo in cuil
Varte di Aurclio Mistruzzi, ancora una volta, in pochissimi glorni, ha saputo
guperare la prova con felice ispirazione ed espressione geniale.

Tlornamontazione si carattorizza dell’olive e dell’alloro siccome simboli del
pacifico s fecondo sviluppo delle seienze. Il motto Pax e bomwm, il cordone
francoseano che corre intorno ai righi della iscrizione dedicatoria, chiusa dal
caduceo, siglano per cosi dive il Presidento dell Accademia, figlio di San Franeesco
& cultore delle scienzo mediche.

Finalmente fra raggi e flamme, nelia luce, ¢iod, o nel fuoco altore delle
seienza, il triregno suile chiavi incrociate e le lettere iniziali del grandas Istitoto,
contrassognano la Pontificia Academic Scientiarum.

Alla dedica: - DIEO - OPTIMO + MAXIMO « ACADEMIOL - PONTIFICT + OB - RESTITVIAM »
AVGVYSTING GEMELELY - O, F, M, - PRAESIDT - AMATISSIMO « SANITATEM » GRATES - PER-
SOLVVNT — VI - IVN + MOMXLI - sl agginngono due di queile glosse di cui Darte
‘Aol rinascimento ha tanti esempi in simili lavori. Sul battaglio, in lettere a rilievo
gl lagge: PRTRVS - CANCBLLARIVA - CONSONAT, accennando al Cancelliere dell’Ac-
cademin Piotro Salvincei, mentre sul bordo interno l'arieficice ha scritto il suo

augurio: QVI - LIBENTER » ME - FRCKT - AURBLIVS « LIBENTIVS . OMINATVR,
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T.a Tornata & aperta alle 9,4B,

Al primo punto dell’ordine del giorno si trova P'approvazione del verbale
della precedente Tornata, It verbale & state pubblicato nel fascicolo contenente
il Resoconto della Tornata stessa e si tratta quindi di approvare tale pubblica-
ziono che ogni Accademico ha gid avuto in visione.

Il Presidente GEMELLI pone al voti approvazione, e, peiché nessuno pre-

sonta osservazioni, il verbale risulta approvato all’unanimitd.

Il Presidente GeMmery desidera ricordare con affetto i Colleghi assenti per
motivi di salute, ed in modo particolare 1’Accademico SEvmrr che in un inei-
dente nella sua villa di Staggiano aveva viportato la frattura della spalla sini-
stra per cui avrd bisogno di almeno due mesi di riposo.

11 Presidento & corto di interpretare il pensiero di tulti i presenti propo-
nendo di inviargli un tolegramma di angurio,

Uno stesso pensiero affottuoso invia ai Colleghi Borrazzi, Biancal, GUIDI
e VALLAURI, assenti per ragioni di salute, o ali’Accademico Novoxs, pur esso

malato,

Si passa quindi al seconde punto dell’oxdine del giorno.

Il Presidente GEMELLI comunica che iI glorno 2 giugno u. s., festa di S, Eu-
genio I Papa, I'Accademia ha wniliato all’Augusto Pontefice in occasione della
feusta ricorrenza onomastica un telegramma di augurio al guale il Santo Padre
si & degnato rispondere a mezzo dol Suo Cardinale Segretario di Stato.

I1 Cancellieve da lettura dei documenti relativi,

{Telegramma} 1 giugno 1941

Sua Sentitéc Pio Papa XII — Citte del Vaticano — Accademici Pontifict
nelie attesa di essere ricevuéi da Vosira Santila el porgere filiale omaggio grati-
tudine per sollecitudine paterna per love dccademia umiliano mic mezzo devolis-
simi awguri fausta vicorrenza onomastica elevando preghiere per sanie infenziont
Vostra Santitd, — Agostine Gemelll, Presidente,

‘e Aeta, vol. V.
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(Telegramma) . g giugno 1941

Sua Hocellenza P. Agostino Gemelli, Presidente Pontificia Accademin delie
Setenze — Citte del Vaticano — Augusto Pontefice vivamente grato preghiere ele-
vate Sue infenzioni of accelfi auguri di cuore benedice Frcellenza Vostre Accade-
miet Pontifici — Cardinale Maglione.

11 Presidente GumuLut desidera rinnovare ai Consiglieri uscenti ARMBLLINI
¢ Brawcir i ringraziamenti dellAccademia per l'attivith da essl prestata nei
quattro anni in eui hanno fatto parfe del Consiglio accademico, o presentare
congratulazioni ed anguri agli Accademici chiamati a sostituirli, AMALDI & GIOR-

DANT.

11 Presidente $rMBLLI comunica ai Colleghi presenti che & stata premura del-
1*Accademia chiedere notizie degli Accadeiniel non Italiani residenti in territori di
Paesi atbualmente belligoranti. In modo particolare somo state richieste notizie
di quegli Accademici che si trovano in territori oceupati, Quasi tutti hanno, con
pilt o meno ritardo, inviato lere notizie assicurandoe della lore buona salute. Pux-

troppo mancano del tutto notizie dell’Accademico GODLEWSKIL

8i passa quindi al terzo punto dell’ordine del giorme per le comunicazioni

scientifiche e la presentazione di laveri eriginali.

L’Accademico ArMBLLINI presonfa una sua Note dal titolo: Nota prelimi-

nare sulle ipotesi cosmogoniche.

Quoesta nota preliminare contiene un riassunto sintebico di butti i risultati
trovati dall’Autore sopra la cosmogonia del pianeti o dei sistemi stellari e nebu-
lari, cui la dimostrazione analitica verrd data im una memoria definitiva, di cui

la Nota presonte pud considerarsi come una intreduzione.



ACTA XXX

L' Accademice BoLpRINI presenta wna sun Nota dal titelo: Sulla dispersione
dei caratieri mendeliani.

La proporzione dei coratteri opposti nei discendenti dei moneibridi, oscilla
assai meno di quanto dovrebbe avvenire per pure effetto del caso.

Cit dimostra che le probabilitd dell’svento variano in modoe da compensarsi,
probabilmente a causa di involontari ervori sistematici, dovuti al preconcetto teo-

rice degli sperimentatori.

L’Accademico BoLDRINI presenta quindi unn Nota del Dott. PieTio Marti-
norTl dal titoio: Di aleune recenti medie.

L’Autore espone in gquesto lavore criticamento e sviluppa i nuovi concetti
di media che negli ultimi anni sono stati proposti da lui e da vari statistiei,

L’Accademico BOLDRINI presenta inoltre nna Nota del Prof. Aunino Ugan

dal titolo: Swl melodo di eliminazione nella costruzione dei numeri indict dei prezzi.

Nella presente Nota PAutore dimostra che le tre condizioni eui debhono sod-
disfare gli indiei statistici rispondenti al eriterio di eliminazione si riducono ad

una sola,

I Accademico ConosNpr1l presenta una sua Nota dal titolo: Pressoflessione
in regime elasto-plastico,

L’Autore indica aleune costruzioni grafiche con le guali si giunge alla solu-
. £ Y . . . '
zione dol problema genorale dell’equilibrio elasto-plastico nel case di resistenza

di solleeitazioni a pressione o fHessione.

L’Accademico CoLowsmrr: prosenta quindi una altva sua Nota dal titolo:
Al di e det Umiti della leoria classica dell’elasticitd.

Sagpio sulla classificazione e sul possibile inquadramento delle diverse teorie
delle deformazioni plastiche, e sui loro limiti i applicabilith allo studio de: feno-
meni che si verificano nel materiali da costruzions allorquando i limiti di ela-
sticith vengono per gqualsiasi ragione oltrepassati.
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I’ Accademico CoLowRuTTI presents inoltre una Nota del Prof, Pizrro Loca-
TBLLI dal titolo: I pitt generali riflessi della congruenza delle deformazioni sugli
sforai elastiei.

8i esprimono le condizioni cui deve soddisfare un tensore doppio siimmatrico
perch® possa caratterizzare lo stato di tensione di un continuo elastico, qualungue
siano le forze di campo e di coutortio ¢ le caratteristicho elastiche del continno
stesso,

L'Accademico DAL Praz presenta una sua Nota dal titolo: Llele del Mon-
tello.

In seguito agli studi del Taramernt, dello STiLLA o del BRUCKNER si era fino
ad ora ritenuto che il Montello appartenesse ad un’antica alluvione del Piave
compresa fra il Pliccene superiore e il Quaternario infexriore,

Gli studi condotéi dall’Autore su basi paleontologiche e stratigrafiche con-
ducono a coneluders invece che la massa conglomeratica del Montelle & alquanto
pit antica. Essa va aseritta al Miocene superiore 6 precisamente al periodo Pontico.

L’Accademico GmMnrnur prosenta una sua Nota fatta in collaborazione con il
Prof, Gino Sacprpore dal titele: Un melodo per Uanalist slatistica dell’iniensitd
sonora del linguaggio, )

Gli Autori iniziano con guesta mmemoria unsa nuova serie di indagini nel
campo della analisi elettroacustica del lingnaggio nel quale nei passati anni hanne
gia apportato noteveli contributi., Essi hanno ideato un metodo per analizzare
automaticamente le varviazioni dell’infensitd sonora della voce. Poiché le varia-
zioni dell’intensitd hanno valore di esprimere e significare stati d’animo e sono
carattoristiche in modo particolare di alcuni linguaggi, il nuovo metodo permette
di doterminare l'influenza degli studi psichici sul lingnaggio e di mostrare le
caratteristiche semantiche di aleune lingne. ‘

E'Aceadomico GuMELLL fa inoltre una Comunicazions sull’ulteriors sviluppo
delle ricerche del Prof. CarLo TrABATIONI, suo Assistente, Nuovi contributi all’ cel-
troencefalografic ed in modo speciale afferma che asse non hanno aleun significato
di corvelativo fisico di fatti psichici. Mostra ai prosenii le tavole che accompagne-

ranno le pubblicazioni, in corso di stampa,






ACTA XXin

L'Accademico Grigr fa una Comunicazione suppletiva alla sua Nota dal ti-
tolo: Genetica dell’ernin cerebrale dei polld.

Nelia precedente tornata i’Accademico PIEBRANTONI ha presentato a nome
dell’Accademico Grrgr una sua memoria in collaborazione con altri Antori, dal
titele: Genetica dell ernic cerebrale dei polli.

I/Autore desidera dire per qual motivo egli abbia credute opportune di
esporre i risultati di queste ricerche all’Accademia che ha sede in Vaticano.

La strottura morfologica del Gailo Padovanc ricorre in un motivo frequente
negli affreschi delle Logge di Raffaello, Nol Museo Vaticano 'Autore scoperse
alouni anni or sono che due statuette di polli dei primi due secoli deil’dra nostra
riproducono un gallo ed una gallina con ciuffo e percid ad ernia cerebrale. Questa
& adunque wna mutazione che conta circa due mila anni di vita,

Ai risultati esposti nella precedente tornata, 1’Autore ne aggiunge alecuni
aléri che riguardano innanzi tutto la determinazione di pehne ad aspetto femmi-
nile nei galli di origine incraciata con Bantam Sehright cosicehd epli ha potuto
conseguire una nuova razza di polll con ciuffo, nella guale il galle presenta sul
capo, sul eollo ¢ sul groppone penne tondeggianti come quetle della gallina ¢ non
lanceolate come quelie normali dei palli,

Inoltre le produzioni del tegumentd, eome la cresta o lo penne del ciuflo,
non sono in stretta eorrelazione colla forma del cervello e ecolla cupola cramica.
Tirnia abbondante pud essore congiunta a cresta straordinariamente sviluppata o
& penne del ciuffo melto brevi,

1’ Auntore illustra i suoi risultati con fotografie e radioprafie.

L'Accademico Grongt presenta una Nota del Prof. Lurrnnro Toscano, dal
titolo: Trasformate di Laplace di prodotti di funziont di Bessel e polinomi di
Laguerre. Relazione integrale su funzioni ipergeometriche pite generali delle ¥a di
FLawricella.

La ricerca di relazioni integrali sulle funzioni di Bmsser, sui polinomi di
Lacuerkre o di HErMeTE, e pilt in generale sulle funzioni ipergecmetriche & stata
oggetto di studi da parte di numerosi autori, e la letteratura matematics & ab-
bastanza ricea di visultati.

Mancava tuttavia un lavoro d’insieme che collegasse tali risultati, dandone
allo stesso tempo una visione unitarin derivandoli da risulfati pilt generali.

I.’Autore stabilisce appunto alecune relnzioni integrali sulle snddette funzioni
o polinomi, intreducendo poi una funzione ipergeometlrica pilt generale della Ty
di LAURICELLA e per questa nuova funzione di una relazions integrale de cui si
possono derivare tutte le precedenti,
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17 Accademico Linvi-Civrra presenta una Nota dal titolo: [ punio materiale

nella Relulivitd generale.

8i rileva coma la originaria conceziene di punto materiale dovuta a NrwrTon
risulta applicabile anche alla Relativitd generale.

Le leggi classiche che implicavano in qualehe mode azioni a distanza nello
spasio e nel tempo rimangono senza inconvenienti sostitnite o, por cosi dire, ana-
tomizzate da equazioni a derivate parzinli tra cui oggi figurano essenzialmente
lo equazioni gravitazionali di EinsTrix,

Una fondamentale applicnzione di questo criteric al preblema relativistico
degli n corpi & sviluppata dal prof. LAMPARIBLLO in una sua Nota,

L'Accademico Levi-CrviTa presenta quindi una Nota del prof. Grovann: Lax-
PARIELLO, dal titelo: I{ problema degli n corpi in Relativitd generate.

E2Autove, eonsidevando (come avviene corto nol sistema solare) moti lenti
rispetto alla veloeith della lnce, impesta il problema del moto di un insieme d&i
corpi celesti in Relativith generale che gid & stato oggetto di vicerche di Droste,
pE Srerer, Levi-Civita, BDDINGTON, ece.

Il criterio originale a cul si ispira questa Nota & di usufruire anche nella
moccanics relativistica della nozions di punto materiale quale NEWTON l'aveva
introdotba nei suol immortali Philosophice naturalis principia mathemation,

Seguendo quoest’idea, che troya esauriente giustificazione in wn opportuno
passaggio al limite operate sul tensore energetico nella forma canonicn di rn-

srmiN, sioevitano I complessi svilappi richiesti deil’analisi del centinuo.

L’Accademico PannTri presenta una sua Nota dal titolo: Leggi del motfo
vario dell’aeroplanc in assetto siminetrico rispetio « piano verticale.

Promessn la trattazione del moto vario con incidenza costante e trazione
epattamente compensatrice della resistenza aerodinamica, si discutono le possi-
bilitd delle corrispendenti manovre, sin nei rignardi dello elevatore, sia in quelli
del gruppo moto-propulsore.

'$i esamina in seguito Veffette di altre manovre, o la loro influenza sui ca-

ratteri della traietforia, con speciale riguardo al fattore di carico,




ACTA XV

I’Accademico Penza presonta una Nota del Dotl, Gionio Cesars Prrry, dal

titolo: L'ossificazione eleropica del rene.

L'Autore ha ripetuto in conigli lo ospoericnze che, com’s moto, conducono
all’organizzaziono nol rens di osso. Ha approfondito perd, con 'indagine istelo-
gica o microchimica, i varl fatti che si succedono in conseguenza delin legatura
del peduncolo vascolare fino alla formazione di ossc ¢ di midollo osseo con tutlo
lo caratteristiche di questo e di quel tessuto, Lla constatato, in un primo tempo,
fenomeni esclusivamente regressivi {degenerazions ¢ noerosi}; inoltre calcifica-
vione limitata alla sostanza corticale, in un secondo tempo una ripresa della cix-
colaziono cho si fa specialmente accentuata od a carattere capillare nella zona
midollare, dove in soguito comparird 'osso. Ha constatato poi, che soltanto nella
zona midotlarve snbentrano fatli attivi di proliferazioné a carico delle poche cel-
lule epiteliali rimaste nel tuboli vetti dopo un primitive sfaldamento. Questa pro-
liferazione culmina, nel tuboll retbi, con la formazione di un rivestimento epite-
linle pluvistratificato che condace in aleuni punti anche alla oblitorazione del
lame. Particolarmente notovolo & il fatto che questo epitelio rigenerato non ha
pift i caratteri del rivestimento normale dei tuboli; ma quelle delle grandi vie
urinarie {bacinetto, nretore, vescical.

Orbene I’Autore si sofferna a considerare il fatto che 'esso ed il midollo
clorotopico neoformato compaiono appunto nella sostanza midollave, lontano dalla
zona caleifieata, in immodiato rapporto con l'epitelio doi tuboli retti che ha as-
sunto i caratteri speeificati, & con quello del bacinetto. Motte in rapporto tale
fatto con quello gid noto delln formazione & osso che si ottienc sperimentrlments
anche con traplanti di mucesa vescicale.

Sulla base di questi dati 1"Aatore discute le varie opinioni espresse sulla

genesi di queste ossificazioni eleropiche od espone le proprie deduzioni personali,

L’Accademico Prxsa presenta ancora una Neta del Dott, Gruseres Veraa,
dal titolo: Innervasione del sistema di connessione seno-alriale ed wlrio-veniricolare
del cuore dei mammifert,

L'Autore ha esteso a t{utto il sistema ed a vari mammiferi lo ricerche che
furono gih oggetto di una Nota precedentemente presentata all’Accademia in col-
iaborazione col PALUMBI e che rignardava il solo nodo seno atriale della talpa.
Ha potuto dimostrare che non soltanto nel nodo seno-atriale, ma anche in quelle
atrioventricolare (del Tawara) e nel fascio di His vi & una ricea, fittissima e

finissima distribuzione di fibre nervose e che il piano fondamontalo di tale inner-
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vazions & uniforme, esteso o costante in tutto il sistema o per tutbi gl animali
studiati, Vi partecipanc rami del %, vago e del simpatico, I plessi perivasali, va-
somotori, sono secondo il Veraa di natura orvtosimpatica, Ii tessuto muscolaro
speciﬁéo del sistema sarebbe invece sotbo la dipendenza del parasimpatico. Fibre
progangliavi del ., vego infatti terminano con tipiche sinapsi prevalentemente
neuro-somatiche nei gangli simpatici che sono connessi al sistema cardiovettore.
Dalle cellule di questi gangli hanno origine le fibve postgangliari motricl che si
distribuiscone con fini reti espansionali mettendosi in rapporto con gli elemonti
muscolari,

Daltra parte altre fibre del vago, a funzione recettrice si distribuisceno lar-
gamente in tutto il sistema espandendosi in estesi intrecci o grovigli anch’essi
in stretto rapporte con la muscolatura specifica. Ma oltre a c¢id, in aleuni animali
ad in alcuni settori, sono stati messi in evidenza dal Verea ben individuati cor-
puscoii terminali di verio cavattere, aleuni dei quali capsulati e viferibili, per
’aspetto, ai corpuseoli di senso a gomitolo oppure & quelli del Memgsimse. In tutto
il sistema cardiovettore quindi vi sono morfologicamente dimostrati gii elementi
por Veffettuarsi di riflessi cho devono avere importansza spocifiea nella funzione

del sisteman stesso.

I’ Aceademico Pisrorest presenta una sna Nota dal titolo: Llinterferenza di

una galleria acrodinamica «a contorno misto (Nota I1I),

8i riprende lo studio dell’interferenza di una gallerin aorvodinamica a con-
torno eireolare misto (parte rigido, parte libero) trattando il caso in cui ’ala spe-
rimentata ha un’apertura non plecolissima di fronte al diametro della galleria,
nel quale caso il sistoma vorticoso 1ibero dell’ala mon pud pilt essere approssi-
mabo con una doppietta.

8i studia percid il caso di una coppia di vortiei, risolvendolo mediante svi-
luppi in sevie di polinomi di Lagrange; e si studia pure con mebodo analogo, il
caso di singolarith di ordine superiore alla deppietta, desmmendone la risoluzione
del problemsa proposto psr una distribuzione gualunque della portanza sull’aper-

tura dell’ala.

I’Accademico StLvmstrrI presenta una sua Nota dal titole: Notizie, special-
mente corologiche, sulle specie di Mengenille (Insecta Strepsipiera) finora trovate
in Italia.

Fino al 1933 nessuna specie di Mengelinillidac ora stata ricordata per I'Halia.
In tale anno U'A. citd per primo Desistenza dell’ Boxenos Laboulbenoi Peyerimhoff
per una localith italiana (Pisciotta, Prov. Salermo) o nello stesso anno de-







AGTA XAVIL

gerisge una nuova specie di Mengenilla (M. quaesita Silv.). Da quell’anno ogli
continnd le ricerehe di tali interessanti ineetti e mel marzo 1940 descrisse hreve-
mente una nuova spocie (M. spinufosa) trovata in Sicilia e dette un cenno bio-
logico o descrittive di altre 4 specie nuove trovate pure in Italia.

Altre ricerche condotte durante il [940 e nel 1941 fino ad oggi non hanno
procacciato scoperta di nuove specie, ma hanno fatto allargare la conoscenza della
distribuzione di quelle gid ricordate e che saranno, in un iavero in corse, estesa-
mento descritte ed illnstrate,

La presente Nota di frattanto una chiave analitica per distinguere i pupari
delle G speecio allo stadio di pupa, che & pik facile a trovarsi, ed aggiunge notizie
sulla distribuzione geografica o sull’ospite, in cul viveno fino alla terza eth tail
insetti,

L'Accademico Muroar presenta una sua Nota dal titolo: Brielole della cor-

rispondensa di Anlonio Vallisnier? seniore.

L’Autore ha rinvenuto aleune letters di Antonio Vallisnieri seniore ed altre
dirette a lui, le quaii tutte si trovavano casualmente incluse entro um volume
dell’edizione dello opeve del Vallisnieri stesso che fu curata dal figliolo, volume
che doveva evidentemonte appartencre a persona di famiglia.

La pubblicazione di queste lettere, con annotazioni e commenti, savh di certa
utilith alla conoscenza di un lango periode di guel tempo poiché il carteggio che
tratia di cose famipliari o di questioni di studio si estonde per guasi cinquanta

anni,

La seduta viene tolta alle ore 10,30.

Sabite dopo in Tornata il Presidente Gemnrrl si recava al Palagzo Apostolico
Vaticano per essere ricevuto in Udienza privata dal Santo Padre PIO XIT, il quale
ammotteva poi alla Sna Augustn presenza, nella Sala del Tronetto, gli Accade-

mici Pontifiei che avevano partecipato alia Tornata.

« Sua Santith si & benignato di intrattenersi amabilmente con tutti e sin-
goli gli Aceadomici, ¢he Gi venivano presentati dall’Bec.moe Presidente: il so-

vrano intercssamento, fatto di profonda e chiara competenza per ogni problems,
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che Bgli ha dimostrato vexso gli studi, le vicerche e e affermazioni di ciascuno
nel campo seientifico, ha vivamentéo commosso la distinta adunanza.

&i sono cosi succednti i pilt avvincenti colloqui su argomenti di peicologia,
fisica, matomatica, biologia, aeronautica, geologia, gismologia, chimica, elettrotec-
nica, geografis, astronomia, nei quali gii insigni seienziati, folici dell'amabile bonth
son cui il Supremo Pastore li interrogava nel perfetto Suo aggiornamento del pro-
gressi nituali, davapo a Lui ragguagli e notizie sulla loxo pii recente attivita,
decoro o vanto della Pontificia. Accademia, © pratica dimostrazione del concorsc
mirabile che lo alte discipline da essi coltivate offrono per il paturale ¢ logieo
ossequio della ragione umana alle sublimi elevazioni della Fede.

11 Santo Padve formulava per gli Accademiei i Suoi migliori voti, estenden-
doli nlle attivitd e alle famiglie @i ciascuno. Tnfine, dopo aver ammesso al bacio
della mano il Cancelliere dell'Acoademin, o lo signore ai aleuni accademici, si
degnava impartire 2 tutti la Benedizione Apostolica, e infine rinnovava al-
I'ice.mo Presidente, dandogli il paterno amplesso, le Sue particolari folicitazioni
per la riancquistate salute ¢ i Suoi fervidi augurri per un prossinio completo
ristabilimento, per il pil grande profitto aella diletta Accadenir, 6 di tutte lo

altre opers alle guali V'iltustre Religioso dedica le sue gollecitudini » {*).

-

(1) Da « I’ Osgervatore Romaxo », snuo 8L, n. 184,



SOPRA L’'IPOTESI DI BULLEN
SULLA VARTAZIONE DISCONTINUA DELLA DENSITA
NELL'INTERNO DELLA TERRA
E SULLA CONSEGUENTE VARIAZIONE
DELLA GRAVITA )

GIOVANNT BOAGA

SyuMARIVM., — Doctor BULLEN, terraemotnum effectus cum perpendisset,
auimadvertit terrarum orbem gquattuor habere interruptionis superficies, quod
ad interioris concretionis variationem. A., his studiis, a BULLEBN peractis, breviter
expositis, quattuor analyticas functiones, & seipso determinatas — iuxta elementa
a BULLEN inventa — refert, guibus interiores concrationes significari valeant;
haee autem sua studia applicans, de gravitatis variatione Intra terrarum orbem
agit, Praeforea adnotat quam differant concretiones et gravitates interiores, st
ex hypothesi continna de concretionis variatione ad non-continunam quis gre-
diatur; quod maximi est momenti ad geo-physica problemata quae huniusmodi
hypothesi innituntur.

In una Nota del BuLtew pubblicata nel 1939 (') sono riportati i
valori della densitd interna terrestre a varie profondita da lui calco-
late prendendo a base dei compiuti i dati ricavati da numerosi sismo-
grammi velativi a terremoti recentl. BEgli viene cosi a stabilire che
nellinterno della terra devono esistere quattro superficie di diseonti-
nuith rispettivamente alle profonditd di 14, 42, 481, 2920 km., le quali

(*) Nota presentata dall’Accademico Pontificio Giuseppe Anmpellini il 15 gen-
naio 1941,
(1) Of. Transaction of the R, Soc. of New Zealand, Vol, 67, 1987,

1 Acta, vol, V.
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con la superficie esterna del pianete scompongono la ferra in quattro
corone sferiche ed un nucleo centrale. La seconda discontinuith sarebbe
quella di Monorovitié che la pose a 60 km., mentre il GurENBERG &
Sud della California la assegna a 89 km., valore questo ottenuto anche
~dal Caror per la regione del Cansiglio. L'ultima invece sarebbe quella
di Wincnerr che la pose a 2500 km. di profondith. Secondo i dati
del BuLLen, a partire dalla superficie terrestre verso l'interno, la prima
corona sferica sarebbe costituita con densitd uniforme p,=2,64; nella
seconda e terza corona sferica le densitd oy & ps sONO sempre crescenti
e variano linearmente; nella quarta corona e nel nucleo centrale le
densith p, e p; sono ancora sempre crescenti e variano secondo leggi
paraboliche.
In base ai risultati ottenuti dal Buirex abbiamo stabilito le se-
guenti funzioni per le variazioni della densitd nelle varie corone sfe-
riche e nel nuecleo:

02 = 48,189 (1 — 0,943 - @)
6= 8,689(1— 0,6187 - a)
os= 6,254(1— 0,0198.a — 0,3552 - @)

o5 = 12,206 (1~ 0,0075 - & — 0,6909 - a*)

con a distanza computata dal centro, ritenuto il raggio della terra
nnitario.

"Tali funzioni riproducono con esattezza i valori assegnati da BuineN
alle varie profonditd per le corone sferiche, mentre differiscono per
qualehe centesimo nel nucleo centrale. Nelle varie superficie di discon-
tinuitd le densitd passano: da 2,64 a 2,80; da 3,00 a 8,32; da 3,69
a 4,93; da 6,56 a 9,69. Tali salti sono sempre orescenti ¢ l'nltimo equi-
vale a ben quattro volte la somma dei precedenti.

Come & facile provare con le funzioni su riportate si trova per
lo schiacciamento tervestre il valore hayfordiano, mentre per la dev-
sith media si ha un valore inferiore di guatiro centesimi al valore
generalmente adottato. Per il rapporto C: (C-A) con C ed A momenti
principali di inerzia polare ed equatoriale, si trova invece il noto
valore 805,0. '




ACTA g

La gravitd g(a) alla distanza ¢ dal centro, trascurando come & lecito
Veffotto della forza centrifuga e dello schiacciamento, & definita dalla

4

gla)=

a

{3
Al j o(a) et -.da
0

con ¢ costante dell’attrazione. Introducendo in guesta successivamente
le ¢ dianzi richiamate i possono calcolare i valori che la gravita as-
sume a diverse profonditd. Effettuando le sostitwzioni ed eseguendo
i calcoli si trova che la gravitd superficiale acquista il valove di 983 gal,
indi nelle immediate vicinanze della superficie terrestre e nelle prime
tre corono sferiche anmenta continuamente {fino a raggiungere un valore
massimo di 997 gal alla profonditd di 481 kn., ciod alla profonditd di
separazione fra la terza e la quarta zona sferica; neila quarta corona
la gravitd diminuisce fino a raggiungere un minimo di 98l gal, infe-
riove di 2gal a quello superficiale alla distanza di 1500 km., poscia
aumenta fino a raggiungers un secondo massimo di 1048 gal nella
superficie di separazione tra la quarta corona ed il nucleo centrale,
ciod alla profondita di 2920 km.; nel nucleo centrale la gravith dimi-
nuisce sempre e nelle vicinanze del nucleo linearmente, fimo a ridursi
di valore nuilo al centro.

Gli stessi risuitali si ottengono con la seguente formula da noi
ricavata da quella differenziale date da OLoKzax e BaxrieLp:

_ﬁeA Rf
3 F
g==eg 1"
1)
con
e base dei logaritmi neperiani,
£ costante di attrazione
A densita media terrestre

R raggio della terra
w ¢ f velocitdh delle onde sismiche P ed 8.
” distanza dal centro.
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Tn una Nota inserita negli « Atti del R. Istituto Lombardo di Scienze
e Lettere » (1939) abbiamo esposto il metodo di caleolo seguito per la
determinazione delle costanti che figurano nella

e =11,63(1=1,280. a? + 0,746 - a* — 0,225 a°)

atta a rappresentare con variazlone continua la densitd nell'interno
della terra in modo da soddisfare ai dati delVellissoide di Hayvrorp
ed ai valors geofisici (C-A)/C=1/3050 e A== 5,52,

Con questa ipotesi scende, con facili calcoli, la seguente funzione
per la gravith interna alla distanza o dal centro:

gla)=0,9329(0,333 - a — 0,256 - ¢ + 0,109 .+ a® - 0,028 . ¢™) - 10~°

Nella Tabella numerica che segue abbiamo riportato i risultati
dei calcoli eseguiti con gueste formule e con quelle da noi ricavate
con i dati del BuLiex per le densitd e per le gravith a varie profondita:

; DENSITA GRAVITA

@ Profonditd y o ont. | ip. dise. aiff. | ip.cont. | ip. dise. |  4iff,

Y, 7 ) gel gl gal
1,0 0 2,67 264 | +008 | 082 993 | — 1
0,9 887 8,88 434 | ~051 | 1020 995 + 26
0,8 1264 497 4,37 0,24 1084 984 4100
0,7 1911 6,13 508 | +105 [ 1001 983 + 18
0,6 2548 7,39 S8 | +191 | 997 | 1008 | — 9
0,5 3185 42 | 10,16 | 1,78 | 856 984 | —128
0,4 9823 9,46 10,90 w144 733 821 — B8
0,3 4460 1036 | 1148 | —1,12 570 636 | — 57
0,2 5097 11,06 | 11,89 | —088 401 485 | — 34
0,1 5784 11,48 | 12,18 | —0865 206 908 | — 17
0,0 6371 || 11,63 | 12,21 | —0,58 0 0 0
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Dalle differenze riportate nelle colonne quinta ed otfava si vede
che pur soddisfacendo le dué ipotesi sulla variazione della densitd,
quella sulla variazione continua e quella sulla variazione discontinua,
ai datl geodeticl e geofisicl oggl accettati, sensibili sono le differenze
che si risconfrano fra lo.densitd ¢ fra le gravitd interne, specialmente
per queste ultime alle profonditd di 1200 e 8200 lun. Questo fatto
mefte indubbiamente in evidenza che bisogna ossere molto cauti nel
scegliere Yipotesi continua o quella discontinua sulla variazione della
densitd interna, in tufti guei problemi a. base matematica in cui s1
voglia studiarc il comportamento di fenomeni nell'interno delia terra
e all’esterno, quando questi siano influenzati da fattorl interni dipen-
denti dalla densitd o dalla gravitd. Si vede pertanto 'opportunitd di
ripigliare con Vipotesi discontinua specialmente i classici problemi
sulle maree terrestri trattati da vari Autori con ipotesi continue sulla
variazione della densifd terrestre.



SOPRA UNA CERTA EQUAZIONE FUNZIONALE

GIORGIO GALBURA

SvMMARIVM. — Quamdam aequationem functionalem, quam Snvbri in qui-
busdam geometricis quasstionibns invenerat, Auctor perscrutatur, definiens quid
requiratur quidque sufficiat ut huius aequationis integrale {quod ipse determinat),
positis generslioribus hypothesibus, constituatur,

F. Severy, nel 1902, ha considerato incidentalmente (*) Vequazione
funzionale

[y (2 +y) — o (@) — 4 () =F(2,7)

ove ¢ (») 8 la funzione incognite, mentre /(z,%) & una fanzione nota.
Egli ha determinato I’espressione della soluzione cp(w) per valori interi
di &, posto cho essa osiste.

Noi riprendiamo qui {*) lo studio della {1}, determinando tra Valtro
la condizione necessaria e sufliciente perche la [1} abbia una soluzione
dotata di derivate dei primi due ordini e trovando, sotto questa ipo-
tesi, la forma generale della soluzione.

(*) Nota presentata dall’Accademico Poutificio IF. Severi il 22 marzo 1941,

(*) P. Bmveri, Sopra alcune singolarite delle curve di un iperspazic. Mem, della
R. Accademia di Torino, 1902, In questa Memoria si trova considerata 1’equazione
stegsa per funzioni di wn numero qualunque di variabili. '

(?) La -vicerca mi & stata suggerita dall’Tcc, Smvmri, in relazione ad argo-
mento trattato dal Prof. Fasio Coxrorro nel corso sulle «Iunzioni abeliane e
matricl di Riemann» da questi tenuto presso il Reale Istituto Nazionale di Alta
Matematica.

2 Acte, vol. V.
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1. - Si osservi anzitutto, che se g, (x) e ¢,(«) sono soluzioni, ri-
spettivamente, delle equazioni

@+ y)— @) —o(y)=/i(z,y)
gl t+y)—~9x)—oy) =1 (e y

la combinazione lineare A g, (#) + Bo, (x), con coefficienti costanti A e B,
& soluzione dell’equazione '

ple+y)—e@ —o@=Af(z,y)+Blo(z, y)

In particolare, la differenza tra due soluzioni della [1] & soluzione
dell’equazione di Caveony:

[2] glz+y)—o@)—o(y)=0

In altre parole: Considerato un campo funzionale C, il quale con-
tenga sompre la somma di due sue qualunque funzioni, la soluzione
generale, entro C, della [1] #i oftiene aggiungendo ad una soluzione par-
ticolare di essa, appartenente « C, la soluzione generale della 2} in C.

2. — Notiamo ora che, se la [1] ha soluzione, la f(x,y) deve ne-
cessariamente soddisfare alle condizioni seguenti:

1) flx,y) & simmetrica rispetto alla retta x==y, perché tale &
il primo membro della {1};

2) f(e,y) asswme un valore costante a==-g (0} sugli assi coor-
dinati, perchs, se nella {1] si pone x=0, si ha f(0,y)=—9¢(0)=¢a; e,
se in essa si pone y==0, si ha analogamente f(z,0)=aq.

Inoltre, se la [1] ammette una soluzione ¢ (a) dotata delle deri-
vate del primi due ordini, la f(w,y) dovra possedere le derivate par-
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ziali dei primi due ordini; di pihle sue derivate parziali seconde miste
dovranno essere uguall, ¢ si avrd:

e ¥@+y)—oy) = ""?"]i%}{l
[4] Q' (®+y) = Dy . Giob:

Dmay

8) la dervivate seconda mista della f(w,y) & funzione della sola
somma & + ¥y

[5] Py b2 + )

ove la ¢(2) & una funzlone integrabile.

Dico che le 1), 2) e 8) sono condizioni non solo necessarie, ma
anche sufficienti, affinché la [1) ammetta una soluzione derivabile sino
al secondo ordine.

Infatti, data §(z) integrabile, la sola funzione che soddisfaccia alle
condizioni 1), 2), 8), & la seguente:

[6] f(w,y)mfdu[¢(z¢+~:)dv+a
o 0

Dire che la f{x,¥y), soddisfa alle 1), 2), 8), equivale pertanto a dire
che essa ha la forma [6).
Allora la funzione

t

7] @<w>=b[ i f Ywydu—a

che ci di una soluzione particolare dell’equazione ottenuta dalla [8)
ponendovi al posto di f(x,¥) la [6] e facendovi poi y==0, soddisfa
alla [1], ove f(x, ) sla data dalla [6].
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Infatti si ha

z+y 1

fdtj¢(u ydu ——[dtfup(u)dumfrltf¢(u)(luma+2aw
_/‘:ty/l(u)du m[dt [drn(u)du ramf{fulz(u)du —fqa(u)du‘jdt +

® iy

+am[(lt[ (u)du+a_./‘dtf¢(u+t)(3u+a=f(m,y) ~
[

8i giunge pertanto al segueate risultato:

Condizione necessaria e sufficiente, affinché la {1] abbia una soluzione
derivabile sino al secondo ordine, & che f(a,y) sia della forma [6} con
U(2) funzione arbitraria, purché integrabile. La soluzione generale della
[1] (in campo funzionale che contenga tutte le funzioni dotate delle deri-
vate dei primé due ordini, e, assieme @ due sue [unzioni qualungue, anche

la loro somma) ¢ data allova dalla funzione
& £
8] go(m):@(ac)+/‘dtf¢(u)duwa
o 0 )

ove § () indice la soluzione generale della [2] (mel campo C)

Tl risultato si pud anche enunciare cosl:

Condizione necessaria ¢ sufficiente affinche la [1] abbia una soluzione
derivabile sino al secondo ordine, & che la f{x,y) sia simmetrica vispetto
alla retta x==y, costante sugli assi coordinati, ¢ che la derivata seconda
mista di f(x,y) sie funzione solo di w+y.

3. — Ora dimostriamo come la soluzione della [1], data, per valori
interi di «, da Severt (), quando la f(z,y) abbia la forma (6] sl riduce
alla {8].

(1) Op. cit. nota L.




ACTA 11

L’espressione indicata da. Smvexr & la seguente:
w1

[9] : @(@)—@(1)m +Z F1,a-1) .

Se al posto di f(1,a—¢) gintroduce la sua espressione data dalla
[6] e si usufruisce dellidentitd

fd [¢ sy — fo’;lf’ofﬁ,@ 2o _[d [}, iy fd [d, o

s1 trova

i w+i—f ¢ w—i ¢

tp(a:_}m ey +‘17_1 ’ / dt [Lp(u)du_[dt[q&u)dum[dt [¢{za)du+a

@t 10 1t
:cp(l)w-k.([dt‘!‘q(u)du M.O[dt‘([dg(u)du'—(a:ml)v{)dtldg(u)du+(a:_1)a.=

et TS
m[dtb[dg(u)du—a+{q>(l) m.[dt‘ofup(u)duma]w

ossia, ponendo

1 i
'_‘P(_l)—[dtft,‘:(u)du—a:k
{10] @) sk | dE [ Y du—a
oo fa

espressione che rientra nella [8], e in particolare coincide con la [8]
stessa, se il campo O sopra considerato & quello delle funzioni con-
tinue. Si noti. molme ‘che, come era prevedibile a priori, per wvalori
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interi di @, la [10} coincide con la [8] qualungue sia il campo C con-
siderato. Infatti, qualunque soluzione, anche discontinua, 3 (x) della [2],
coincide, per valori interi di @ con la funzione x % [1].

4. - Se nella [1] facciamo @==y essa diviene
[11] ¢(2a) — 2o (x) = f(, @)

e ogni soluzione della [2] & anche soluzionc della |11}
Inoitre, se si pone =9, ¢(2)=®(2),/(2,2)=F(2), la [11]
diviene

(123 Pz4+1)—2d0() =F(z) .

Quest’equazione & ben nota, ed & stata rvisolta tra gli altri, sotio
I'ipotesi che ['(2) sia una funzione meromorfa, da Hunwrrz (V).

Una volta che si comosca la soluzione generale della [12], si ha
subito la soluzione generale della [11]. Non & detto perd che essa sia
soluzione della {1]; ma & certo che la soluzione gemerale della [1] &
un caso particolare di essa (%).

Questa & pertanto un’altra via per la quale si pud giungere alla
soluzione generale della [1].

b, — Che (se si toglie la condizione che la o(x) debba avere deri-
vate sino al 2° ordine) la [1] possa avere soluzione ancle per funzioni
[{@,y) di forma pitt gencrale di quella data dalla [6], & evidente: se
infatti st dd ad arbitrio una ¢ discontinua, e mediante essa si definisce
f(®,y), questa risulterd (almeno in generale) discontinua e non potra
avere la forma [G].

(Y) Hurwirz, Sur Pintégrale d’'une function entiere, « Acta Matemation », 20,
(% Questa osservazions mi & stata indicata dal Prof. G, Riccr.
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B perd intoressante vedere come, se ci si limita a considerare le
funzioni f(x,y) simmetriche rispetto all’origine, si possa determinare la,
condizione necessaria o sufficiente perché la {1} abbis soluzione, e la
espressione effettiva di una soluzione particolare, in termini finiti, senza
fare alcuna ipotesi restrittiva per la soluzione.

Notiamo anzitutto che qualunque sia la f, se la [1] ha soluzione,
si ha, se f(0,0)=a, 9(0)=—a; e quindi, ponendo nella [1] & +y=0,

¢(@) +9(—x)=—flz,~x) +a ;
e sinilmente:

¢ e~ =—ly,—y+a,
gty to(~a—y)=—flx+y,—x—y+a .

Sottraendo da quest’ultima le due equazioni precedenti, e tenendo
conto della [1], si ha

(18] F(@ )+ [(—ay—y)=f(@,—a)+ [y~ y) — f (g, —~2—y) —a .
Questa & la condizione necessaria perché la [1] abbia soluzione.
Se perd supponiamo che la f(w®,y) sia simmetrica rispetto all’ori-
gine; che si abbia, ciod,

[14] fley)=F(—z—y,

la [14] & anche condizione sufficiente per Vesistenza di una soluzione.
Infatti, in tal caso la {18] diviene

2f{w,y) =z, —a) + [y, —y)— [ ( +y T —y)—a .

Allora la funzione

[15] §(#)=— 5 flw,— o) 45 a




14 PONTIFICIA ACADEMIA SCIBNTIARVM

soddisfa alla [1]. In vero si ha, tenendo conto della {1B]:

oot )—ol@) — 2l)=— | f(@ry ==y (@) =[Gy ra]=f D)

Pertanto, se la f{x,y) si definisce ad arbitrio sulla bisettrice @ +y=0
per #>0,y>0 e uguale ad @ nelVorigine, ¢ si definisce inoltre in
base alla [14] nell’altro tratto di Disettrice, e in base alla [15] nel
rosto del piano, si otticne un’equazione [1] che ammette soluzioni, una
delle quali & data dalla {15}



CACTA

OSSERVAZIONI .
DI SPODOGRAFIA ED ANTRACOGRAFI
DELLE FIBRE MUSCOLARI STRIATE DEGLI INSETTI
(COLEOPTERA)

FRANCESCO LORETI

SvMMARIVM. — Auctor physicas ac topographicas describit notas, necnon
chemicam naturam, cinermm ot carbonariarum materiarum, quae coleoptera in
strigtarnm fibrarum, guae in crurum et alarwm musculis exstant, spodogramma-
tibus et anthracogrammatibus ostendunt.

Al fine di completare i reperti da me precedentemente ottenuti nei
rigunardi della fine struttura della fibra muscolare striate degli arti (zampe
ed ali) degli insetti (Coleoptera); ho ritenuto opportunoc effettuare su
questo tessuto dettagliate indagini spodografiche ed antracografiche.
Mi sono fondamentalmente attenuto ai procedimenti teemici stabiliti
dal Ponicarp e dallo Scmurrz-Brauws, allestendo spodogrammi ed
antracogrammi di fibre musecolari sia in precedenza sottoposte a fis-
sazione e quindi incluse in paraffina, sia incenerite «a fresco» dopo
semplice essicazione del preparato ottenuto per dissociazione (*).

Poichd i fissativi possono modificare chimicamente il contenuto
cellulare, il che ha grande influenza tanto sui carattert fisicl guanto
sulla natura chimica delle ceneri che sono reperibili nello spodogramimna;
ritengo che le immagini spodografiche offerte dalle fibre muscolari

*) Nota prosentata dall’ Accademice Pontificio Antonio Pensa il 28 marze 1941,
1) Furono oggetto di studio le fibre muscolari delle zampe & delle ali delle
seguenti specie fra i coleottori : Hydrous piceus, Linn; Dytiscus marginalis, Linn;
Galeruca tanacett, Linn ; Staphylinus (Ocypus) olens, Mull.; Lucanus cervus, Linn,

3  dceta, vol. V.
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striate non sottoposte all’azione di aleun reattivo, rappresentino la pit
fedele espressione non solo del quantitativo in ceneri che propriamente
viene manifestato dalla fibra, ma sopratutto nei riguardi della loro
distribuzione e localizzazione topografica.

Tl reperto fondamentale che risultd dalle mie preparazioni & stato
quello di wn cospicuo accumulo di ceneri in coincidenza della banda Q
dell'inocomma, sia nelle fibre muscolari striate delle zampe, sia nei
sarcostili delle fibre delle ali. T tratti parvazetali, costituiti, nelle fibre
muscolari degli insetti, dalla seriazione delle strie 15, N, J, danno uno
scarso residuo di ceneri, volatilizzabill anche a temperature relativa-
mente basse (massima temperatura: 400° C.).

Neile fibre incencrite «a fresco » risulta chiaramente evidente twna
seriazione di zone riccamente provviste di cenerd, alternate a zone che
ne seno prive, o solo scarsamente dotate.

Nelle prime zone, le. quali, come ho detto, coincidono con Ia
handa Q, le ceneri hanno un tipico aspetto cretaceo, granulare, dove i
singoli granuli presentano velume diverso. Le eeneri hanno colorazione
variabile, a seconda delle specie, dal bianco al grigio; quelie lasciate
dai sarcestill manifestano una sfumatura rosso-bruna, talora ben evi.
dente, che & da ritenersi espressione della presenza di composti di ferro
(ossido ferrico).

La distribuzione delle ceneri della banda Q) varia sensibilmente
nelle varie condizioni funzionali della fibra. Nelle fibre incenerite nelle
fagi di riposo o di modica estensione, i granuli voluminosi risnitano
per lo pilt orientatl parallelamente all’asse longitudinale della fibra, cosi
da assumere un aspetto «a palizzata », analogo alla struttura omonima
reperibile talora nella banda @, nelle comuni preparazioni per colora-
zione.

Ritengo percid molto verosimile che 1 volummosi granuli di cenere
siano da atbribuire a vesidwl minerali lasciati dal colloide costitutivo
delle miofibrille (miocolloide). T fini granuli che vi sono interposti e
che risnltano uniformemente disseminati nella banda Q, sono da riferire
al componente sarcoplasmatico. Questa Interpretazione ¢ suffragata
dal veperto che nei fasci sarcostilici dei muscoli delle ali, il sarco-
plasma, lascia, nello spodogramma, un abbondante residuo minerale coi
carvatterl sopra detti.
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Nella fibra muscolare siriata incemerita nelia fase di contrazione,
lo strafo di cenerl dato dalla banda @ & meno alto che nelle condi-
zioni precedentl. Inoltre i granuli di cenere risultano fra loro forte-
mente stipati. '

E degno di rilievo il fatto che nelle varie condizioni funzionali in
cui si trova la fibra, il quantitative di ceneri reperibile nelle aree che,
nell'inocomma, topograficamente coincidono col telofragma e col tratio
parazetale, ¢ sempre scarso o nullo. Tale reperto dimostra come non
avvenga, nei diversi momentl funzionall delia fibra muscolare striata,
spostamento o diffusione di sostanze minerali lungo le diverse bande
dell'inocomma, in base almeno a quanto dimostra Pindagine spodografica.

Nelle fibre incenerite in condizioni di cospicua estensione, guale
sl pud ottenere stirando la fibra allo stato vitale col micremanipolatore
¢ sottoponendola quindi ad incenerimento, si nota costantemente la com-
parsa di una sottile zona priva, o povera in residui minerali, situata
nel mezzo della banda Q. Topograficamente coincide colla stria Qh, la
quale, come ho potuto controllare anche studiando coi metedi comuni
le modificazioni strutturali ed ottiche cul soggiace la fibra wmuscolare
striata degli insetti sottoposta ad iperestensione, insorge quasi costante-
mente nella banda @, nelle snesposte condizioni sperimentali.

Risuita dungue che uella stria Qh i residui minerali sono scarsi
nel confronto di quelli reperibili in Q, e Q..

Non mi risultano sicuramente dimostrabili residui minevali da
ascriversi al telofragma od ai granuli J del tratto parazetale.

Ceneri termoresistenti danno il sarcolemma, i filamenti chitinosi
che fanno parte della strutbura dei tendini, ed i fenidi delle grosse
trachee. It verosimile che nella costituzione chimica di queste cemeri
abbia parte, come dimostra anche la loro acidoresistenza, il silicio.

T sarcosomociti interposti al fasci sarcostilici del muscoli delle
all lasciano un abbondante residuo di cemeri. T granuli Q, intersarco-
stilicl, manifestano pure residui minerali,

T nuelei del sarcoplagma danno ceneri abbondanti o termoresistenti-
anche a temperature elevate,

La suddescritta distribuzione topografica delle ceneri dell’inocomma
delle fibre muscolari striate dei muscoli delle zampe e delle ali degli
insetti, la quale ho desnnto da spodogrammi allestiti da fibre incene-
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rite dopo esclusiva essicazione della preparazione non sottoposta a
fissazione ; risulta meno netta, o del tutto irreperibile, se lincenerimento
viene eoffettuato su fibre, delle stesse specie, sottoposte a fissazione,
inclusione in paraffina e sezione microtomica. In queste condizioni,
nelle singole bande dell'inocomma, & dato talora notare o una irrego-
lare o disordinata distribuzione dei residui minerali, od una loro uni-
forme disseminazione.

Propendo a ritenere che V'atteggiamento granulare dato dalle ce-
neri della sostanza contrattile, sia. conseguente alla rotrazione granulare
cui essa soggiace per cffetto delle crescenti temperature all’atto del-
U'incenerimento stesso.

Gli antracogrammi dimostrano nella banda Q abbondanti materiall
carboniosi; questi somo in esigna quantitd mel tratto parazetale. Non
mi venne dato poter dimostrave nelle mie preparazioni sostanze car-
boniose propriamente riferibili al telofragma ed ai granull J.

A me dunque risulta che la banda Q dellinocomma, da, nella
fase di carbonizzazione, notevoli quantitd di sostanze carboniose, come,
analogamente, offre il pill cospicuo accumulo di ceneri nella fase di
incenerimento.

Sostanze di difficile incenerimento risultano nella compagine dei
granuli Q intersarcostilici (sarcosomi); nonché nelle entita granulari
(Fettzollengranula, di Trunix) che fanno parte della struttura dei
sarcosomociti interposti ai fasei sarcostiliei dei muscoli delle ali. Tali
sostanze sono da ritenersi componenti lipidici, che, accanto a glucidi
e protidi, entrano nella costituzione chimica di detti granuli.

Mediante procedimento chimico & possibile identificare nelle ce-
neri date dalla banda Q il Calcio, il Magnesio, il Fosforo. La localiz-
zazione topografica del Calcio risulta dimostrata con sufficiente esattezza
applicando allo spodogramma il metodo tintoriale proposto da GrANDIS e
da MarNinr, nouchd effettuando, su spodogrammi rivestiti con celloidina,
secondo la tecnica proposta dallOxker, le reazioni dell'acido solforico
o dell'ossalato di ammonio, rispettivamente portanti alla formazione,
in presenza di Calcio, dei caratteristici cristalli di solfato o di ossalato
di Caleio. 11 Sodio ed il Potassio, allo stato di solfati, si possono di-
mostrare sopratutto nel tratto parazetale, esponendo le preparazioni,
prima dell’incenerimento, alazione dei vapori di anidride solforosa,
secondo la tecnica proposta da Poricarp e da Piuner. Il Ferro risulta
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indirettamente identificabile sole in base alla colorazione rosgo-bruna
che presentanc 1 residul minerali; il Silicio in base all’acidoresistenza
delle ceneri. Residui minerali acidoresistenti si dimostrano nelle ceneri
del sarcolemma, del tenidi e del tendini.

Le ceneri della sostanza contrattile sono inveece solubili negli acidi
forti.

L’identificazione nella banda Q del Caleio e del Magnesio, metalli
alcalino terrosi bivalenti, & di notevole interesse, in quanto le ricerche
di micromanipolazione dimostranc che in defta banda la viscosith della
sostanza contrattile & piti elevata che non in corrispondenza del tratto
parazetale. Orbene, & noto come il Caleio ed il Magnesio abbiano appunto
la facolth di aumentare la viscositdh del protoplasma, nonché la sua
coesione, Al contrario nel tratto parazetale, il eni colloide costitutivo
& meno viscoso di quello della banda @, risultano prevalere i sali di
. Sodic e di Potassio.



SULLO STATO DI TENSIONE ELASTICA
NEI CONTINUI OMOGENEI ()

PIERO LOCATELILIL

SYMMARIVM, — Aequationes statuuntur quibuns genericus duplex symmeter-
tensor congruere debet, ut asqualis elasticl corporis, elasticis constantibus viribus-
que ipsum urgentibus opportune abrogatis, internam tensionem exprimere valeat,

1 ben noto che la deformazione infinitesima di un continuno tri-
dimensionale & caratterizzata, in un assegnato riferimento, da sei fun-
zioni del punti dello spazio mel guale il continuo stesso & definito, e
che, se si vuole mantenuta lintegritd di questo, tali fanzioni non somno
~ completamente arbitrarie, ma obbligate a rispettare le condizioni di con-
‘gruenza, o di ST, VenanT, espresse, con Yuso di simboli abituali, dalle:

*E,, O,  0F, O o (0f, 0%, 0%,
vy ______2 31 N T — .. el e _ Ed0a

oy oxt T T Davy oyoz dx Qy T oz x
[*] aﬂ E:yy + 02 E.zz — 232 Eyz O'Eyy = D DE._,'.‘.‘G aazy — Daxz
: o2t Qy? oy Dz0x Qy \ 0z Qx oy
92 E:z: + 02 Ee«: e, 2 92 Ez.'n Dazz e 9 ( aazy + D sz _ Egyf‘“
ot 222 T 0z2x  2xdy 0z \ Ox dy oz

Sono queste sel equazioni algebricamente indipendenti, ma diffe-
renzialmente non tali. Che cid sia ci & intanto assicurato dal fatto
che esse dicono semplicemente che la deformazione & figlia di uno
spostamento continuo, e del resto arbitrario, e che essa deve pertanto.

(*) Nota presentata dall’Accademico Pontificio Gustavo Colonnetti, i1.22 marzo-
1941. )

4 Aeta, vol. V.
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conservare la triplice arbitrarietd di questo. Ma cid pud anche essere
vigto in modo formale con tutta facilith se si fa ricorso all'algoritmo
tensoriale, come a quello che, riunendo le componenti di deforma-
zioni £, in un tensore, il tensore di deformazione, fa di esse un unico
ente geometrico atto a ben sposare l'unicitd del fatto fisico, riuscendo
cosi: particolarmente comodo e suggestivo.

-~ Tie [*] infatti assumono laspetbo('}:

. é. ’ il ok — - : .
[ *] girt ghy/ Eij’c!q-s =0 (G, F, 78, R =120

avendo con & indicato il tensore di Rrces, tensore triplo se lo spazio
& tridimensionale (*).

Basta allora osservare che i primi membri delle [**] derivati
rispetto alla variabile spaziale 2, ¢ saturati col tensore fondamentale a;,
si annullano dando luogo a tre identitd, talché le [*¥] stesse si riducono
a tre sole relazioni effettivamente indipendenti.

(1) Conformemente all’uso indico con indici in alto le compenenti congro-
varianti di un tensore e con indici in basso le covarianti; una lineetta fra gli
indici sostituisce il segno di derivazione (derivazione ordinarim, in coordinate
cartesiane; derivazione tensoriale, in coordinate generali); sono soppressi i sim-
boli di sommatoria quando stanno a rappresentare una somplice saturazione
rispetto agli indiei spaziali; ad esempio la prima delle [**] abbrevia ia seguente:

#

thrs Wi gkef E{ki-l‘s =0

=k

{%) Nello spazio di metrica
ds? = ay, dat dac® k=1, 2, )

il tensore @i & il tensore fondamentale (se lo spazio & euclideo & le coordinate
sono cartesiane, am=1 se i=1k, an="0 so i==k). Bsso & costante nel sensc
che ia sun derivata tensorizle d nulla, ed & clemento essenziale nel prodotte
scalare fra due vettori wxv==anuivh.

1l tensore 4i Ricor & un tensore nplo (doppio nelle spazio a 2 dimensioni,
triplo in quello a 8) ed & cosi definito: &y .4 =0 se almeno 2 indiei sono
aguali; & 0o E == V' Tan || se gli indici sono tutti distinti, valendo il segno +
0 il segno — secondo la classe della permutazions # ... %y rispetto alla fonda.-
domentalo 1 ... 7. {se lo spazio & euclideo o lo coordinate sono cartesiane, le coms
ponenti non nulle del tensore di Rrccr sono e‘-i...1‘?|=¢l/i|a¢,‘[| ==1). Nelle
spazio tridimensionale il tensore di Ricor & elemento essenziale nel prodotto vet.
toriale, Precisamonte, se w==m A v, si ha w, = Eunuvh,
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A tali condizioni, differenziali del secondo ordine, deve dunque
soddisfare un tensore doppio simmetrico perché possa essere conside-
rato come tensore di deformazione di un qualsivoglia continuo.

Sorge allora spontanea la domanda se le sei funzioni che caratie-
rizzano lo stato di temsione in un punto di un confinuo siano, alla
loro volta, obbligate da qualche vincolo ed, in caso affermativo, quale
sia la matura di esso. : :

Il rispondere a tale domanda, se pud avere qualche valore da
un punto di vista puramente speculativo, ne ha anche da un punto .
i vista applicativo quando si tengano presenti alcune considerazioni.

Una prima si riallaccia ai tentativi di soluzione di nuovi problemi
elastici: in essi uno dei modi di procedere pud essere quello di «dare»,
alutati dall'intuizione, lo stato di tensione e risalire da questo agli
sforzi al contorno, alla deformazione ed allo spostamento; sard allora
necessario fin dall'inizio, ad evitare inutili fatiche, accertare che lo
stato di tensione cosi « dato» cominci a rispettare, se ve ne sono, i
vineoli cui sopra &' fatto cenno.

Una seconda riguarda invece 1 tentativi, numerosi nel passato e
neppure oggi forse del tutto abbandonati, di costruire dei modelli
elastici di fenomeni fisici: un primo criterio per accertare la possibi-
litd di buon esito sard il constatare se quegli enti che dovranno essere
rappresontati da sforzi interni rispondano, anche qui, agli eventuali
inderogabili vincoli che 1i dominino.

Premesso allora che, caratterizzando lo stato di tensione con un
tensore doppio simmetrico, abbiamo gia soddisfatto le condizioni che
nascono dallimporre Pequilibrio alla rotazione di ogni singolo elemento
del continuo quando Vequilibrio alla traslazione sia assicurato da op-
portune forze di massa, delle quali supponiamo di disporre a nostro
piacimento, la domanda cui '8 accennato si formula cosi: possono sei
funzioni gualunque dei punti dello spazio essere assunte come stato
di tensione (come componenti del tensore simmetrico degli sforzi
interni) di un opportuno corpo dotato di opportune forze di massa
e di contorno ed, eventualmente, di opportuni vincoli? O invece,
pure disponendo di tutte queste forze e dolle caratteristiche del con-
tinuo, ¢id non & sempre possibilo? Ed in questo caso a quali relazion
devono ubbidire quelle sei funzioni?

-4 Aecta vol. V.
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Sono ovvie le modifiche alle domande cosi formulate quando,
invece che ad un continuo tridimensionale, ci si riferisca a continui
bidimensionali o pitt che tridimensionali, Pur limitandosi a corpi a
due e a tre dimensioni, come a quelli che consentono pratiche e reali
applicazioni, anche tecniche, il problema posto e la sua soluzione, per

. essere come si vedrd essenzialmente legati al tensore di Ricor, cam-

hiano sostanzialmente nei due casl, rientrando fra quelli strettamente
connessi alle dimensioni dello spazio.

' Una seconda differenziazione scaturisce poi dal porre al continuo
Pobbligo di essere isotropo ed omogeneo, o solo isotropo, o solo omo-
geneo, o gualunque.

I oggetto di questa Nota lo studio e la soluzione del problema
sopra esposto per continui bidimensionali e tridimensionali omogenei;
sard oggetto di una seconda Nota il caso di continui, sempre bi ¢ tri-

dimensionali non omogenet.

1. — NellVinsieme delle equazioni fondamentali della statica del
sistemni elastici tridimensionali si distinguono tre diversi gruppi di
equazioni. Il primo gruppo (1] afferma l'equilibrio d’ogni singolo ele-
mento di volume sotto laziome delle forze che gli somo applicate:
comprende tre equazioni che nascono dall'imporre lequilibrio alla tra-
slazione ¢ dicono che la divergenza del temsore degli sforzi interni
cguaglia le forze di volume; e tre equazioni che nascono dall’imporre
Pequilibrio alla rotazione e dicomo che il tensore degli sforzi & sim-
metrico talchéd esso ha solo sel componenti distinte.

T secondo gruppo di equazioni [2] stabilisce 1l legame fra gli
sforzi e le deformasioni: esso & di origine strettamente sperimentale:
vi compalono nel caso pili generale ventuno coefficienti che carafte-
rizzano il comportamento elastico del corpo soggetto agli sforzi; trat-
tasi di sei equazioni nei predetti coefficienti, nelle sei distinte com-
ponenti del tensore degli sforzi e melle gel componenti della defor-
mazione, Usando il linguaggio tensoviale, potremo dire che il secondo
gruppo di equazioni stabilisce una semplice proporzionalita, attraverso
al tensore quadruplo elastico proprio del continuo in oggetto, fra il
tengore degli sforzi interni e il tensore di deformazione, :
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Il terzo gruppo [3] nasce dall'imporre che il continuo a deforma-
zione avvenuta abbia conservata la sua continuitd, non siano, ciod,
avvenute lacerazioni e strappi. Consta delle « condizioni di congruenza
o di Sr. Veraxr» che gia sono state ricordate: sono sei equazioni
alle derivate seconde fra le componenti di deformazione e gid s'6

zioni essenzialmente indipendenti.

S1 constata subito che il problema dell’equilibrio elastico & dal-
U'insieme delle sue equazioni fondamentali oompleta,m(;,nte impostato :
si hanno infatti quindici incognite (le nove componenti del tensore
degli sforzi e le gei del tensore di deformazione) in quindiel equazioni
(le sei del 1° gruppo, le sei del 2°, le tre del 3°).

Appare pertanto manifesto, ed & ben noto, il rnole essenziale che

compete alle condizioni di congruenza nel definire lo stato di tensione:
vale perd la pena di porre in luce quali siano i pilt generali viflessi
che su questo esse esercitano: pitt gemerali nel senso che essi siano
indipendenti e dalle costanti elastiche del corpo e dalle forze di campo
e di contorno che lo sollecitano e dagli eventuall vincoli che lo trat.
tengono. I£d in c¢id sard esauriente risposts alle domande poste.

Ci basterad trasformare le condizioni di congruenza in equazioni
fra gli sforzi, servendoci del legame fra questi e le deformazioni. Tre,
le equazioni omogence indipendenti sostanzialmente da cui partiamo;
tre, le equazioni omogenee indipendenti cui cosi arriviamo: compaiono
in esse le sei componenti distinte del tensore degli sforzi e le ventuno
del tensore elastico.

Introduciamo ora la rostrizione che ci siamo posta di considerare
continui omogenei: le ventuno componenti del tensore elastico diven-
tano ventuno costanti che, per essere le equazioni omogenee si ridu-
cono a venti sole essenziali per noi.

Risolviamo allora una delle nostre equazioni, o, meglio oppor-
tune equazioni dedotte da queste, successivamente rispetto alle nostre
costanti: avremo venti equazioni il cui primo membro sard costi-
tuito da una delle costanti, mentre il secondo conterrd le derivate del
tensore deghi sforzi e 'le altre dicianove costanti. Deriviamo gqueste
venti equazioni rispetto alle coordinate spaziali otterremo venti equa-
zioni indipendenti che permetteranno di esprimere le costanti in fun-

rilevato come esse debbano essere considerate come fre sole rela- *
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zione delle derivate del tensore degli sforzi. Portati questi valori delle
costanti nelle nostre tre equazioni, le trasformeremo in tre altre nelie
sole derivate del tensore degli sforzi e saranno queste le relazioni
cercate.

Il problema cosi impostato e risolto per un corpo omogensc non
_isotropo non cambia naturs se questo & invece isotropo: il procedi-
mento perd si snellisce perchd i ventuno cocfficienti si riducono &
due e questi, per la ricordata omogeneitd delle equazioni che 1i con-
tengono, al loro rapporto ossia ad una sola costante essenziale. Il pro-
cedimento, pur non perdendo di generalith rispetto a quello per i
corpo non isotropo, si presta ad essere esposto per esteso sviluppando
i caleoli e lo trasformazioni che sono stati esposti a parole.

2 - L’équilibrio elastico indefinito di un continuo tridimensionale
& retto dalle:

[1] Pikik-—: ¥y D= P
[.2] E.lk‘: O'ikmpﬂ (@'; k; 'n", S, h,'j:1, 2, 3)
(3} = 0

nelle quali py & il tensore degli sforzi interni, £, quello di deforma-
zione, Cg,. il tensore elastico, e il tensore di Riccr, che nello spazio
tridimensionale & triplo.

Se il corpo & isotropo, il tensore elastico ha due sole componenti
distinte ¢ le [2] diventano:

Ep== Apas + Bpy
nelle quali A ¢ B sono due costanti, ay & il tensore fondamentale e
p=paa®

& Vinvariante lineare degli sforzi.
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Le [3] in virth delle [2] diventano :
£ 0 { A iy s + B Do} =0
e ponendo —%:v , sl ha:
[4] &7 & { g Pis + Y Ptn } =0
Ricordando ora che:
[B] e M gy e g7 AV — g™ gt
la [4] diviene:

(ars aM o g a?as}pi" RV Birh Smjpufn =0

[4] o Agpa¥ — p et e py, =0,

Dalla {4], benché inessenziale allo scopo che perseguiamo, scen-
dono con tutta facilitd le equazioni di Berrramr. Come & noto queste
si riferiscono al caso che le forze di volume siano nulle; si ha allora:

[1r] Pihlkz 0 Pin= Py -
Ricordando che:

aih ais aij
s‘.ﬂ"shjm arh ars arj -

a™ at® gt

p—— (aa-s ahj — a;;i ah:) — aiu (avk ahj . a—rj ah-k) + aij(arh (th _ ahham)
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la [4] diviene:

Ay pa® — pi¥ 4

+ v {Plﬂ' (ﬂ’.” ald —av a-’l-s) —"P‘;Mrs (ark- ai— at ahh) +1"ka!*.‘ (avh als . gh* ars) } =}

oagla:

Agpa’“’ -l v{Aepaf'j — pl— ™, @+ pheat + i, @' — pit,, a:-s} =0

od anche, tenuto conto delle [17 e di quelle che si oftengono da
queste per derivazione:

[4] (1+v) (8, pa™ — pl¥) — v3,pM =0

dalla quale in particolare moltiplicando per a, e safurando s-cende:
Ayp==0

ed allora la [4"] si semplifica nella:

- 4 v 3
i‘l‘, ] . PW + "“1“"-;: AQIJU= 0.

Le [4"] sono lo note equazioni di Brurramr (') alle quali I'algo-
ritmo tensoriale permette di giungere, come s'& visto, con facilita
conferendo loro veste particolarmente semplice.

(1) BeLrraMI E., Op. Mat., Milano, 1920, tom. IV, pag. 511. — Sulla suffi-
cienze delle equazioni di Beltrami confronta: Armansi K., « Rend. Lincei », 1807,
vol, XVI, pag. 23. — Ofr. anche FiNzr B, «Rend. R, Ist. Lombardo », 1934,
vol, LXVII, pag. 261,
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Chiudendo la digressione fatta per ginngere alle [4™}, riprendiamo
la [4]. Ricordando la [5], la [4], moltiplicando per «, e saturando

diviene:

23, p+v(a*a™— a"a*y pa,=0

0ssig

28, p +v(Ag p — ™) = 0

dalla quale:

_ T 2hp
- —‘gp - D
oppure :
" 2 ' , ik
(6] —+1= 12;4?

La [4], quando in essa si ponga per v il valore dato dalla [6] da:
[7] {pal™— A, p) (A pa® — p™) + 267 M Ay p Py, =0 .

Le [7} sono due sole equazioni differenzialmente indipendenti:
A,

esse infattl sono figlie delle tre [4°] fra le guall & stata fatta la eli-
minazione della v (").

Ricordando ora che, per essere il continuo omogeneo, v & costante,
dalla [6] si ha:

i’l’L) —0 =19 3
(Az_p ) (t=1,2,3)

(1) Formalmente del resto moltiplicando le [T} per ay; e saturando si ottiene
una identitd scalare: perci¢ lo [7] che eranc tre sole indipendenti si riducono a
due sclamente.
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dalla quale:
[8] Pal™ Ay p — Pal™ Ay p|,=0

Queste non sono che una unica equazgione differenzislmente indi-
pendente: invero esse affermano semplicemente che & nullo il gra-

ik
diente dello scalare: I‘mﬂ“ilm M.
A p

Concludendo le due equazioni [7] e la [8] sono tre equazioni
difforenzialmente indipendenti cul deve soddisfare un tensore simme-
trico p; perché possa essere assunto come tensore degli sforzi interni
in un continuo isotropo omogeneo tridimensionale.

Vale la pena di osservare che le equazioni ottenute non sono
lineari: due (le [7]) sono di secondo ordine; la terza (la (8]) & del
terzo ordine (*).

3. - Tn modo del tutto analogo pud essere trattato il caso in cul
il continuo sia bidimensionale (membrana), Limitandoci alle superfici
sviluppabili (curvatura nalla), Vequilibrio elastostatico indefinito &
retto dalle:

9] Péklk = Ty P Pri
[10] Ei)r,ﬁ Oibrsp,.s (i,k,?’,é‘r—'l, 2)
{11} & e Eype =0

analoghe alle corrispondenti del caso tridimensionale, con la sostan-
ziale differenzs perd che il tensore di Ricer, ¢, trattandosi di uno spazio
bidimensionale, vi & doppio e non triplo e tale differenza improntera
non solo il formale sviluppo dei calcoli, ma anche 1 risultati finali.

%) Formaimente del resto dalle tre equazioni 1',==0 scendono le iden-
tith MR =0 queste alla loro volta si riducono a due perché da esse si trae
1a identitd scalare: ##tF;:=0.

(?) Nello sviluppo del caleolo per il caso non isotropo s'é operate, come &

facile rilevare, una inessenziale, ma spountanea, variante al calcolo indicato per
il caso non isotropo.
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Ancor qui, senza pregiudizio della generalitd, l'esposizione dei
" calcoli materiali viene esposta per il caso isotropo. Le [10] allora si

trasformano nelle:

{10] Eip = Apay + Bp,

e la [11}, fatto: v=u§~, diviene:

[11'] € €M ( Pjs B + ¥ Pitges) = 0

Ricordando ora che

aik a!'s

EL’:' Ehs — — al’k ars — ark a.’f:

ark a:-s
Si ha
ik J L) A i
(@™ ar — a® @™) (Plos @ + ¥ Paspes) == 0

dalla quale:

{12} Ay p v (Ayp ""P".'nlih) =0

Sebbene inessenziale ol nostro scopo, osserviamo che dalla [12]

se le forze di campo sono nulle, scende immediatamente la ben nota:

Agp=0
S1i ha infatti:
Paff=F,=0 P =0
e quindi la [12] diviene :

L+v)A,p=0 A, p=0,
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Riprendendo la [12] si ha:

. 2
By p —pal™
e, per essere v costante:
[18] Pl Ao p — pad™Agpli=0.

La [13] & una sola equazione indipendente: afferma infatti che &

nulle il gradiente dello scalare I'== Lol .
Aoy p

Concludendo la [18] rappresenta la condizione cui deve rispon-
dere un tensore doppio simmetrico nello spazio bidimensionale perché
possa essere assunto come tensore degli sforal interni di una membrana
sviluppabile: trattasi di una equazione di terzo ordine non lincare.

Ad una equazione di terzo ordine, come & facile controllare, si
arriva pure se in lnogo di una membrana sviluppabile si considera
una membrana a curvatura costante (superficie applicabile ad una sfera

o ad una pseudosfera), Bastera sostituire alla [11} la:(*)
e e L + RO =0

essendo % la curvatura gaussiana e 6 la dilatazione di campo: =%
Se invece la membrana & applicabile a una superficie di rotazione
la [11] deve essere sostituita da una pitt complessa relazione in cui
compaiono le £y con le loro derivate fino alle terze (*) e pertanto la
relazione corrispondente alla [13] diverrd del quarto ordine.
Se infine la membrane ha una metrica generica caratterizzate
da un assegnato:

ds® = ay do' da*

(1Y Fivzr B., Sopra il tensore di deformazione di un velo, «Rend, R, Ist,
Lombardo », vol. LXTII, fasc. x1-xv. '
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la [11} viene sostituita da wma relazione in cul compaiono la &, e le
loro derivate fino alle quarte(*), Si giungerd quindi in $al caso ad
una relazione di quinte ordine.

Vuol essere considerato il fatto che, sia per i corpi tridimensio-
nali che per le membrane, non s'¢ introdotta alcuna restrizione circa
le forze in campo: lo si & fatto di proposito perchs, se nella statica
tali forze hanno in generale poca importanza e, al solito, si riducona
a quelle dovute alla gravitazione, non altrettanto pud dirsi quando
dall'equilibrio statico si sconfina in quello dinamico; le relazioni sopra

trovate conservano il loro valore anche in presenza di quelle particolari
forze di campo che sono le «forze d'inerzia », ciod le condizioni tro-
vate perché un tensore doppio shmmetrico possa essere interpretato
come tensore di sforzl in un continue sono le stesse (lo tre [7] e [8]
per il caso tridimensionale, la [13] o Je sue simili per le membranc)
sia nel caso statico che nel caso dinamico.

(*) B. Finzy, loc, cit.
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RIFLESSIONI SUI FONDAMENTI PRIMI
DELLA TEORIA DEGLI INSIEMI®

GIOVANNI GIORGI

Accademice Pontificio

SvMMARIVM, — Dubia et paradoxa quaedam, in theoria complexuuin (germanica
lingua Mengen) orta suné ex deficiente verborum propristate, Generalis «classis»
notio & «complexus» notione discernere opus est, et deferminare quanam ac-
coptions verbum «existere» adhibeatur. Qui strictis postulatis et definitionibus
usus erit, perspiciet quosdam a CanNtor descripte complexus satis idonee defi-
nitos esse; alios minime quibus in praesenti scientine statu, transfinitos numeros
tribui licitum non fove,

Alcune delle guestioni che tuttora si dibattono, e sembravo dover
restare insolute nella dottrina degli insiemi, dipendono forse da disac-
cordo o da imprecisione nella terminologia.

Desidero fissare alcuni punti fondamentali che, anche se in parte
non nuovi, sembrane bene spesso venire trascurafi.

E stato gia detto di dover distinguere categoria da énsieme; inten-
dendo la prima denominazione in senso lato, ¢ la seconda nel senso
specifico che corrisponde alla parola Menge di G. Canror. Per maggiore
adorenza al linguaggio comune, e per evitare interferenze con quello
dei filosofi, suggeriseo di usare nel primo significato la parola classe.
Quando consultai su questa proposta quel grande maestro che fu Gru-
SEPPE Prawo, egll mi avvertl che nel suo Formulario Matematico la pa-
rola «classe » era usata sempre nel significato ristrotto di « insieme »;
ma siccome in quel libro, categorie di carattere pilt generale non erano
menzionate, questa asserzione ristretta nom faceva ostacolo ad adope-
rare quel vocabole in significato pil largo.

{(*) Nota presontata nella Tornata del 22 marzo 1941,

6 Acla, vol, V,
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Dird dunque classe nel significato in cui alcuni logici matematici
“hanno adoperato la parola « categoria »; ciod per indicare una totalita.
di elementi, la quale sia definita qualitativamente, senza necessita che
sia precisata anche guantitativamente.

Chiaanerd insieme una classe che sia definita anche guantitativa-
mente, ciot sia caratterizzata in modo dato da non potere ad essa aggiun-
gere o togliere elementi senza alterarne la definizione.

Per esempio: la totalith di tuite le coppie & una classe, in quanto
esiste un eriterio per distinguere se un certo insieme & 0 non & una
coppia; ma non & un insieme, perché quendo uno crede di aver con-
cepito la classe di tutte le coppie, pnd aggiungere sempre altre coppie,
pensando per esempio alla nozioue della classe stessa, o al simbolo
che la denota, ripetuti due volte. Per contro la classe dei mumeri interi
forma un insieme. (*)

Eventualmente si potrd anche dire di wn insieme éncompletamente
definito quando per aleuni enti ben precisati, resta Incerto se si riguar-
dano o no inclusi nell'insieme; ¢id avviene per esempio allorchd si men-
zionano i punti di un segmento senza dire so gl estremi sono o no
inclugi; e insicme ben definito nel caso contrario.

Generalmente, quando dird di insieme, intenderd un insieme ben
definito.

Solamente gli insiemi posseggono una « potenza » 0 « numero car-
dinale » nel senso di Caxror. La classe dei numeri trasfiniti cardinali
e quella dei numeri trasfiniti ordinali non sono insiemi; Canron le
denota come inkonsistente Vielheiten; il rvicordarsi di questo dirime un
noto paradosso. Riguardo poi al trasfinito ordinale & e al preteso trasfi-
nito cardinale che dovrebbe seguire immediatamente ad aleph-zero,
ricordiamo la loro origine: Canror ha rivolto Vattenziome sulla classe
dei numeri ordinali appartenenti agli insiemi numerabili; ed ha am-
messo che la classe medesima, abbia un numero cardinale, e che presa
nel suo ordine naturale abbia anche un numero ordinale; e con questo

£y @. Canror nella sua letters a Depexixp del 28 luglio 1899, mette in ri-
lievo la differenza fra le due nozioni fondamentali, pur senza dare sufficienti parole
esplicative; e usa laparola Vielheit quasi nello stesso significato in cui noi diciamo-
classe, o la dicitura konsistente Vielheit ovvero Menge, nel significato di insienme..
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ha pensato di definire i due enti. Manca perd la prova che quella classe
abbia 1 caratteri di un insieme; quindi entvambi i detti trasfiniti si
devono riguardare tuttora come non legittimamente definiti. Se mnoi
teniamo per ferme queste conclusioni, evitiamo da una parte di co-
struive speculazioni sul vuoto, dall’altra di gettare il discredito sul-
lintera teoria deil trasfiniti.

TUn altro vocabolo che ricorre nelle discussioni sughi insiemi e sughi
entl matematicl fondamentali & il verbo «esistere »; ¢ anche guello, stret-
tamente collegato, di « essere possibile ». Come & che matematici rigo-
risti usano pavole come questc senza essere d’accordo sul loro signi-
ficato ?

Per esempio, si discute se & possibile in un insieme infinito di in-
siemi dati, effettuare infinite scelte, prendendo da ciascuno dei singoli
insiemi un elemento; in altre parole se esisfe un insieme composto di
un elemento per sorta preso come sopra. La risposta potrebbe essere
duplice, ciod incomineiare con un « distinguo ». Allorehd mi si domanda
se la nozione di un insieme composto di un elemento pel sorta di tutti
gli insiemi dati, implica o no contraddizione, potrd rispondere che
quests contraddizione non vi & Se invece mi si chiede so & costrut-
tivamente possibile indicare una regola per effettuare queste scelte,
ciod per stabilire una corrispondenza biunivoca fra ogni singolo in-
sieme e un suo elemento privilegiato, risponderd che in singoli casi
cid & possibile, nella generalitd dei casi non lo 6. Quindi, secondo essi
casi, e secondo l'uso che si vuole fare dellinsieme costruito con infi-
nite scelte, sard legittimo l'introdurlo in una dimostrazione, oppure no.
I a questo proposito, vorrei far riflettere che non solo per le infinite
scelte fatte su insiemi infiniti si presenta la difficoltd, ma anche per g
singola scelta in un insieme fimito pud riuscire impossibile indicare un
criterio costruttivo. Chi pud distinguere con una definizione l'una dal-
l'altra, le due radici dell’unitd immaginaria? Chi pud definire il verso
destro o il verso sinistro delle eliche in un spazio nel quale le nostre
mani, 0 qualche altro criterio materiale di confronto, non si possano
trasportare ?

Sono venuto a parlare di quello che si chimma « postulato di ZEx-
MELO ». E di postulati sugli insiemi bisogna pur dire; perché i chiari-
menti che ho ereduto di dare sul significato della parola «insieme »
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non sono definizioni; e questa nozione di insieme puod essere solamente
caratterizzata, come avviene per tante altre, dai postulati a cui soddisfa.
A questo scopo sono state proposte varie serie di proposizioni; ma
sembra che lo idee a questo proposito non siano ben definite; forse
& per questo che spesso 1 trattati sulla teoria degli insieme tacciono
del tutto su questi postulati; ed & lacuna da deplorare.

11 sistema dei postulati pilt conosciuto & guello che dette Zprazro.
I primi tre di essi, e cosi pure una parte del quinte, e il settimo, non
sollevano discussioni, e sono chiari, pur di ammettere conosciute certe
parole che ivi s1 usano. La rimanente parte pud sollevare discussione.
Eeco in ordine, i postulati, nella forma originale:

19y Due insieme che hanno gli stessi elementi somo identici,

29Y Vi & un insieme che non contiene nessun elemento: esso & lin-
sieme nullo. Se esiste un oggetio a, esiste un insieme ja} di cui questo
oggetto ¢ Punico elemento. Se esiste un oggetto « e un oggetto b, esiste
un insieme $a, b} di cui questi oggetti sono gli unici elementi.

3% Llinsieme di tulti gli elementi di un insieme M che soddisfuno
a una data condizione forma wun sottoinsieme di M,

NB. - In luogo di quest'ultimo postulato si potrebbe pilt restrit-
tivamente affermare che I’ «infersezione » di due insiemi, ciod la classe
degli elementl comuni ad entrambi, ¢ un insieme. E non o se sia il
caso di aggiungere come postulato a parte che la «somma» di due
insiemi & un insieme, e che il « prodotto » di due insiemi & un insieme.
Questi due enunciati sono bensi inclusi nel postulato 8° che viene pitt
oltre, e il cui enunciato & pitt lato ¢ meno elementare.

Proseguendo con l'enumeraxione:

4°) Ad ogni tnsieme T corrisponde un altro insieme UT formato

de tuttl i sottoinsiemi di T.
Questo postulato & ovvio fra gli insiemi finiti, e forse anche per
tuttl quelll numnerabili; ma si pud tenerlo fermo in generale senza di-

seutere la questione delle infinite scelte?

0%) Sia un insieme T, i cut elementi sono essi stessi altri insiemi Z:
esiste un insieme ST ¢ cui elementi sono gli elementi degli insiemi 7.
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6°) Se st ha un insieme T di cut gli elementi sono essi stessi altri
insiemi Z, si pud sceglicre in ciascuno di questi insiemi elementari Z un
elemento per ciascuno, e linsieme degli elementi cosi scelti forma un sot-
toinsteme di T.
I& questo 'enunciato a cui volgarmente si da il nome di postulato
di ZrrMELO, Sembra che la maggioranza del matematici lo accetti senza
discussione finché il numero degli insiemi subordinati Z sia finito; ma
obbietti contro 1'asserzione sulla possibillth delle infinite scelte. Ho ac-
cennato poco fa, e per incidente, la mia opinione in proposito. Tutto
dipende dal significato attribuito aila dicitura «si pud ». A seconda di
guesto significato il postulato potrebbe divenire accettabile anche per
le infinite scelte, o sarebbe da rigettare anche per un numero di scelte
finito.

79 Esiste almeno un insieme infinito.

Credo che sarebbe necessario aggiungere, per edificare certe parti
della teoria degli insiemi, un ottavo postulato, per asserire che la Be-
legung (caricamento o applicazione) di un insieme A sopra un insieme B
genera un insieme; ciod, la totalitd delle leggl di corrispondenza uni-
voea {non biunivoea) in virth della guale a ogni elemento di B cor-
risponde 1n elemento di A forma un insieme, 8i pud non ammet-
tere questo postulato, o ammetterlo limitatamente, o :illimitatamente.
Neil primi due casi, occorre sostituirlo con altri postulati speciali nei
singoli casi. Beco un esempio cospicuo, Mediante applicazione di mn
sistema finito di cifre {per es. le dieci cifre della nostra numerazione)
sopra linsieme numerabile del postl decimall che seguono per es. uno
zero e una virgola, si genera linsieme dei numeri reali compresi tra
zero ed une, e di conseguenza tutto 'insieme dei numeri reali. Se non
& stato enunciato che con un’applicazione di questa sorta si genera un
insieme ben definito, occorre postulare lesistenza dell’insieme dei nu-
meri reali come postulato a sé; perché non & vero che col metodo ge-
netico, partendo soltanto dai postulati che definiscono i nummneri natu-
rali, si generi il campo resale.

Gli antizermeliani rigorosi, che negano in ogni caso la possibilita
delle infinite scelte, devono affermare l'esistenza del campo reale con
un postulato speciale chiaramente espresso. Altrimenti, applicando sem-
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plicemente il metodo delle pertizioni di DEpEKIND, 0 altro equivalente,
nelle forme note, si genera bensi qualungue numero reele che soddist -
o determinate condizioni gis enunciate, ma non si genera lintero in-
gieme dei mumeri reali.



ACTA

LA LEGGIE DI ESTINZIONE
DELLE CONOSCENZE NEL TEMPO®

(Cone cingue figure)

GARLO MENGARELLI

SvMMARIVIE, ~- Auctor perpendit quomodo copnitiones, dilabente tempore,
extinguantur, ‘Cuins rei index quadantencs invenitur in minus erebro, ex decursn
semporis, aliquo libro a seriptoribus allegato; in quonam id conveniat, in quonam
differat a loge de moemorine extinctione ob temporis decursum, Auvclor exponit,
ob a distributione alicuius causae quae a multiplicibus habilitatibus pendeat.

Pud interessare sia psicologi che psicometrici conoscere secondo
quale legge si modificano nel tempo le conoscenze culturali in una
persona. Intendiamo dire che, scelto un indice numerico. della ampiezza,
0 campo, di conoscenze culturali in genere o in une determinata let-
teratury, scientifica di una persona in wn date momento, c’é da atten-
dersi che tale indice non rimanga fisso nel tempo, ma che decresca
grado a gradoe che s risale nel tempo. Un indice empirico del campo
di conoscenze in una particolare specializzazione scientifica — adottiamo
questo termine in analogia al termine campo di attenzione usato in
psicologia ~ pud essere offerto, sotto ie limitazioni di cul verremo a
dire, dal nuwmero di citazionl in una opera scienfifica.

Riportiamo, per semplificare, le seriazioni ottenute dallo spoglio
di due opere (R. Micuers, Nuovi studi sulla classe politice, Milano,

(*} Nota presentata dall' Accadomico Pontificio Marcello Boldvini neliaTomata
det 22 marzo 1941, ' :

6 eta, vol. V. s
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ANNI (DALLA DAPA DI PUBBLICAZIONE DIEL LIBRO)
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Albrighi e Segati, 1980; G0 Yuus, dn introduction to the theory of <
Statistics, London, Griffins, 1982, 7* ediz.}). Le pubblicazioni sono clas-

sificate sceondo la distanza in anni fra la loro date di edizione ¢ quella

del libro, in cui figurano citate. Il grafico della prima seriazione mostra
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un andamento iperbolico per il periodo di BO anni (dalla data di pub-
blicazione del libro). Il secondo grafico pur avendo un andamento

generale similo al precedente & irregolare nella prima parte. Ma la
cosa si spiega facilmente, perchd essendo lopera dello Yuir nella
redazione del 1982 il risultato di an radicale rimaneggiamento della
prima edizione del 1908, il massimo secondario della spezzate cade
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negli anni che precedettere immediatamente la prima edizione. T se-
riazione &, in sostanza, la somma di duwe seriazion parziali, di cui
I'una si inizia al 1982, Valtra al 1908, Il secondo grafico meglio del
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primo mette in luce come il comportamento della seriazione nel pe-
riodo pilt lontano - oltre all'incirca 60 anni dalla data di pubblicazione
nei nostri esempi — si diversifica, essendo pressoche costante rispetio
all’asse delle ascisse, da quello del periodo antecedente.

It peculiare comportamento all’ostremo delle due curve deve essere
aseritto all’intervento di particolari caunse. Si tenga presente ehe, mano
a mano che un concetto o mn precedimento diviene, col passare del
tempo, comune patrimonio di una disciplina scientifica, cade la esigenza
di dover ricorrere alla citazione della fonte bibliografica, in cui fu
per la prima volta esposto. Influisce a sua volta anche il particolare
tipo di cultura; vi sono infatti intelligenze curiose inclini a ricercare
fra vecchie memorie e pubblicazioni i fondamenti storici di ogni at-
tuale conoscenza scientifica, alire invece interessate solo allo studio
del problema specifico.

Lin effettiva divergenza nel comportamento fra i due periodi di
tempo viene ancors esaltata se sl rappresentano i dati su scala semi-



40 PONTIFICIA ACATNOMIA SCIBNTIARYM

logaritmica, riportando 1 logaritmi delle frequenze su lasse delle
ordinate. J1 grafico terzo, in cui & riportata solo la prima serie, si Hmita
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al periodo pitt vicino alla data di pubblicazione dell’opera; non sono
segnati i logaritmi delle successive frequenze; essi hanno perd um
andamento irregolare che now denota alenna chiara tendenza alla di-
minnzione.

Doegno di rilievo il chiaro andamento lineare della prima parte
della seriazione, rappresentata su scala semilogaritmica, 11 che dimostra
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che essa segue la logge esponenziale y==qe~" . Crediamo che al di-
verso andamento nei due periodi debba farsi risalive il motivo, per il
quale la seriazione non soddisfa ad alecuna delle condizioni, necessarie
perché risulti adattabile ad una delle curve del sistema di Prarsox.

Perché si possa perd, dal comportamento esponenziale del numero
di citazioni bibllografiche in funzione del tempo, passare a concludere
che questa & la loggo seguita dal campo di conoscenze, bisogna sup-
porre che costante sia rimasta nel tempo, per estensione, la produzione
scientifica, oggetto di tali conoscenze. I rapporti di derivazione saveb-
bero fra loro nella stossa relazione di diseguaglianza in cui si trovano
i rapporti di composizione; ciod rimarebbe Immitata nel tempo la
curva su diessl costruile.

Nel tentare una spiegazione delle nostre distribuzioni si potrd
essere condotti dapprima ad assimilarle a curve deil’oblio. Si riterra
che la legge con cul diminuisce 1l campo delle comoscenze vada attri-
buita all'estinguersi, al erescer del tempo, della capacitd di ritenere la
materia appresa. Chiariamo brevemente questo punto, rifacendoci alle
conoscenze della psicologia. I’Iiseiwamraus, che per primo studid le
leggi della memoria, si servi di wn metodo ingegnoso per fissare una
legge empirica delle variazioni nel tempo della facoltd di riteneve.
Un soggetto apprendeva una serie di aleune decine di cifre leggendola
e ripetendola un certo numero di volte. Trascorse un certo tempo dal
momento in cul la serie era stata appresa, il soggetto non era pit
n grado di ripeterla. La serie veniva appresa di nunovo, ma il numero
di letture necessario per il riapprendimente era minore di quello
delle letture necessarie per I'apprendimento. KpNaravs chiamd guesta
differenza economia di riacquisto ¢ studid in ehe modo essa diminnisce
al crescere della distanza di tempo fra apprendimento e riapprendi-
mento. 1 chiaro che quanto maggiore & il tempo che intercorre fra
“la prova di apprendimento e quella di riapprendimento, tanto mag-
giore & il numero di letture necessarie per riapprenders, anche se
ess0o non ragginngerd mai il numero che fu necessario per apprendere la
serle. La economia di riacguisto st estingue nel tempe, obbsdendo a
guesta funzione empirica (Ewsinauavs) ye==a (log,). Altri psicologi
pitt di rvecente hanmo ritrovato altre funzioni interpolatriei come
a{log)™

Yo
¢t

v y==at . 1L campo delle conoscenze varia dunque nel
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ternpo secondo una legge empirica diversa da quella segnita dalla
capacita di ritenere.

Ma pilt ancora, vi & una molteplicith i fattori che opera suila
formazione del campo delle conoscenze ¢ sul suo ridursi nel tempo,
dei quali mno & Poblio. Tlapporto del fattore memoria ¢ offettivamente
alquanto minore di gquanto a prima vista possa supporsi; basti pensare
al procedimento comunemente seguito dagli autori nel citare le opere,
che & quello di compilare schedine al momento della lettura,

A proposito di fattori multipli, cade opportuno riferirsi ad un
recente studio di Borssmvaix su la distribuzione di abilitd dipendenti
da fattori multipli. La distribuzione fu ricavata in questo modeo. Sia
data uns prima abilitd, che segue la legge binomiale, assumendo i
valori 0,1 ..#z. Il numero di soggetti che posseggeno la abilita nella
misure 7, sard «C» ; analogamente quelli che posseggono una. seconda
abilitd nella misora », sia Cp, . 1] numero di soggetti che posseggono
la prima abilitd nella misura #,, ¢ la seconda nella misura 7, sard

aCry + 0y - . . _ -
e — . La misura (o classifica) della abilith composta varieri
da O ad n®. Be la dividiamo in n clagsi 0,1.. n—1, otteremo il nu-
mero di soggetti che posseggouno ad esempio la classifica o sommando
il. numero di soggetti per 1 quali il prodotto », xr, varia da O ad =,
quello con classifica della abilith composta 1 sommando il numerc
di coloro per 1 quali il prodotte », x#», & compreso fra o ¢ 2u e
cost di seguito. Pey n=105 e 4 fattori il DBoissevaix ha oftenuto
In distribuzione di frequenze che riportiamo. Rappresentata su scala

CGlassifiche Treguenwe -
0 251564,8971
1 6587,7740
g 13,2319
3 93,4260
4 16,9316
5 1,5262
6 ,1880
i ,0208
8 ,0089
i 9 ,0005
I 10 ,0001,
| ,000009
12 ,0000013
PooB 00000008
E 14 ,000000001.
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-~ semilogaritmica (logaritmo delle frequenze sull'asse delle ordinate), ha
un andamento lineare (graf. IV). Dungue la distribuzione di abililitd
dipendenti da pitt fattorl segue la funzione y=ae come la disfri-
buzione del campo delle conoscenze nel tempo. Un'altra notevole ap-
plicazione della legge esponenziale, che presumibilmente rientra nello

v 4
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schema delle abilithy multiple, & stata ottenuta dal Lomka. Classificando
il numero di autori che hanno contribuito allindice « Auerbach’s Gle-
schichtstafeln der Physik » fino al 1900 secondo il namero di lavori,
si oftiene una distribuzione, che su scala semilogaritmics lia compor-
tamento lineare (graf V). Le irregolaritd estreme si possono forse
spiegare col fatto che allorquando molte ricercheo figuranc sotto un
solo nome, esse sono in realtd il risultato della collaborazione di pilt
stidiosi.

Coneluderemo orva che il campo delle conoscenze b assimilabile
ad una abilith complessa dipendente da fattori muléipli? Quali potreb-
bero essere anzitutto questi fattori multipli? 11 grade di formazione
sclentifica di uno studioso, il desiderio di apparire aggiornato e Veffet-
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tivo grado di aggiornamento nella conoscenza della produzione scien-
tifica, Vinteresse ad inquadrare la proprin ricerca nelle piit recenti cor-
renti di studio, la attitudine al lavoro di vicorca bibliografica, ed altri.

Ma per ottenere una abilitd, che segua la legge polinomiale in
relagione al tempo, come esige la nostra seriagione, bisogna supporre
che ciascuno dei fattori componenti sogua la legge bincmiale in fun-
sione stavolta non della classifica dells abilith ma del tempo. Questo
& in lines beorica comncepibile per aleuni fattorl, ma mon pex tuttl.
“Mentre lassimilazione della distribuzione degli autori secondo 11 mu-
moero di contributi (Lorka) alla curva della abilita da fattori muitipli
¢ immediata, quella della diminuzione nel tempo del campo delle co-
noscenze sebbene snggestiva richiede un ulteriore approfondimento.
Raccogliendo infine le osservazioni qui fatte, diremo che la distribu-
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" zione delle citazioni bibliografiche nel tempo puo golo softo certe limi-
tazioni esserc assunta come indice di quella del campo delia memoria
nel tempo; la legge esponenziale osservata mnelle nosfre distriburzioni
non pud essere semplicemente attribuita all’azione della memoria o
al tipo di cultura, ma al complesso agive di diversi fattori, dei quali

solo aleuni seguono la legge binomiale.
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IL PUNTO MATERIALR
IN MECCANICA RELATIVISTICA )

TULLIO LEVI-CIVITA

Aeccadenmies Posldifleio

SvaMarIva, — Tuxta communem cogitandi vationem, prineipinm reactionis
necessario supponendum esso videtur, si quis servare velit notionem puncii mate-
rialis, prout habetur in clagsica mechanica; cum antem in theoria rolativitatis illud
principium non admittatur, etiam punctum materiale abstraki posse non videtur.

Attamen, ut demonstrabit prof, ¢ LaMrarisLLo quodam studio de m corpo-
ribus in generall relativitate (inter Commentationes hains Pon tificiac Academiae
mox edendo), potest eademn punecti notio sorvari.

La. nozione dj punto materiale s fa intervenire nell’ordinaria
meccanica ﬁn dal fondamenti, immaginando un effettivo corpo di di-
mensioni m[' nitesime, talehd sia lecito assimilare Ja posizione di uno
qualunque dei suoi punti a quella di un ben determinato suo punto
geometrico (ad esempio, il centro per una sfera, il punto d’incontro
delle mediane o delle altezze per un triangolo, ecc.) e associando a
questo- punto un nuwmero positivo che ne misuri la massa.

K a questo caso limite che si riferisee, in ultima analisi, Nuwrox
nei suoi Principia, assumendo, aceanto ai concefti primitivi di spaxio,
tempo e materia, secondo la tradizione degli antichi, la nozione di
forza come vettore applicato e postulando sia le famose leggi del moto,
prima e seconda, sia la terza, ciod il principio di reazione.
~ Codesta astrazione newtoniana del punto materiale, sostanzialmente”
adottate da tutfl 1 successori di Newrox, fu posta metodologicamente
in rilievo dal Poissox nel suo famoso trattato di meccanica, di poco
posteriore alla celebre Mécanique analy ytique di Lacranas. Essa potrebbe
chiamarsi granulare, non nel senso che la mnateria debba considerarsi
come un aggregato di particelle aventi un volume assegnato o non

(*) Nota presentain nella Tornata dell’8 gingno 1941,

T Acla, vol, V.,
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superiore ad una misura prefissata, ma nel senso pofenziale immagi-
nato da Nmwrown, ciod suscettibile di cssere pensate minuta quanto
occorre, perchd nei casi singoli le dimengioni riescano trascurabili,

Invece di questas astrazione & invalsa, grazie ai criferl che domi-
nano il Calcolo integrale, la identificazione di un punto materiale di
massa infinitesima ad un elemento di materia.

[lattribuzione ad un punto materiale di nn’cstensione infinitesima

& allora implicita nell’immagine matematica, senza richisdere la speci-
fica astrazione newtoniana cni sopra abbiamo alluso. Si pud domaxn-
darsi perché questo criterio non sia stato adattato, almeno finora, alla
meccaniea relativistica.

Si & temuto di non poter infrodwrre il punto materiale sull’esempio
classico, poiché mancs fra i postulati della Relativita il prineipio di
reazione o qualche cosa che possa sostituirlo.

It vero che con Pintroduzione dei tensori, funzioni del posto in
un campo continuo, si pud talvolta passare dal globale al locale e allo
azioni a distanza (nello spazio o nel tempo) sostituire azioni di contatto,
ma si poteva pensare inconciliabile la nozione di punte materiale con
Vesigenza di un mezzo continuo, supporto essenziale della meccanica
relativistica.

La difficolth pud essere superata tornando da un lato all’originaria
astrazione di Nuzwron e sfruttando d’altro canto, ¢id che & AIMmMesso
anche in Relativita, il prinoipio di sostanzialitd (1) della materia che
permette, attraverso le equazioni gravitazionali di BvsreN, di seguirne
il moto elemento per elemento.

Questa impostazione genecrale pud essere in particolare adattata
ad un sistema costituito da un numero finito di punti materiali, come
mostrerd in modo ‘preciso il prof. Lameamimiro nells Memoria (%):
I problema degli n corpi in Relativitd gemerale; si & allora condotti,
"'fa,cendos; in primo luogo guidare dal classico modello newtoniano, ad
un sistema di equazioni differonziali ordinarie la cui approssimazione,
pur avendo rignardo alla relativits, supera quella newtoniana.

1} Questo principio non & ammesso nella moderna fisica atomica che ha do-
vuto tener conto di fenomeni di indeterminazione.

(%) Tale Memoria sard pubblicate nelle « Commentationes ” vol.V, di questa
stessa. Accadomin Pontificia delle Scienze..
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NOTIZIE, SPECTALMENTE COROLOGICHLE
1 BIOLOGICHE, SULLE SPECIE DI MENGENILLA
(INSECTA STREPSIPTERA)
FINORA TROVATE IN ITALTA ()

( O'oﬁi _ ':gm(.z'ttra figure)

FILIPPO SILVESTRI

Accademico Ponlificio

BYMMAREVM, - Auctor analitycan indicab rationem qua puparios ad spocies
Mengenillae in Ttalia vepertas pertinentes facile nosci possint, eae species nbinam
locortum inveniantur exhibet, ot Mengenillue quacsitae biologicwn cursum bre-
viter exponit.

Fino al 1938 nessuna specie di Mengenillidue era stata ricordata
per Ultalia. In tale anno io citai per primo Vesistenza dell’ Koxenos La-
boulbenei Peyerimhoff per una Jocalith italiana (Pisciotta, Prov. Salerno).
o nello stesso ammo descrissi una nuova specie di Mengenilla (M. quae-
site Sitv.) (1). Da quell'anno continual le ricerche di tali interessanti
insettl e nel marzo 1940 descrissi brevemente una nuova specie (M. spi-
nulose), frovata in Sicilia o detti un cenno bioclogico ¢ descrittivo di
altre 4 specie nuove frovate pure in Iltalia (*).

Altre vicerche condotte durante il 1940 e nel 1941 fino ad ogel
non hanno procacciato scoperta di nnove specie, ma hanno fatto allar-
gare la conoscenza della distribuzione i “quelle gid ricordate e che
saranno in an lavoro in corso estesamente descritbe ed illustrate, ma

{*) Nota prosontata nella l'ornata dell’8 giugno 1941,

{*y Brwvusrst B, Descrizione della femmina e del maschio di unea niova specie
di Mengenitla Hofenedor {Strepsiptera). Boll, Labor. Zool. Gener. Agr. Portiel,
XEVIIIL, 1933, pag. 1-10 (illustrate).

() Swvesrrl F., Deserizione prefiminare di una specie nucve di Mengenilla
(M, spinulosa, Insecta Sirepsipiera) della Sicilia ¢ notizie sul swo ciclo e sul par-
ticolare modo di fecondazione, Rend. Acc. Ttal,, sevie VII, I, 1940, pag. 614-618,

8 Aeta, vol. V.
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fratbanto credo opportuno di dare una chiave analitica per distinguere
i pupari delle 6 specie, essendo tale stadio il pitt facile a trovarsi, e di
aggiungere notizie sulla distribuzione geografica e sull’ospite, in eni
yivono fino alla 3¢ etd tall insetti.

1. Tergitorum a meso-vel a metathorace margo lateralis papilla vel
papillis robustis spiniformibus vel acieuliformibus armatns.

8. Tergitorum margo lateralis papilla spiniformi antica armatius
et papillis -3 minimis submedianis auctus . . . . A négritula.

4. Tergitorum margo lateralis papillis duobus robustis spinifor-
mibug anctus . . . .. . et e e . M. spinulosa.

b, Tergitorum margo 1&L(,1'ahs papllhb -8 aciculiformibus in-
struots.

6. Tergiborum tuberculorum series postica tuberculis 4-6 a
stigmatum libella externe continuans; color testaceo—ferrugineus vel
festacens . . . . . . . . e e e ... M quacesita,

7. Tergitorum tuborcutorum series postica ad stigmatum Jincam
externe perfinens; color plerumgue nigrescens partibus marginalibus
testaceo-badils . . . . . .« .« < . .+ . . M subnigrescens.

9. Tergitorum omnium margo latevalis papillis vobustis longiusculis de-
gtitutus.

8. Tergitorum margo lateralis nudus vel tantum granulo nonnullo
minimo auctus; dorsi superficies granulis minimis, tantum amplitudine
magna distinetis, inter stigmata praesertim instructa . M. lacvigata.

Y. Tergitorum margo lateralis: granulo nonnullo minine prae-
sortim submediano auctus, dorsi superficies tuberculis perparvis inter
stigmatum lineas plus minusve distincte transverse J-seriabis instru-
CEB . . e e e e e e . ML oparvula.

DHSPRIBUZIONE GEOGRATICA

Mengenilla quaesite Silv. Questa specie prima descritta per la Prov,
di Salerno (Pisciotta) & stata poi raccolta in Prov. di Cosenza {Ca-
sirovitlari), in quella di Reggio Calabria (Palni) ¢ in Sardegna
(presso Bosa, Sassari, presso Dorgali, Nuoro). Ha per ospite nelle
prime 3 etd la Ctenolepisma ozémm Duf.
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Mengendlla, spinulosa Silv, I nota finora solo della Sicilia, dove & stata
raccolta nelle provincie di Siracusa (Carlentini, Lentini), di Ra-
gusa (Ispica), di Catania (Randazzo), di Palermo (Castelbuono e
Petralia Soprana e Petralia Sottana).

I per ospite la Ctenolepisma cilinta Duf.

Mengenilla nigritula Silv. Specie nota finora per la regione orientale
d’Italia dalla Prov. di Taranto (Crispino) a quella di Troggia (Apri-
cena, Poggio Reale, S.Niea.ndro) o per quells oceidentale in Prov.
di Littoria (Terracina).

Vive nelle prime 3 etd nella Ctenolepisma ciliata Duf.
Mengenilla subnigrescens Silv. Questa specie & finora nota soltanto della

Sicilia, dove & laygamente distribuite: Castelbuono, Petralia So-

prana e Petralia Sottana (Prov. di Palermo), S. Piero Patti (Prov.

di Messina), Randazzo (Prov. di Catania), Valsavoia, Lentini, Car-

lentini (Prov. di Siracusa).

Ha per ospite la Ctenolepisma cilinta.

Mengenilla loevigata Silv. B stata raccolta in Prov. di Cosenza (Cas-
sano Jonio, Spezzanc), in Prov. di Taranto (Crispino), di Foggia
(Apricenn) ¢ in Sardegna (per quento rara, presso Bosa, Prov. di
Sassari e presso Dorgali, Prov. di Nuoro).

Anche di questa specie & ospite la Ctenolepisma eiliata Duf.
Mengenilla, parvula Silv. Questa specic finora & nota soltanto per la

Sieilia: Carlentini, Lentini (prov. di Siracusa). Non conosco l'ospite,

che forse & una specie di Lepisma.

I da notare che 8 delle 6 specie di Mengenilla (M. spinulosa, M.
subnigrescens, M. parvula) sono finora note soltanto per la Sicilia; ma
sarg importante verificare con altre intense ricerche se realmente nes-
suna di esse arriva al continente e alla parte meridionale della Sar-
degna o fiori del territorio d’Ttalia, particolarmente in Spagna e nel
Nord Africa. Di guesta regione conosciamo sommariamente i maschi
di qualche specie di Mengenilla e di un gencre (Mengellinopsis Hofen-
der), che a me non sembra distinto da Mengenilla, che potrebbe essere
anche identica a qualeuna di quelle da me descritte per la Sicilia, ma
fino & che non si avranno pupari e femmine per un aceurato confronto,
nnlla si pud precisare.

La Mengenilla wigritula ha una distribuzione wmolto particolare,
perchd sembra che manchi nell'ftalia meridionale occidentale, almeno
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da Reggio Calabria a Napoli dove sono state fatte estese ricerche, e
poi ricompare a Terracina (Prov. di Littoria).

Ta. Mengenillu lacvigata esiste dalla regione ionica nelle vicinanze
di Sibari fino alla Prov. di Foggia, ma nou & stata trovata ancora nel-

I'Ttalia occidentale e compare in Sardegna.
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Mengenilla quaesifa: larva neonata prona
e supina (molto ingrandita),

La Mengenilla quaesita & comune nell’Italia meridionale da Castro-
villari (prov. &i Cosenza) alla prov. di Salerno, non & stata ancora rac-
colta o nord di Salerno, né da Apricena a Taranto lungo la costa orien-
tale dove sono state fatte vicerche abbastanze estese, ed & comune al-

meno nella metd settentrionale della Sardegna.
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Io continuers le ricerche per accertare bene la distribuzione delle
specie del genere Mengenilla, ¢ delospite (Ctenolepisma ciliata), porchd
trattandosi di un piccolo gruppo di specie, anche non difficili a tro-
varsi quando se ne & conosciuto ambiente prediletto, sard possibile
avere roperti interessanti per poter discutere i rapporti faunistici tra
le varie regioni del continente italiano e delie isole, nonehd, quando
ne avremo i dati, delle altve regioni del Mediterranco.

Quanto alla specie di Tisanuro, di cui 5 delle 6 specie ricordate
sono parassite durante le prime 3 etd, merita di esseve particolar-
mente segnalato il fatto che si tratte, per quanto finora io ho osservato,
sempre della Ctenolepisma ciliata Duf., specie di larga distribuzione
geografica circummediterranea,

Broroa1s. — Descrissi gia nella nota del marzo 1940 1l ciclo della
M. spinulosa, aggiungo ora notizie biologiche sulla M. quaesita e noto
che le alire specie (eccettuata la M, parvula, di cui ancora non conosco
le forme parassite) si comportano in modo simile.

Iq. II.

Mengenilla quacsita: Larva del primo periodo della 9 sia

vista dal dorso, di flance o dal ventre {ingrandita): B apor-

tura boceale, CR ganglio soprassofageo, OV catena Zan-

glionare ventrale, TA intestino anteriore, IM intestine

medio, IP intestino posteriors, O macchia oculara; Ie,
20, 3% accenni del 1°, al 8° pajo di zampe.
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Fia. 111

Mengenilla guaesila: larva del 2¢ periodo deila 2¢ ath, vista
Aol dorso di flanco e dal ventre: A antenne, B apertura boceale,
¢ clipeo, M mandibols, PM palpo mascellare (ingrandita)

3,

Tia Mengenilla quacsita © parassita, da larva della 1° eti a quells
della 3", della Ctenolepisma ciliata Duf. Le larve neonate (Fig. 1)
fooriescono dalla femmina in estate dalla 2¢ decade di agosto (osser-
vate il 12) alla 3% di settembre (osservate fino &l 29) e trovato ospite
indicato si aggrappano ad esso € penetranc nel quo corpo abtraverso
membrane intersegmentali o inferarticolari e dopo una diecina di giorni
(per es. 20-29 settembre; 29 settombre-8 ottobre con temperatura nel
Taboratorio 98-24°) compiono una muta ¢ si {rasformanc in larve della
9 eth (Fig. 1)

Lo sviluppo della larva della 20 ety dalla fine dell’estate o dal-
Pautunno & molto lento, infattl in Ctenolepisme raccolte il 20 gingno
presso Rodio (Salerno) si trovavano Jarve lunghe mm. 1,10-1,70 (Fig. 11Ty
e in 2 larve di Ctenol,, lunghe mm. 7,2 larve di Mengenilla per ciascuna
lnnghe da mn. 0,40~0,30. :

Tn una larva della 2> etd di Ctenolepisma, infestata con layve neo-
nate il 16 agosto 1940, st trovarono il 20 settembre B larve di Meng.
lunghe mm. 0,76, - o '
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Questi dati dimostrano il rapporto fra accrescimento o tempera-
fura e anche quello tra acerescimento e nutrizione; in esemplari di
Ctenolepisme piccole Pacerescimento & stato pilt lento che nel grandi;
dal giugno Vaccrescimento va rapidemente aumentando. Il 6 Inglio
in Otenol. i Bosa si trovavano larve dell'ultima forma della 90 eti
lunghe mm. 4-5, e larve della 3" etd lunghe fino a m. B s

L fuoriuseita delle larve deils 3° otd dall’ospite ha luogo nel-
Ilialia meridionale (Pisciotta, Salerno) dalla metd di inglio, wentre in
Sarcegna (Bosa, almeno nel 1940) dalla fine di giugno, e continua fino
m agosto (a Bosa si osservarono fino al 4, a Pisciotta fino al 7).

e, IV,

1 Contorno del corpo di Clenolepisma cilicda, do cui sta
frorivscendo la larva dolla 3° etd di Mengenilla quaesita;
2 la stessa larva della 8% oth @i Mengenilla quaesila poche
ore dopo 1'uscita dal corpo della Clenolepisma (ingrandi-
mento ugaale a quello della fignra 1); 8 Gontorno del corpo
della Cienolepisma ciliate dopo 'nscita della larva, di Menge-
nilla: FO foro intersegmentale d’uscita della larva; 4 parte
posteriors della stessa Clenolepisma pit ingrandita: VII-X
segmenti addominali 70 a 10°, CR parte basale dei cerci.
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In un esemplare di Ctenolepisma raccolto in libertd si trovano di
regola da 1 » 2 larve di Mengenilla e poco frequentemente un numero
magplore ¢ una o ambedune possono prrivarve a sviluppo normale.

Le larve della 8* etd, quando si avvicina Vepoca della fuoriuscita,
dall’ospite, si capovolgono: presso Bosa il 23 gingno 1940 cirea */, di
dette larve crano gid rivolte col capo alla parte posteriore dell’ad-
dome. Li larva della Mengonilla fuoriesce di regola attraverso la menl-
brana tra Purotergite 7° ed 89, tra il 6° ed il 7° e mono frequentemente
tra 2 urobergiti aunteriori al 7°.

I1 18 luglio 1940 alle ore 10 %/, vidi una larva feraminile di quests
Mengenilla che stava' fuoriuscendo dal covpe di Clenolepisma ciliate
(raccolta presso Bosa il 10 luglio) tra urotergite 62 e 7°. Al momento
in cui la osservai era venuta fuori colla parte anteriore del corpo per
la lunghezza di circa 1 millimetro o copriva quasi tutta la parte poste-
yiore delladdome della Ctenolepisma. Hssa faceva sforzi di contrazione
volgendosi col capo ora in un lato ora nell’aliro o cosi avanzava leg-

germente, ma poi si volse con maggiore forza verso sinistra riplegan-
dosi quasi ad arco e fuoriusei del tutto dalladdome. Venuta fuori di-
stoge subito i lati del corpo o con forti movimenti di contrazione e
di distendimento continud a muoversi fino alle 11,45 quando nascostasi
sotto una foglia vi rimase distesa in posizione normale. Alluscita
della, Cten. era di colore paglierino, alle ore 18,30 aveva acguistato un
colore isabellino seuro.

Dopo la fuoruscita della larva di Meng. la Ctenolepisma, nei casl
da me osservati, conserva uua mobilitd quasi completa potendo muo-
versi agilmente e una vitalitd pilt o meno ridotta: ho vigto una Cton.
mantenerss in vita per 24 ore, quella, da cui fuoriusci la larva di Men.
alle 104/, del 18 luglio, stimolata ancora fino alle ore 18 cammingva
svelta per un paio di contimetri e poi si fermave, la matbina del 19
alle ore 6 so toccate appens muoveva le zampe. Appena fuoriugcita la
Mengenilla, Paddome della Ctencl. & gid contratto di cirea !/; pol va
ancora contraendosi fino a metd circa del normale.

Il numero dei maschi rispetto a quello delle femmine in questa
specie & (per raccolte almeno fatte nel 1940) superiore a quello delle
femmine ; presso Bosa si raccolsero 281 pupari di ¢"d', 101 di 20, prosso
Pisciotta 47 di J'd" » 28 di @Q.
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Da: pupari maschili formati in luglio possono venive fuori gli adulti
in eirea 14 a 18 giorni (per es. da pupari formatisi nella notte dal 9
al 10 luglio si ebbero 2 adulti la mattina del 24 luglio; da pupari del
17 luglio adulti il 4 agosto, di altri dal 19 luglio e adulti il 7 agosto);
1 primi maschi nel 1940 1 ebbi il 20 luglio.

I'maschi fuoriescono la mattina fino al pomeriggio (quelli del 24 lu-
glio di Bosa comparvero tra le ore 8 e 81/, quelli di Castroviliari del
4 agosto tra le 14 ¢ le 15) e sono per almeno un’ora molto aitivi, poi
cominciano a muoversi poco ¢ dopo 4~5 ore sono morfi o quasi (1 esem-
plare dei comparsi alle ore 8 riunsel ancora ad accoppiavsi alle 9 1/, con
una femmina).

Dai pupari femminili fuoriescono le femmine adulte in circa
14 giorni (da pupari di Bosa formati nella notte dal 9-10 luglio fuo-
rinscirono 3 femmine adulte 1l 28 ¢ 1 il 24),

La fecondazione & extravulvare come ho descritto per la M. spi-
nulosa,

Non tutte le femmine adulte fuoriescono dal pupario ma un certo
numero (un po’ meno della metd secondo osservazioni finora fatte in
laboratorio) restano mnel pupario, ma danno le larve ugualmente in
estate. Finora io non ho mai trovato un pupario contenente una fem-
mina adulta sana nei mesi invernali e in quelli primaverili a differcnza
di quanto & regola per la Mengenilla subnigrescens, M. parvula, M. ni-

gritula.
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SUL METODO DI & FLIMINA&IOND
NELLA COSTRUZIONE DEI NUMERI INDICT
DRI PREZZI®)

ALBINO UGG

SvaMartvM. ~ Triplex condicio cui satisfacere .debent numeri indices, qui
cum oliminationis ratione congruant, nonnisi una esse demonstratur.

I stato dimostrato che le consuete formule basate sul prineipio
della popolazione tipo, usate, fra l'altro, nella costruzione degli indici
del costo della vita a consumi immutati, non rispondono alle condi-
zioni eni dovrebbere soddisfare indici in rigoreso aecordo con le osi-
genze logiche del metodo di eliminazione.

Il prof. Gt nel suo ampio ¢ penctrante saggio sui numeri indici
dei prézzi, che vappresenta un fondamentale contributo, non ancora
superato, allo studio del complesso argomento, ha messo in evidenza
tre condizioni richieste dalla logica det metodo di eliminazione (1)

. Dovrebbe sussistere equivalenza ha, I'indice che esprime l'in-
ﬂuenm delle variazioni del fattore p (pressi) sulle variazioni globali
della somma | PR, passando dalla situazione O alla situazione z, climi-

(*) Nota presentatn dall’Accademico Pontificio Marcello Boldrini, neiia Tor-
nata dell’8 giugno 1941,

() C. Gixi, Quelgues considerations uu sujet de lo construction des nombres
indices dos prixc of des guestions analogues. Contribution a Udtude des metodes
' éliminatioi. «Motrons, vol. IV, n.1, in particolare pag. 95 o seg, Cfr, pure C. GINI
Methods of eliminating ﬂae influence of serveral groups of faciors, «I]conometuca,»
vol. 5, n. 1, pag. BG,

9 Acte, val. V.
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nati gli effetti delle variazioni dellaltro fattore ¢ (quantita), supposto
inalterato mella situazione iniziale, e Vindice che misura l'influenza
delle stesse variazioni @i p, qualora si supponga, invece il fattore g
conservi i valori assunfi sulla configurazione finale. In altre parole,
dovrobbe sussistere equivalenza fra lindice cosi detto di lasrevms,

T 11

2 Por Gux
fr=l
e lindice, cosi detto, di Paascnm
1 1 1

i
rzl pxk q.uh

' =,
oy == o

.’ZI Fox Gure

ottenuti, il primo con ponderazione formata dai valori di ¢ nella situa-
zione 0, il secondo con pesi costituiti dal valori di ¢ nella situazione .
Leguaglianza fra i due indici & subordinata al verificarsi di certe
condizioni. Occorre che sia nulla la correlazione fra la serie dei va-
o quella corrispondente dei valori er.
Pox Qo
_ Nel campo degli indici dei prezsi cid significa che la variazione
relativa delle gquautith consumate (o vendute o prodotte) deve essere
indifferente alla variazione relativa dei prezzi. In altre parole, le merci
i cui preszi hanno variato, in via relativa, di pitt non debbono siste-

lori L2

maticamente presentare le pitt sensibili variazioni relative delle rispet-
tive quantity consumate ¢ le merci che hanno subita variazione meno
marcata nei prezzi non debbono di regola coincidere con quelle carat-
terizzate da minore variaziome relativa delle gquantith o viceversa (!).

11 Iindice che misura linflzenza delle variazioni del fatiore p
dalla situaziene O alla situazione 2 dovrebbe risultare il reciproco del-

1y Non basta, per escludere che, in pratica, nel caso concreto, la correla-
l H ) H

Dok . - . .

j}: ed i corrvispondenti valori ——gﬂ’—-m possa riuseire nulla e per
ok ak

legittimare la presunzione che essa debbn osser negativa, invocare la nota re-

lazione fra i valori
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I'indico che serve a segnave le variazioni della situazione » alla situa-
zione O: ciod ,P,=1:,P, (condizioni di reversibilita).
I1I. Applicando alla somma dei valori nella situazione 0, ciod

a [PyQol, 1 coefficienti P, e ,Q,, relativi, il primo alla variazione
considerata come effetbo del movimento del fattore p, il secondo,
alla variazione determinate dal movimento del fattore ¢, si dovrebhe
ottenere il valore della somma totale nella sitnaziche . Vale a dire:
[Py Qo]+ Py oQRe=]|P,Q,| (condizione di decomposizione delle cause).

Ora, & facile mostrare che, se si verifica la condizione 1 {equiva-
valenza fra 1 risultati ottenuti con la formula di Laspuven e quelli
forniti dalla, formula di Paascmr) si verificano anche le altre due con-
cizioni: di reversibilith e di decomposizione delle cause.

CGon la formula di Laseryre, gli indiei che misurano la varia-
zione da 0 a @ e la variazione da 2 a 0 sono rispettivamento:

" H
!‘2 Paor Fox !‘2 Dor Grox
h ) . d 1 b _— it
o1 e o e 0 Po= e
I}—.1 Pox Gox EI Dot G
A W=

lazione inversa - pur ammesso che essa valga anche per variazioni legate sl
tempo - fra variazioni dei prezsi e variazioni della domanda dei beni, Tnfatti:
il segno della corvelazione dipende dalla consordanza o discordanzs di segno dei
componenti le coppie di searti della sommatoria

Vp-’ff Pk l(] ' wh ‘ . _— £l i Qa
p3 '—p—:'::—%M (E:_)I (I?!% — M (%ﬁ)] - ineni M (%(f) e M(———-L)

rappresentano le medie aritmetiche delle due sorie di rapporti — che compare al
numeratore della formula del coefficiente & corvelazione.

it

Pk
ok
siano < 1 o viceversa, ipotesi che rispetta ln condi-

siano > 1 o tutti

81 facein, per esempio, lipotesi che tutli i rapporti
Fok
zione deila relazione inversa fra movimento dei prezzi e movimento deile domande.
La sommatoria non rinscird, par questo, necessariamente negativa, ma, come
& evidente, potrd risultare anche positiva o nulla, a seconda del comportamento
degli searti associati, Cos se ai pil piccoli valori del rapporti inferiori alla unitd -
che misurano, quindi, le variazioni, ne! senso della diminuzione, relativamente
pilt cospicus - si accompagnanc i pin piceoli valori dei corrispondenti rapporti
superiori all'unith ~ che, invece, indicano le variazioni meno sensibili, nel senso
dell’'anmento ~ ed ai pit elevati valori della prima successione - variazioni piit mo-
deste - sono aceoppisti i pitt elovati valori della seconda — variazioni pil elevate -,
la correlnzione rinscird positiva, poichd gli scarti associati riceveranno lo stosso
segno ed i prodotti risnlteranno positivi. '

i corvispendenti rapporti
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Con la formula di Paascar la misura delle variazioni da a a 0
& data da

Se fosse vera la eguaglianza

M

2 Puk Gk !"E“J Pox qo"{

n . P S fex=1
WPy = By clot - ,
> PG > Pox Qo
o=t Jawal
evidentemente sarebbe anche
aH "
1 lelhnfhu IE}_’PG&Q’M
3 M 3 = . i ==
oy = e poiché - =1 — ,
]
,’E] Pax Gan '21 P Gor

ciod resterehbe soddisfatia la condizione di reversibilita.
In modo analogo, sostituendo a:

E] th an-

an
2 Pafor
el

n
. Z ijk q:::h
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gl otterrebbe:

k13 "
> Pafor 2 PoxLun
o=l fe=1

1

,,_Em Pox Gor * —; s -
2 Porqox > DoxGox
fer=) =l

it it
Z P Qen 2 Pondun u
Ior k=1 }

i
;=]
::?.21 Polfo- T = :;1 Pon o
= ',21 Dox G 121 Por on h

e si dimostrerebbe soddisfatta anche la terza condizione, di decompo-
sizione delle cause. ‘

Il ragionamento fatto in termini degli indici P (misure delle va-
riazioni imputabili ai prezzl, eliminata 'influenze delle variazioni nelle
quantita) si pud ripetere in tormini degli indici @ (misura delle va-
riazioni dipendenti dalle quantitd, eliminati gli effetti delle variazioni
del prezzi) giungendo a conclusioni analoghe.
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I PIU GENERALT RIFLESST
DELLA CONGRUENZA DELLE DEFORMAYIONI
SUGLI SFORZI BLASTICI®M

PIERO LOCATELLY

SVMMARIVM. — lxponitur quid requivatur ut'duplex symmeter tensor poasit
asqualis elastici corporis tensionem exprimere, quascumyue sint eius corporis vires
ot proprietates elasticae, licet haec quoque e sitn pendeant.

In uno studio comparso in questi «Acta» (*) ho posto in rilievo
I'esistenza di particolari legami eni devomo soddisfare le componenti
di un generico temsore doppio simmetrico perché questo possa esserve |
assunto come tensore degli sforzi interni di un continuo omogeneco
(bidimensionale o tridimensionale), indipendentemente dalle costanti
elastiche di questo e dalle forze di campo e di contorno.

La vicerca di analoghi legami per il caso di continui non emogenes
costituisee argomento di questa Nota., Oltre agli scopi indicati nello
studio citato, essa ne ha uno particolare che scaturisce dal conside-
rare che lo stato di tensione, softo determinate forze, di un continuo
nel quale il legame sforzi-deformazioni (*) non sia lineare, purché rego-
lave, pud cssere assimilato allo stato di temsione, softo quelle stesso
forze, dello stesso continmo costituito di materiale a caratteristica li-
neare, ma opportunamente non omogenec e non isotropo.

Le relazioni cul si perverra sarannc pertanto valevoli anche nel
caso di confinui a caratteristica sforzi deformazioni nom lineare.

(¥) Nota presentata dall’Accademico Pontificio Gustavo Colonmetti nella Tor
nata delV8 gingno 1941,

("} P. Locarirrr, Sullo stale di lensione elasticn nei continui omogenei. Ponti-
ficin Academia Scientiarum, « Aeta», vol, V, n. 5, 1941,

(®) Intendo sempre @i riferivmi a deformazioni infinitesime.

G deta vol. V
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Mi limiterd ai casi aventi pili immediata possibilith di pratiche
applicazioni nel campo della clastostatica, ossin ai casi bidimensionali

e tridimensionali euclidei.

1o, — Consideriamo un continuo eunclideo isotropo tridimensionale
non omogeneo: il suo equilibrio elastostatico & retto dall’insieme di
tre gruppi di equazioni: le sei [1]) che scendono dall’equilibrio del-
Ielomento di volume, le sei [2] che stabiliscono il legame, vario da
pinto a punto, fra sforzl e deformazioni, le tre indipendenti {8] che na-
scono dalla congruenza della deformazione. Nessuna differenza formale
distingue queste equazioni da quelle scritte per un continuo tridimen-
sionale omogeneo: solo i due coefficienti che caratterizzano la natura
clastica del continuo (tensore elastico) nmon somno due costanti, ma due
funzioni del posto. ¢

Cid non introduce difficoltd concettuali, talché la via per risolvere
il problema proposto nom muta, nelle sue linee fondamentali, rispetto.
s quella seguita nel caso di continui omogenei, ma presenta difficolti
di calcolo che m’ riuscito di superare estendendo un procedimento
di cui ¢i & valso FINz1 in un suo recente lavoro (*). St esprimeranno
ancor qui le condizioni di congruenza in funziome degli sforzi o delle
caratteristiche elastiche del continuo e si elimineranno queste ultime
nelle relazioni cosi ottenute sfruttando ulteriori relazioni, alla loro
volta ottenute dalle precedenti per successive derivazionl.

Te equazioni dell’equilibrio elasto-statico hanno, per il caso in
cui ¢l siamo messi ed in veste tensoriale I'aspetto(*):

|l| }[’iniﬁ == F'z Pm _piu
!31 la=A Pty -+ B P Gyt oy & By Jem1,2, 1)
IS} E'I“rh SMJ ‘-r:a'k,|rs = O

{*} B. Fmzi, /1 problema ristf'etto tridimensionale nella feoria della plasticitad.
« Atti R. Aco. Scienze », vol. 76. Torino, 1941,

{*) Conformemente all'uso indico con indiei in alto le componenti controva-
rianti di un tensore o con indici in basso le covarianti; una lineetta fra gli in-
dici sostituisce I'ordinario segnoe di derivazione (derivazione ordinaria, in coordinate
cartesiane; derivazione tensoriale, in coordinate generali); sono soppressi i sim-
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nelle quali: g, & il tensore fondamentale, £** il fensore di Rucor, pa
il tensore degli sforzi interni, £, il tensore di deformazione, p l'inva-

boli di sommatoria guando stanno a rappresentare una semplice saturazione ri-
spetto agli indiel spaziali.
Nelie spazio 4i metrica:

ds? = apdetde® (4, k==1.. %)

3

il tensore am & il tensore fondamentale (se lo spazio & euclideo ¢ le coordinate
sono cartesiane ap==1 se i==k; an=0 se {=d=Fk), Bsso & costante nel senso che
In sua derivata tensoriale & nulla; & elemento essenziale nel prodotto scalare di
due vertori: w X v=aguivh.

It tensore di Ricel & un tensore nplo (doppio se lo spazio ha due dimensioni,
triplo s6 Jo spazio ha tre dimensioni) ed & cosi definito: & ... 4, =0 se almeno
due indici sono eguali (i, 4. ta==1,2 .0 1)} & oo === M ilaa]] se gli indici
sono tutti distinti, valendo il segno -, o il segno -, secondo la classe della
permmtazione 4, ...4, rispetto alla fondamentsle 1... 7. Anche il tensore di Riccr
b costante nel senso che la sua derivata temsoriale & nulla (se lo spazio & eu.
clideo ¢ le coordinate sono cartesisve, le componenti non nulle hanno il valove
i e [ =+ 1). Nello spazio tridimensionale esso & elemento essenuiale nel
prodotto vettoriale: precisamente se w==mAw, si ha: 1w, == Eppuivk,

Le |13, [2], [8] traseritte in forma cartesiana diventiano le ben note:

, OPwy  OPu g
= ”a?f N P _ Flay = Py
‘ajjyy Dpw
B¥ oy o T Pus == Pay
op,,
’ D;‘J R Pam == o
j a‘”"c‘ =Ap B) s i E-.w - B-]'?xy
{2] E’_w =Ap+ Bp,w Eyz =B Pz
[ Lo Ap By, b= B,
DB' Em.ﬂ ) Dg E-y}f 2 DZ Z:sy D ';) g 6 2’ E:}.}: D Zzy
Pl L I Sy oyox om Sy Oz dm
i{ ] o a"’"’ . .’aga” ) o E”'z o a’”’ _?__ o z-”:"i. 4 (‘)E)"’ E'} E""
PEL 2y 2y 0z Oz0xr  Qy \ 9= ok 2y
D, Dzia,m 0%, DL 0 Dﬁ,,, 28,
4 D : LI B D
Daz? ozt Dz O QDY Jz \ 9n Dz

10 defe vol. V.
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riante lincare degli sforzi: ps==p/, A e B due funzioni caratterisiche
del continuo:

A=y (g, @, ) B oe= gy, 2y, @)

ed infine I le forze di campo.
Le
gebricamente indipendenti, ma non tali differenzialmente: sussistono

3] come b noto costituiscono un sistema di sel equazioni al-

infatti lo tre identith che esprimono Vannullarsi della divergenza del
primo membro delle stesse [3](1); in virtl delle [2], le [3] assumono
Paspotto:

8] 0¥ e 9 (A + (Bpa)

- } =0 (g8, hi=1 2,8
e por comodo di serittura poniano:
I
Ap ==y p==b{my, g, &)
Ei;-h E?LEJ Ly == Ch_f:'.v

otteniamo:

3 P o )L s e (p padl. =0
. _ P P

20, . Se chismiamo C,,.; gli elementi reciproei di ¢y, ossia
POTNIAIMO :

A Jidrs et s
C’nmh,i & ==y @ k]

moltiplicando le [3"} per C,,,; ¢ satwrando avremo:

{_3”'] ' LHmn + D:L:‘,’ ((P,Tjil:)])'s =z ()

avendo posto:

aYLE] .1 i Jhisf
e e EXR!
-])-nm - (}nmhj A =

(ty P. Lovarsni, ice. it
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%1 ]1(1-: Dzhs D?fcm

con che, ricordando la genesi di C b ok

nesilf
Poniamo ora per semplcitd di serittura e per ricordarne la na-
tura tengoriale:

?’mﬂ == :{;:2& ((P Ph'\)i?a
la 18" diviene:

{SIVJ Aﬂm == ‘Hm'n + Bnm == 0

Tie [8%V] non sono dunque, a meno di coefficienti, che lo [3] espresse
nelle dervivate seconde degli sforzi interni e delle caratteristiche del
continno A ¢ B. Si avra pertanto:

G o il A A o A= () (A == Aii)

e quindi prendendo la divergenza d’ambo i membri:

1] Al

A jl_-il-’r

Dalle [81Y] & facile eliminare Ia §; basta infatti devivare le [3"]
rispetto alle variabili spaziali, moltiplicare per il tensore di Riccr o
saturare; ricordando allora Pemisimmetria di 7 ¢ la simmetria delle

N

derivate ¥, la [8TV] diviene snccessivamento:

IS\T! . "IJme ¥ {‘JJHIﬂi[ == O
g™ "Hum.ﬂ + g :J et T 0
[41 O, 52 e e 0

Ta {4] & una relazione tensoriale, che non contiene la ¢, nella
quale compaiono il tensore degli sforzi interni p, e la caratteristios
del continuo Be=g(a) con le loro derivate fino a quelle di ordine
terzo. Seriviamo la [4] ponendo i evidenza la ¢ e le sue derivate:
essa avra la veste:

P = S pube el Als R o
I-i I pm - 1 i (l)lﬂbc + ] })m ‘Hltw + ]]me (P]“ i 1(5;2'»-,: & == 0
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dove 1 tensori B sono i coefficienti che saturanc le derivate di or-
3
dine % della funzione ¢; essi sono funzioni solamente delle derivate

di py fino al terzo ordine,
La {47 & un sistema di 9 equazioni: non tutte perd sono alge-
pricamente indipendenti perchd grazie a [4] si ha lidentitd:

it i
[/ e @-pm =0

Le otto [4'] non ol permetiono dungue di ricavare algebricamente
le dieci distinte 9|, Facciamo allora ricorso ad un metodo di elimi-
nazione ispirato al citato lavoro di Fivzl.

Deriviamo le [4]; abbiamo:

];.al:cd -L\abc Iw b

i R N3 N o
;.5] 9, -ipmo"qrtbw? + s o ('I)!ﬂb! ’ o P (Plab + ] Py QDL! | E pmr @ 7 0

nella guale 1 tensori T (funzioni delle derivate di py, fino al guarto
I

ordine) sono i coefficienti che saturano le derivate di ordine A della

funzione o.

La [5! ottenuta derivando le otto {4} 6 un sistema di ventiguattro

qudf/mnl contenenti le quindici derivate quarte Qlaea . Sl osservi perd

che sussistona fra esse le nove identitd, sotte indicate:

o iy [134 2T -
o & P Am-n! e 0

e
(")pmlr = g A:umi ()

@:pmlr 5@"'?' gRPI qu-?« gopm Eyﬂf. Am-n-ilrr e SQM (“Qﬁ AN e g1 amt) ‘\m-n[h' —

== EQ':*?, (Ai R Ameim‘q‘)

un gistema di quindici equazioni alge-

Abbiamo quindi nella [5]
bricamente indipendenti nelle quindici 9laea -

Torna a questo punto opportuno introdwre un artificio di caleolo
che, assolutamente inessenziale, riesce par ticolarmente comodo in guanto
permette la completa applicazione di operazioni tensoriali, e fecondo
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in quanto suggerisce e rende spontanee trasformazioni che diversa-
mente richiederebbero particolare virtnosismo,

Introduciamo un tensore G;ﬁ;ff‘; il quale goda di tutte le simme-
1

trie rispetto agli indici 4. Se si tiene presente che gli indici possono
solamente assmmnere i valori 1, 2, 8, le sole componenti distinte del

tensore cosi introdotto saranno del tipo: G;;’,’,fjﬂ o pertanto si potra
4

porre in un riferimento prefissato, ma del resto qualsivoglia:

{\{rbcd abed
Tpnn = Gjmus

Introducendo con analogo criterio i1 tensori:

~abe
3 ey

11((!)( . ab .. ab i
P Gp:ums*— Pp:m ¥ Gpm?s ==

B s Gy T
- Il 2R R, 3 i
3 ks ol 0

pme

a [B] si scrive:

l{),j (?;i)r:’:ds ‘P!abcd + (gr;ir)nc?s cPlabc G;:E;:;s (?1(40 + g};;nm‘sﬁolu + (g"pmr.-‘s = 0

La [B'] ha carattere tensoriale, vestando essa invariata rispetto a un

generico cambic di riferimento: risolte rispetto a ¢l,..(*) foraisce:

be 3 i
1} ?hj.'“ Ol . rhjk Plap I;I;'lhjk Pl + Io-lihjk ¢ =0

(b"] Lo

Doriviamo la relazione teunsoriale [57]; abbiamo:

tbed K _
leu.r + KemacPlubed + Kz;gu’PEabc S um.z‘?fab r’.'d!ct ‘P]a + I('){wr:f“{’ =0

(1) Basta a tal fine moltiplicare ambo 1 membri della {6} per il tensore gf’,’gfq
G abed

d pars

reciproce di tale ciod cho:

abed gy a ab a atl
L pinre A ihjk = e

e saturare,
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nella quale i coefficienti K contengono lo derivate di py fino al guinto
ordine, Saturando le {5"] col tensore ¢ si oftiene:

LV nb(r.’
|_6 ] ;h,m (Plabt il Lzhjm cP]ah{ + Lz.ﬁjm cP!ub + szjm (T)Iu 4 n'q;nm g == ()
e questa ricordando la [BY] diviene:

lG} 17{71)? (P|ubc 4 M?Min (‘P|(rb 1 Mzhgm cP a + Hu'm “P == ()

Sonviene ora esprimere i coefficienti della [6] mediante tensori
aventi tre indiei scoperti oltre quelli saturati: basta a tal fine com-
piere una sostituzione inversa a quella eseguita nel passaggio dalla [B]
alla [B']; avremo cosi:

s Tabe a L < J .
l() | ]\‘zh; ub(‘ .'h (r’luh + N(.’:I (19}(! + %r‘hj CP "‘O

Ripetiamo la successione ¢i trasformazioni che ei ha portate
dalla [6] alla [G7), ossia risolviamo la [6] rvispetto & @lg., [67], deri-
vigmo la [6"], saturiamo col tensore s, ricordiamo {67}; avremo suc-

cegsivamente

[GH] (P]m.zp + Onmy (P’ab + Onmp (P|(, w nmp Q== 0

{Gm] (P|mnpf + ngf:fpf @'ab{ - anp{ (f"lnb + ang)f (Pl“ + .‘E’-m.ﬂpf r{) = O
161\’] S:Ib)f’: (Piab{ mm (Plﬂb + Qmm (PI“ + Qmm cP o

IT] Al{‘azm £P3ub ’ 'f{’j:mv' q’Ea. + {?‘mm'q’ sz {)

in quest’ultima i coefficienti R coutengono le derivate di p, fino al
sesto ordine,
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Lie [7] non sono tuite algebricamente indipendenti; per separarne
quelle indipendenti basta saturarle col tensore e ottenendo:

§7,I :5:2? (Plzu') + bnm ‘P|n + Snm § == 0

Ripetiamo ancora una volta la successione di trasformazioni gid
illustrata; abbiamo successivamente :

K Plpg + T 0l + Ty 9 =0

7 gt + g;géq’;ub * EJ;;r;t Pha + E??qt ¢ === 0
(7] V;z Pl + -qu Pl + qu =0

[&] V"q ol \;&Tm = {)

in quest’ultima i coefficienti 'W contengono derivate delle p,, fino al
seftimo ordine.

Le [8] non somo fubte algebricamente indipendenii; per separame
le indipendenti basta saturarle col teusore ¢ otfenendo:

8] Xy #lat Xy =0

Dividendo per ¢ (che ¢i sua natura & diverso da zero), la [8]
diviene:

] Xo(log o), + X, = 0
| QO

da questa risolvendo rispetto a (loge)l., cled al solito moltiplicando
per ay reciproco di X (tale ciod che Xjah = af) o saturando, si ha:
1 1!

[8"] (fog o), + Y, ==
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e questa, infine, derivata e saturata con tensore ¢ ci da:

9] Y, =0

La [9] & equivalente ad una sola equazione indipendente, ed é
una equazione differenziale in p, di ottavo ordine, lineare nelie deri- .
vate ai ordine massimo. Issa & la condizione cercata.

A tale condizione deve dunque soddisfare un generico tensore
doppio simmetrico perché possa essere assunto come tensore di sforzl
interni n un continuo tridimensionale isotropo euclideo, anche se si
dispone & piacimento di opportune forze di campo e di una opportuna
variabilith da punto a punto dei parametri elastici del continuo stesso,

3%, - Veniamo ora ai confinui bidimensionali non omogenei ma
isotropi; Vequilibrio indefinito & retto ancora dalle [1] e [2], con l'av-
vertenza che gli indici sono suscettibili solo dei valori 1 ¢ 2. Quanto
alla {8] se il continuo bidimensionale & euclideo (curvatura ganssiana
nulla: piano e sviluppabili) essa va sostituita dall'unica cquazione
scalare seguente :

[101 &' ek Eihh'.s == () by feyry 5021,

Questa espressa negli sforzi mediante la {2] diviene:
[107] e e [ (ApHya i + (Bpalss} =0

I quests un’unica equazione nelle due funzioni: Ap={(@,, x,) e
B=g¢(m,, x,); essa pertanto, quando si disponga di tali funzioni a pia-
“cere, non impone nessuna restrizione al tensote pg.

Se il continuo non & euclideo, la [10] & sostituita da una pidt
complesse. equazione (1), ma si tratta sempre di uns unica equazione
scalare,

(Y B, a1, Sopra il tensore di deformazione di wn wvelo. R. Ist, Lomb.,
vol, LXII, fasc, XI-xv, 1980,
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Si pud pertanto concludere in generale che nel caso isotropo
bidimensionale (a differenza di quanto avviene nel caso tridimensionale)
qualunque tensors doppio simmetrico pud a priori essere assunto come *
tensore di sforzi interni di un continuo dotato di opporfuie forze
di eampo e di parametri elastici opportunamente variabili da p'unto
a punto,

4°. ~ Abbandoniamo ora la restriziono posta che il continuno sia
isotropo.

Nulla da aggiungere per il caso bidimensionalo nel quale gid
nel caso isofropo nessuna condizione vien posta al tensore degli sforzi
interni,

Per i continui tridimensionali euclidei osserviamo allora che il
legame sforzi deformazioni sard caratterizzato non pit da dus soli
parametri (le funzioni A e B) ma da almeno tre. Questo terzo para-
metro {ed 1 successivi, se i parametri sono pitt di tve) comparira
nella [9] o basterd in generale la sua presenza, data la sua arbitra-
rietd, a togliere alla (9] stessa ogni esrattere di vincolo al tensore Dt s

Si pud quindi concludere in generale che nel caso bidimensionals
ed in quello tridimensionale euclideo, qualunque tensore doppio sim-
motrico pud essere assunto a caratterizzare lo stato Qi tensione elastica
di un continuo non omogeneo non isotropo quando si disponga di
opportune forze di campo e di parametri elastici opportunamente varia-
bili da punto a punto.



SULLA DISPERSIONIE
DEI CARATTER]I MENDELTANI®

MARCELLO BOLDRINI

Accademico Powtificio

SVYMMAREVM, — Monolybrydorum descendentes stabiliorem habent qualitatum
proportionem, quam ex fortuite casu fieri debet. Bx guo patel probabilitatem
evontns ita mutare solere ut plerumque inter se compensentur; gquod accidere
videtur propter. repetitos ex inandvertentia crrores, quibus prasindicatae investi-
gantinm opiniones dant caunsam,

1. - La ricomparsa delle opposte modalithd del caratteri parentali,
nelle seconda generazione di un inerocio monoibrido, nelle proporzioni
di ¥/, e */;, & uno di quei fenomeni entrati nella conoscenza comune,
che nessuno pitt oserebbe mettere in dubblo. Questo fatto, o gii altri
con esso collegati, che stanno a base delle tre famose leggi di Mannrn -
la legge della frequenza, quella della indipendenza dei caratteri e, infine,
la legge della dissociazione dei fattori — hanno costituito il punto di
parienza della Genetica, vale a dire del pitt moderno o promettente
ramo della Biologia; e la massa delle conoscenze, rigidamente confrol-
late o interpretate, & diventata cosi vasta; lintrico delle relazioni cos
tecnico o difficile; 1 fatii nuovi rilevati giorno per giorno cosi lumi-
nosi o assorbenti, da non Jasciar tempo al genetista moderno di ri-
prendere in esame i} pit antico e saldo blocco patrimoniale della
propria disciplina.

Eppure non mancano motivi per farlo, i quali derivano anzitutto
dal dubbio che possa essere solo apparente, tanto cssa & rara, la straor-
dinaris semplicitd del reperti mendeliani, e pol anche da alcune con-

{*) Nota presentate nella Tornate dell'8 giugno 1941.

1 Acte, vol V.
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tradizioni, emerse nel corso degli anni, di eui la pitt recente, scoperta
dal Wines e non ancora risoluta, viguarda il numero del gruppi ge-
netici dei carafteri del pisello, il quale supera il numere dei suol
cromosoml in assetto aploide.

Mi & parso utile riprendere in esame le frequenze statistiche, con
e si manifestano 1 due allelomorfi nella discendenza di un moneibrido,
por controllare se ¢ fino a gual punto la stabilith dei risultati corri-
sponde alla presunzione feorica della dipendenza da un complesso
causale costante, quale & appunto ammesso dalla tevza legge di Mexou,
che dice: « (i ibridi del piselli formano cellule uova ¢ cellule poliine
le quali, in rapporto alla loro costituzione, vappresentano in egual
numero tubte le forme costanéi che derivano dalla combinazione dei
caratteri riuniti con la fecondazione », Tn termini moderni, la produ-
zione dell’uno o dell’altro allelomorto nella discendenza di un mono-
ibride & dovuta al casuale combinarsi di gameli portatorl rispettiva-
mente del gene 1) o del gone R, nei guatiro assortimenti possibili ben
noti, DD, DR, RD, BR. 11 fenomeno avverrcblbe, dungue, nelle pin sem-
plici condizioni un gioco di sorte, eseguito con probabilith costante
in tubti i casi, realizzando, cosi, in pieno, le ipotesi probabilistiche ber-
noulliane. Per conseguenza, data una serie i masse parziali di osser-
vazioni, le frequenze relative dell’uno o dell’altro dei due alleli in I
dovrebbero presentare una dispersione perfettamente normale,

Ma anche il veperto della dispersione supernormale non si pro
oggl pilt eseludere a priori, tenendo conto dei fenomeni della lelalita
e della penctranza, che erano ignoti ma non meno reali ai tompi di
MuNprn e nei primi anui del noveecento.

Supponiamo una serie formata dalla frequenza relativa doella mo-
dalith dominante in alcune massé parziali di osservazioni, sin eseguite
da autori diversi, sulla medesima coppia allelomorfa, sia dallo stesso
autore, s caratterl diversi. Quest’ultimoe o 1l caso di Muwbnuy, che spe-
rimentd successivamente suila forma del semi, il colore dei cotile-
doni, la forma del baccello, cec., in Pisum. Se 1 vari autori ottennero
una diversa incidenza della letalith, oppure se la letalith & ineguale
per i caratteri sperimentati, alle varie masse d’osservazioni corrispon-
deranmo  probabilith empiviche ineguali, e la dispersione della serie
risultera di tipo lexiano,
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Altrettanto & da dire nel riguardi della penetranza, cied della
idoneitd di certi caratteri ereditari ad estrinsccarsi, la quale, come &
ben noto, varia sotto Uinfluenza di circostanze molteplici, non esclusi
taluni fattori esterni, mutevoli percid da lnoge a luogo e da tempo
& tempo.

T difficile invece prevedere a priori che si possa presentare il
reperto della dispersione subnormale, perchd bisognerebbe immaginare
che, in geno a ciascuna delle masse di osservazioni date, la probabilita
di comparsa degli opposti attribuiti parentali variasse secondo regole
uniformi, capaci di esercitare un’azione stabilizzatrice.

2. — Vediamo come si possa misurare la dispersione dells serie
formate dalle frequenze relative con cul si manifesta I'uno o l'altro degh
opposti alleli, in numerosi gruppi di discendenti di wx monoibrido ().

11 caso pitt generale si verifica quando siano note sm masse par-
ziali di n, elementi clascuna (j==1,%2, .. m) di eni f; posseggono il
carattere dominante ed #n;,—f; quello recessivo.

Per 1} ecaleolo e il confronto delle dispersioni effettiva e teorica &
necessario che lo masse siano ngualmente numerose. Pero, dato il caso
generale testd previsto, ehe le masse effetfivamente osservate abbiano
una consistenza numerica diseguale, esse verranno preventivamente
aniformate, adottan_do un unico termine di riferimento N, ponendo
cioé N=n, e calcolando proporzionalmente e corrispondenti frequenze
relative di f;. II valore di N pud essere, volendo, scelto a caso, adot-
tando, per esempio, una potenza di 10, ma pill opportunamente si fard
coineidere con la media armonica degli n,.

Quando, perd, come nel caso che a noi interessa, lo varie masse
parziali n; sono notevolmente diverse I'una dail’altra, & opportuno so-
stituire alla serie ridefle semplice, quella che Cuanvier chiama la serie

(*) La teoria & senz’altro applicabile anche per misurare la dizpersione delle
frequenze relative delle combinazioni di caratteri nella discendenza dei poliibridi,
Aneche a questi, del resto, disponendo del materiale statistico necessario, si possono
applicare il piano di ricerca e le comsiderazioni svolte nella presente Nota.
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ridotta ponderata. Ponendo, per semplicitd, N==1000, si sostituiranno
ai dati delle serie effeftive quelli risultanti dalla seguente successione:

g 1 g s
[£] 1, volte f}f == e fiN;  nyvolte fi' = — 1N
&1

Ta media delle frequenze ridotte risulta allora:

e la probabilith empirica di an snccesso & la seguente:

' it 7t
3] op= fy1 ) m=M:N .
: o)

Per ottenere lo scarto quadratico medio empirico ¢ occorre, anzi-
tutbo, trovare 1 singoll scostamenti:

(Nfi:ny— M) ::(N/j:?qjﬁNiﬁ:Zﬂﬁ)

e 1 loro quadrati:

N 2 T T a
3 (ﬂ — 2 Z fi Z nj) .
J=t

Fel

Ricordando la {8], si pud scrivere pilt semplicemente:

“nf (f; —n50p)" .
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La media di tali quadrati & la varvianza della serie ponderatn:

n )
¥ - 2_. iy oy (/j — u_’]))f’f )
2

o
G2x R (fj"‘" ﬂjop)i’ .
oy
Scrivendo:
. N &1 .
G¥ == v e L () e 3
’ 7 ’% '73;; (/:f .JO?) H

e chiamando I* il primoe fattore del secondo membro, si oftiene la
seguente espressione dello searto quadratico medio empirico:

- W/NZ
6] ¢ =l n?Zﬂﬁ (75— ny.0p)*

juel

Basta ripetere 1 semplici calcoli necessari, per constatare che il
fattore F entra anche nel caleolo dello scarto quadratico medio teo-
rico (basato sulle probabilitd empiriche ¢p e 4¢) il quale, pertanto,
assmme la forma: '

{7 =T VN g .

Il caleclo di o con la formula |[5] & esatto, ma molto laboriosc,
Porcid, lo Cuarvier snggerisce di determinarlo in modo approssimativo
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dailo scarto semplice medio 8, ricordando la ben nota relazione teo-
vies o: 81,2688, che, perd, vale solo per le distribuzioni normali:

: , =1 id
Z Wy
il
Nm 1 & :
8= m '“,;-;;.E ffwwpr )
5" s
>
el
o quindi:
1 it
. " — 2 . . 73
[8] § =17 - k"j Y
g=1

Ottenuto B, si ricava subito il cereato valore approssimato di ¢:
[9] c==1,2683 5 ,

che si confronterd con ,u dato dalla formula [7].

La dispersione sard giudicata normale quando sard approssima-
tivamente ¢ =, ¢ rispettivamente ipo- oppure ipernormale guando
risulteranno significative le disegunaglianze ¢==,u.

11 gindizio di significativitd del quoziente di divergenza:

1_10| Q.":: Gl
& sempre une questione arbitraria, ¢ ci si pud basare, sia sulla tavola

delle probabilith di %® ricordando la volazione messa in luce da
R. A, FisuEr:
o

[11) Qn=y*,

gin sull’errore della gquantita (Q®-~-1), cioe:

112] ' o= Vaim .
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Senonchdé, non bisogna dimenticare, a questo riguarde, le minute o
precise riserve formulate dal Lmxis, cirea linterpretazione da dave al
valori numerici del quoziente di divergenza, né trascurare la critica
rivolta in linea genersle dal Guvr alla teoria degh errori delle costaxti

stafistiche.

3. - Cominceremo il nostro studio dalla serie della tabella I, con-
tenente 1 dati- statistici otenuti dallo stesso Munpun, sperimentando

TasELLA 1. — Ripartizione delle modalitd dominante (D) e recessive (1)
in Wy dei monoibridi di pisello (dati di Mendel).

- Trrequonzse
Irraguoenze nei discon- (.m?riuh(; Heartl nye
donti delle meodalith | ol mo- |, 50 v

dality do- leool.2ol

Carattori allelomorfi parentali D D+ R minante
! . o |
| 1 o I VT
! 2 3 4 B

Colore dei cotiledont . . . . . . 6.022 8.098 | 6.009,11 | 18,89

Torma dei semi. . . . . . . . 5.474 7.824 | 5.48557 | 11,67
Colore del rivestimentio del semi T0h 929 (95,81 9,19
Forma del baccello maturo. . . . 882 1.18L 884,565 2,55
Colore del baccello acerbo . . . . 428 580 434,41 6,41
Posizione del fiori. . . . . . . Ghl 8h8 642,62 8,58
Tmnghezza dello stelo” . . ., . . 87 1,064 196,98 4,93

Totali 14,948 19.959 14,949 66,92

w7 N == 1000
o = 14,049 0 19,950 == 0,749, g ==1- p == 0,251
== (100 x 7): 19,958 = 0,3607, I = 0,5922
8 == 0,B007 {66,92:7) = 35,3507
¢ == 85,8527 x 1,2688. == 4,2019

Q = 4,2019 : 8,1191 = 0,518,
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si 7 caratferi con modalitd opposte del pisello, e conteggiando le fre-
quenze delle modalitd dominante e recessiva nella seconda generazione
ibrida.

Si ha m=7, N==1000. 11 calcolo delle varie costanti di dispersione
non presenta aleuns difficoltd, purché sl ricordino le cose detie nel
precedente paragrafo e si seguano con cura le indicazioni seritte sotto
la tabella. Si-é trovato o==4,20, =812 e percio Q=0,62. Contra-
riamente ad ogni attesa (refro, §1) la dispersione non risulte né normale
né. supornormale, ma decisamente subnormale, rivelando cosi, senza
possibilita di equivoco, azione di circostanze analoghe a quelle previste
neilo schema probabilistico di Pozsox (V).

La serie della tabella LT, riportata in tuttl i trattatt di Genetica,
comprende la massa dei controlli eseguiti sulla legge della dominanza
dal 1900 in poi, ciod dopo la riscoperta delle leggi mendeliane, sul
carattere «colore dei cofiledoni» del pisello, unitamente al risultati
conseguifi dal Mrxprr stesso, che figuravano gia al primo posto nella
serie della tabella I. Lia succossione statistica dells tabella I1 8, dunque,
perfettamente omogenee rispetto al caraftere considerato, ma 1 dati
provengono da autorl svariatl ¢ riguardano coltivasioni eseguile in
paesi, it tempi e probabilmente anche con somenti di razze diverse.

Si ha questa volta N=1000, m=1B. La dispersione risulta di
nuovo fortemente iponormale. Abbiamo, infatti, 6=1,2892, (u=37114
Q=0,35. '

Appena si passa dal campo botanico a quello zoologico, i dati
diventano molto meno ricchi ed omogenci. Por riunire serie abba-
stanza lunghe o basate su un materiale abbondante, mi sono limifato
a fener conto delle esperienze che - imiziate dal nostro collega Acca-
demico prof. Guiwor - furomo proseguite per vari anni, da numerosi
autori, sull’inerocio di varie specie di fopolini. La tabella TI1 raccoglic
le frequenze delle modalith dominante e recessiva, nella discendenza
degli incroci, secondo il colore della pelliccia. $i ha N=1000, m =22,
ed ancora una volta lo searto quadratico medio empirico ¢==2724
visulta inferiore a quello teorico ,p==388,66, onde il guoziente di
divergenza rimane inferiore all’unitd Q=:0,74.

() Cfr. M. Borowrini, Sull’impiega inwestigelive dello schema probabilistico
di Poisson, in « Giornale degli Kconomisti», 1939,
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Taserea Il — Ripartizione dei piselli secondo il colove dei cotiledoni
dominate giallo (1)) e recessivo verde (R) in Iy degli incroci I x R.

I e i
seondonti dagli ibridi dei semi |7 0179 54
Autori dello riverche gl [ghaliorverde) B
D D+R o
4 ny Py | i ”fj |
" 1 B ] q ]
Mpype. . . . . 0 . oL 6.022 8.023 $.025,09 3,09
CorrENs . . . . . . . . . 1.894 1.847 1.887,06 8,94
TsoHErMAX . . . . . . . . 3,66 4,770 8.682,17 2,17
Houwse . . . . . . . . . 1.310 1.1565 1LB17,97 7,97
Barmsox . . . . . . . L. 1L.903 15.806 11.869,95 35,05
Locx . . . . . .« . . . 1.488 1.952 1.465,91 27,91
DagBISHIRE . . . . . . . . | 109.060 | 145.246 | 109.076,58 16,58
DarmisEIRG . . . . . . . . | 1.089 1.443 1.083,66 5,84
Wares . . . L L L L L L 1.647 2.190 1.644,64 2,86
CorrENS . . . . ., . . . . 1.012 1.8366 1.018,88 6,33
TsCHERMAK . . . . . . . 3.000 8,059 2,973,12] 96,88
Loce . . . . . . . . .. 3.082 4.090 8.071,60 10,60
DARBISHIRE . . . . . . . . 5.662 7518 5.645,85 16,16
CorrENE . . . . . . . . . 225 295 221,b4 5,46
Lotk . . . . . ... .. 2,400 3,950 2.440,68| 40,68
Totali | £52.824 | 203,500 |1562.824,—| 209,36
m = 1b, N s 1000
op = 162,624 : 208,500 = 0,761, g=1—,p=0,249
12 2 (1000 x"15) : 208,500 = 0,0787, ¥ = 0,9715
8 = 0,0787(209,36:15) = 1,02865
o = 1,02865 x 1,2635 =1,2892
o == 0,2716 |/ 10005 0,761 % 0,240 = 8,7114
Q = 1,2892 : 8,7114 = 0,347

12 ets, vol. V.
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TaperLa 111 — Ripartizione delle modaliti. dominante (D) e recessiva (R)
in Ty degli incroci di topolini, secondo il colove della pelliccic.

e S et | tnonieha. | Seertd -
seondenti degli ibridi dulla ISO .uli.f:)2 :;ti

[ | modalith | 10 0820

Autori deile rvicerche D DR dominanbe

£ s ol L opl

- o g B 4 o
CugroT. . . . . . . . . .. 198 270 201,23 8,24
s 162 219 163,921 192
S e e e e e e % 93 69,811 2,68

b e 1 99 68,57 9,48
Miss DurmaM . . . . . . . . hd 65 48,44 5,b6
» e 42 B9 4897 1,97

» e e 90 117 87,20 2,80

» o e e e 5O 63 46,95 8,06

) o 25 31 93,101 1,90

» e e 46 83 46,95 0,95

» o 81 117 B7,20 | 6,20

» e e 99 196 93,91 5,08
e 28 29 21,61 1,89
e 30 38 o882 | 1,68

» T 45 61 45,46 0,46

» e e e e e 25 35 26,08 1,08

» e e e 830 4bd 398,36 3,36

» e 849 | 474 | 8BB,27| 4,97

, e e 216 | 986 | 21241) 3,69

» C e 38 b4 1091 2,25

» e 19 21 1868 037
Proare . . . . . . . . .. 80 C 4L 30,56 0,6
Totali 2,095 2.811 2.095,— | &L,10

=22 N s $000
o = 2095 1981 = 0,745, g = 1= p =0,258
2 == (000 5 92) 1 2811 = T,82064, [0 2,708
8 w 7,8264 (61,10 : 22) == 21,7855
a 91,7855 x 1,2588 = 27,24
ot 2,798 |/1000 5 0,745 % 0,255 = 38,56
Q == 27,24 1 38,56 = 0,71
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Infine, nella tabella IV sono state raccolte due serie, riguardanti
entrambe il reinevocio di topolini eterozigoti con recessivi, sempre 1i-
spetto al colore della pelliceia. A differemza degli esempi precedenti,

Tapwira IV. — Ripartizione delle modalite dominante (1) e vecessiva (R)
net discendenti dé incroci fra topoliné eterozigoti (DR) e vecessivi (RR)
secondo il colore della pelliccia (dati di Hagedoorn).

S]BR]:;] 7.‘-;(‘;1:{;?‘3 B
Fréguenzoe dui((-.u]m'i ii‘luqumuﬂ Sc::u'{:iq:'l.s; Froguenze dof colovi | Frequonze | Seartd as-
e om0 | ot | 1 dolonme | 1O Deliain ot di- | todiigho | soletd i,
TSR] I T Ye FLA X <Y 1oed e s e | IO AL 6of
k)] D4R | dominante Ty DR dominante
fi g 01N E fi=op 75’1; fi 7 o ¥y l limop y 1
56 112 55,70 0,80 - 340 T 846,22 G,22
84 I 36,28 2,28 116 247 121,46 5,46
(B! 149 74,06 1,06 208 579 | 984,75 | 13,25
33 1 30,32 2,68 172 836G 180,00 8,00
2 54 96,80 | 0,84 188 987 | 144,16 8,15
29 57 28,53 | 0,67 219 409 | 901,16 | 10,85
115 207 112,82 0,18 bi 108 B3, 60 2,60
18 40 19,868 1,88 116 228 109,67 6,83
40 706 37,17 2,23 _— - —
422 844 492 12,12 1438 2024 1438, - 60,86
i = N = 1000 nr e 8 N = 1000
oP = 4921 849 = 0,497, g = 0,503 o 7 1438 1 2924 = 0,492, g == 0,608
T2 = (1000 x 9) : 848 = 10,6007 112 = {1000 x 8) : 2924 = 9,760
B o= 3,256 Tr = 1,004
8w 10,6007 (12,12 1 8) = 14,2760 B == 2,7860 (60,86 ; B = 20,8141
o = 14,8760 x [,2583 - 17,89 ¢ == 20,8141 x 1,2538 == 26,08
ou- = 8,256 /1000 % 0,497 x (),503?—.: 51,48 it == 1,654 l 1000 x 0,492 x 0,608 26,12
Q = 17,89 : 61,48 = 0,35 L Q = 26,09: 96,12 ~= 1,00
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in cui teoricamente i due allelomorfi avrebbero dovuto comparire ri-
speltivamente in 3/, ¢ !/, dei casi, trattandosi ora di reineroci, le mo-
modalits dominante e recessiva sono attese entrambe in parti uguali.

La serie A & formata da m==9 elementi. Ponendo ancora N=1000,
risulte c=:17,89 ¢ o =51,48, per modo che il quoziente di divergenza
diventa Q==0,30.

Diverso comportamento si nota per la serie B, formata da m==8 ter-
mini. Adottande N=1000, abbiamo ottenuto ¢=26,09 e ,p=26,12,
e percid Qu=1, T questo, dunque, I'unico caso in cui, pur rimanendo
lo scarto quadratico medio cmpirico inferiore a quello teorico, prati-
camente si pud dire che il gquoziente di divergenza conferma al cento
per cento I'attesa teorica di dispersione normale (*).

4. - T risultati precedenti erano assolutamente inattesi, perche,
delle tre pogsibili forme di dispersione, I'unica che non si prestasse
ad una interpretazione preventiva era proprio quella iponormele, che
appunto si & verificata. Siccome, perd, nella Scienza solo i fatti hanno
ragione, noi non possiamo far altro che prendere nota dei risultati
precedenti, ed aggiungerli all'elenco delle difficolth che, come si &
accennato nel § 1, non mancano nemmeno nei fenomeni pitt semplici
della Gonetica.

Se poi vogliamo avventurarci - come pare opportuno ~ in ten-
tativi di spiegazione, possiamo farlo liberamente, tenendo perd presente
che, anche se potessero meritare critiche e suscitare dubbi, essi non
infirmerebbero per questo i fatti riscontrati.

Si noti, intanto, che il reperto della dispersione iponormale si
spiega solo pensando a probabilitd che rimangono uniformi dall'una
all’altra massa d’osservazioni, ma variano in seno a ciascuna massa,
per Vazione di forze compensatrici o regolatricl T noto, ad esempio,
che il fenomeno della mascolinith delle nascite, osservato entro limiti

(*} Parmi utile segnalare a coloro che volessero continuare ed estendere
anche ad altre specie o ad altri paradigmi erveditari i calcoli contenuti in questa
Nota, lopera di A. Lawg, Beperimentelle Vererbungslehre tn der Zoologie, seit 1900,
Jena, 1914, una specie di repertorio contenente melti dati. Di essa — ma non
di essa soltanto -~ mi sono largaments servito. Non credo esista gidh pronta una
raccolta analega per la Botaniea.
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di tempo non troppo estesi, d& lnogo a dispersione normale. Se perd
si elaborano in modo convenienfe le nascite mensili della Sicilia, per
una serie di anni, i rapporti di mascolinitd presentano dispersione
subnormale, a causa del regolare abusivo differimento al mese di
gennaio della denuncia di molte nascite maschili, avvenute, in realtd,
in dicembre e anche in novembre, cid che produce alterazioni e corm-
pensi nelle probabilitd empiriche, ripetentisi di anno in anno.

Nel caso della segregazione dei caratteri mendeliani, non si riesce
a intuire nessun evento analogo nel meceanismo spontaneo del fenomeno,
& percid & 1l caso di chiedersi se esso non sia provocatc da quella
che possiamo chiamare in lato senso l'equazione personale dell’os-
servatoro,

Cominciamo dal considerare le esperienze a cul si riferisce la ta-
bella II. 8i fece un gran discuters, nel primo novecento, dopo la ri-
scoperta. delle leggl di MEeNDEL, circa l'esistenza, o meno, nei discen-
denti degli ibridi, di una continuitd di passaggi fra le modalitd opposte
dei vari caratteri. Tale intermediarietd era sostenute dalla scuocla bio-
metriea, in particolare da Prarson e da Wxrpon, 1 guali accettavano
la teoria darwiniana dell’evoluzione, ¢ ritenevano, quindi, che le va-
rietd derivassero dalla trasformazione di masse di individui, per mezzo
dell’accumulo di piccole differenze, soggeste all’azione della cernita
naturale. Per essi, dunque, 'esistenza, nel discendenti degli ibridi,
di portatori di variazioni intermedie fra le modalitd opposte ancestrali
costituiva un anello importante nel loro sistema deduttivo, mentre sem-
brava contraddittorio il manifestarsi discontinuo degli attributi men-
deliani.

Si poneva sul terreno genetico, opposto a quello del hiometristi,
il Barrson, il quale, con esperimenti numerosi e variati, riusecl, insieme
a Miss Savnpmrs, a provare che la cosi detfa intermediarietd aveva
origini e significati diversi, e, a swo giudizic, non costituiva nessuna
contraddizione ai faftl e alle ipotesi di Muxpz,

Nella disputa, che si protrasse vivacissima per alcuni anni, uno
deglhi argomenti sollevati dal Werpon, a favore della tesi dell’inter-
mediarieth, ora appunto basato sul colore dei cotiledoni del pisello,
Il dotto naturalista o statistico, fra Valtro, acquistd sul mercato due
parfite di semi delle varietsa Telephone e Stratagem (& noto che MENDEL
non dava importanza alle razze madyi su cui gperimentava) e fece ve-
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dere che, gia a,}l’origine, si poteva riscontrare, nell'una e nell’altra, tutta
una gamms di tinte dei cotiledoni, dal verde, al giallo, all’arancione.
Con questo e con molti altri argomenti, egli ritenne di aver sollevato
un dubbio grave contro la legge della segregazione (V).

It Barnson rimase dapprima scosso dalle obiesmioni del Weipon,
ma, dopo ripetute esperienze, si convinse che la mistura e la grada-
zone dei colori era mn fatto puramente fenotipico, dovuto alla espo-
gizione del baccello alla luce e al sole. I semi verdi, infatti, a suo
gindizio, scolorivano solo nella parte rivolta superiormente, ma la loro
natara conservavasi eminentemente recessiva (*).

Queste discnssioni hanno perduto oggi complefamente la lore
atbnalitd: la Genetica ha vinto le sue prove e, se anche & vero che ta-
Inne interpretazioni date ai fatti ereditari dai Barsson sono state do-
vute abbandonare, nessuno osevebbe sostenere che, intorno al punto
specifico della segregazione dei caratteri mendeliani, avesse un po’ di
ragione il sno avversario. Tuttavia, il contrasto di idee ora vicordato
non ha soltanto wn valore accademico, perchd esso dimostra che allora,
come necessariamente anche oggi, non era affatto un'impresa facile ¢
certa clagsificare i piselli discendenti dagli ibridi, secondo le due op-
poste categovie genoﬁpiche di colove dei cotiledoni, giallo e verde.

B. - Torniamo, ora, alle costanti di dispersione dolle serie stafi-
stiche esaminate nel §3, cominciando dalla tabella I, e domandiamoci
come si possa, spiegare il basso quoziente di divergenza trovato. E lecito
presumere che, se la classificazione dei cotiledoni del pisello Tosse
stata affidata a persone del {utto inesperte, sulla scelta dei casi dubbi
avrebbe largamente influito il caso. La variabilith della serie sarebbe
risultata pivttosto forte, ma ~ supponendo che i eriteri di scella fossero
vimasti immuteti dall’uno all’altro gruppo d’osservazioni e ammettendo

) W. P R, WeLnon, Mendel’s Lows of Alternative Inherilance in Peas,
in «Biometrika», I, 1902, pag. 228954, — Ip., On the Ambiguity of Mendel’s
Categories, ibidem, 11, 1902, pag. 44-5b. — In., Mr, Bateson's BRevisions of" Men-
dei’s Theory of Heredity, ibidem, IT, 1903, pag. 286-295.

(*) Vedi riassunti questi argomenti nell'opera: W. Bavuson, Mendel’s Prin-
ciples of Heredity, Cambridge, 1918, pag. 235-244, B :
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come vera la spiegazione di Mewprn ~ la dispersione sarebbe apparsa
normale. Viceversa, dato che le ricerche sono state condotte in luoghi,
in tempi, da persome, con razze di semi spesso diversi, & pitt logico
ammettere che gli individui inesperti incaricali della selezione avreb-
bero adottato criterl leggermente ineguali I'uno dall’altro. In fale ipotesi,
con tutta probabilitd la dispersione della seric sarebbe risultata iper-
normale.

Ma la veritd & diversa; la selesione dei colori venne eseguita da
scienziati illustri, perfettamente consapevoli delle leggi di MewNprr.
Percid, sorge spontanco il dubbio che, nel separvare i cotiledoni gialli
dai verdi (due colori gia di per sé facili da confondere, data la fto-
nalitd con cui si presentanc nel pisello) essi si siano lasciati alquanto
influenzare dal preconcetto teorico. Convinti, come dovevano essers,
della giustezza delle scoperte mendeliane, che agsegnavano nella discen-
denza monoibride degli eterozigoti %/, alla modalitd dominante (giallo)
e Yy a quells recessiva {verde), pitt o meno inconsciamente 1 vari
sperimentatorl regolaronc forse la separazione del colori, nei casi
dubbi, in modo da conservare a clascuno la proporzione prevista teo-
ricamente. Di qui, la forte azione compensaivice, che il quoziente di
divergenza Q=0,35 mette in plena luce.

Lo stesso ragionamento, con le variazioni del caso, 83 pud ripetere
relativamente alle ricerche intorno alla eveditarietd del colore della
pelliceia nel topolini. Anche le tabelle IT1 e IV rivelano una disper-
sione subnormale; ma 1 quozientd di divergenza soune compresi fra
0,35 e 1, rimanendo, quindi, generalmente superiori a quello calcolato
nella tabella Il 851 pud dire, per questo, che la cause stabilizzatrice
abbia agito meno fortemente sulle serie zoologiche che non sui vi-
sultati botanici della tabella 11? Vi sono ragioni per rispondere col si,
mentre alire suggeriscono il ne. 81 nol: che, 11 pittcdelle volte, negh
inerocl veniva usafo, come modalitd. recessiva, i1 colore albing, che &
facile da idensificare. Alire volte, perd, traltavasi di inerocei fra soggetii
unicolori (I}) ¢ soggetti macchiati (), o fra animali con pelliccia
grigia (D) ed argentea (1Y), ecc., relativamenic al quali sono sempre
possibili incerfezze di classificazione. Vi & anche da temere che, nel
easo del topo, a talune varieth recessive, si accompagnl una certa le-
talita. Come si dicova nel §1, ¢id potrebbe creare una tendenza alla
dispersione supernormale, che, anche quando sia piccola, facilmente
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maschera o soverchia ogni contraria causa stabilizzatrice (*). Tutto con-
siderato, & difficile giudicare se le esperienze zoologiche, i cul risultatl
si leggono nelle tabelle JII ¢ TV, furono meno influenzati dai pre-
conceli toorici, capaci di attenuare ia dispersione, oppure se tale ton-
denza appare meno infensa perchd, insieme ad essa, agirono forze op-
poste, come ad esempio la letalitd, che tondono invece ac esaltarla (*).

6. — Tutto’ quanto precede & certamente sostenibile, fino a che s
tratia delle ricerche eseguite nei primi anni del novecento, nell’ardore
della riscoperts. delle leggi dell’ercditariets biologica, mentre aiuta
assal meno per comprenderc la dispersione subnormale della serie
della tabella I, basata sulle esperienze dello stesso Muwpsr, che non
doveva avere al riguardo alcun preconcetto teorico.

Tuttavia, rileggendo la celebre memoria di lui, DPattenzione si
concentra sul fatto che le esperienze sull'ibridismue dei piselli durarono
otto anni, onde i primi veperti poterono con agio essere moltiplicati
e controllati in varie generazionl successive. Bi apprende inoltre che
i caratterl forma del seme (liscia e 1ugosa) e eolore dei cotiledom
(giallo e verdo) « si sviluppano immediatamente dopo la fecondazione.
artificiale, per esclusiva influenza del polline estraneo. Percid, essi
possono essere osservati perfino nel primo anno di esperimento, mentre,
come & naturale, tutti gli altri caratteri compariscono sole mnell’anno
soguente, nelle piante nate dal seme incrociato ». Pilt sotto, Mexpur,

(1) Vedine le ragioni teoriche nella min memoria: Sull’impiego investiga-
tivo dello schema ecc., oit.

(*) I} sospetto che un’influenza stabilizualrice delle serie qui studiate possa
derivare involontariamente dal preconcetto teorico degli sperimentatori trova ap-
poggic nel fatto seguente. 11 Lawe (op. cit., pag. bll) dopo avere esposto a lungo
16 ricerche di miss DurmaMm sull’ereditarieth del colore della peliicein mei topi,
cosi comineia un nuovo paragrafo: « Concludendo, miss DurHAM comunica anche
un risultato dell'incracio di topi grigi selvatici, eteromigoti rispetto al fattore
della zonatura, & attendeva di riscontrare um rapporto mendeliano di 3:1 di
animali grigi e neri. Kssa, invece, ottenne 76 animali grigi contro 87 neri, oib
che non va d’accordo col vapporte 3:1». Dungue, almeno il Lare trovava ra-
gionevole tener da parte guesto risultato eccewionale, che avrebbe fatto salire
1a dispersione della serie formata .dai soli risultati conformi.
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descrivendo uno a uno i suol risultati stalistici, spiega ulteriormente:
« I* esperienza, forma del seme, Da 253 ibridi, si ottennero 7324 semi,
nel secondo anno delle ricerche ». 8i deve concludere da tutto cid
che forse molto presto, ciod fin dal primo o, al pih tardi, dal se-
conde anno di lavoro, Mexpri potd stabilire le proporzioni in eui
appaiono i due allelomorfi, nella generazione degli ibridi. Non vi &,
dunque, nessuna impossiblitd che "questa conoscenza, raggiunte assai
per tempo, abbla, in qualche meodo, influenzato il suo gludizio perle
classificazioni successive. Del resto, anche Menpmr incontrd e do-
vette superare le difficoltd classificatorie messe in Juce 40 anni dopo
dal ‘Weroor. Quantunque egli avesse curato di scegliere, uelle sue
esperienze di incrocio, caratteri con modalitdh bem differenziate, non
sfugel alla sua grande perspicacia il fatto che, in cerfe circostanze, i
semi verdi tendono a sbiancarsi (il fenomeno disputato in seguito fra
‘Wrroow e Barsson); che, per quanto riguarda Valtezza, le plante
eterozigote lussureggiano, raggiungendo gquindi dimensioni superiori
a quelle delle piante madri; che nelle colture, le plante nane soffrono
dalla vicinanza delle giganti, e percid oceorre trapiantarle, alievandole
a parte, ecc. V1 sono, dungue, da un lato Pinfluenza psicologica del
primi risultati, sul gindizio relativo ai successivi, dall’altro le inevitabili
incertezze di classificazione, che possono spiegare, anche nel caso della
serie di MzwnvrL, la dispersione subnormale della frequenza relativa
delle moclalita dominanti. Il quoziente di divergenza della serie della
tabella I, alquanto superiore a quello calcolato sui dati della tabella IT,
supponendo esatta la spiegazione data, sembra dimostrare — come &
logico - che MuwpmL inconscimmente adattd i visultati sperimentali
alle esigenze della teoria in misura minore di guanto non facessero

quaranta anni dopo i suoi continunatori.



OSSERVAZIONI SULLA INNERVAZIONE
DEL SISTEMA DI CONNESSIONE SENO-ATRIALE
ED ATRIO-VENTRICOLARE
DEL CUORE DEI MAMMIFERI )

GIUSEPPE VERGA.

SvaARIVM. —— Subtiliores partes innervalionis motoriae ac sensitivae totius
systematis connexionis cordis mammiferorum Auetor describit, ostendens tales
adesse anutomicas notus, guibuy reflexae reactionis evenire possing,

Riferendomi ad una mia precedente pubblicazione in collabora-
zione col Parusst sulla innervasione del nodo senc-atriale della talpa;
vipeto qui soltanto riassuntivamente 1 dati bibliografici che avevamo
esposti in quella pubblicazione ¢ che riguardavano tutlo il sistema
di connessione cardiovettore in gencralo.

Risulta cdalla bibliografia che: secondo aleuni innervazione del
tessuto nodale non. avrebbe nessun caraftere distintivo rispetio a
quella del comune miocardic: a tals conclusione pervengono infabhi
Dy Gamrax 1911, Momsox 1912, Howmes 1921, ecc.

Altri autori nsando una tecnica pitt fine hanno constatato che il
tossuto specifico & pilt riccamente dotato di strutture nervose che non il
circogtante miocardio (D Wire 1909, Exerr 1910, Orprvarmver 1912,
Lawrentnw 1930, Scacuia 1927, Pace 1981, 1932, 1934, Avrivo 1832,
1984, Cuiopr 1982 ¢ 1986, Virarr 1987, ¢ da ultimo Anramam 1940).

(*) Nota presentata dall’Accademico Pontificio Antonio Pensa nella Tornata
dell’8 Giagno 1841,
Lavoro eseguite prosso 1'Istituso Anatomico della R, Universith di Pavia,

13 Adeta, vol. V.
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Vi sono poi autori per i quali il tessuto specifico & non golo pitt
ricco di strutture nervose che il circostante miocardio, ma o dotato di
suol particolari apparati nervosi (Musxrssonn 1918, Verarr 1937, ecc.).

Infine altri autori, per la complessitd d’innervazione del sistema spo-
cifico & per alcune sue caratteristiche morfologiche, sono giunti a para-
gonare Vapparato specifico al fusi neuro-muscolari dei muscoli somatici
(Rerzen 1908, Kumy e Mackexar 1910, Kexr 1914, Virar 1937).

Altri invece negano decisamente questa iterpretazione: principal-
mente vi si oppone il Winson (1909) seguito da altri, pur annettendo
al sistema 1] significato generale di organo neuvo-muscoiare.

Particolare rilievo meritano le notizie forniteci da aleuni dei ri-
cercatori pitt recenti e che avendo ottenuti i reperti pitt fini hauno
approfondite il problema dei rapporti fra fibre nervose ¢ fibre mu-
geolari specifiche del sistema di connessione.

“Sero (1936) asserisce che nell’'uomo tutie le fibre muscolari car-
diache, tanto le comuni che le specifiche, vengomo osclusivamente
inmervate per mezzo di reti termivali nervose, che nel cuore «non
sembrano estesc cosl filtamente come in altrl tessubi... ma vi formano
cordoni piil o meno stroiti» i quali, anastomizzandosi fra loro pitt
volte, darebboro origine ad un plesso mervoso a maglie grossolane.
Joncorrerebbero  alla formazione i questo reticolo ferminale fibre
simpatiche ¢ vagali ed i prolungamenti di cellule nervose intramurali.

Nel fascio atrioventricolare si troverebbero molto pilt abbondants
che altrove fibre mieliniche molto grosse, di natura afferente o sen-
sitiva, Inoltre le fibve muscolari specifiche «in miodo spiccato e forse
pitt riccamente che quelle comuni» sarebbere provviste di fermina-
zloni sensitive. Riproduce a fig. 20, wna di queste terminazioni che
ogli ascrive al secondo, fra i due tipi da lui riscontrati nel cuorve;
essa sarebbe rappresentata da numerose ramificazioni le quali, nella
zona recebtoria, terminerehbero liberamente,

Virarn (1986) ha viscontrate che clascuna fibra del Purkinje, in
Ouvis Aries, sarehbe rivestita da una vele nervosa da cui parbivebhero
ramificazioni penetranti, non solo fra le cellule di cui la fibra risuila
composta, ma anche nel citoplasma di tali collule. Pertanto egli &
propenso a ritenere che «apparato nervoso sopra descritto (nel quale
le fibre del Purkinje esplicano uua funzione analoga a quelle delle
fibre muscolari del fascetto di Werssmaxx del fusi neuro muscolari dei
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muscoli volontari) sia un apparato neuro-muscolare di natnra afferente».

Interessante da parte del Asranam & la critica al « terminal - re-
ticulom «di Seto» 1 eni disegni ~ egli dice - sono molto belli teeni-
camente ma probabilmente rappresentano fatti completati con un po’
di fantasia ». ‘

Infatti allo stesso Asramam molte formazioni che ad uw primo
esame erano sembrate reticoli terminali, ad un pih serupoloso esame
con ingrandimenti fino a 2400 diametri si manifestarono formate non da
fibye anastomizzate, ma da fibre decorrenti su piani differenti I'una sopra
delValiva: visultandone plessi straordinariamente fini di tenui fibville.

Riguardo al problema ancora aperto del modo di terminare delle
fibre infracardiache, Asranan reputa che vi debbano essere terminazioni,
come del resto & stato dimosirato dalla fisiologia ¢ dalla farmacologia.

Neil'epicardio e mnellendocardio della zona del seno ha visto
anche espansioni sensitive.

Puar senza essere in grado di prendere nna posizione riguardo
alla natura della funziene del tessnto nodale ritiene che la ricohezza
di mervi della regione stessa non depone certo in favore della feoria
miogena della conduzione dello stimolo.

Lia guestione tanto dibattuta trovavasi a ¢uesto punto quando io
e Pavome, in collaborvazione, viprendemmo a studiare con fini metodi
tecniet linmevvazione del nodo seno atriale della falpa la cui parti-
colare ricchezza aveva gia colpite Vattenzione di altri ricercatori. Le
nostre ricerche portarono ai segnenti visulati:

1% che al nodo del seno della talpa & annesso un ganglio e che
questo ganglio & di nature simpatica;

2%) che al complesso rappresentato dal ganglio e dal nodo del
seno giunge un ramo nervoso del plesso cardiaco costituito da fibre
presumibilmente del nervo vago ed altre ortosimpatiche;

3°) che le fibre ortosimpatiche formano prevalentemente i plessi
perivagali;

4) che le fibre del vago in parte sono fibre pregangliari che
81 mettono in rapporto per mezzo di sinapsi nenrosomatiche con le
cellule del ganglio; in parte si distribuiscomo largamente e¢ diretta-
mente nella compagine del nodo;

5% che gueste ultime fibre molto nunerose ¢ variamente disposte
formano nel node un fittissimo plesso compenetrante il tessuto musceo-
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lare specifico di esso e che si risolvono negli interstizii fra le fibre
muscolari del nodo ed anche intorno & queste in grovigli terminali
assai intricati e bizzarri. Non esitammo a ritenere che questi. grovigi
costituiscono nel loro insieme un sistema espansionale periferico sen-
sitivo che in qualche dettaglio vicorda il comportamento delle fibre
nervose di aleuni corpuscoli terminali di senso (di quelli di WaeNpr~
Mursener, di quelli di Knavse-Doaren, det corpuscoli dei Rurpin, del
fusi meuro-muscolari) non perd mai, come in guest individuati in
formazioni separate e distinte e tanto meno incapsnlati;

6°) io ed il Parumel abbiamo anche chiaramente dimostrato che
le fibre post-gangliari, che corrispondono al neuriti delle cellule del
ganglio annesso al mnodo, si distribniscono finemente ancl’esse nel
nodo e si mettomo in stretto rapporto con le fibre muscolari. Le ab-
biamo interpretate come fibre eccitomotrici;

79) altre fibre fini che si riducono a cilindragsi nudi formano
plessi perivasali e furono da nol interpretate come fibre vasomotriei
di natura ortosimpatica.

Prendendo come punto di partenza i visultati gia da me ottenuti
in collaborazione col Pavvmsr riguardo alla imervazione del nodo
senoatriale della talpa, ho riconfermato col corredo di nuove prepa-
razioni i risultati oftenuti ed ho potuto meitere in evidenza nuove
particolarith di dettaglio. Ma sopratutto ho esteso le ricerche a tutto
il sistema cardiovettore della stessa talpa ed inoltre a tutto il sistemn
cardiovettore di aliri mammiferi (bue, vitello, vane, viccio, rafibo), pren-
dendo in esame quindi anche il nedo di FTawara ed i} fascio di His.

Oltre ai metodi comuni per l'allestimento di preparati di orien-
{amento (ematossilina-eosing, Matiowy) ho usato altre tecniche par-
ticolarmente adaite per la differenziazione del sistema nervoso, guali
il metodo della reazione nera di Gover, it metodo fotografico di Cadan
o quello al cloruro d’oro di Ruswiny. Ma a tali metodi, per la loro
incostanza e spesso per la loro incompletezza, ho quasi sempre pre-
forito il metodo di Brenscnowskr nella modificazione Paromss, che mi
ha permesso di ottenere risultati soddisfacenti mei vari animall.

Come materiale di ricerca mi sono servito di cuori di animali di
grossa mole (vitello, bue, cane) o di animali pitt piccoli (ratto, taipa,
rie¢io). . : '
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Nei primi ho proceduto all’isolamento, con la dissezione macrosco-
pica, di lunghi fratti di apparato specifice (branche del fascio di His,
nodi di Keith e Flack, di Tawara) che poi ho softoposto ad una pronia
fissazione dividendoli in numerosi frammenti di minori dimensioni,

Pur non avendo (rascurato questo materiale Lo preferito quello
fornite da animali di piccola mole. Tunanzi tutto per la facility di poter
disporre di un nnmero notevole di cuori e di peter cosi olfenere pre-
parati migliori, secondo sezioni orientate nel diversi piani. Riesce cosi
pit facile controllare ripetutamente aleuni veperti e sorprenderne altri
che, per meno favorevole orientamnento dei piani di sezione, avrebbero
potnto sfuggire all’osservazione {ad esempio le counnessioni nervose
tra gangli e nodi, alcune espansioni che solo in certe sezioni appaiono
complete),

Inolire negli animali di piccole dimensioni, come gid ha osservato
il Cmiopt, il tessubo specifico rappresenta un settore del miocardio
proporzionaimente pitt sviluppato che non negli animali di maggior mole. |

Riguardo alla inmervazione del nodo seno atriale della talpa ho
oltennto nuovi particolari strutturali anche pit fini e completi di quelii
gid descritti nella nota precedente; ma nel complesso non posso che
confermare quanto & stato don me affermafo in collaborazione del
Pavumer e ciod che:

« T fatéi che abbiamo messo in evidenza cf forniscono una docu-

¥

menfazione morfologica abbastanza esanriente per confermare ed ap-

¥

poggiare il concetto che il nodo seno atriale sia un organo neuro-

=

muscolare sensitive motore, ¢ che dal punto di vista funzionale ed

¥

anche per qualche somiglianza morfologica delle espansioni perife-

¥

viche yecetirici, 'analogia con Papparato sensitivo motore della mu-
seolatura somatica consistente nei cosi detll fusl newo-muscolari non

¥

¥

pud non deve essere esclusa.
» Nell'uno e nelP’aliro caso abbiamo, in genc ad un organo mu-

¥

seolare (muscolo somatico in un caso, miccardio nell’altro), distinti

¥

settori di tessute muscolare, che hanno caratteri particolari e che,

-1

clire ad una innervazione motrice, sono provveduti anche di una

¥

eospicua innervazione sensitiva specificamente differenziata.

» Anche se le diffevensze fra apparecchio neuro-muscolare nodale

¥

ed apparecchio meurc-muscolare del fusl sono abbastanza sakienti
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non sono perd sostanziali e del vesto trovano, in parte almeno, spie-

£

£

gazione in quanto sono viferibili alla diversitd morfologica e funszio-

¥

nale della muscolatura innervata o dalla diversa natura (nevrassiale

¥

e simpatica) della loro innervazione motrice.
» Infatti, se consideriamo il substrato rauscolare, & evidente la

¥

pil netta e demarcata individualith che hanuo i fusi disseminati
nel muscoli somatici in confronto al tessuto museolare del nodo che

£

¥

& continua con il resto del sistema cardiovettore e col commumue tes-
suto miocardico. In rapporto a cid anche le espansioni sensitive pe-

¥

riferiche del nodo sono ocstese e diffuse a tutto Vorgano invece di

¥

¥

avere quel tipico, ecircosevitto caratiere di individualith terminale

che hanno le fibve sensitive del fusi.

¥

» Rignardo poi aila innervazione motrice, intercorre fra fusi e
nodo la stessa differenza che intercorre fra tessuto wuscolare striato

£

somatico e tessuto miccardico; lo fibve muscolari dei fusi sono in-

b

%

nervate da fibre motriei di origine nevrassiale che terminano con le
tipiche placchette ferminali; invece al nodo, come al resto del mio-

¥

cardio, si distribuiscono a rete fini fibre simpatiche che traggono la

¥

loro origine dalle ceilule di gangh simpatici, uno dei quali, nel cago

¥

¥

speciale del nodo del seno della taipa, & intimamente connesso col

nodo stesso tanto da risultarne un complesso caralieristico nodo
gangliare. Lia via motrice destinata ai fusi delia muscolatnra soma-

w

tica proviene direttamente dal nevrasse; quelia destinata al nodo &

w

invece interrotia lungo il suo decorso dalla presenza di nn ganghio

¥

£

simpatico, 1 appunto nel ganglio ammesso al nodo che abbiamo messo
»in evidenza guelle carafteristiche sinapsi fia fibre pregangtiari del

vago o cellule nervose che abbiamo descritte .

£

Ora con le mis nuove osservazioni sono giunte ad analoghe con-
clusioni anche, per guanto si riferisce alVinnervazione del nodo atrio-
ventricolare di «Taipa europea». Infatii anche nel nodo atrio~-veniri-
colare ho potuto distingnere:

@) una parte effettrice costituita da fibre vagali pragangliari
che contraggono sinapsi con le cellule nervose dei gangli simpatici
che al nodo sono addossati; e da fihre post-gangliari che si distri-
buiscono variamente atle fibre muscolari specifiche del nodo. All'm-
nervazione del nodo atrio-ventricolare appartengono anche fibre or-
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tosimpatiche, vasomotrici, provenienti probabilmente dai gangli della
catena;

by una parte afferente recettrice costitwita da fibre vagali che -
nel nodo dannoe luogo ad espansioni terminali che non sono indivi-
dualizzate in formawioni separate, ma compenetranc diffusamente ed
estesamente la frama muscolare nodale.

Nel fascio di His della talpa ho potuto osservare fibre probabilmente
simpatiche formanti un plesso a larghe maglie a ridosso della muscolatura
specifica; o fibre cerebro spinali che terminano con particolari espan-
sioni terminali caratteristiche, sulla superficie di tali fibre muscolari,

Anche nel nodo di Tawara di ratto ho potuto distinguere fibve
grosse mieliniche molio verosimilmente appartenenti al vago che costi-
tuiscono con le loro pin finl espansiont un apparato sensitivo diffuso
m tutto Pambito nodale; ¢ fibre nervose post-gangliari provenienti
dai gangli annessi al nodo a funzione eccitomotrice.

Nel ratto, a differenza della talpa, anzich® un grosso ammasso
gangliaro simpatico addossato alla superficie del nodo, si hanno molii
piccoll ganglictti o talora anche singole cellule nevvose simpatiche
gparse nell’interno del nodo.

Inoltre nel consettivo che sta immediatamente vicine al nodo
ho potuto dimostrare speciali espansioni a gomitolo, tipo Muisswir,
i notevoll dimensioni,

Nel riccio il tessuto nodale (nodo di Tawara) & formito di wn
vicco contigenie mervoso che perd non raggiunge lenorme vicchoezza
di fibve nervose che si riscontra nel nodi della talpa.

Anche qui si hanno:

a) fibre simpatiche post-gangliarl provenienii da gangli piu o
meno vicinl al nodo stesso. Tali fibre costiluisecono Dinnervazione
motrice del tessuto nodale;

h) fibre grosse probabilmente vagali che con il love comporta-
mento damiv luogo ad un ntreccio che ricorda, a parte differenze non
sostanziali, quello espansionale descritto nei nodi della talpa.

Tali fibre poi in aleuni punti del tessuto nodale, danno luogo ad
evidenti espansioni lamellart appiatlite del tutto caratieristiche.

Nel loro complesso tutte le fibre di questa seconda categoria (b)),
costituiscono innervazione sensitiva del tessuto nodale.
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Nel cane, noll’immediata vicinauza ¢ talvolta anche nel mezzo del
tessuto spocifico (nodo di Tawara e fascio di His) ho osservato nume-
rosi gangli nettamente simpatici ed evidenti plessi perivasali. Nel tes-
suto specifico del cane & poi visibile un fitho intreccio di fibre simpa-
tiche e di fibre cerebro-spinali: queste ultime con il loro comporta-
mento sembrano costituire un apparato nervoso, paragonabile a quello

~descritto per la talpa e percid secondo me da ritenere quale apparato
sonsitive diffuso nella trama nodale. Particolarmente ricea di fibre ner-
vose appare nel cane la cosidetta regione del sono (Sinus-gegend).

Infine nel fascio di His di vitello ¢ di bue ho potuto dimostrarve

un enorme guantitd di fibre nervose che raccolte in grossi fasel decor-
rono pavallelamente ai cordoni deghi elementi del Purkinje. Alcune
fibre le pift fini ed apparentemente amieliniche, sono di natura proba-
bilmente simpatica ¢ formano a ridosso delle fibre muscolari un in-
treccio a larghe maghc; alire pili grosse con grosso manicobto miel-
nico sono di caralttere cerebro-gpinale ed appartengono con tutta pro-
babilith al vago. Hsse, dopo un decorso pitt o meno Hessroso e tor-
tuoso, danno luogo nel connettivo intermuscolare del fascio a partico-
Jari groviglietti che hanno Vaspetto di terminazioni sensitive; talvolia
poi danno luogo a vere espansioni capsulate o formanti guindi ben
circoscritti od individualizzati corpuscoli terminali aleuni dei.quali non
dissimili da quelli veduti dallo Scaciia.
. Curioso e di significato non chiaro mi & risultato il fatlo che né
le fibve dell'una nd quelle delValiva categoria hanno i1 carattere di
quelle espansioni che il Viram ha descritto come nervose nel fascio di
His del montone. Ad ogni modo, a differenza del Virary, non ho mai
potuto constatare la penctrazione di fibre nervose nelVinterno delle
cellnle del Purkinje. :

Pertanto, dalle mie ativali rieerche compiute ad integrazione di
quanto avevo gid notato in collaborazione col Parusm: nel nodo seno-
atriale della talpa; credo che si possa affermare che in tutto il sistema
di connessione del mioccardio, almeno dei mammiferi da me studiat
(talpa, viceio, ratto, cane, bue, vitello) vi & un plano fondamentale di
innervazione uniforme o costante cosfituito:

1%} da una parte effettrice di natura para«simpm;ica‘ra,ppresem
{ate da fibre pregangliari del vago; da gangli. simpatici, in stretto rap-
porto col tessuto cardio vettore, che possono essere variamente disposti,
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ma che sono costanti; da fibre post-gangliari che hanno ampia distri-
buzione e Infime connessioni con gli elementi muscolayi specifici del
sistema ;

29) da wn contingente di fibre vasomotrici con tutta probabiliti
ortosimpatiche;

3%) da una cospicus innervazione recettrice formata da fibre
sensitive del vago.

Ho potuto poi dimostrare che, oltre alle espansioni sensitive diffuse
nel complesso muscolare del sistema cardiovettore, si possono incontrare
m alewni seftori del sistema stesso ¢ in aleuni mammiferi (riceio, ratto,
bue) anche espansioni terminali pitt differenziate ed individualizzate,
alcune delle quali anche capsulate in modo da costituive veri corpu-
scoli di senso di vario tipo. Anche guesti nuovi dati dimostrano chia-
ramente che in futto il sistema vi somo morfologicamente tutti gli ele-
menti per consentive Vistituirsi di riflessi; e non & da escludersi che
1 vari tipl di espansioni terminali sensifive siano espressione morfo-
logica di riflessi i varia natura,
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DI ALCUNE RECENTI MEDIE &)

PIETRO MARTINOTLE

BYMMARIVM. — (Qpportune descriptis varils rationibus quibus medins numorus
supputari solel, auctor novarwn mediarum trigonomelricarnm duo affert exenpla,
demonstrans quam commoda sit methodus relationis ad funetionem, qua methodo
itlag 1medine computatas sant,

DUk PROBLEMI DELLE MEDIE SOGGETTIVE

1) I molteplici punti di vista dai quali la Statistica leorica esa-
mina genericamente le modie soggetiive di un gruppo di dati, si pos-
sono ridurre a due soli, quando questo esame viene Hmitato, come ora
si infende di fare, alla sola parte matematica; ad essl corrispondono
I scguenfl problemi fondamentali: ‘

la. determinazione di medie, quali espressioni matematiche di ope-
razioni da eseguive sui dafi;

la scelta del tipo pitt opportuno di media per ogni singolo caso
pratico.

Di questi il secondo entra necessariamente nel campo concrefo,
¢ puo trascinarvi una parte pitt o meno grande del primo, a seconda
del maggiore o minor legame fra essi esistente. '

Col proposito <i fornire nuovi elementi di valutazione dei pregi
o difetti dei diversi modi di concepire una media, tenendo conto di
aleuni suoi tipi, recentemente aggiuntisi a quelli che hanno gid for-

(*) Nota presentata dall’Accademice Pontificio Marceile Boldrini nella Tor-
uata dell’8 pingno [941.

14 dote, vol. V.
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mato oggelto di analoghe considerasioni ('), ¢ coordinando questi con
i nuovi, si ritiene opportuno stabilive una classificazione delVinsieme
delle pitl nobe espressioni matematiche di medie.

Sul comportamento di gueste rispetto ai predetti problemi fondera
la classificazione stessa, e da questa, inoltre, si potranno indurre aleuni

ulteriori sviluppi delfimportante e vasto campo di vicerche.

Il primo problema
2) K noto che le classiche medie

aritmetica
quadratics -
geometrica
armonica

sia semplici che ponderate, di n dati @, ¢y ..., @, sono comprese come
" easi particolari nell’'unico tipo di media m, dordine k:

iy, o

corrispondentements al casi di ko= [,2,0, - L.
Medie ponderate aritmetiche, geometriche od armoniche, i eul pesl p

siano particolariente espressi da:

o b n=1 iy 1aa [ R
P () e (1)

(1} La presente nota & un complemento di Hsfensioni nel concetto di media.
« Gorale degli Keotomisti » o « Annali di Beonomia », Cedam, Padova, 1939-xv11,
ove & contenula la brove hibliografia dell’argomento. Pubblicazioni successive a
questa, ¢ che hanno dato motivo alla presente, sono:

1. Preswrrs, Medie ascendenti ¢ medie discendenti, Supplemento statistico,
Perrara, 1989-X VIL. «Metron », Vol XIV. Roma, A. Pratelli 1940-xvu1. — G. ZAPYa,
Osservazioni sulle medie combinalorie, idem; Swdle medie trigonometriche, idem.
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ove h pud essere un intero qualunque, hanno formato oggetto di par-
ticolare stndio, gotto la denominazione di «ascendenti o discendenti d’or-
dine & » perché ottenibili anche con particolari operazioni procedenti
in ordine inverso sui cati.

Un grappo di medie pit complesse delle my,, ¢ che le comprende
in pavticolare, & quello delle cosi defte medic « combinatorie », Ta loro
formula ¢ deducibile da quella delle my, sostituendo ai semplici tor-
mini pra®, p; delle somme ivi contenute, i gﬁrnblotti di un numero ¢ di
analoghi fatbord

p h I3 y
Pl P L Pl ) PPy eeen P

le successioni di tali fattori essendo formate da tutte le combinazioni,
sin semplici che con ripetizione, ¢ a ¢ degli n dati: alVindice di ra-
dice k va conseguentemente sostituito ck.

Pilt generalmente si sono costruite medie combinatorie con la ra-
dice (ck — dh)=* del guoziente di una frazione identica a quella risul-
tante dalle predetie sostitvsioni, per un'altra simile, formata con le
combinazioni & a d deile potenze A° dei dati moltiplicati per i rispet-
tivi pesi,

Si hanno inoltre le «medie trigonometriche » comprendenti la
« media-seno » ¢ la «media-coseno », che sono valori aventi per seno
o por coseno vispettivamente lo semplici medie aritmetiche dei seni e
del coseni del dati,

Se dal complesso di queste varie espressioni si volesse indurre
nna pitt generale e comprensiva definizione, osservando che in esso
sono sostanzialmente contenute varie operazioni algebriche a;pp‘lica.{;e
& funzioni ~ potenziali ¢ logaritmiche ~ dei dati, i perverrebbe all’arida
conelusione simbolicamente rappresentata da

==

/1((11)? /(H.Z) """ /'(a'oz>

e che precederchbbe di poco 'affermare che quale media s possa assu-
mere una fonzione dei dati, con l'unica condizione che non evada 1'in-
tervallo di guesti,
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Una classe ben distinta dalle precedenti & quella delle medie
« viferite ad nna prefissata funzione dei dati». Nella loro definizione
& contennta la condizione essenziale che questa funzone ¢ (¢ @, ... . 4,
deve rimanere invariata guando i dati vengono sostituiti dalla Joro
media, di gnisa che guesta condizione si traduce nell’egnagione

g,y ) == (g my L nr)

risolventesi nella media m. ;
B gih stato dimostrato come a questa forma siano adattabili tutte
quente le medie passate prima in rassegna.

Dal punto di vista purmmente matematico queste definizione va
sostanzialmente distinta dalle precedenti, perchd sostituisce alla pre-
sentazione diretta di un determinato tipo di media, la sua indiretta
deduzione da una conveniente equazione. B guesto & lo stesso proce-
dimento che, alla fin fine, si segue nel dimostrare alcune proprieta
— generalmente quelle di render massime o minime particolari gran-
desze ~ attribuibili aile pit note medie; si traducono, infatél, dette
propriefd in equazioni che in queste medie si risolvono.

Sinché nella equazione indicate viene lasciata indeterminata la
funzione ¢, e se anche si pensa di sottoporre i dati e la lore media
a condizioni differenti da quella particolare proprietd invariantiva
della o, si dovrebbe ammettere che contro la lanentata indeternina-
tenza delle definizioni dirette non si sia recato il minimo contributo.

Il secondo problema

8) Ma un gindizio ben diverso viens imposto dal necessayio
coordinamento dei due premessi problemi, il primo dei quali, soltanto,
b stato preso sinora in considerazione.

T noto infatti che, mentre il riferimento ad nna funzione & stato
suggerito, sin dalla sua orvigine, dali'intendimento principale di inge-
vive nel concetto di media un legame con le varie circostanze con-
evete che su la grandesza, cui 1 dati si viferiscono, possono influire,
nulla di simile e nessun proposito analogamente concepito, sin pure
in diverso sense, accompagna le dirette ricerche di medie,
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Puo bastare questa constatazione ad elevare notevolmente i1 livello
della prima definizione sulle seconde; né si vede come, data la con-
seguente inferiorita di queste, possano meritare interesse le laboriose
ricerche di proprieth matematiche, alle quali esse sono stato sottoposte.,

Tale constatazione & vennta rafforzandosi per altre consideraziont,
illstrote con una certn profusione di esempi, in seguito ai quali s 6
stati anche indotti ad ampliave il primitivo riferimento a fimzioni.

lssenzialmente va rilevato I'ufficio di queste funzioni o3 rappre-
sentare quantitd dalle quali i dati dipendono, e la conseguente oppor-
tunita di attribuire ad un unico gruppo di dati, medie distinte per la
loro specifica relativita.

Da guesti rvilievi si & ora tratti ad ammettere che, & maggior va-
gione, una distinzione fra medie di un medesimo gruppo di dati possa.
provenire da nn semplice cambiamento nell’ordine di questi.

Che cid si vevifichl in wn numero di casi maggiore di quello che
potrebbe a tatta prima sembrave, & constatabile sotto entrambi i nostri
punii di vista.

Matematicamente la dipendenza, o meno, della media dall’ordine
dei dati si traduce nella condizione che le funzioni W e ¢ abbianc
forma asimmetrica, o simmetrica, rispetto alle loro variabili, vale a dire
ai dati. Ora & evidente che, se questi sono considerati separvatamente
dal rispettivi pesi, ogni espressione di medie ponderate & asimmetrica.
La simmetria viene bensi acquistata, generalmente, dai prodetti dei
dati per i relativi pesi. Di modo che non & necessario salire alle pit
moderne forme di medie, per incontrare casi nei quali queste passono
mutare se i dati vengonp variamente ordinati,

Si comprende che sinchd i posi esprimono i numeri di dati fra
loro uguali, 1a loro separazione da guesti non & concepibile, ma sono
pur frequenti 1 casi conereti nei quali la ponderazione & snggerita da
altri criterf. i bene spesso il valore di ogni singolo peso o determi-
nato appunto dal posto che oceupa il dato corvispondente nel grappo
- naturalmente o convenzionalmente ordinato - cui appartiene.

Una stima del risultato finale di wna classe di 80 ahmni della
nova seuola media dipende noecessariamente dalla graduale loro ripar-
tizione nelle B categorie secondo le qnali essi vengono a fine d’anmo
clagsificati, ché troppo prevedibile ed insigniﬁcante sarebbe Ja consi-
devazione della media di 6 alunni per categoria.
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Analogamente un'azienda avente gli operai suddivisi in pil cate-
gorie diversamente retribuite, ha ragioni economiche ¢ teeniche di te-
ner conto, nel formare lo medie annuali delle presenze per ategorie,
della graduatoria di queste.

[na banca che deve offettuare contemporancamente diversi paga-
ments, & ammissibile che ne caleoli nn valor medio unico, comanqgne
vengano ordinafi; ma se essi devono aveve scadenze differentl, non si
pud fare a meno del computo degli interessi; quel valor medio con-

verrd riferirlo, ad esempio, al montante dei pagamenti futhi, ¢ se vl
sard libertd di scelta, sard preferibile quell’ordine di scadenze cho dara
un montants, ¢ quindi un valer medio, minimo.

Da cid emerge come la relativith della media all’ordine dei dati
in taluni casi si rends necessaria, in altri solo opportuna, e superflua
in altri; emerge pure come la stessa relativitd acquisti maggior sig:'ni‘-
ficato o mezzo di caleolo se accoppiata a guella che assume una fun-
zione come elemento di riferimento.

D esempi

4) §i ritiene ora opportuno svolgere in pieno due casi nei guali
lo medie trigonometriche, rimaste sinova prive di sgemplificazioni, ven-
gono dedotte da riferimenti a funzioni.

Sia un sistema piano di n forze [, applicate ad un punto mate-
riale, ¢ formanti con wma diresione fissa gli angoli ;.

Tungo questa diveszione siano s gli spasi percorsi da quel punto
nei fempi #, sotto la sola azione di ogni singola forza. '

Delle diverse direzioni di queste, pud essere riguardata come media
rigpetto alla visuitante delle forzo stesse, gquella che, se fosse comuue a
queste, darebbe una componente, nella direzione del moto, nguale alla
somma delle componenti delle forze date.

Tale direzione media dovra formare con quella del movimento un

angolo o tale che sia:

M I
> fre08 2 == cos. « N
il

. : Fe I
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Z/ COS. o

o=z are. cos. il

Si noti che quest’angolo va distinto da quello che doiu mina la
dirczione della risultante, ¢ che & dato da

k13
Z [icos. a,

arc, cos. =4
®

se con I si intende Vintensitd di detta risultanto, la quale & netoria-
mesnbe diversa da g

Bi pud considerare, invece, la divezione medin rispetto al lavoro
somplessivamente compiuto dal sistema di forze, Ia quale media, essendo
riferita. alla funzione degli angoli o;:

it
D [isivos. a,
i

riswta determinatse dall’

n
Z[‘,- 8 CO8, %

arc, ¢os.

Ed analogamente, rispetto alla potenza del sistema, espressa dalla
funzione
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g1 ha la median;

arc, cos

Sono quattro ecasi di media-coseno ponderata di un medesimo
gruppo di dati, dai quali sono da attendere valorl nwmeriei diversi,
perché affetti da pesi differenti.

Questaltro osempio riguarda il easo di una media-sono di una di-
stribuzione continua di dati.

Una sorgente luminosa situata ad una albezza h in un locale, ilu-
mina una striscia di larghezza [, disposta sul pavimento nella direzione
dei ragei, di lunghezza ed a distanza della sorgeute, tali che 1 rvaggl
incidenti agli estreroi della striscia siano inclinatl degli angoli o, { sul
pavimento,

Qe I & lintensity della sorgente, Yillwminazione della striscla in un
punto nel quale i raggl presentano inclinazione z, ¢ per un tratto da, &:

11 sen. @ 11 sen.® w
R e (i == ,“._ﬁﬁ_...m_.u

hy 2
(Sen. m)

Quindi Pilluminazione dell’intera striscla sara:

.

L B
[0 I B A o L s 3
5 son® ar dip = - | 008 % -— CO8. P — 7 (cos.“ o — OB, ';J)

h 3

Liinclinazione media v, alla quale la stesss striscia, disposta di
traverso, verrd in ugual misura ed uniformemente illuminata, sard tale
da ugusgliare la precedente illuminazione alla

tlson.ty
R*
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e quindi:

[

’ 1
Y = arc. som. \/cos. o 008, B 5 (cos.‘* o — cos.? ()

risultando ad una distanza dal pilede della sorgente ugnale a

53

. \/l - j COS, o - cO8. B é— (cos.3 o = 008 (—J)F ;

8 1
\/cos. o - o8, B — 5 (cos.9 o — cos.® {5)

£

Meno facilmente si possono trovare esempl di questo genere tra
1 fenomeni sociali, per la strana penuria d’impiego delle funzioni tri-
gonomefriche, che finora vi si incontra.

Riguardo ai precedenti esempi, come per altri simili appartenenii
alla Fisica, st pud obbiettare che vi prevale la risoluzione di un pro-

blema di equivalenza negli effetti prodotti da un valore unico che si
vuol sostituire ai dati, sieché Pattribuzione a questo valore del titolo
di media diviene pitt convenzionale che essenziale. Ma cid induce solo
a riconoscere lesistenza di una certa gerarchia nel diritto a quel titolo,
senza intaccare la validitd del metodo per i gradi pitt elevati, i quali
costitniscono una notevole maggioranza delle medie relative, come ap-
pare ugualmente affermabile per queste, nel vasto campo delle medie

soggettive,
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SUR LES INVARIANTS DE GONTACT EN GEOMETl{IE._
PROJECTIVE DIFFERENTIELLE

SHIING-SHEN CHERN

Svamarivi. — Anctor demonstrat quemodo Cartanica methodus, quae voeatur
«du repére mobile », quaestionibus invariantia contactus varietatum tangentinm
respicientibus applicavi possit.

INTRODUCTION

On conmnait la fécondité de ia méthode dun repére mobile (") de
M, E. Canzan pour étudier les questions diverses dans la géométrie
projective différenticile. L’étude faite par M. CarTaN lni-méme de la
déformation projective des surfaces () fownit un exemple céldbre,
Le but de cette Note cst de montrer comment cetfe méthode sap-
pligue & des questions concernant les invariants de comtact des va-
ridtés tangentes. '

§1. LiEs INVARIANTS DE CONTACT DES COURBES PLANES, — Commen-
gons par considérer le cas le plus simple, ¢’est la géométrie différen-
tielle projective des courbes planes(®). Le repére projectif dans le

(*) Nota presentata dall’Accademico Pontificio Ugo Amaldi il 27 gingno 1941,

() On trouve tes généralités do ceste méthodo et quelques-unes de ses ap-
plications dans le livre: E. Carraw, La fhdoric des groupes finis el continus et
la géométrie différentielle trailte par la methode du repére mobile. Paris, 1987,

() Voir CARTAN, Sur la déformation projective des surfiuces, « Annales scien-
tifiques de 'leole Normale Supérieure, série 8, t. 87 (1920}, pp. 969-856.

(*) Voir Cawran, Legons sur la théorie des espaces & connexion projeciive.
Paris, 1936, spéeialement pag. 81-111. Ce livre sora cité dane le suivant comme:
Carran, Connexion projective.

15 Acta, vol. V.
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plan se compose de trois points analytiques lindairement indépen-
dants A, A,, A,, définis & un factenr commun prés. Une famille de
repéres étant donnée, clle satisfait aux dquations du déplacement infi-
“nitesimal de la forme

dA = w" A 4 ot Ay + 0 Ay,
|1} dA, = w A +od + oA,

(]Azz 0)20 A + (021 A—i + m;a A.g_}
ol les formes de Prare of (2, §==0,1,2) sappelient les composantes
relatives. Soit € ane conrbe déerite par le point gdomdtrique A, On at-
tache & chaque point A de ¢ un repére AALA, tel que AA, soil la
tangente de (' an point A. La famille de repéres AA, A, ainsi obtenus

ost dite du premier ordre et est caractérisée analytiquement par la

condition
[21 wyt == 0.

Le rvepére du premier ordre le plus général AA, A, relatif au point A
est alors donné par les équations

A=A,
(3] A, = s(Ay - 2A),
A, = s(Ay 4+ v A, +vA),

ol les quantités p, o, %, p,v, quon appelle les parnmétres sécondaires,
sont avbitraires, Bn désignant par of (2, $=0,1,2) les composantes
relatives de la famille de repéres AA,A,, on trouve

2
— o Py
oy == 3 0" = y
2 a
]
d’ol
o 0w,
. N .
[4] B S R AL
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Cela étant, on dit que deux courbes ' et C* ayant le point
commun A sont tangentes au point A, si elles ont un repére du
premier ordre commun en A. Alors les deux familles de repéres du
premier ordre de et C* relatifs au point A se confondent. Consi-
dérons deux familles de repéres du premier ordre, attachés aux diffe-
rents points de €% telles que l'une contienne le repére AA A,, of
P'autre AA,A,.

Soient 0% et OF (x, £==0,1,2) les composantes relatives de chacune
de ces deux familles, Au point A considéré, on a, correspondant &
la. formule {4],

Il en résulte que

de sorte que la valeur de

6,2 w,?

Wy

au point A soit indépendante du choix du repére du premier ordre
attaché & A. Il en suit que I est un invariant projectif des deux
courbes ¢ et CF

Montrons que I'invariant I ainsi défini se confond avec I'invariant
de contact bien connu de Swmire-Mrawmxe (). A cet effet definissons
les coordonnées non homogénes x, y d’un point M relatives au re-
pére AA, A, par l'équation '

Q) FUBINIméiﬂGEI, Introduction & la géométrie projetive différentietle des surfaces.
Paris, 1931, pag. 17-20,

‘15 Acta, vol. V.
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Ta droite AA, étant la tangente en A, Péquation de la cowrbe € aw
voisinage de A s'éerit

[71 y:—}zmmz-i-...,

oit les termes non éerits sont au moins du troisiéme ordre par rapport
3 a. De méme, I'dquation de C* par rapport AA, A, est de la forme

. r .
y==mFat 4 ...
8l y = et +
Tin utilisant les conditions suivantes pour la fixité du point M ('):

Ar 4 0t -+ & (0 — 0" + Yot 2P, —xye, =0,

(9]

Ay + ©o® + B0 ® + y{we? — 6") — 2y " — y* " =0
Y ¥ ) Y s

on trouve hnmédiatement gue

2 -
mii = m,
0
et, de la méme maniére, que
0,* .
= m"* .
0,
Il en résulte que
, m
[10] b =- )
: .

qui démontre notre énoncé.

(1) Canran, Connewxion projective, pag. 88.
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Avec la définition précédente de Iinvariant I on pout démontrer
tros simplement les théorémes de C. Srare et de B. Skarm. Prenons
sur la tangente commune AA, un point P = A +-¢A, infinimenst voigin
& A. Un point sur la droit PA, étant de la forme PrA,, les
points M et N ot PA, recontre les courbes ' et C** sont donnés par
les valeurs suivantes de <:

T = 1 mEe?
= +ae,
TH— —“Zl—m*eg-i-

I1 en suit que le rapport anharmonique (MN, A, P) tend vers T lorsque ¢
tend vers zéro. En remarquant de [3] que le point A, est arbitraire,
on obtient le théoréme de C. Smere: Prenons un point arbitraire A,
dans le plan. Soient P, M, N les points d'infersection d’une droite Pas-
sant par A, avec la tangente commune AA, et les deux courbes. La li-
mite du rapport anharmonique (MN,A,P) lorsque la droite tend wvers
Ay A est inddpendante du choiz de A, et est dgale & 1.

On démontre le théoréme de B. Szere d’une manidre analogue.
L’équation de la conique tangente aux droites AA,, A, A, respecti-
vement aux points A et A, est de la forme

y=lat,

ot 7 est un paramédtre. Il en suit que parmi ces coniques celle qui &
un contact du second ordre avee ' en A a l'dquation
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Ces deux coniques ont un contact double, leur invariant étant mani-
fostemnent égal & 1. En remarquant que e point A, et la droite A A,
passant par A, son arbitraires, on a le théoréme de B. Searr: Linva-
riant des deux coniques qui passent par le point A, et y ont une droite
tangente Ay A, et qui sont osculatrices en A aux cowrbes C et O ne
dépend i du point Ay, ni de la droite Ay Ay et il est dgal & L.

Des considérations analogues conduisent 4 un invariant de contact
nouveau. Supposons que le point commun A ne soit pas un point
Tinflexion des deux courbes € et C* et gque ces courbes alent un
contact du quatridme ordre en A. Cela signifie que les familles de
repéres du quatridme ordre de C ot O* au point A se confondent.
Pour les composantes relatives d'une famille de repéres du quatrieme
ordre on a les relations

[11} @ =0, o’—w'=0, 0y =Bt + 0 =0, 0yt —w, =0,

Si AA, A, est un repdre du quatribme ordre attaché au poin™4, le
repére le plus général AA, A, du quatridme ordre en A est donné par
les équations

A=A,
A, == o(A, + QA

[12] i P( 1+ )1
mez(Aﬁmﬁ%—VA).

Tn désignant par @f (, p=0,1,2) les composantes relatives de la fa-

mille AA, A,, on trouve

4

0yt = ©o @y == o ",
P‘
de sort que
@3’ 035"
[18] = = ¢
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Soient 6F (2, 8==0,1,2) les composantes relatives d'une famille de
repéres du quadridme ordre de C*, qui contient le repére AA,A,.
I7équation [13] et 1équation analogue pour Veffet sur 0,°/8 ' d'un
changement de repére [12] montrent que la valeur de

v 0
By Wy

(4] s

au point A est un invariant projectif. Il est un invariant de contact
pour deux courbes ayant un contact du quatridme ordre.

On peut donner une interprétation géométrique & l'invariant J.
Boit AA, A, un repére commun du quatribme ordre de € et C™* en A,
Relative au repére A4, A, 'équation de €' s'éerit

1 5
[15] y:§w2+pm°+...,
et celle de C% éerit
1 5
[16] y..——..mng+p*a‘:°+...
En utilisant les conditions de fixité du point [9], on trouve

GJO 00
mii = 2p, —gf'{ == 2y p¥

de rorte que

W
17 7=2_
[17] I

Les deux courbes €' et O* ont en A la méme conique osculatrice,
qui a l'équation

[18] y=-at.
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Cela étant, on constate facilement la signification suivante pour J:
Prenons sur la conique osculatrice comune [18) un point quelconque Q
et joignons-le & un point P de [18] énfiniment voisin de A. La droite QP
rencontre C et 0% auw points M, N, dont le rapport anharmonique avec Q, P
tend vers J lorsque la droite QP tend vers QA. La démonstration de ce
théoréme est immédiate, si 'on identifie @ avec le point A, du repére.

§ 2. T/EXTENSION A L'ESPACE PROJECTIF A 12 DIMENSION. - Nous allons
étendre les considérations précédentes aux courbes tangentes dans

P'espace projectif & n dimensions.
Un repére projectif dans l'espace & » dimensions se comMpose gy
de »+1 points analytiques linéairement indépendants A, A,, ..., A,,
définis & un facteur commun prés. Les équations du déplacement
infinitésimal d’une famille de repéres AA, ... A, son de la forme

n
[19] dA, == > wjAg (z=0,1,..., %)
g=0
ot wP sont les composantes relatives et oft lon éerit A, pour A.
Les conditions pour la fixité du poinf

[20]. M=A4+o'A +...+a"A,

dans Vespace s’écrivent alors

n 1
[21] At 4+ wel 4 Z at ot =t (m0° + Z a:"w,“’) f==1,...,7.

A=l =1

Cela étant, considérons dans l'espace une courbe ¢ déerite par le
point A. Soit & un entier =n—1. Attachons & chaque point A de ¢
un repére AA, ... A, tel que AA, soit la tangente de €' on A, AA A,
la variété plane osculatrice & deux dimensions, et, plus généralement,

AA, ... A, la variété plane osculatrice & I dimensions, (1=1,2,..., k).
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On appelie un tel repére un repére d'ordre % au point A. Pour uue
famille de repéres d’ordre % de la courbe € on &

{22] W =0 (Im=0,1,.,k—1;m=1+21+2,..,0).

Si AA, ... A, est un repére d’ordre % au point A, le vepére le plus
général AA, .. A, dordre k en A est donné par les dquations

A ::A-H
A, =a"A+atA,,

(28] Ap = At at A+ o+ af Ay,
A/'ﬁ: a?r-ﬁlA+(t§:+1A'1 T T a:;+1A'n?

-----

A, =aA+atA .+ A,

olt les ceefficients @ sont arbitvaives. En effectuant le changement
du repére {23}, on trouve, wi(x, $=0,1,..., n) étant les composantes
relatives de la famille de repéres AA,...A,,

Jrel
PRy 1{, Loh o ffi‘l i
0 T T By B = S W
@ty a
de sorte que
ok Lgh=l o
[24] Wi M W
' g " Wyt

Soient ¢ et C* deux courbes qui ont en A un contact d’ordre
B(lsk=n—1) et dont les variétds planes osculatrices & I dimen-
sions (I1==1,2,...,%) en A sont bien déterminées. Par définition, cela
signifie que les familles de vepéres d'ordre % de €' et C* en A so
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Ces deux coniques ont un contact double, leur invariant étant mani-
fostemnent égal & 1. En remarquant que e point A, et la droite A A,
passant par A, son arbitraires, on a le théoréme de B. Searr: Linva-
riant des deux coniques qui passent par le point A, et y ont une droite
tangente Ay A, et qui sont osculatrices en A aux cowrbes C et O ne
dépend i du point Ay, ni de la droite Ay Ay et il est dgal & L.

Des considérations analogues conduisent 4 un invariant de contact
nouveau. Supposons que le point commun A ne soit pas un point
Tinflexion des deux courbes € et C* et gque ces courbes alent un
contact du quatridme ordre en A. Cela signifie que les familles de
repéres du quatridme ordre de C ot O* au point A se confondent.
Pour les composantes relatives d'une famille de repéres du quatrieme
ordre on a les relations

[11} @ =0, o’—w'=0, 0y =Bt + 0 =0, 0yt —w, =0,

Si AA, A, est un repdre du quatribme ordre attaché au poin™4, le
repére le plus général AA, A, du quatridme ordre en A est donné par
les équations

A=A,
A, == o(A, + QA

[12] i P( 1+ )1
mez(Aﬁmﬁ%—VA).

Tn désignant par @f (, p=0,1,2) les composantes relatives de la fa-

mille AA, A,, on trouve

4

0yt = ©o @y == o ",
P‘
de sort que
@3’ 035"
[18] = = ¢
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Soient 6F (2, 8==0,1,2) les composantes relatives d'une famille de
repéres du quadridme ordre de C*, qui contient le repére AA,A,.
I7équation [13] et 1équation analogue pour Veffet sur 0,°/8 ' d'un
changement de repére [12] montrent que la valeur de

v 0
By Wy

(4] s

au point A est un invariant projectif. Il est un invariant de contact
pour deux courbes ayant un contact du quatridme ordre.

On peut donner une interprétation géométrique & l'invariant J.
Boit AA, A, un repére commun du quatribme ordre de € et C™* en A,
Relative au repére A4, A, 'équation de €' s'éerit

1 5
[15] y:§w2+pm°+...,
et celle de C% éerit
1 5
[16] y..——..mng+p*a‘:°+...
En utilisant les conditions de fixité du point [9], on trouve

GJO 00
mii = 2p, —gf'{ == 2y p¥

de rorte que

W
17 7=2_
[17] I

Les deux courbes €' et O* ont en A la méme conique osculatrice,
qui a l'équation

[18] y=-at.
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confondent., En désignant par 08(x,p=0,1,...,n) les composantes’
relatives d'une famille de repéres d'ordre & de C¥, qui contient AA, .. A,
et par Bf celles d'une famille contenant AA, .. A,, on &, au point A
considéré

b et %a Y
B ah By

11 en résulte que la valeur de -
eﬁ 1 mf 1
. - e
[25] L= [ 25

est indépendante du choix du repére AA, ... A, et qu'elle est un in-
variant projectif des courbes C' et C* ayant un contact d’ordre & en A.
Nous Vappellerons Pinvariant de contact d’ordre ki de C ot C*. On voit
donc que deux courbes ayant en A un contact d’ordre k& ont k—1
invariants de contact, & savoir I, I4, ..., I.

Dans le cas particulier ot k==n--1, on peut douner un inva-
riant de plus. Dans ce cas, en effet, la transformation (23} transforme
la composante relative o?  ~d'aprés la formule

-1
P e PR
n o
2

La transformation sur §,.; étant la méme, on en déduit que

g% a
-1 [OFFS ]

{26} I, o _9';1—‘/ gt

est un invariant de contact, que nous appellerons linvariant geénéralisé

“de Smrre-MzumMke, Pour n:==2, cet invariant I, est précisément I'in-
variant de SmiTH-MTHMKE.

Nous allons donner une interprétation géométrique de I'invariant Iy,

“qui est analogue au théoréme de C. Smare. Le repdre AA, ... A, ctant
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choisi comme indigué plus haut, les équations de €' au voisinage de A
peuvent &ire écrites dans la forme

xt = i,
B = B b (8 +
e ﬁ_i (B +
27
(27 a* = b,’f(t)"+...,
wl:-;—l —_ bﬁﬁ (t}fhl + ,
" = b B+ ..,

olt t est le paramétre sur €. 8i V'on différencie équation pour «* et
on égale les coefficientes de (¢)** dans les deux membres, on obtient,
en tenant compte des conditions de fixité du point [21),

%
b%

31,?:_1

= Fie

(28]

Ecrivons ensuite les équations de C* par rapport au repére AA, ... A.
dans la forme

&t =T,

#o= et (0

= el (xyly

[29]

g
I

c/‘: (T)k

okl — ck-:-l( )/rﬂ

Zetl 0

Frr— c% (T)I:-ﬂ
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T étant le paramétre. On trouve, analoguement a {28,

% 7
[30] 8/!.’—1 — cfﬂ
E i T NS
B a1
<
Il en résulte que
% 7 A Al
[31] T ik / by ¢ / Ot
19+ I A R ¥ N B ¥
Cou1 | St o b

Dans le cas k=n—1, on trouve, dans la méme maunidre, Vexpression
suivante pour linvariant I,:

n 2 Vi 22~1
[32] | Cp bn . Cn _C-n—l
L ® T -l -1 7T en bl '
"

n—1 n-1 (IS

Des expression [81] et [82] pour I, I, il est facile d'eux donner
une interprétation géométrique simple. En effet, les points M de €
et les points N de C* peuvent &tre mis en correspondance biunivoque
per la condition que la droite MN joignant les points correspondants
rencontre la varidté plane A,...A,. Cette correspondance est définie
par Uégquation +=¢. Désignons par P; le point ol MN recontre la
variété plane AA, ... A, _ A, ... A, (I=0,1,..,n). I est facile de
vérifier que linvariant T, est égal & la limite du rapport anharmo-
nique (MN, P,_, P,) lorsque M, N tendent vers A, Dans le cas k=n -1,
Iinvariant I, est égal & la limite de (MN,P,_P,). D'une maniore
précise, on & le théoréme:

Soient C et C* deux courbes qui ont en A un contact d’ordre
k(lsksl) ef soit AA, .. A, un rvepére d’ordrve k commun. Mettons les
points M de C' et les points N de C* en correspondance par la condition
que la drotte MN »encontre la varidtd plane Ay ... A,. Si P, est le point
ot MN recontre la varidid plane AA, .. A AL, .. A, (I=0,1..7),
la limite du rapport anharmonique (MN, P, P,) lorsque M fend vers A
est indépendante du choix du repére AA,... A, et est dgale a 1,. Dans
le cas k=—n—1, la limite de (MN,P,,,P,) est dgale a I, pour fout
choie de AA, ... A,.




ACTA 135

Des invariants I, et I, on déduit que les gquantités

ci
T, =Ll..I= ‘"é:"‘ , o =90,k si ksn—-Y),
4
{33]
Ct
J=LI.. 1= T} , o =92 ..., 0 ¢ k=n-1)
I

sont aussi des invariants de contact. Dans le cas k=—n—1 ces in
variants one 6t6 donnds par M. B. Srerk('), tandis que linvariance
de J, powr k=n--2 a été signalée par M. Bueniy Su(®). En em-
ployant les notations précédentes, on peut énoncer le théoréme suivant:
Linvariant J,, est dgal & la limite du rapport anharmonique (MN, P, P))
lorsque M tend vers A, tandis que, dans le cas To=mn—1, Vinvariant J,
est égal & la limite de (MN,DP,P,).

I1 serait intéressant d’indiquer une généralisation possible de l'in-
variant I, pour deux courbes ayant un contact d’ordre n-—1. Pour une
famille de repéres AA,...A, dordre k=n—1 de ' les composantes

relatives w*l, ..., w? sont anssi des multiples de w,!. Posons

{34] E%ﬁ»—%ﬁ, g:k—{-l,...,ﬂ.
Oy
Aprés le changement de repéres [23] les gquantités £ correspondantes

& la famille de repéres AA,... A, sont lides aux £} par les relations

ki
[85] a ok = > at¥l (e=k+l,..., m)

a=/+1

(*) B. Srenrw, Sugli elementi curvifinei che hanno comuni le origing ed i re-
{ativi spazi osculatori, «Rendiconti Acead. dei Lincei», (VI) 22 (19256,), pag, $92-859,

{*) B. Su, Some arithmetical invariants of a curve in projective space of n
dimensions, 4 paraitre dans le «Journal de Science Mathématique de 1"Univer-
sité de Tucuman».
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On voit que la transformation sur £} est la transformation homogra-
phique la plus générale possible. Nous nous contentons ici de faive
la remarque qu'il serait possible de définir, an moyen des &Z, des
invariants de contact de n—k+1 courbes ayant un contact d’ordre &
les unes avec les autres au méme point A.

Ajoutons encore une remarque concernant Vinvariance de I, par
rapport sux projections. Projetons, en effet, les courbes ' et €% de
lo variété plane Ay, .. A, (12k) & #—I—1 dimensions dans AA, ... A,.
11 est facile de vérifier que les projections de C et C* ont en A un contact
Q’ordre k si IZk+1 et qu'elles ont au moins un contaet d'ordre & —1
si 1=Fk. De plus, dens le cas Izk+1, Vinvariant d’ordre & de C
et (% est égal A celui de leurs projections, tandis que, pouy 1=F,
il est égal & Vinvariant généralisé de Surrr-MruMkE de leurs proj%ctions.
En remarquant que la variété plane A, ... A, est arbitrelre, on &
le théoréme: I‘invariant de contact d’ordre k de deuwx courbes reste
inaltdrd, si Uon les projette d'une varidtd plane arbitraire & n—1—1
dimensions 1=k +1, qui ne recontre pas la wariétd plane osculatrice &
k dimensions, commune AA,..A,, dans une varidté plane & 1 dimen-
sions, qui contient AA, .. A,. Cet invariant est aussi dgal & Vinvariant
généralisé de Swire-MeHMKE des projections des dewx courbes dans
AA, .. A, d'une cariétd plane & n—k-—1 dimensions, qui ne recontre
pas AA, ... A,.

§ 8. QUELQUES INVARIANTS DE CONTACT DES SURFACES DANS L'ESPACE
oBDINATRE. — Indiquons comment nos considérations peuvent étre appli-
quées aux surfaces tangentes dans Vespace projectif ordinaire.

A ceteffet, considérons deux surfaces tangentes au point commun A.
Prenons le repére AA A, A; tel que le plan AA, A, soit le plan tan-
gent commun en A. En définissant les eoordonnées non homogénes x,y, 2
d'un poins M par rapport au repére A4, A;A, par la relation

[36] M= A4 xA, +yAs+2A,;,
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on peul écrire les dqualions des deux surfaces respectivement dans

les formes

B 1 9 I3 a

[37] 2=y (aa® + 2bay +cy*) + ...y
1 . .

(38] Zz—g(afiw"—i—%iwy—i—cly)+....

11 serait facile de wérifier, avec les méthodes employées plus haut,
le fait bien connu que les guantités

ey — D,;° e, — 200, +ca,
ae—Dp: ! ac - b*

{89]

sont des invariants de contact.

Cependant, les méthodes précédentes conduisent, pour deux sur-
faces ayant un contact du deuxidme ordre au point A, & deux inva-
riants de contact qui me semblent nouveaux. On peut supposer les
équations des deax surfaces dans les formes

[40] z::ry—i—%(pwa+8qm2y+3?*my2+sy3)+...,
_ 4 o
[41] 2= gy + 5 (poa®+8gaty+3r o+ 59" + .00,

olt les termes non écrits sont au moins du quatribme ordre par rap-
port & @, y. 51 AA, A, A, est le repérs par rapport auquel les surfaces
ont les équations des formes [40], [41], le repére le plus général AA, A, A,
ayant lg méme propriété est donné par les équations

A=A, A =jA4+0A,, A,=cA+PBA,,
{42] _ ‘
' Ay =vA+2A +uA, +af Ay,
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ou

A=A, A =pA+aA;, A,=cA+pA,
(43] _
AgmmrA+uA +2A,+aBA,,

) |

ot le changement [43] peut &tre regardé comme le produit de [42] et
du changement

l44| AZA; EHZAE: Ag=Ay, -Ka:As-

Si les équations des surfaces {40], [41] par rapport au repére AA, A A,
défini par [42] sont

o 1 _ )
[45] e==ay+ 5 (pet+3qaty + 0Py’ 30 + 0
1 e 3 - 2 el z 3. 23
[46] z ==y + o (Pr2*+ B2’y + 8Py 6.9 ) + .,

3

on obtient

_ 2 _ lf.jaﬂ

B o= "@TP ) - 8
[47]

. o? ) ge

P *-“‘[3‘1’1: §p T e Sy
d’olt
4 B P B 8y
;. 8} ﬁ p b 5; ¢

D’autre part, le changement du repére [44) transforme les quantités py/p
et s,/s d'aprés les formules

[49] B _ 8 B P
i }3 & ’ § P '
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Il en résulte que les quantités
[60] H:W@LFA,K:&WW

sont indépendantes du choix du repére AA, A, A,. Elles sont deux
inveriants de contact des surfaces [40], [41] au point A.

Pour donner une interprétation gdométrique & H, K, considérons
une quadrique X ayant un contact du deuxidme ordre avec les deux
surfaces au point A et prenons sur elle un point guelconque Q. Par un
un choix convensble du repére AA,A;A; on peut supposer la qua-
drigue X d’avoir I’équation

[51] | 2= ay

et le point Q de confondre avec A;. Cela posé, prenons une droite
guelcongue passant par A, et infiniment voisine de Ay A. Soient P, M,\-N
ses points d’'intersection avec la guadrique X et les deux surfaces:
respectivement. On a done '

Po=A+3A +ehA,+3cA,
M=P +J—31—(p33+3g325+3r352+saa)+ oAy,

N=P 4 ’%(P£S3+SQ1825+37'1 3'52+3153>+.--$A3:

olt 8, ¢ sont des infiniment petits. On en déduit que

P133+3q;3“a+3?'13£2+3153+

[62] (MN, Ay p) = PO+ Bq8¥e+ Brde® & se¥ + ...

Si la droite A, P tend vers A;A le long des deux diveetions asympto-
tiques, les limites du rapport anharmonique (MN, A; P) sont p,/p et &,/s.
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On arrive donc 4 Vinterprétation géométrigue suivante de pyfp et s,/s
(c’est-a-dire de H et K): Prenons une quadrique % ayant un contact dn
deuziome ordre avec les deux surfaces en A et un point quelconque Q
sur =, Une droite quelconque passant par Q vencontre 2 ef les deux
surfaces aux points P, M, N. Lorsque cette droite tend vers QA le long
des directions asymptotiques, le rapport anharmonique (MN, QP) tend
vers pyp et sifs pour tout choix de la quadrique X et du point Q sar X.
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SOPRA
UNA PROPRIETA DI LIMITE CARATTERISTICA
DELLE FUNZIONI OLOMORFE )

MARIA ZEVI

SvamanivM, — Quoad functionem f(z) complexi variabilis z, functio inter-
polaris quae a quolibet variabilium complexorum numero pendeat perpenditur,
einsque limes quinam sit, si haec variabilia ad z tendant, inquiritur; qua ratione
auctor novas functionum holomorphicarum variabilis z potationses invenit.

In una nota del Prof Prcowr, dal titolo Sul calcolo delle derivate
d’ordine superiore, in corso di stampa nel Periodico di Matematica,
sono considerate le seguenti questioni.

Detta f(#) una funzione della variabile complessa z==z + iy, defi-
nita in un campo A del pianc (%), assunti arbitrariamente n + 1 punti

2y, Byy ey Zyy, dol campo A, si ponga
f—1 7
1 2o e 5 g
. =1 ]
1z, 2, g,

=V (21,25, ) Znas)

Ay .
1 Z,H_! er 391-1-! z'n+l

F2, 20, vy Zan) V(2,20 00y Zpey) =
Lz, w2 f2)

Lz, 2™ f(z,)

1 zn+1 rae Z:::} /1<3H+1)

G:w"gzl_zl + |zzmz{ ot IZ,,_,_l-—Zi :
(*) Nota presentata '8 luglio 1941, dali’Accademico Pontificio Ugo Amaldi.

16 Adeta, vol. V,
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nella nota indicate, supposto il punto z in A, si studia il limite

(1] Hm f(2,, 2,5 03 Zasy) s
L] i

o constatato che tale limite, se f(#) & olomorfa in A, riesce

f(%] 2
nl

H

senza alcun vincolo fra gli » +1 punti 2, 2,, ., Zu,, al tendere di
essi o z, si domanda: data comunque la f(2), dal)esistenza del limite [1]
detorminato e finito, per ogni punto z di A, si pud dedurre 'olomorfia
dells f(z)?

Pill in generale, dall’esistenza e finitezza dello stesso limite con
prescritti vineoli fra i punti z,, 2,, ..., 2,4,, quale classe di funzioni si
caraftorizza ¢

A tali domande & risposto nella nota indicate in due casi partico-
lari, istruttivi, ed & mostrato che:

1. - La classe delle funzioni f(2) che, considerate come funzioni di
@ e di y sono dotate in A delle derivate parziali rispetto ad @ ¢ ad y prime
e seconde finite e continue, e per le quuli esiste, determinato e finito, per
ogni punto z di A, i Limite

[2] %i}:lof(z:z‘l‘caz_o ’

essendo { variabile complessa & data dalle funzioni che possono decom-
porsi nella somma di una funzione olomorfa in z ¢ di wna funzione
lineare in ® e in y.

II. -~ La classe delle funzioni f(z) che, considerate come funzioni
di @ e di y, sono differenziabili in A, secondo Stovz, e per le quali esiste
determinato e finito, per ogni punto z di A, i limite

[8] lim f(z,2+%, 2+¢0)
>0

dove & & un fissato numero complesso diverso da zero ¢ da uno e { tende a
zero con anomalia determinata (funzione di 2), & quella delle funzioni

olomorfe in A,
Tali esempi mostrano la profonda differenza delle circostanze che
si presentano a seconds che mel tendere a z dei punti z,,2,, ..., 2.4,
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essl sl mantengano allineati con 2 o non si mantengano tali; nel
primo caso, per lo studio della questione, si ¢ dovuto ammetiere
Vesistenza del limite |2}, comunque il vettore £ tende a uero, ed
inoltre l'esistenza e la continuitd delie derivate parziali prime e se-
conde della f(z), pervenendo a caratterizzare le funzioni che possono
decomporsi nella somma di une fonzione olomorfa in A e di una
funzione lineare; nel secondo & bastato supporre la differenziability
secondo Sronz della funzione f{2) delle variabili o e ¥ e lesistenza
e finitezza, del limite 3] mantenendo (funzione di 2) immutata l'anoc-
malia del vettore infinitesimo {, ciod immutata Porientazione del trian-
golo dei punfi z,, 2,, &,, che tende a concentrarsi nel suo vertice in z,
mantensndosi omoteftico ad un friangole fisso, per dedurre che la
classe delle funzioni coincide con guella delle funzioni olomorfe in A.

Dietro consiglio del Prof. PrcoNk(*}, ho velute considerare in ge-
nerale tali circostanze, considerare cioé il limite {1} assumendo um
numero arbitrario di punti, in un primo tempo allineati con z ed in
un secondo non allineati con 2 ¢ precisamente formentl 1 vertici di
un {n+1)-gone regolare avente il centro in z.

Ed ecco a quali interessanti risultatl sono pervenuta.

.~ 86 fissino n+1 nwmerd reali £, &, ..., by, funeioni di 2 e si as-
suma un vettore infinitesimo 0. I punti z,=z+t,(, gy==2+6,{, .., 2,,,=
wm 2+, § s0n0 evidentemente allineati con z, e giacenti su uma refta
per g avente Vanomalic di {. Ebbene ¢ ha che: la classe delle fun-
zioni f(z) delle variabili @ e y, continue in A con le derivate parziali
dei primi n ordind, per le quali esiste determinato e finito {1 limite

[4] %in}) [+t 2460 2+ 8,,,0)
>

S

ove { tende a zero con n+1 assegnate anomalie, & costitwite dalle fun-
zioni che possono decomporsi nella somma di un polinomio arbitrario
di gradoe n—1 in x e in y e di una funzione di z, olomorfa in A.

Per n=1 si perviene dunque alla olomorfia della f{z) essendo
perd in tal caso sufficiente supporre la differenziabilits della funzione
secondo SToLE.

(*) Mi & grato ringraziarve pubblicamente il Prof. PicoNE per i suggerimenti
datimi nell'sspletare il presents lavoro,

‘16 Acta, vol, V.
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IY. ~ Supposto nz2 e defta ¢ una radice (n+1)-ma dell’unitd

¢
si ponga per un vettore infinitesimo {
gl zy=atel o g, w2+l

con che i punti z,, z,, .., 2,4, formano i vertici di un (n+1)-gono re-
golare avente il centro in z. Ebbene si ha che: lu classe delle funzioni
di © e di y differenziabili in A secondo Stovz per le quali, per ogni
punto z di A, esiste determinato ¢ finito i limite

{5] lim f(z-}-ﬁ}z.}.sz,”‘,z_l_snt)
90

ove { tende a zero mantenendo tmmutata la sua anomalia {funzione di 2),
¢ precisamente quella delle funzioni olomorfe in A.
Tale teorema cade in difetic per m=1, nel qual caso 1 punti

gy=2+s, ZE:Z_-C,

yvengono & trovarsi allineati con z e lesistenza e finitezza del limite {B]
caratterizza, a norma del teovema I, le funzioni olomorfe, quando {
tende a zero potendo assumere due anomalie distinte.

1. DiIM0OSTRAZIONE DEL TROREMA 1.
Per gli n + 1 punti

zr=z+8 0 zy=2+6,0 . =24,
st ha
1t o 8" flz+t, L
1 ¢ ot [z,
i - v
X 1 1 ﬁ',H,] tu+} f(d'l'tﬂ_,_l\.,)
[6] Fe 200y 2ag)) = 7 17 Y
1 t2 . t;z—-—] tzﬂ

2 i
1 t”_” tn.“ 4}
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I/ipotesi dell'esistenza e continuitd, per la f{wx,¥), delle derivate
parziali fino a quelle d’ordine « incluse, consente di scrivere, posto
{=E+dn,

Fe+t)=Ffle+b b y+ttn) =)+ Efarnl)b

+ ';;“ (Fel+ )8 + ...

1 ,
b (e ™ 8 Q)"

essendo

k3

(me + fy T’)W} = Z,‘ (?;.‘) Ek ‘nﬂhhfmhy”"‘ y

0
ove lim «({)=0.
=0
Sostituendo tali espressioni di f(z + 62) nella [6] si ha
1 AN (VL

. . tzﬂ_l wg ('C} t;z

..................

(f.&:g _}_ﬂl.n)(n) . !Ciﬂ 1 tﬂ"‘l T t:::} 0),,;+l(ﬁ) t:.”_
‘?1! ‘Cn Caz 1 $

. tlﬂ—l tlﬂ
1 tz teoawl tg”
1 fyey o O30 B
i‘C{ﬂ .
Tl secondo addendo, essendo ' di medule uno, tende a zero al

tondere a zero di {, in virth della tendenza a zero delle w,(L), mentre
il primo, assegnata al vettore { una anomslia di tangente p, ha per
limite I'espressione

fx'li + (’12) fmﬂ—qy * + ...+ (7;—1-1) f.‘n‘y"""l p“’a—l + f;ro; {J',?:
1 + (711) ?:y. Fo ( 3 )z",\,‘,--] + iﬂ.y‘ﬂ

ar—~1

(7]
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Se si richiede che tale limite riesca, per ogni punto (@, ) di A,
- determinate per nm + 1 anomalie assegnate a {, ciod per n + 1 valori
diversi di p, deve di necessitd risultare, identicamente in A

2:2 ?:ﬂ-_k

PO £ PR Lo VS ot SO [

c10d

e deve pertanto aversi
1
[8] fmm"{"fv"‘:l)(w:y) H

ove P(z,3) designa un polinomio di grado n— 2,

81 tratta ora di trovare tutte le soluzionl dell'equazione a deri-
vate parziali {8].

Osserviamo che dette f e g due soluzioni distinte, si ha

(=)= 5 (F = =0

e pertanto la f--g viesce olomorfa in A. Tutte le soluzioni della [8] si
hanno dungue aggiungendo ad una sua particolare una qualsivoglia
funzione olomorfa. Ricerchiamo allora una particolare soluzione della [8].
1 facile vedere che si pud effettivamente verificare la [8] con un po-
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linomic di grado n— 1 nel quale anzi rimangeno arbitrari » coefficienti.
Ed invero, posto

n—2

P(z,5)= 3, Pu(zy)

ove le P, (x,y) designano polinomi omogenei di grado %, se si vuole
soddisfare alla {8} con un polinomio

721
Q=2 W@y)

di gra,do n—1, ove le Q, (,y) designano polinomi omogenet di grado %,
deve aversi

DQJ&+] 1 DQ?&+1 —_ — Iy
Sk = k=D, (k=01,.,n~2)

Bastera dunque per il nostro scopo mostrare che, assegnato un

polinomio omogeneo di grado m

m

P k —k
Pla,y)e=D> paty™™

4]
esiste un polinomio omogeneco di grado m+1

m+l

Ue, )= 3 4y
0

che wverifica l'equazione

°0Q 1 2
D _T Dy —P(ﬂ"a?/)

e per il quale rimane arbitrario il coefficiente g,.
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Ora & immediato che tale equazione porta alle seguenti fra i coef-
ficienti py, e ¢

1
[2] - (k+1)Qh+1_T(m"{'l""k')qk:.pk (k:O,l,...,m)

soddisfatte le quali & soddisfatte Vequazione stessa.

Le equazioni {9] possono essere vorificate assegnando arbitrarie-
mente il coefficiente g, in seguito a che tutti gli altri riescono deter-
minati,

Se si riflette poi che, ponendo nella frazione [7] una funzione f(z)
qualsivoglia che sia la somma di una funzione olomorfain A e di un
polinomio di grado m—1, la fraziono stessa assume un valore indipen-
dente da p., il teorema I' pud ritenersi dimostrato,

2, - DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA LT,
Con la posizione fatta

zi=2+8, zy=e+el, ., 2, =2+

riesce (cfr. la nota citata del Prof Piconk)

: [+ ref(Erel) 4 e f(2 40
Flzyy 2oy oy Bney) == (m+1)¢

Posto
{=E£+1in o, + B, (B=0,1,..n)

- Pipotesi della differenziabilits secondo Swrorz per la f(a,y) ci permotte
di scrivere

fla+20) =F(2) + (b —Bun) fut (0 + B} [y + on (L]

essendo
lim w,(5)=0 .
. E=0
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Il mameratore dell’espressione f(z,,2,, ..., 2,.,) sl pud cosi serivere

2, Ot i) [l —Bun) for (mn + B D[]+ 0 Q)] =
0

7t ki3
D I XCRTIARD NS i)+
4] Q

kil i1

FA(EY BB v 1 3 s im) G
0 0

dove
lim o({)=0.
t—=0

Dobbiamo calcolare

1

i)
yk%(“h"'i?’k) ; Zk By (o + )

0 0]
Osserviamo che, per =2

" i it 3

Z (n+iBm+i Y (a+iB) =2 (q+if) == e*=0 .
2 .L “a—‘h 'TJ*k "'6"?;
e che

k2

it i
2 @iy~ 3 (m4iB)b= 3 (mf o B =n+l
0 ¢ o

Si trova quindi

7w . . n+1
%k (qh + Z{jk) o, = 5 ,
(- ' nal

%"‘(%HB")@’*:“ o5

2 iy 0O

By Zoy eny By ) ==
f(l 27 4 41) . ('R+1)tﬂ
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Se tale funzione di 7 deve aver limite determinato ¢ finito per {
infinitesimo vuol dire che il suo |prodotto per *~' deve tendere a
zero; deve cioé essere infinitesima, per { che tende a zero, la funzione

1 Em—in . w(ly |7
G Ein (fatify) + Y

T secondo addendo di fale somma & infinitesimo, laddove il primo

ha il valoye
1L .
% (fat+ 1fy)

' ; C v 11 .
se la fissata snomalia di § & == 5 ha il valore

se 1 & la tangente della fissata anomalia di %, supposta diversa da

= 1‘; Segue quindi, in A,

fusify=0

ciod la olomorfia di f(z).




OSSERVAZIONE ALLA NOTA DI MARIA ZEVI®

(Vor. V, x. 16, D1 QUESTI « ACTA »)

MAURO PICONE

SVMMARIVM. — Auctor determinat quid requiratur quidque sufficiat ut ratio
variandi in spatio quod est eirea singula puncta campi complexae superficiel ex
interpolari plurium variabilium functione, quae complexi variabilis functionem
respiciat, notet hnius helomorphiam in illo campo,

Dird che gli n+1 punti 2,2, ..,2.:, del piano complesso
2= + iy, tendono omoteticamente al punto z, se, essendo ¢ una quan-
titd infinitesima, reale e positiva, (i, L, ey Copsy n+ 1 fissati numeri
complessi, si ha

B=z+tl, (k=12 .,n+1).
Introdotta la funzione interpolare

I 1) zm M zhﬂ_iu f('zh) E
i 1, Zk; ey th-—i, zhﬂ l

f(zijzfay"')zoﬁi): (1) H

il teorema IT della precedente nota di Mamia Zrmvr stabilisce che:
Se, per n=2, supposta f(z) funzione di x e di y differenziabile

secondo Srorz nel campo A del piano z, riesce determinalo e finilo, per

{(*) Nota presentata dall’Accademico Pontificio Ugo Amaldi, 1'8 luglio 1941.
{1) Essendo go(2), 7:1(2), «; ga(®), n+1 funzioni di z, col simbolo

golzn), gilen), .0 gulzn) ]|,
intendo indicare il determinante d'ordine = +1:

Gol#)  Fi(z) o galm)
Folre)  gi(m) . galZs)

Fo@aas) 1 @argd o0 FulBary)

17 Adete, vol. V.
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ogni punto z di A, il lmite di [f(2y, 2:, v, Zopy) quando i punti
Zyy B2y y Zngy tendono omotebicamente al punto z, disponendosi secondo ¢
vertici di un (n+ 1)—gono regolare col centro in z, la f(2) & olomorfa in A.

Ora & spontaneo domandarsi: Qual’® la pill generale configura-
zione dei punti z;,2s, .., 2,41 fole che dall’esistenza e finitezza, in ogni
punto z di A, per unas funzione f(2), ivi funzione di @ e y differen-
ziabile secondo Srorz, del limite di f(z;, 2y, ..., 2,44) al tendere omoteti-
camente dei detti punti al punto 2z, si possa dedurre l'olomorfia di
f(z) in A?

A fale questione si risponde subite al modo seguente.

Figsati, per ogni punto z di A, 1 numeri ¢, %, ...,%u4s, posto
Lu=F5 + i, si ha, per n=1,

(Eg — Ei)f:c + {0y —ny) fy

Ep by (hp = ny)d

lim fz+ 8,2+ t0,) =
i—+0

comunque si assuma la funzione (differenziabile) f. Per n=2, si ha

_ |17Zhaihtfm+|la chr'ﬂnlfv"‘“(t)
- LG, Gt !

[z+tl,, 2+ 88, 2+ L)

" con
limw () =0,

t-+0

e pertanto, se

lim (tf(z +t, 2+ tEs, 2+ tcs))'———O ,
{0
&1 ricava

lerMEh!fw + fglv Ck?’nklfyzo .

Ma
11, Gy ba] + 1L, Gy mil6=0,

onde segue if, —f, =0, se non & |1,£,,%,]=0, e si ha dungue che:
La funzione f(z) ¢ olomorfa in A se, non essendo i punti 2;,2,, 2,
allineati, si ha, posto o=z, ~z|+ |2, — 2| + |2, — 2|, in ogni punio z
di A,
lim (af(zi, oy zs))=0 ,

a0,
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quando i punii z,,2,,2; tendono omoteticamente a 2, in particolare, se
& determinato e finito 4l limite di f(z,, 25, 2,), nel detlo modo di tendere
dei punti 2,, 2y, 2.

Per nz 38, 81 ha

f(z + tti: Z+ tCﬁ} wey & + tc,»u):

|1; Ck, £y Ckﬂ_'{: Eklfx + |1: gki ey zkﬂﬂt "'?-’olfy + m(t)
i 1, C?” ey Chﬂ—i’ zhnit'n—i H

con lim e(f) (per t+0)==0, e guindi se

lim (7=t f(2 + 0y, 2 + oy ey 2 4 10,0} =0,

t—0
sl ricava
Il, Zk: vy Ekﬂ_i: Ekgfm + i 1: Zkr vy Ckﬂwi: '”F&Efv =0 )

onde segue if, —f, =0, quando sia

1,8, G Gty s Gt £ 00

e sl he dungue che:
La funzione f(2) & olomorfa in A, se, verificandosi per i punmii
20y 29, o0y 2o (N2 B) la diseguaglianza

[1] | 1) 25y Z_k: zhz: reny ZE”_LI :r'l: O
si hat, posto o= |z, —2|+ |2y~ 2| + .. ¥ [2ass— 2|, per ogni punto z di A,

{2] lim (Gﬂ_* f(z!.: oy eeny z’”“)) =0 !

a0

quando i punti 2y, 2y v, Za4s tendono omoteticamente a z, in particolare
se & determinato e finito il Limite di [(21, 2g, v, Zas1), nel detto modo di
tendere dei punti 2,, 2y, .y Burs-

{*) Con ?), indico la quantith complessa coniugata con &,
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Detta & una radice primitiva (n + 1) dell'unitd, per {, =, {,=
=el, ., {per=2"T, 1 punti 2;, 25, ..., Z,s¢ 51 dispongono secondo i ver-
tiel di un (n + 1)-gono regolare col centro in 2, e riesce

Ll

f
— 1. g5 g2 gL ()
get,,. e P 17+_ ?

1) Kh.) Ek) Ckzﬁ ey ‘Ckﬂ—j

si ritrova pertanto il risultato della Zuvi Per n=3, l'eguaglianza
|1, 24 %, 2%} =0, equivale alle seguenti

llﬁmk:yh:mhg_yhzlm|1:93k:?]h: w»'?fﬁ'=0 )

onde la condizione |1,z %, 50, impone al punti 2,,2,,2;,2, di
non trovarsi simultaneamente su due iperbole equilatere di equazioni:

ay@— gy +bhwrey+d, =0, aoy+batcy+d=0, ece

Con quanto & stato osservato in questa ¢ nella precedente mia nota,
citate dalla Zevi, si pud dungue enunciare la curiosa proposizione:

Se f(2), come funzione di x e y & differenziabile nel campo A, ¢ se’
per ogni punto z di A, sussiste, con lu condizione [1], la relazione di
limite [2], per n(Z2) determinata funzione di z, © punti 21, 2y, ., 2y
tendendo omoteticamente al punto 2, allora. esiste sempre, determinato e
finito, il limite

Bm [z, 20, ey 2yss)y 0=|2— 2|+ |2— 2]+ .. 4|24 — 2],
c—+0

per qualsivoglia numero naturgle v e senza che © punmti zi, 2y, .., 2y
stano assoggettati ad alcun vincolo !
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AL DI LA DEI LIMTTI
DELLA TEORIA CLASSICA DELL ELASTICITA ¢

{Con gquatiro figure)

GUSTAVO COLONNETTI

Accudemico Pontificio

SvMMARLYY, — Auctor, perhibens guomedo suae investigationes de elasto-
plasticorum ecorporum statica peragantur, declarat curnam sua ratic differat a
rationibus quas alii Anctores de eadem re inguirentes adhibere solent.

Ogni deformazione (sia pur piceolissima) di un corpo naturale
pud sempre riguardarsi come composta di due parti: l'una elastica
- che scompare al cessar delle cause che 'hanno prodotta; l'sltra pla-
stica che permane anche dopo che guelle cause hanno cessato di agire.

Nella maggior parte dei corpi naturali, fino a che la sollecitazione
non oltrepassa un certo limite, la prima parte del fenomeno prevale,
e la deformazione plastica si mantiene trascurabile rispetto alle defor-
mazione clastica.

Questo limite — detto Hmite di clasticita — varia naturalmente
da corpo a corpo; esso non ha daltronde che un valore convenzio-
‘nale, che dipende dalla precisione dei nostri mezzi di osservazione ¢
dal grado di approssimazione che vogliamo raggiungere.

Sta perd di fatto, in ogni caso, che, al di la di detto limite, le
deformazioni plastiche non potranno pilt venir trascurate e la teoria
classica dellelasticitds, che da esse prescinde, non potra pilt venire
applicata.
 Le csigenze, rapidamente crescenti, della tecnica moderna hanno
pertanto post il problema delle nuove ipotesi che occorre introdurre

(*) Nota presentatn nella Tornata dell’ giugno 1941,

18 deta, vol. V.
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e delle varianél che dovranno In conseguenza venir apportate alla
teoria, per temer conto dells presenza del femomeno plastico.

E

Tl problema & stato, in questi ultimi tempi, affrontato per vie di-
verse da diversi autori, i quali perd si sono generalmente occupati pitt
della sua impostazione analitica che dell’aspetto fisico della questione (*).
- Qui io vorrei richiamar Vattenzione sopra certi risultati dell’espe-
rienza che non possono e non debbono venir persi di visfa, in guanto
delimitano nettamente e definitivamente il campo delle nostre possibili
indagini.

Cid varrd, se io non i inganno, a giustificare la particolare im-
posta,zidne che io ho dain al miel studii sull’argomento (*), ed a chia-
rire le ragioni per cui credo di dover insistere in essa.

Premetto che, in quesfe indagini, io continuerd a supporre che le
deformazioni siano piccolissime rispetto alle dimensioni del corpo, e

(1) Alledo in modo particolare ai recenti lavori di:

P. LooaterLy, Sopra il teorema del minimo lavorc per corpi non perfel-
tamente elastici, R. Accademia d'Italia 1989 ; Hstensione del (eorema di Castigliano,
R. Istituto Lombardo 1989; Estensione, flessione, torsione di corpi elasto plasiici,
R. Istitnto Lombarde 1940} Iistensione del principio di Si, Venant a corpi non
perfettamente elastici, R. Accademia delle Scienze di Torino 1840; Ancora sul
principio di St. Venant per corpi non perfettamente elastici, R. Accademia delle
Seienze di Torino 1941.

B. Fixzr, Principic variazionale nelle meceanica dei continui, R, Accademia
d'Ttalia 1940; II problema ristreflo tridimensionale nella teoria della plasticiid,
R. Aceademia delle Scienze di Torino 1941.

M. Pasrori, Il problema delle distorsioni net corpi imperfettamente elastici,
‘R. Istituto Lombarde 1940; Le distorsioni nei meswi elasto plastici del Colonmnetti,
R. Istituto Lombardo 1240,

{%) Cfr, G. CovosNmrT, Su Iequilibrio elastico det sistemi in cui si verificano
anche deformaziont non elastiche, . Accademia Nazionale dei Lincei, 1937; Fucru-
dimento ed isterest elastica nel quadro detlanuova teoria dell’ equilibrio elasto plastico,

- Pontificia Academia Seientiarum, « Commentationes», 1838; La statica dei corpi
elasto plastici, Pontificia Academia Scientiarum, « Commentationes», 1938; Alla
ricorea dei fondamenti sperimentali della teoric dell’equilibrio elasto plastico,
R. Aceademia Nazionale dei Lincei, 1938.

Ovvero: G, CoLoNNRTTI, Seienza delle costruzioni, Torino (Einaudi), 1941.
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che esse possano poercid venire nei caleoli riferite alla configurazione
iniziale del sistema come se questo mon si fosse mai deformato.

T noto che, nel campo delle deformazioni elastiche, questa ipotesi
conduce direttamente alla formulazione della legge di Hooke, vale a
dire alla proporzionalitd fra forze e deformazioni.

Nel campo delle deformazioni plastiche le cose devone imvece
andare ben diversamente.

I’esperienza dimostra infatti che la deformazione plastica di un
elemento materiale non &, generalmente parlando, determinata dalla
sollecitazione a cul Velomento stesso o aftualmente soggetto, ma di-
pende dalle sollecitazioni a cul esso & stato assoggettato in precedenza
(¢ precisamente: dalla loro grandezza, dalla durata della loro aziome,
dall’ordine con cui si sono sucecedute). ‘

[ quindi, a parer mio, da considerarsi come non vispondente a
realts gualsiagi tentativo di studiare le deformazmioni plastiche di un
elemento come delle funzioni (pitt o meno complesse poco importa)
della sollecitazione affuale dell’elemonto stesso.

La cosa potrebbe tutt’al pilt avere un senso guando, in virtu di
particolari convenzioni, la successione delle sollecitazioni precedenti
potesse intendersi implicitamente definita dalla sollecitazione attuale.
Ma un tal modo di procedere potrd bensi venire utilizzato nella trat-
tazionoe di qualche caso particolare; non potrd mai coundurre ad una
soluzione generale del problema. :

In linea di massime sembra pitt conforme alla realtd delle cose
il considerare la deformazione plastica di clascun elemento come indi-
pendente dalla sollecitazione attuale dell’elemento stesso, e condizie-
nata soltanto alla circostanza chie la sollecitazione abbia (attuslmente
o precedentemente) raggiunto il limite di elasticitd del materiale.

Questo modo, apparentemente semplicistico, di impostare il pro-
blema & indubbiamente sufficiente guando la deformazione plastica
& preesistente (epperd fa parte dei dati del problema} e si tratte sol-
tanto di studiarne linfluenza sul regime statico deterininato da una
sollecitazione che sopravviene in seguito e che non raggiunge il limite
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di elasticités del materiale — sicché Pandamento del fenomenc si pud
rappresentare con un diagramma del gencre di quello disegnato in
figura 1. '

forze

deformaziont

If1a. 1.

Ma guando si tratta invece di studiare il modo con cui la defor-
mazione plastica si genera (sovrapponendosi alla deformazione elastioa)
sotto 'azione di una sollecitazione che tocea il limite di elasticithd del
materiale — per modo che 'andamento del fenomeno viene a doversi
rappresentare con un disgramma del tipo di quello disegnato in fi-
gura 2 — debbo convenire che, alla mia impostazione del problema,
pud ragionevolmente farsi qualche obbiezione.

11 diagramma di cul si tratta rappresenta infatti un comporta-
mento molto particolare, il guale non trova riscontre in pratica se.
non nel caso di certi metalli {come il ferro omogeneo o 'acciaio doice)
che, al limite di elasticitd, presentano fenomeni @i snervamento molto
netti ¢ ben definiti. _

B stato poi anche osservato che, nei corpi omogenei, un tale
comportamente unplica una distribuzione di tensioni uniforme in tutte
le regioni in cui si sono verificate delle deformazioni plastiche, cid
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che nox ¢ compatibile colle equazioni dell’equilibrio per forze di massa
non futte nulle.

Ma lipotesi della perfetta omogeneita non ha mnoforiamente che
il valore di una pura e semplice astrazione.

2[27!‘2' &

deformaziont
1, 2,

Nessun corpo naturale &, a rigore, omogeneo.

Vien quindi fatto di chiedersi se non convenga, nella teoria, so-
stitnire a questa ipotesl astratia quella, pilt conforme a verita, di woa
ragionevole eterogeneith del materiale.

In vealtd oguni difficoltd scompare se -- come lo ho gid avuto,
altra volta, occasione di suggerire — si conviene di considerare 1 corpi
naturali come aggregati regolari di elementi dotati di limiti di elasti-
citd differenti, opportunamente scalati tra due valori estremi ben definiti.

In queste condizioni accade infatti che, quando un elemento rag-
gimge il suo limite d& elasticita, esso cessa di arrecare nuovi contri-
buti alla resistenza dell'insieme, e si limita a secondare, deformandosi
plasticamente, le deformaszioni clastiche degli elementi attigui, a limite
di elasticita pih elevato; nel quali soltanto, a partire da quel momento,
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si verificheranno quegli incrementi di tensioni interne che sono neces-
sarii per equilibrare gli ulteriori incrementi della sollecitazione.

In un certo senso si pud dire che le tensioni interne emigrano,
man mano che se ne presenta la necessitd, dagli elementi che hanno
toccato il limite delle loro possibilitd di prestazione, a quelli che pos-
seggono ancora un margine pitt o meno largo di resistenza.

Ne segue eho in questi elementi (i quali, al crescere della sollecita-
zione, si van facendo sempre meno numerosi) I'accrescimento delle

forze

deformaziont
Fra. 8.

tensioni, e quindi anche delle deformazioni elastiche, si fard sempre
pitt rapido.

Il diagramma « forze-deformazioni » si incurverd pertanto verso
lasse delle deformazioni assumendo uwn andamento — del genere di
quello rappresentato in figura 8 — del tutto conforme a quello che
Pesperienza ci rivela nella maggior parte dei materiali natural:.

Se poi il diagramma « forze-deformazioni » & noto (come accade,
per esempio, quando esso & stato, su di un dato materiale, rilevato
sperimentalmente) la legge secondo. cui, In quel materiale, varia da
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punto a punto il Nmite di elasticith — o, cid che fa lo stesso, la
legge, secondo cui, al crescere della sollecitazione, 1 singoli suoi ele-
menti passano allo stato plastico — pud considerarsi come defermi-
nata in conseguenza,

Si consideri infabti i faseio dei ragel uscenti dal pelo arbitrario P
ed aventl lo direzioni delle successive tangenti al diagramma; e lo
si immagini intersecato da una qualsiasi parallela all’asse delle forze

(Bg. 4).

forze

/
/

P

deformaziont

Fig. 4.

'I‘E facile constatare che Iordinata intercetta su tale retta dal raggio
corrispondente alla fase elastica del fenomeno viene, da uno qualunque
degli altrl raggil del fascio, divisa in parti proporzionali ai numeri degli
elementi che, pel corrispondente valore della sollecitazione, si trovano
rispettivamente in regime elastico ed in regime plastico.

81 arriva cosi a trarre, dal diagramma « forze-deformazioni» rile-
vato sperimentalmente, una vera ¢ propria definizione struttwrale del
materiale, la quale giustifica e, in un certo senso, spiega la comparsa
progressiva delle deformazioni plastiche e rende ragione dei fenomeni
di inerudimento che le accompagnano.

PR



166 PONTIFICIA ACADEMIA BCIENTIARVM

Una conclusione si impone, ed & questa: che per fentar di inter-
pretare it fenomeno plastico non giova sostituire alla classica legge
di Hooke una legge non lineare la quale rappresenti piu o meno bene
Pandamento del fenomeno della deformazione per soilecitazioni gra-
datamente crescenti. '

Bisognd invece, prima di tutto, rinunciave alla reversibilith del
fenomeno, vale a dire alla biunivocitdh della corrispondenza tra forze

e deformazioni.

Dopo di che — se si resta nel campo delle deformazioni picco-
lisgime - non & neppur pilt neoessario rinunciare alla linearitd del

logame. Al fini che qui ci proponiamo & infatti pienamente sufficiente
che quel legame, pur rvestando lineare, cessi di essere omogeneo.
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APPUNTI DI MALACOLOGIA MEDITERRANEA
SULLE SPECIE DEL GRUPPO ACANTHOCARDIUM )

{Con wna tavola fuori testo)

g. 8. COEN

SVMMARIVM, — Cardia mediterranes note ad scctionem Acanthocardivem per-
tinentes hic examinantur; epecies nova describitur.

Genus Carprun Linnacus 1768,
Sub-genus CrrasropEry4 (Poli 1795) Morch 1853,
Sectio Acavrmocarprvy K., Romer 1869,

Le forme mediterrance di Acanthocardéium. pur ben distinte fra
loro, sono state oggetto di sinonimia e di confusione, dovuta in gran
parte alla sinonima stessa.

Ci aluta nella loro descrizione o discussione 'opera magistrale di
B. D. D. (%), che rimane classica, anche se in qualche punto si pud
dissentirne. B. D, D. descrivono "dunque come meditorrance le specie
qui sotto elencate, insieme al C. paucicostatum Sowerby (= C. ciliare
Poli non Lin.) che il mio Maestro, il compianto Marchese di Moente-
rosato, considera specie unica ¢ tipo della sua sezione Sphaerocardiuwm,
e del quale pertanto non si occupa la presente nota.

Si ha quindi:

1. Carpivd (ACANTHOCARDIUM) ACULEATUM Lmneo (fig. 1, 2)

2. » » wrrvdckuy Lamarck (fig. 8)
3. » » prsayrstr Payraudeau (g, 4),

specie sulle quali non ha luogo alcuna discussione,

(*) Nota presentata dail’Accademico Pontificio G. Giorgi, il 10 agosto 1941,
(Y Bucquoy, DavrzeNspre ¢ Dovrrus, Mellusgues maring du Rowussillon,
Paris, (Baillidre), 16887-1898, vol. II,

189 deta vol. V
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B.D.D. escludono dal Mediterranco il C. echinatum Linneo (1), che
& atlantico, almeno nella sua forma tipica e nella varieth Duregnei
(De Boury mss.) Monterosato 1891 (%), attribuendo invece al nostro
Mare, come varietd mediterranca dell’echinatum, il C. mucronatum Poli,
di cul dird pitt sotio.

Ora, il € echinatum & effetfivamente atlantico, o la fig. b ne rap-
presenta un individuo inglese; ma il Chiereghini lo ammette come
adriatico, e cosi pure Danilo e Sandri (*). Non credo che questi Autori
adriatici abbiano confuso la specie con le altre: certo & che fu pescato
al largo di Venezia il €. echinatum, di forma non precisamente fipica,
avvicinantesi alla var. Duregnei, ma meno trasverso ¢ con lo coste molto
meno oblique; questa forma, assal rara, rapprosento a fig. 6, che ripro-
duce l'esemplare della mia collezione, e la chiamerd C. echinatum adria-
fHewm, MOV, var, '

A questa & prossima la var. fasciate Spinelli mss. in coll. (*) sicche
la lista deve comprendere anche:

4, CarpivM (ACANTHOCARDIUM) ECHINATUM ADRIATICUM NOV. VAT,
o CARpIUM (ACANTHOCARDIUM) ECHINATUM FAscIarvy Spinelli mss. (*).

Va notato che la descrizione o le figure 4 ¢ 5 della tav. XVII del
Poli (%) deserivono ¢ rappresentano il C. erinacewm sotto il nome del-
Vechinatum, mentre descrive e figura perfettamente il suo C. mucro-
natum; ovidente equivoco: Vechinatum vero non & affatto citato dal
Poli.

Penso che il C. echinatum adriaticum abbia potuto trarre in errore
gli autori che hauno attribnito alla sua specie il C. mucronatum Poli,
come varietd (*). )

(1) Ibid., vol. IT, pag. 2606, 267.

(%} MonveEROSATO, Relazione fra ¢ Molluschi del Qualernario e le sp. viventi,
1891, pag. 2.

(%) DamiLo o Sanpur, Klenco dei Molluschi lamellibranchi mavittimi dei din.
forni di Zara. 1856, litografato, pag. b, speeie 30.

(*} La var. adriatiea & elencata in ConN, Nuovo saggio di una Sylloge Moll.
adriaticorum, 1987, pag. 115, ap. 744, insieme alla var, fasciate Spinelli mss, in
collez. del Museo di Venezia.

%) Powt, Testacea utrinsgue Siciliae, 1791, vol. I, ord. II, pag. 90, tav. XVII,
fig. 4, 6.

{8 B. D. D., op. cit., vol, 11, pag. 266, tav. XLII, fig. 4, b,
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Il Monterosato, a sus volta, citava il C. mucronatum come gino-
nimo di € echinatum e di C. Deshayesii (') ma corresse pol tale evi-
dente errore perché tutti i suoi esemplari di ogni luogo, a me dati,
¢ che ho in collezione colle sue indicazioni autografe, accuratamente
conservate, sono etichettati come mucronatum, ed a ragione; perchs,
se vi sono due specie, pur prossime ma completamente diverse, questo
& proprio il caso.

11 C. echinatum & globoso, trasverso, obliquo, tipicamente inequila-
terale, con le coste radiali oblique, convesse, non piatte; mentre il
C. mucronatum Poli (*) & assal pilt compresso, quasi equilaterale, con
le coste radiali partenti quasi simmetricamente dagli umboni subme-
diani, elevate ¢ piatte, 8 sezione quadrangolare, come ben dice il Poli:
« costac Interjoctae vectangulae », libere dalla scultura concenfrica dei
loro intervalli; infine, le sue papille, o tubercoli, non solo « spatuli-
formes » (B. D.D.) ma addirittura cupuliformi, sono caratteristiche
della speeie.

Abbiamo dunque ancora:

5. Carprvy (Acanrrocarprun) mucronsrum Poli (fig. 7, 8) e lo
sue varietd: CArprum (ACANTHOCARDIUM) MUCRONATUM HIRPISSIMUM
nov. var. (fig. 9) pitt globoso, con papille molto pitt abbondanti ¢ sa-
lienti, e C4rDIUM (ACANTHOCARDIUM MUCRONATUM SUBMUTICUM NOV.
var, (fig. 10) forma compressa, pi equilaterale, le cui coste sono tanto
profondamente solcate nel mezzo, da apparire bifide, e le papille rade
¢ tenuissime,

Quanto al C. propexum Monterosato (*), che B. D.D. anneftono
come altra varietdh all’echinatum, dal quale & invece diversissimo (gli
antori sembrano non conoscerlo) esso va escluso dal Mediterraneo, sulla
fode del Monterosato stesso: io mon lo ebbi mai soit’occhio vivente,
ma il Monferosato me ne dond un co-tipo fossile, con le seguenti note
autografe che accompagnano l'esemplare della mia collezione: « fossile
di Ficarazzl, vivente nei mari di Norvegia, non mediterraneo », 6: «emi-
grato dal Mediterraneo come la Cyprine islandica »; ab abundantiam

(*) Monrmrosaro, Enwmerazione ¢ sinonimia delle conchiglie mediterrance,
1878, pag. 10.

(* Pora, op. cit., ibid., pag. b9, fig. 7, 8.

() B. D. D,, op., cit.,, vol. II, pag. 267,



170 PONTIRICIA ACADEMEA SCIENTIARVM

e per confronto, figuro anche il co-tipo (fig. 11) chiarendo cosi anche
questo punto.

Alle cinque specie sopraelencate devo aggiungerne una sesta, tut-
tora ignota, e molto differente dalle precedenti. Trattasi di un esem-
plare, a mia notizia fino ad oggi unico reperio, adulto e freschissimo,
pescato ad Aci-Trezza o favoritomi dal chiaro prof. O. De Fiore, cui
vado debitore di altre forme nuove mediterrance (*).

6. Carprum (ACANTHOCARDIUM) NOVUM 1OV. Spoc.

Testa cordiformis subventrosa, solida, crassa, aequivalvis, valde inae-
quilateralis, postice paullum hians.

Valvae extus costis radialitus viginti, convewxis, latitudine intersti-
tits paribus, longitudinaliter non sulcatis, ininterrupte papillarum vel tu-
bereulorum serie horrescentibus; papillae valvas totas ornant, versus ven-
tralem marginem fortiores, antice cupuliformes, postice in aculeos mu-
tatis, qui conici, erecti, versum marginem acuti fiunt.

Ipsae papillae versum marginem ventralem sic intumescunt, ut ibi
costae trilobatorum catenac spissorum tuberculorum videntur.

Interstitia costarum concentrice minute rugata.,

Valvae intus laeves, albae, fere opacae, sulcis profundis costis exte-
rioribus vespondentibus omnino emsculptae; adductorum signa vix im-
pressa, pallealis linea integra fere indistincta.

Cardo normalis dentibus fortibus.

Ligamentum exterius paullum saliens, inconspicuis nymphis wmbo-
nibus contiguis perfertum.

Colore extus fulvo ferrugineo pallide, concentrice albido confuse fa-
sciato : tubercula ac acule candida.

Conchiglia cuoriforme, subventricosa, solida, spesse, equivalve, for-
temento inequilatorale, leggermente jante al lato posteriore.

Le valve portano all’esterno 20 coste radiall, larghe quanto 1 loro
intervalli, convesse, non solcate per il lungo, irte di nna serie continua
di papille o tubercoli regnanti sull’intera valva, che divengono pili forti
verso il margino ventrale, cupuliformi verso l'avanti, ¢ verso l'indieiro

(*) Vedi ComN, Di una nuova forma mediterranca di « Calliostoma» Ann.
Mus, Genova, 1926, pag. 272-274; « Imarginulee » nuove del Mediferraneo,
«Acta» Pont. Acc. Seientiarum, vol. ITI, n, 10, 1989; Note malacologiche, ibid.,
vol, IV, n. 22, 1940, ¢
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trasformantisi in sculel conici, eretti, pungenti, adunchi verso il mar-
gine.

Tali papille divengono tanto spesse verso il margine ventrale, che
le coste ivi assumono laspeftto di catene ininterrotte di fuboercoli tri-
lobati.

Interno delle valve liscio, bianco, guasi opaco, soleato in tutta la
sua, superficie profondamente in corrispondenza delle coste esterne: im-
pressioni degli adduttori appena segnate, linea palleale integra quasi
indistinta.

Cerniera normale con denti forti; ligamento esterno poco saliente
portato da ninfe indistinte contigue agli wmboni.

Colorazione esterna fulvo-ferruginoso pallide, con fascie biancastre
confuse: tubercoli ed aculei candidi.

Diametro umbo-ventrale mm. b7.

5 antero-posteriors mm. 65,

Spessore mm, 48,

Nora. - La presente diagnosi scgue passo passo quells di B, D. D. {op. ¢it.)
delle specie prossime, per necessario confronto,

Va osservato anzitutto l'habifus generale, assolutamente diverso da quello
degli aitri Aeanthocardia, perchd particolarmente inequilaterale ed obliquo; poi
il lato posteriore della conchiglia, che & aporto, «hians», «bdillanb», come av-
viene soltanto nel C. aculeatum, mentre 1 C. echinatum, erinaceum, Deshayesii,
mucronatum sono perfettnmente chiusi. 8i badi che, se anche in qualche esom-
plare le valve di queste specie possono combaciare non rigorosaments, esse por-
tano sempre le crenatuve, corrispondenti alle coste, bene alternate in perfetta
reciprocitd: mentre nei margini deila fessura (il «baillement» di B.D.D.) del
C. acwleatum o del €. nowvum la cronmtura scompare, perchd in quel tratto le coste
non raggiungono il margine della valva,
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B.D.D. escludono dal Mediterranco il C. echinatum Linneo (1), che
& atlantico, almeno nella sua forma tipica e nella varieth Duregnei
(De Boury mss.) Monterosato 1891 (%), attribuendo invece al nostro
Mare, come varietd mediterranca dell’echinatum, il C. mucronatum Poli,
di cul dird pitt sotio.

Ora, il € echinatum & effetfivamente atlantico, o la fig. b ne rap-
presenta un individuo inglese; ma il Chiereghini lo ammette come
adriatico, e cosi pure Danilo e Sandri (*). Non credo che questi Autori
adriatici abbiano confuso la specie con le altre: certo & che fu pescato
al largo di Venezia il €. echinatum, di forma non precisamente fipica,
avvicinantesi alla var. Duregnei, ma meno trasverso ¢ con lo coste molto
meno oblique; questa forma, assal rara, rapprosento a fig. 6, che ripro-
duce l'esemplare della mia collezione, e la chiamerd C. echinatum adria-
fHewm, MOV, var, '

A questa & prossima la var. fasciate Spinelli mss. in coll. (*) sicche
la lista deve comprendere anche:

4, CarpivM (ACANTHOCARDIUM) ECHINATUM ADRIATICUM NOV. VAT,
o CARpIUM (ACANTHOCARDIUM) ECHINATUM FAscIarvy Spinelli mss. (*).

Va notato che la descrizione o le figure 4 ¢ 5 della tav. XVII del
Poli (%) deserivono ¢ rappresentano il C. erinacewm sotto il nome del-
Vechinatum, mentre descrive e figura perfettamente il suo C. mucro-
natum; ovidente equivoco: Vechinatum vero non & affatto citato dal
Poli.

Penso che il C. echinatum adriaticum abbia potuto trarre in errore
gli autori che hauno attribnito alla sua specie il C. mucronatum Poli,
come varietd (*). )

(1) Ibid., vol. IT, pag. 2606, 267.

(%} MonveEROSATO, Relazione fra ¢ Molluschi del Qualernario e le sp. viventi,
1891, pag. 2.

(%) DamiLo o Sanpur, Klenco dei Molluschi lamellibranchi mavittimi dei din.
forni di Zara. 1856, litografato, pag. b, speeie 30.

(*} La var. adriatiea & elencata in ConN, Nuovo saggio di una Sylloge Moll.
adriaticorum, 1987, pag. 115, ap. 744, insieme alla var, fasciate Spinelli mss, in
collez. del Museo di Venezia.

%) Powt, Testacea utrinsgue Siciliae, 1791, vol. I, ord. II, pag. 90, tav. XVII,
fig. 4, 6.

{8 B. D. D., op. cit., vol, 11, pag. 266, tav. XLII, fig. 4, b,
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Il Monterosato, a sus volta, citava il C. mucronatum come gino-
nimo di € echinatum e di C. Deshayesii (') ma corresse pol tale evi-
dente errore perché tutti i suoi esemplari di ogni luogo, a me dati,
¢ che ho in collezione colle sue indicazioni autografe, accuratamente
conservate, sono etichettati come mucronatum, ed a ragione; perchs,
se vi sono due specie, pur prossime ma completamente diverse, questo
& proprio il caso.

11 C. echinatum & globoso, trasverso, obliquo, tipicamente inequila-
terale, con le coste radiali oblique, convesse, non piatte; mentre il
C. mucronatum Poli (*) & assal pilt compresso, quasi equilaterale, con
le coste radiali partenti quasi simmetricamente dagli umboni subme-
diani, elevate ¢ piatte, 8 sezione quadrangolare, come ben dice il Poli:
« costac Interjoctae vectangulae », libere dalla scultura concenfrica dei
loro intervalli; infine, le sue papille, o tubercoli, non solo « spatuli-
formes » (B. D.D.) ma addirittura cupuliformi, sono caratteristiche
della speeie.

Abbiamo dunque ancora:

5. Carprvy (Acanrrocarprun) mucronsrum Poli (fig. 7, 8) e lo
sue varietd: CArprum (ACANTHOCARDIUM) MUCRONATUM HIRPISSIMUM
nov. var. (fig. 9) pitt globoso, con papille molto pitt abbondanti ¢ sa-
lienti, e C4rDIUM (ACANTHOCARDIUM MUCRONATUM SUBMUTICUM NOV.
var, (fig. 10) forma compressa, pi equilaterale, le cui coste sono tanto
profondamente solcate nel mezzo, da apparire bifide, e le papille rade
¢ tenuissime,

Quanto al C. propexum Monterosato (*), che B. D.D. anneftono
come altra varietdh all’echinatum, dal quale & invece diversissimo (gli
antori sembrano non conoscerlo) esso va escluso dal Mediterraneo, sulla
fode del Monterosato stesso: io mon lo ebbi mai soit’occhio vivente,
ma il Monferosato me ne dond un co-tipo fossile, con le seguenti note
autografe che accompagnano l'esemplare della mia collezione: « fossile
di Ficarazzl, vivente nei mari di Norvegia, non mediterraneo », 6: «emi-
grato dal Mediterraneo come la Cyprine islandica »; ab abundantiam

(*) Monrmrosaro, Enwmerazione ¢ sinonimia delle conchiglie mediterrance,
1878, pag. 10.

(* Pora, op. cit., ibid., pag. b9, fig. 7, 8.

() B. D. D,, op., cit.,, vol. II, pag. 267,
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Fig. 1. €. aculeatum, Napoli, lato destro.

» 2, » » lato posteriore per mostrare I'hiafus.

» 8, O, erinaceumn, » lato destro.

» 4. C. Deshayesii, Sardegna, lo due valve,

» B, C.echinatum, tipo d’Inghilterra, lato sinistro.

» G, » adriaticum, Venezia, lato sinistro,

» 7. . mucronatum, Napoli, lato sinistro.

» B » Venezia, lato destro.

» 9. » Tirtissimum, frori-di La Spezia, 500 m. prof, lato sinigtyro.
» 10, » submudticwm, Venezia, lato sinistro.

» 11, C. propexum, fossile di Ficarazzi, le due valve.

» 12. (. nowwm, Aci Trezza, valva destra, estorno.

» 18, » » valva sinistra, interno.

» 14. » » lato posteriove per mostrare I'hiafus,

{Tutte le figure sono approssimativamente di grandezza naturale).

.




G. 8. Coen, Appunti di malacologia mediterranea sulle specie del gruppo Acanthocardiun

Fia, 8.

Fic. 6.

I'ra. 1.

N.B. ~ Tutte le fignre sono approssimativamente in iscala di ¥/, della grandezza naturale,




Tav. L,

Fig, 9. Tia. 10,

Fic. 11,

Tra, 12, Fia, 18,

g, 14,
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Vol. V - N.30

NUOVE VARIETA DI ARGOBUCCINUM ™

{Con una tavola fuori testo)

G. 8. COEN

SyMMARIVM., — drgobuccind gigantei variotates adhne non diseretac hic de-
seribuntur, '

T Argobuccinum gigantewm Tamarck, gid tipo del genere Ranella
Lamark 1812 per la disposizione simmetrica bilaterals delle serie lon-
gitudinali di variei; esclusone poi per l'assenza del canale aperto po-
steriore al sommo dell’apertura; chiamato Apollo gyrina dal Montfort
(fide Lamarck, Blainville); oggi tipo della sezione Gyrina Schumacher
1807 del genere Argobuccinum, & specie assai notevole per essere l'unica
europea del genere, oltre cle per la sua statura e per habitus par-
ticolare.

B.D.D. (*) lo descrivono sommariamente, non tenendo conto della
disposizione delle serie di varici. Tale disposizione & perd caratteristica,
perehé le variei sono in due serie londitudinali laterali, « subcontinue »,
come nelle Ranella (*): o se non sono assolutamente «continue » si &
perchd la diveziome di ciascuna varice nel rispettivo anfratto nom &
parallela all’asse della conchiglia e non forma con la sutura un angolo
retto, ma & inclinata nel senso che la base di ogni varice ¢ spostata
all’indietro rispetto al sommo delle varice stessa: questa obliquita non
infirma affatto la disposizione subcontinua delle loro serie, perchd la

(*) Nota presentatn dall’Accademice Pontificlo G Gorgl il 3 sottembre 1941,

() Bucquoy, Davrzensura o DonLrus, Mollusques Marins du Roussilion,
1842-1886, Paris, Baillitre, vol. I, pag. 28, tav. III, fig. L,

(%) P. Frscunr, Manuel de Concliyliologic et de Paléontologie conchylivlogique,
1887, Paris, Savy, pag. 655,

90 deta, vol. V.
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Fig. 1, Var. oceanica nov. var. {Arcachon).

2

n

»

»

2.

® @

bronniona De Greporio (Palermo),
curvicauda nov. var, (Palermo).

magnifica nov. var. (Aci Trezza ?).

tenuis nov, var. (Savdegna),

intusdentata nov. var. (Mediterraneo),
nodosecarinala nov. var. (Sicilia),

dilatata nov, var. (Santa Mavgherita Ligure).

N, B, Tatte le figure sono esattamente in metd della grandezza naturale




G. 5. Coen, Nuove varietd di Argobuceinum, Tav. L

Fia, 1.

Fia, 2.

T, b.

g, 1.
Fra, 8.

N. B. ~ Tutte le figure sono approssimativamente in iseala di i/, della grandesza naturale.





