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SULL' EFFETTO
DELLA SOLIDARIETA DELL’' IMPALCATO
NEI PONTI AD ARCO ®

{Con undici figure)

LIVIO NOR¥%L

SvMMARIVM, - Auctor perpendit quomodo areus statice se prachent si cum
contabulations arte conmexus sit, et comparat graviores condiciones im variis
caleuli casibus,

Nei ponti in cemento armato del tipo indicato in figurs 1, il com-
portamento statico rispetto ai carichi accidentali dissimmetrici & no-
tevolmente modificato dalla solidariets dell’arco con impaleato. Aleuni
hanno rifenuto opportuno eliminare quests solidarieth interrompendo
Uimpalcato con giunti di dilatazione. Scopo della presente nota &
ginngere a calcolare con soddisfacente approssimazione le sollecite-
zioni massime di un arco solidale con Vimpaleato analizzando invece
come Veffetto di solidarietd sia nettamente vantaggioso.

Ho schematizzato questo effetto come quello dovuto ad una ro-
busta asta incernierata al vertice dell’arco ed alle spalle costituite
da piloni flessibili o, come caso limite, rigidi (fig. 2).

Sotto Veffetto di un carico accidentale dissimmetrico la chiave
dell’arco tende a spostarsi con una considerevole componente orizzon-
tale. Allora lo shancamento dell’arco & energicamente confrastato,
riguarde allo spostamento orizzontale, dall'impalcate che agisce nella
-sua metd, per esempio sinisira, come tirante e nella destra come pun-
tone applicando all’arco due forze ovizzontali in direzione opposta a
quella del movimento del vertice,

(¥} Nota presentata dall’Accademico Pontificio Guatavo Colonnetti nella L'ox-
natn del 21 febbraio 1943,

1 Aecta, vol. EX.



2 PORTIFICYA ACADEMIA SCIENTIARVM

Con lo schema posto si trascura solo la limitata rigidesza flessio-
nale dell’impalcato nel piano dell’srco e Vazione dovuta ai pilastri di
ripartizione. Questa per i pilt lunghi & assai piccola data la loro forte
flessibilith, e per i pit corti & notevolmente aftenuata dall’essere gli
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spostamenti orizzontali dei loro punti d'incastro sull'arce quasi ugnali
a quello della chiave. Poichd, come risulterd dal calcolo, lo sollecita-
wioni unitarie nellimpalcato dovute all’effetto studiato sono minime,
non ¢’d da tener conto della differente resistenza del calcestruzzo a

g, 2. Fia. 8.

compressione ¢ a trazione e le due parti della reazione d’impaleato
possono ritenersi uguali.

Si tratta quindi di studiare Veffetto sullarco di una forza N
applcatagli orizzontalmente in chiave e di valutare la grandezza di
questa forze in funzione dei carichi applicati e delle caratteristiche
elastiche del sistema complessivo.

Grazie alla simmetria, il problema della determinazione delle rea-
zioni diimposta IR, By & solo semplicemente iperstatico. Tnfaiti (fig. 3)
Ry, R, ed N deveno concorrere in € ¢ le componenti orizzontali di
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R, e di R, sono evidentemenie ogusli ad — N. Occorre determinare

2

le componenti verticali =Y fra loro eguali ¢ contrarie. Queste compo-
nenti sono essenziali nell’analisi di questo problema ¢ sono state invece
sempre tragcurate fin ora (*). Trascurare queste componenti. porta ad
ammettore per l'arco delle deformazioni incongruenti e quindi inac-
cettabili, Infatii se ciascun semiarco fosse soggetio solo ad una forzs
orizzontale applicatagli al vertice, la chiave pensata come apparfenente
al semiarco per esempio sinistro dovrebbe alzarsi e pensate come ap-
partenonte al semiarce destro dovrebbe abbassarsi.

Per determinare le reazioni ho osservato che, per il primo fcorems
di reciprocitd, siccome una forza verticale in C produce solo un ab-
bassamento in C, una forza orizzontale in questo punto deve produrne
solo uno spostamento orizzontale,

Siritrova lo stesso risultato notando che per il teorema di MeNasrEA
deve annullarsi la derivate della funzione lavoro di defoymazione L.
vispetto all’unica incognita iperstatica che & la componente verticale Y,

oL | : .
Bh la spostamento verticale di C.
Considerando questo spostamento come dovuto (figura 4) alla

e che por il teorema di Casmariano

forze, — R, agente sul semiarco sinistro, la Y & cosi determinata dalla
condizione :

ja] L NJ Y ,=0 ossin: tga= i_{,ﬂ

B vy J e

dove J,,J", sono momenti del second’ordine del peso elastico del
semiarco rispetto agli assi @, y.
lia {a] esprime che Y produce un abbassamento della chiave

. . 1. \
dell’arco tale da elidere 'innalzamento che —-Q—N produrrebbe da sola.
Conoscendo, per il dato arco incastrato considerato a sd, le linee
di influenza dei parvametri M, A, H della reazione d’imposta ridotia
al bariceniro elastico G la [a] pud essere posta sotto una forma che
evita il calecolo diretto di J',.

{*) Cir,: G.Quim, Sui ponti ad arco in cemenio armaito, « At dell* Accademis
delle Seienze di Torino s, 1917.
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Infatti, riducendo la forza - R, al baricentro elastico G, §i hae

‘ oa 1.
M sz o g N oo 2 kN
A=Y
or R
H = 5 N

e se M,, A,, H, sono i paremetri della reszione d’imposta dovube
ed un cerico verticale in chiave, W il peso elastico dell'arco imme-
ginato svincolato da uno degli incasti, J.,Jy, 1 momenti d'inerzia

del peso elastico rispetto egli assi dellellisse di olasticita..... Pannui-
A - Yo N c -
¥
6 <
... .
1 S
N
4 \ : H
; ! '.
:g lcn :@L
M, 4. Fra, 5.

Jarsi dello spostamento verticale della chiave, calcelato come somme

degli spostamenti prodotti rispettivamente da M, A, H, & espresso dal-

Vequazions :

, i o . . 1 . :

{a'] — g EN-M,W Y Agdy, = N H Jp=0

da cui si pud encora ricavare tang « ed una notevole espressione per Jd,.
Per determinare la grendezza della forma N, ho ragionato cosi

(efr. fig. B): '
Siano C, ¢, G rispettivamente le posizioni della chiave, ad arco

scarico, ad arco caricato dissimetricamente (per es. & sinis{ra) e non

contrastato dallimpaleato, ad arco carico n sinistra e contrastato.
Considerando le proiezioni sull’orizzontale di questi tre punti in

- 0,,0,,C" sipud porre:

30" =N

Ja 4 o

u)l toNe
g ¢ 0, =pN
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dove % & il coefficiente di elasticitd del sistema costituito dall'im-
paleato e dai smoi piedritti terminali elastici per uno spostamento
orizzontale di C dovato ad una forza orizsontale in C e p & Vanalogo
coefficiente per Varco. Sommando le {b] segue la

lbr‘; N == —

in cul § rappresents lo spostamento orvizmontale che l'arco subirebbe
se non fosse contrastato dall’impaleato.

Per ecalcolare 5 nel modo pili generale per ogni condizione di
carico dissimmetrico occorre costruire la linea d'influenza dello spo-
stamento orvizzontale del vertice per un carico mobile verticale unitario.

Per il primo teorema di reciprocitd guesta linea non & altro che
i) diagramma degli spostamenti verticali dovuti ad una forza orvizzon-
tale unitaria applicata in chiave. Applicare questa forza all'intero
arco incastrato equivale ad osercifare le forze — Ry, —~R, sui due
semiarchi considerati a sb (a guisa di mensole). In valore assoluto
gli abbassamenti di un semiarce souno uguali agli innalzamenti del-
Paltro per puntl simmetriei.

Girazie alla [a] ovvero alla [¢'}, & nota la forza — R, le cui com-

3 N — ] . 1 . -y e 1 ery
ponenti, per N =1, sono ey tang o o= 5T,

Riducendols al baricentro elastico ¢, si pud calcolare FPabbassa-
mento § di ogni punto di un semiarco con procedimento perfettamente
analogo a quello che ha condotto alla [&].

Indicando quindi ora con M, A, I’ i parametri della rcazione
di imposta destra, sempre per il solo arco incastrato considerato a
$& e per una generica posizione di un carico mobile verticale unitario
sul semiarco sinistro, risulia:

. k LJ " |
, & o e MW L B AN i = L
le] bz MW 7 Ay e BT,

per ogni punto del semisrco sinistro e 8 uguale e contrario per ogni
punto summetrico.



6 PONTIFICIA ACADEMIA SCIONTIARVM

Por calcolare il coefficiente (. basta ancora considerare il solo

semiarco (fig. 4) cui sono applicate in C le due forze %-N ed —2—N —JT,-“f
. oy
Si ha dalla feoria dell’ellisse di ela,sticité,, per N==1:
ot 1, J' ,
[@] €0 = p= "Q"Jm'"" jr“vw xy = (Jm.-+ Wk — Jy tg* @)
Yy

Infine il valore del coefficiente X & da determinarsi nei singoli
easi particolari,

ala a0

¥

b.de]

e, 6,

Riassumendo ogservo che & cosl possibile determinare la reazionse
d’impalcato N per ogni condizione di carico con l'musilio delle note
linee d’influenze di M, A, H che gid si debbono costruire per lo studio
dell'arco a sb. Llintroduzione di questa quarta incognita iperstatics
non complica quindi i normali calcoli numerici. Rispetto all'arco, la
forza N pud pensarsi come una nuova forza esterna eccitate dalla
tendenza che la chiave ha a spostarsi orizzontalmente sotto l'azione
di un carico dissimetrico.

Le formule fin ora trovate diventano particolarmente semplici
per un arco parabolico ideale per cui J PP J, = costante. Ricordo
che por tale arco, con le notazioni accennate in figura 6, ¢ se p o il
‘raggio di inerzia della sezione di chiave, valgono le formule (cfr. Gurpz,
Teoria dei ponti).

M = (& — x)* N C @) (2a+ a) o= /.(a e YR
. 4a 4o 24.a®p,*
Wa?

, 4
TV T W= W4 ).




AUTA T

Sostituendo queste espressioni nelle [a), [a'}, [c], [d}, sl ottiene:

3 W .
bgo == - ‘3|m961;(“”"a’)2“’(2“’+“) th‘W(3/f30 )

Un facile calcolo indiea che |3] & massimo per @ == 7—[%
In figurn 7 & tracciato il diagramma di n corrispondente alla
L .

reazione di impalcato N mnel caso limite in cui lo spostamento oriz-
zontale della chiave sia completamente annullato (A ==0).

In questo o nei successivi disgrammi sono indicafi i valori nu-
merici riferentesi all’esempio di un arco di 20 metri di luce, 4,00 di
freccia ¢ ]Omﬁso 46° cm*.

Venendo & considerare in che modo sia vantaggioso Veffetto della
reazione d’impalesto si pud dire qualitativamente che esso consiste
nel sovrapporre una distribuzione di momenti flettenti che, nei casi
pit sfavorevoli, & di andamento analogo ¢ di segno generalmente
opposto a quella che si caleolerebbe considerando larco a sb.

N diagramme risultante dei momenti flettenti & percid notevol-
mente smorzato(!). Infatti (cfr. fig. 6) le rette d'aziome delle Ry, R,

. . 3a . -
tagliano l'asse geometrico dell’arco per B = ed 1 momenti di
alleggerimento dovuti alla N risulteno massimi per le sezioni d’imposta

N . 3a . . .o
¢ per le sezioni distanti 5 dalla chiave ciod per le sezioni che sono

sensibilmente le pilt sollecitate, mentre si annullano solo per le se-

. 3a :
ziont @ == ~— normslmente poco sollecitate.

4
La figure 8 illustre questo confronto fra disgrammi di momenti
flettenti nel caso tipico di un arco parabolico caricato uniformemente
sulla sua metd sinistra.

{!) Se non si fossero considerate e componenti vorticali delle reasioni di
imposta il diagramma dei momenti Hettenti dovuti all’effotto d’impalcato sarebbe
stato assai diverso e proprio in alecune delle sozioni pili sollecitate si savebbe som-
mato anzich® sottrarsi a gquello poer 'arco considerato a a.
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Nel caso limite di fotale rigiditd del sistema d’impaleato (A ==0)
si raggiunge quasi 'smnullamento dei momenti flettenti, Questo per
due motivi:

Nel semiarco carico la curva delle pressioni & sollevata verso
Vimposta dalla composizione con la reazione dovuta alla N e nello
stesso tempo & tesa verso l'asse dell’arco per effetto dell’aumento della
spinta. Nel semiarco scarico Ry elide quasi la reazione dovuta al ca-
rico disimmetrico (*). Tuttavia guesto confronto ha solo un valore in-
dicafivo di esempio perché le condizioni di carico pili sfavorevoli,
tonendo conto della solidarietd con l'impaleato, mutano e precisamente
tendono & diventare pit simmetriche.

Per giungere ad un confronto esauviente tra i due modi di con-
siderare il ponte ho ftracciato le lince d’influenza del momento flet-
tente per sezioni equidistanti di due in due metri (fig. 9).

Per questo occorve sottrarre slle linee d’influenza per FParco a st
1 momenti M, dovuti alla forza N, ossia una curva affine alls linen

. x'\?
d’inflnenza dello spostamento orizzontale del vertice. Se «, f(—a—)
sone le coordinate del barieentro della sezione considerata:

s (8.4 &t
M= “w(#;f/"a—fm)

PRET at)’

Si vede che per % ==0 il comportamento statico dell’arco & })1'0-
fondamente modificato, ma anche per rigidezze facilmente realizzabili
in pratics il vantaggio della solidarietd con l'impaleato appare assai
notevole.

Né mancano d’altra parte casi pratici in ecui & soddisfatie la con-
dizione di rigidezza quasi perfetin essendo Vimpaleato ancorato a spalle

molto robuste.

(*} Integrando da x==0 ad x=za le formule date per M, A, H, N si ha:

o .. 8 . pflad P fa*
M=pyg A ggee Hepmigy ! EPPRSTats iy

da oui si vodo che, per x=0, se si potesse trascurare g, il semiarco destro xi-
sulterebbe libero de ogui sollecitazione o nel semiarco sinistro la curva delle
pressioni sarebbe perfettamente cenfrata con la spintn raddoppiata,
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T, 8.

Qonfronto di curva delle pressioni nel caso di carico uniforme sul mezzo ponte.
Tines continua: arco libero - Linen a tratti: impalcato rigido.
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Linee d’influenza dei momenti fettenti.
Lines continus : arco libero — Linea a tratti: impalcato rigido ~ Linea puntegpiata : 3/p = L.



12 PONTIFICIA ACADEMIA BOIINTIARVM

Se¢ ora si immagina di cavicare con p kg/ml uniformemente, le
zone positive o negative date dalle linee d’influenza per ogni sezione,
si arriva a costruire i diagrammi dei momenti flettents massimi,

Questi diagrammi, tracciati in figura 10, hanno ordinate propor-
zionsli alle aree positive e negative racchinse dalle curve  d’influenza
o rinssumono il confromto fra i casi di carico accidentale piu sfavo-
revoli nelle diverse ipofesi di ealcolo ().

Si conclude che, in seguito alleffetto di solidarietd, si ha uue
netta riduzione nei momenti flettenti massimi. Questa riduzione si

: s : Ba
annulla per la sezione, che & sensibilmente la meno sollecitats, = = *-

Tnoltre & la stessa in valore assoluto sia per i momenti positivi che
per quelli negativi. _

Per le sezioni piti sollecitate e per =0, la riduzione raggiunge
il 45 per cento cirea e tale pud ritenersi la riduzione percentusle
nelle sollecitazioni unitarie massime s dovute al carico accidentale
dissimmetrico. A questo riguardo & anche da notare che il punto in-
termodio di massimo momento si sposta dalla sezione wo24 verso la
sezione piti robusta 26 mentre la sezione di chiave normelmente
5 meno sollecitata avvantaggiandosi della collaborazione coll’impaleato.

{1) Le due curve souo sostanzialmente ananloghe e sarebbero anzi uguali
qualora si trascurasse il raggio d’inerzia p dolla sesione trasversale deil’arco.
Tnfatti in tal caso la curva delle pressioni per nn enrico uniforme su tutto il
‘ponte apparirebbe coincidere con l'asse geometrico dell’arco.

(*) Por precissre 'andamento delle curve dei momenti masgimi occorre co-
corre conoscerne i valori in questo punto. Accenno brevemente al calcolo:

Dalle formule gid ricordate si vicava che un ¢arico unitario verticale nel
punto @=% suli'arco svincolato ds)i’impaleato produce intorno al baricentro
della semione @:==0a situala alla sua sinistra, non momento flettente
M(0,5) == M + H 7 (02 n 1) —Aa=-(1 ~E}2{l.+m}i- (f?)arauﬂ-_n (L4 B — (2 +5)0}

3/ 4 18 \p,/

. : . g 3 -
Ii rassimo momento negative della sezione — g &

B3
[ty
. 3]
tra i limiti ohe sono radici dell’squazione di secondo grade in & fra parentesi
quodre,
(8 o — 0,862 , Egu= 0,814)

In modo analoge sono stati caleolabl tutti gli albri velori numerici indicati

nei diagrammi di figara 10,
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065

e, 10,
Diagrammi dei momenti massimi
Linen continus: aveo libero — Linen a bratti: impaleato rigido.
{1 valori numorict indicati sono in tm se p = 1t/fml) ~ Linea puntegpinta h/w==1).
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Por —=1 si ha circa il 33 per cento di riduzione.
Vicoverss senza aumentare lo sollecitazioni massime, si potrebbe
©qs . . 1 ¢ A
moltiplicare il sovraccarico per 1,8 s 2==0 e per 1,b se —==1.
{J.

Si migliora un poco Vapprossimazione del caleolo delle sollecita-
sioni massime tenendo conto delle variazioni della spinta H.
Se si considera l'impalecato solidale si oftiene la nuova linea

IS . - " - 10 - 17q1 b
d mﬁuenm della H aggl.ungendo SR " alla linea Per 'arco a se.

Tale linea, valida per un semiarco, b tracciata in figura L1, 8i vedo"
c¢he in ogni caso, dalla parte del semiarco pit carico awmentano lie-
vemente lo sollecitazioni per sforzo normale e perd, per lo stesso
motivo, diminuisce Ucccentricitd della curve delle pressioni riducendo
il pericolo della parzializzazione della sezione reagente.

Degno di nota & che per r==0 si possono avero piccoli valori
negativi della spinta. Analogo fatto si verifica per A, M (Cfr. Diagramini
fig., 11). '

Naturalmente tali valori negativi somo in pratica assai piccoli
rispetto n quelli positivi dovuti al peso proprio.

dix
ds
porehd le curve di figure 7,8, 9,10, 11 calcolate per un arco parabolico
valgono con buona approssimazione per qualunque arco parabolico si-

Mi sono sofformato in particolare sul caso delVarco J—- == Jo==Cost.

mile o affine purchd si tenga conto che praticamente, H ed N variano
come il rapporto aff, le ordinate delle linee d'influenza dei momenti
variano in proporzione alla luce ed i momenti fletbenti dovuti a carichi
uniformi con pLZ.

Tnfatti si ricava dalla teovia dell’arco parabolico che il coefficiente
di correzione [ da introdursi nelle linee d'influenza per tener conto
dello spessove A dell’arco in chiave in rapporto alla freccla & sempre
molto vicino all'wnitd (bisogua arrivare ad h/f uguale a 1/6 per avere
B ==0,98); pure piecola & l'importanza delle variazioni di Rff nel cal-
colo di ¢,* mentre & un po’ pill accentuata per il ceefficiente p qui

2
introdotte (posto p mm—g%g—- 3 m==127 per hff==1/B, ma per i

pitt comuni valori di /f dellordine di 1710, 1/20 si ha m==1,07, 1,02).



-0.33

Tia. 11,

Linea d'influerza dei parametzi
della reazione d’imposta sinistra ridotta ai bavicentro elastico.
Linea continua: areo libero — Tineo a tratii: impalcate rigido (n == 0),
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: . C - R .
fnoltre & noto che negli archi reali i cui J-—o- non e costantoe

ds
la sua variazione non Uinfluenza troppo i risultati essenziali del caleolo.

Qui si pud osservare clie Pessere offettivamente larco incorporato
con l'impalcato in chiave equivale ad una reale diminuzione del peso
olastico del tratto centrale dellarco e quindi ad una variagzione assa
minore- di J ffif . Sembra cosi legittimo trattare, agli offotti di ricerche
di questo genere, gli archi come archi parabolici & peso elastico uni-
formemente distribuito sull’orizzontale.

A titolo d’esempio dico che per il ponte sullErmo a Gignese,
schizzato in figura 1, i calcoli eseguiti con metodo grafico-analitico
hanno dato risultati conmcordanti con le formule qui trovate entro
il 59/, nel caso di impalcato perfottamente rigido. Negli altri casi,
agsumendo J, uguale al momento d’'inerzia dell’arco in chiave, si esa-
gera la cedevoleuza dell’arco vispetto a quella del sistema d’'impaleato.
Se perd si introduce nelle formule il peso elastico effettivo dell'arco,
4i ristabilisce la concordanza engro meno dol 109, ¢ probabilmento
non si pud pretendere maggior precisione nel valutare Peffetto studiato.

Per il ponte citato, tonendo conto nel caso offettivo dells forte
forza d'attrito eccitate dal peso delle campate dei viadotti d’accesso
grgvantl direttamente sui piloni di spalla, nonché dei nuovi valori
delle spinte nella verifice. delle sezioni, & risultato che a parith Al 9 0ax.
Iintensitd del sovraccarico accidentule, prevista in 400 kg/mq per Patco,
potrebbe portarsi & 600 kg/mg.

Per h==0 si arviva quesi ad 800 kg/mq ed avendo prosente la
differenza fra srco reale ed arco parsbolico, e sopratutio quanto gia
detto sul coefficiente 1, si comprende come ¢cid sia d'accordo con 1
vantaggi percentuali precedentemente calcolati.

Nel ponte di Gignese I'esistenza dellattrito fa si che per carchi
non troppo forti il regime statico del ponte sian sensibilmente quello
del caso r==0, '
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AZIONE DI IONI IMBIBENTI E COLORANTI VITALI
SULLO SVILUPPO EMBRIONALL ()

ROSA ASCIONE

Svamarive, — SCN et I', quemadmodum colorantia vitalia et nitrophenolia,
efficiunt ut celerius embryo evolvatur. Haec duo genera substantiarum simiii modo-
operantur ut iam in alils casibus notis.

Rawzi (1) (2) richiamé Pattenzione sul fatto che soluzioni di Na SCN
0 Nal & soluzioni di coloranti vitali (plocianina, blu di metilene, ece.)
o nitrofenoli causano lo stesso effetto in parecchi feromeni dello svi-
lnppo embrionale.
Le soluzioni di NaSCN, di Nal e quelle dei coloranti vitali e
p. nitrofenolo determinano infatti:
ipersviluppo della corda in embrioni di Anfibi (efr, Rawzr (*) e
lavori ivi citati);
evocazione in espianti ventrali di gastrule iniziali di Anfibi
(Rawzr e Tasoxi (%) per NaSCN; Brarry, o Jows e Zimuinsxr () per
i coloranti vitali; il Nal non & stato saggiato); _
animalizzazione dello sviluppo dei ricei di mare (Laxpann (7)
per NaSCN e Nal e Tammwi (%) per 1 coloranti vitali e p. nitrofenolo).

: {(*) Nota presentata dall’Aceademico Pontificio Ginseppe Lepri il 25 maggio-
1945.

(*) Ranzr 8., « Naturwiss», 1942, 30, 329,

(%) Rawzr 8., «Boll. See. itel. Biol. sper. », 19458, 18, 218,

(*) Ranzi 8, e Tammzt B., «R.Istit. Lombardo (Rend. Se.)», 73, 525,

(1) Bearry R. A., 8. DeJong a. M. A, ZIRLINSKL, «J. exp. Biol.», 1989, 16, 150,

(% Jampann P. B, «Acta Zool. », 1936, 17, 179.

(" Tammy E., «Monit. zool. ital: », 1941, 52, 81,

2 Adeta, vol. 1X.
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Un punto doveva perd amcora esser preso in esame. DEOTTO ™
con soluzioni di piocianina e tionine aveve posto in evidenza un acce-
leramento dello sviluppo degli embrioni di riccio di mare. CrrTERIO *)
aveva osservato che, con soluzioni di piocianina, si pud determinare
un acceleramento dello sviluppo. dei girini di rana, acceleramento che

. ANDREASSI (%) ottenne per azione di alfa-dinitro-fenolo. Una simile ac-
celerazione dello syiluppo non era perd nots per azione di Na SCN
e Nal, anzi Ranzt o Tammni(*) non lavevano oftenute agendo con
varie soluzioni di Na SCN sullo sviluppo di rana e di axolotl.

iD) per questo che, lavorando presso la Stazione Zoologice di Na-
poli, mi sono proposta di vedere se con soluzioni di NaSCN, di Nal e,
per controllo, di blu di metilene si potesse deferminare un accelera-
mento dello sviluppo dell'embrione di riccio di mare (alcuni degli
esperimenti con Nal sono stati eseguiti dalla dott.”* MiraNpa RacuUsa).

Il materiale, che ha servito per le mie ricerche & stato prevalen-
temente costituito da uova di Paracentrotus Wvidus (Lm.), e sul Para-
centrotus sono gli esperimenti qui sotto illustrati; per qualche espe-
rimento di controllo, che ebbe poii medesimi risultati, mi sono servita
di Arbacia Lizula (L.). Allacqua di mare, nella quale venivano fatte
sviluppare le uova, aggiungevo soluzioni isotoniche di NaSCN-21H,0

(prodotto B. D. H.) (6,44 0/, = 0,65 M} o di Nal (prodotto Erba)
(11,4 %/, = 0,67 M), ovvero uns soluzione di blu di metilens secondo
Egmgrica (prodotto Gritbler) in acqua di mave. Ogmi singolo egperi-
mento venne eseguito con le uove di una sola femmina, fecondate con
lo sperma di un solo maschio, ed ogni esperimento aveva il suo con-
trollo, che era fatto con altrettante uove fecondate provemenm dalla
medesima coppis di individui.

Fin dai primi esperimenti emerse che I'aumento della velocitd di
sviluppo, determinato da queste sostanze, non & grande. Era quindi
particolarmente importante la scelte dello stadio al quale occorreva
eseguire il controllo; dopo ripetute prove, scelsi il processo di for-
mazione della blastula e sumento in dimensione di essa, aumento cle,

(1 DEoTTo R., «Boll. Sce. Ital, Biol sper,», 1933, 14, 327,

(#) Crrrmrio P, «R. Ist. Lombardo (Rend. Se.)», 1942, 75, 142,

(*) ANDRBASST G, « Boll, Sce. ital. Biol. sper. », 1941, 16, 663; 1942, 17, 61.
(%) Ranzx 8, o Taymwa E,, «R. Ist. Lomb. (Rend. Sc.)», 1942, 75, 695,
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come & ben noto, si accompagna ad una diminuzione dell’altezza delle
sue cellule. Questo processo segue di poco la schiusa, la rottura ciod
della membrana di focondazione. Stadi successivi non ho creduto dover
prendere in esame, perché cominciano ad entrare in giuoco i fenomeni
di animalizzazione determinati dalle tre sostanze prese in esame.

Gli esperimenti per saggiare 'azione di Na SCON dimostrano che, ag-
giungendo & 100 ce. di acqua di mare 8,4 — 5,0 — b — 11,3 ce. di solu-
zione isotonica di Na SCN, con 8,4 e 11,3 cc. nen si ottiene un’accele-
razione, anzi ‘con 11,3 cc., & volte, si osserva un ritardo. Si osserva
invece accelerazione con l'aggiunta di 5,0 ovvero 7.b cc.

Cosi in allevamenti condotti a 14°-16° troviamo che, a 19 ore
di etd dalla fecondazione, gli embrioni che avevano sempre soggior-
nato in 100 cc. acqua di mare + 7,5 ce. soluzione isotonica di Na SON
erano blastule con pareti pilt sottili dei controlli ¢ molto pit mobili
di questi. Il diametro medio di queste blastule al Na SON cra 103,6 p
quello del blastocele 55,5 . Lie blastule controllo avevano un diametro
di 96,2 . con blastocele di 44,4 1 ed erano meno mobili. In altro espe-

- rimento, condotfo con uova di altra femmina, a 17 ore di etd dalla
fecondazione, in analoghe condizioni sperimentali, le blastule trattate
avevano un diametro di 111,0p. con blastocele di 66,6 y. mentre, nei
controlli, il diametro era 103,6 &+ con blastocele di 87,0 p.. Anche la
schiusa delle larve trattate fu, nei due casi, pit precoce dei controlli.

Analogo risultato si ottiene con Nal. Aggiungendo a 100 ce. di acque,
di mare 1,0 — 2,56 -— 5,0 - 10,0 ce. di soluzione isotonics di Na 1, 51 vede
che mentre Vaggiunta di 1,0 e 2,6 cc.'dd un risultato dubbio, forse

~in qualche caso un leggerissimo acceleramento, l'aggiuuta di 5,0 cc.,

-e.in qualche caso quella di 10,0 ec, determina netto acceleramento.
Cosi in un allevamento di 100 ce. di acqua di mare + 5,0 ce. soluzione
isotonica di NaSCN, la blastula ancora negli involueri, a ca. 20 ore di
etd, misurave 109,0 . di diametro con blastocele di 49,8 i, mentre nel con-
trollo il diametro della blastula era 97.8 ¢, quello del blastocele 40,1 p.

Lo stesso si ottiene col blu di metilene, Con questo colorante vi-

tale ho saggiato soluzioni all’l.10-*e, 310720, 1-1072qy,, 3. 102,
'1.107%+;, in acqua di mare. La prima di queste soluzioni si & palesato
ritardante, tutte le altre acceleranti piti o meno lo sviluppo. La diffe-
renza tra i controlli e le forme trattate corrisponde a quella osser-
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vata con NaSCON ¢ Nal. Anche col blu di metilene pud osservarsi

~ una schiuss pitt precoce.

Tl riswitato delle presenti ricerche, cseguite nel’Istituto di Zoologia
¢ Anatomin comparata della R.Universitd di Milano, ospitato presso
1o Stazione Zoologica di Napoli, & pertanto un’altra ydentitd di risposta
degli embrioni all’azione di SCN' e I' da una parte, dei coloranti vi-
tali e nitrofonoli dell’altra. L'azione accelerante sullo sviluppo, gid nota
per colorauti vitali e mitrofenoli, pud osservarsi anche con SCN'e T
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INTERPRETAZIONE RELATIVISTICA
DELLE AZIONI ELETTRODINAMICHE ™

{Con due figure}
SANTE MALATESTA

SvumarivM. — Relativisticis animadversionibus ostendit Auctor electrody-
namicas actiones non esse habendas nisi vires apparentes, quas relativus motus
inter onera electrica et relationis systema, in quo observationes producuntur,
gignat, Ex quo efficitnr ut magnetica actio explicari possit, et singulas vecto-
rum H el B propristates aperte perspiei.

1. - Si abbiano due fascetti di elettroni, paralleli, nel vuoto; gli
elettroni si ‘muovano di moto uniforme con velocitd » e w, per cui i
due fascetii possono rappresentarsi con due file, @ ¢ &, di cariche, paral-
lele, indefinite, spostantesi uniformemente con le velocitd ¢ e w (fig. 1).
Siano %, e ¢, le correnti, per cui le cariche distribuite sull’'unitd di lun-
ghezza del fascetti, apprezzate da uno sperimentatore posto in un

. .

. C o . . 2 z
sisterna di riferimento S fermo, sono rispettivamente: ¢,—-% o g,== — .
P w

Vogliamo calcolare 'azione che si esercita fra la fila @ ¢ un elemento dl
della fila b, la cui carica & g¢,dl.

Supponiamo che la fila a sia solidale con un sistema S; in moto
uniforme con velocite v nella stessa direzione e verso di a. Se l'osser
vatore in S vedeva la carica g, nell’unitéd di lunghezza, vuol dire che,
nel sistema in moto, la carica q, & distribuita su una lunghezza:

,‘22
(dove f o= E{) .

(*) Nota presentata dall'Accademico Pontificio Giovanni Giorgi, il 20 maggio
19486,

8 dete, vol. IX,
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Ne risulta che nel sistema 3, in moto, il campo elettrostatico,
prodotto dalla fila @ in un punto P, alla distanza + da essa, &:

y VR LY Vg oy}
(2] = Ameyr Vi-gr. _

T'azione di questo campo su una carica g,d! che passi dal punto P,
b indipendente dalla velocitd della carica stessa (*); essa pud dunque
essere calcolata come se la carica ¢,di fosse ferma in P,:

3] AF, e — $e08 ) 7y

27\750"'

Un osservatore nel sistema di riferimento fermo S apprezzera,
sulla stessa carica, una forza dF la quale dipende dalla velocitd v
di. 8, e dalla velocitd w di g,d! secondo la formola di trasformazione (*):

vw
4 dF il dF
EA .
. Vig !
Dalla [3] e dalla [4] si otficne: "
L w@dl (. vw\  qudl | gugvwdl
2 = 2me,T (1,. c* )__ Ame,r = 2meyred

Iosservatore nel sistema fermo 8, attribuisce il primo addendo
all'azione clottrostatica, che egli caleola non tenendo conto del movi-
mento, e il secondo a un'azione elettrodinamica fra le correnti:

goquowdl vt dl

(6] le== Ome,re® | 2w

Essa & attrattiva o repulsiva a secondo che v e w hanno lo stesso
segno o segno contrario e coincide con la forza elettrodinamica cal-
colata con la formola di Tarrace. Questo ragionamento mostra che
V'azione clettrodinamica pud considerarsi una forza apparente dovuta
al moto relativo degli elettroni rispetto al sistema di riferimento in
cul st compiono le osservazioni. '

{) B, M, Lusurav. Le principe de Relativiié. Paxis, 1916. Cap.V, pag. 8b.
() Loc. cit,, nota 1, pag. 84, form, XV,
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2. — Passiamo orn ad esaminare le azioni non pilt fra fascetti di
elettroni ma fra correnti nei conduttori. Possiamo rappresentare sche-
maticamente una corrente in un conduttore con una fila di cariche

j W

W
G SRR
o P ol ~
K- Y-
s r b
b &l o
Fia. 1. Fia. 2.

negative che scorre con velocitd v accanto a una fila di cariche posi-
tive ferme rispetto al conduttore. Poichd per un osservatore posto in
un gistema di riferimento fermo 8, il conduttore formo appare allo
stato neutro, in questo sistema la carica positiva per unitd di lun-
ghezza deve considerarsi nguale alla carica negativa, e tale eguaglianza
rimane anche quando il conduttore & percorso da corrente.
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Supponiamo di avere due conduttori paralleli, indefiniti, a di-
- gtanza , percorsi rispettivamente dalle gorrenti f,=q,v e L= W
ssi sono rappresentati dalle file «,a’ e b,V dells figura 2; per l'os-
servazione precedente &: ¢u == o, @ == Q- Del conduttore b3, eon-
sideriamo un tratto clementare dl e calcoliamo separatamente Vazione
delle file & e & sulle file b & b’

Per il calcolo dell’azione della fila @, in moto con velocita @,
su b o b, procediamo nello stesso modo usato per i fascetti di elettroni,
In un sistema S,, in moto uniforme con la. velocitd o, la fila @ &
ferma e produce in un punto P, il campo elettrostatico dato dalla [2}.
Questo agisce sulla carica ¢ dl, di b o di ¥, nel punto P,, con una
forza:

. dl .
k dFm’—gma—g—-——-—b 1— @2,
[ b rovid
Un osservatore posto mel sistema di riferimento fermo, troveri
sulla stessa carica una forza diversa, che si calcola applicando alla [7]
\o, formola di trasformazione [4], tenendo presente che la velocitd della

1

fla b & w, mentre quella della fila ¥’ & zero. Si ottiene cosi:

 Qupdl(,  vw),

18] dFa Omey? (1 c’) !
_ Gnd

91 dFuy= G

1] caleolo dell’azione che la fila @, ferma sul sistema di riferi-
yento S, esercite sulle file b o &' & immediato, non occorrendo pas-
saggi do un sistema all’altro. Si ha:

2 Qs B0

. [10] ‘ dF gp == %";% ;
o 5agdl

[14] A vl

Liazione complessiva fra i due conduttori sard la somma delle
singole azioni fra le file di ceriche; si ha percio:

» . gu gy v dl tholaty dl
12 wo A0 T e B0
112] ax = - Bregre’ 2rr
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Lssa si & durque ridotta alla sola azione elettrodinamica fra le
due correnti. Osserviamo ora che nei conduttori di rame & pratica-
mente impossibile mantenere intensitd di campo elettrico superiori a
10~ V/m e in corrispondenza a questo campo la velucita di migrazione
degli elettroni & dell’ordine di 0,3 mm/see. Pud dunque sembrare
strano” applicare le formole relativistiche a sistemi animati da moti cosi
lenti; cid nonostante il calcolo conduce all’azione slettrodinamica M.

Normalmente, quando lo velocith sono cosi piccole, nell’espressione
2 2

© . CR Lo
(lm—zﬂ—) viene trascurato pe di fronte a 1, per cui si ricade nella

relativitd galileiana. Nel nostro caso, invece, sarebbe crroneo trascu-

“rare f—?— sella formola [8] in quanto, nel calcolo dell’azione comples-
¢ :

.o . . vw . .
siva, il termine di confronto, 1, scompare o —i Timane considerato

& 86 stante. Si pud poi osservare, dalla formola [12], che V'azione elet-
trodinamica non risults necessariamente molto piccola, perché la ve-
locitd degli eletfroni & sempre moltiplicata per ¢, ciod, in definitiva,
per il numero degli elettroni che & molto grande.

3. - Visto qual’é la natura delle azioni elettrodinamiche, cerchiamo
qual’s I'origine della teoria classica del maguetismo ¢ il significato dei
vettori H ¢ B.

Consideriamo la corrente come il flusso di un vettore i, densita
di corrente, attraverso una sezione del conduttore. Accanto a i con-
sideriamo il vettore K, tale che: curl K —=i. Sia L una linea chiusa
che circondi il conduttore e m una superficic qualunque che si appoggi
ad essa. Per il teorema di Sroxms si ha:

[18] [leurl K dm], = [[K dL], .
) n I

Ma .

[14] flewrl K dm),= [[idm], ,

m m

(*) A caunga della impossibilitd attuale di documentarci, non sappiamo se
questo risaltato sia stato altre volte messo in luce.
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e f? L dm],=i &la corrente nel conduttore. La relazione [13] diviene
percid:
[1B] [IKdLi=1 .
L

Da questa formola appare che il vettore K é quello che normal-
mente viene chinmato « intensith del campo magnetico » e viene
indicato con H; mentre fL [KdL], & la cosidetta «forze magnetomo-
trice ». In realtd, l'esistenza del campo di H non & che una diversa
inferpretazione matematica dell'esistenze di une corrente elettrica.
Applichiamo gueste considerazioni al calcolo delle azioni elettrodina-
miche: nel caso di un condutlore rettilineo ed indefinito, I'intensitd
£
PRI

di H in un punto P, a distanza » dall’asse del conduttore, 8 He=

Sostituendo guesto valore nella espressione [12] si he:
[16] T, — Pole® @ 1 g1 — B, dl
. ed 2“_ 7 {J i} ] (! .

Confrontiamo questa formola con l'espressione dell’azione eleftro-
statica fra una fila indofinita di cariche e un tratto elementare di
di un'altra fila di cariche, ad essa parellela e a distanza 2:

(17] dFes=%“f—%§;= Egdl .

15 evidente Ianalogia formale fra le due esprossioni. Ik tale ana-
logia che d& origine alla teoria classica dell’clettromagnetismo : in questa,
Vadozione del vettore B==p,H consente il calcolo delle azioni fra
correnti, ciod, in definitiva, lo studio del magnetismo, senza ricorrere
alle considerazioni relativistiche.

Ringrazio il Prof. NezLo Cammara e il Prof, Trro TrANZINI per
I'siuto ¢ i consigli che mi hanno dato nello svolgimento del lavoro.
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ACADEMIA
SCIENTIARVM

ULTERIORI RICERCHE SUL METABOLISMO
DELLA RETINA

ARMANDO SANTONI

SvMMARIVM, — Auctor exponit quid invenerit de retinae humanae permu-
tatione, experimentis factis in tribus hominibus quorum retinae fore incolumes
erant; quibus experimentis maegna constat retinae glycolytica, anaerobicn et
aerobica operositas. Sequuntur conclusiones quaedam de rotinne permutatione
in vivo.

Le nostre conoscenze sul metebolismo della retina sono entrate
in una nuova fase da quando 1'impiego di nuovi e pilt esatti metodi
di ricerca, ha permesso di mettere in luce alcune interessanti partico-
larity che diversificano il ricambio retinico in vitro da quello degli altri
tessuti normali e patologici. Notevoli sono stati anche i tentativi di
mettere in rapporto le particolarity metaboliche messe in luce per la
retina én vitro con le varie fasi della sua funzione nell’organismo.

Mi piace ricordare che allo studio della questione importanti
contributi hanno portato autori italiani (Lo Cascio e coll. CALIFANO
Mazza e Lewrr). Partendo dalla constatazione iniziale di 'Wamrsura
che dimostrava la elevata capacith del tessuto retinico a glicoliz-
zare, sla in ambiente anaerobico che in ambiente aerobico, Camros,
in base ad una vasta serie di ricerche, compiute sulla retina di vari
organismi della scala animale, dimostrava come la elevata glicolisi
del tessuto retinico, piti che espressione di un danneggiamento portato

(*) Nota presentata dall’Accademico Pontificio Gastano Quaglinrello il 19 Ju-
glio 1946,

4 desn, vol. IX.
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sugli elomenti costitutivi del tessuto, dovesse essere interprefata come
una coratteristica metabolica fondamentale del tessuto; a CaviraNo o
Lentr dobbinmo interessanti ricerche sul meccanismo delia glicolisi
nel tessuto retinico che sembra svolgersi con modalits differenti da
quelle del tessuto muscolare: Lo Cascio infine, in collaborazione con
Borpica, ha messo in luce sleune particolarita del vicambio delle refine
di animali munite solo di coni rispetto a quelle wmunite solo, o preva-
lentermente, di bastoncelli, giungendo alla conclusione che & possibile
mettere in luce #n wifre un comportamento metabolico dei due tipi di
retine corrispondente alla differente funzione che essi hanno negli orga-
nismi viventi. Se ancora non pud dirsi chiarito il significato che gli-
clevati valori della glicolisi acrobica, riscontrati per il tessuto retinico
in wvitro, assumono per la funzione dell’organismo, & probabile che la
ineapacitad dei prodotti di scissione del glucosio, formatisi nel corso
“della glicolisi retinica, a rientrare nel ciclo ossidativo, sia in rapporto
con la loro particolare natura; i processi enzimatici di cui dispone il
tossuto non troverebbero, in altri termini, nel prodotti terminali o in-
termedi della scissione dei carboidrati, substrati adatti & venire riuti-
lizzati. Potremmo quindi spiegarei come, ad onta di un sistema ossi-
dativo in buona efficienza, l'effetto della reazione di Pasreur-MevERHOF,
sia nullo o scarso.

Le nostre conoscenze sul metabolismo della retina umana hanno
segnato un progresso dopo l'importante monografia di Camros. In essa
troviamo dei fatti che riguardano il metabolismo della retina umana,
sia in condizioni normali, che in condizioni patologiche. L’Autore per-
viene alle seguenti conclusioni: Retine di occhi umant enucleati o
exenterati mei quali non esistevano profonde alterazioni, hanno dimo-
strato che la retina umana possiede un tipo di ricambio che si avvi-
cina molto a quella di comiglio, cloé forte respirazione:

Qo,== — 26,6 co — 36,4 .
intensa glicolisi aerobica:

%, =+ 26 0o + 36 .
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glicolisi anaerobica quasi eguale a quella acrobica:
b, o= + 26 0 40,4

Come risultanze di questi dati la retina umana non presenta ececessi
di fermentazione, essendo anzi i valori di U fortemente negativi: il
quoziente di Mreyrreor, molto basse, vieino allo 0, indica che pratica-

"mente non si ha.svelgimento della reazione di Pastrur-MEYERHOR.

Ricerche comparative eseguite ricercando il consumo di ossigeno
o la glicolisi anaerobica della regione centrale (maculare o paramacu-
lave) o di regioni periferiche della retina, hanno dimostrato che queste
ultime posseggono un ricambio pilt elevato negli occhi con glaucoma
secondario di date recente, mentre negli occhi con glancoma assoluto
di vecchia data, date la respirazione ¢ la glicolisi anaerobica della
porzione centrale sono cireca di intensitéd doppis (glicolist) e quadrupla
(vespiragione) di quella delle regioni periferiche.

Nessun altro dato esiste nella lefteratura sul metabolismo della
retina umana; & percid che abbiamo ritenuto opportuno rendere moti
1 risultati di alecune ricerche eseguite nella Clinice Oculistica della
Universitd di Napoli.

Le retine sono state ottenute da alcuni soggetti i cui occhi si do-
vettero enucleare, come risulta dalle relative storie cliniche, per affe-
zioni non strettamente oculari, quali tumori diffusi secondariamente
all’orbita, o da queste dipartiti, e quindi su retine in stato di completa,

0 quasi completa conservazione. Le retine sono state prelevate imme-

diatamente dopo l'ayvenuta enucleazione. Ho usato il metodo di War-
BURG. Circe la tecnica generale sirimanda al lavoro di Cameos o alla
recente monografia di Dronro. Nei casi in esame esperienza, per quanto
riguarde la misurazione della glicolisi aerobia, & stata allestita nel
inodo seguente :

Nella vaschette di un manometro [1] si trovano ce. 8 di liquido
di Ringen+0,2%, di glucosio ed una sezione di tessuto di peso p, e
nel pozzetto centrale cc. 0,2 di KO al 10°,. Nella vaschetta di
un altro manometro [2] cc. 3 di liquide ed una sezione di tessuto
di peso p,, e nel pozzetto centrale cec. 0,2 di Rinern, Durante Pespe-
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rienza il CO, prodotto dalla sezione p, viene assorbito dalla potassa
od il menometro 1 segna una diminuzione progressiva di pressione cor-
rispondente al consumo di ossigeno. Nel manometro 2 la pressione re-
gistrate & evidentemente la risultante della somma algebrica «consumo
.di 0+ produzione di CO, ». Essa, o seconda dei rapporti reciproei di
questi due valori, pud essere positiva, nulla o negativa.

Siano H* la diminuzione di pressione nel manometro 1, H* la va-
riazione di pressione registrata nel manometro 2, Kg, K3 e Kf, le co-
stanti per Dossigeno e per I'anidride carbonica nei due rispettivi ma-
mometri: avremo che il consumo di ossigeno X, sard eguale a:

X,, = Ht 2. 12,

F Y
Le diminuzione di pressione che si sarebbe verificata nel mano-
metro 2, se questo avesse contenuto potassa (H3) sarcbbe stata evi-
dentemente :

2 ... Xo,
5= s
2

I’aumento di pressione nel manometro 2, dovuto alla produzione
di anidride carbonica H%,, sard eguale alla somma di Hp, (valore as-
soluto: segno +) con H? (segno — o +) ciod: ‘

Hig, == + HY, + (Hy)
od Xgo: sard caleolabile secondo la formula:

XCOQ == 1{2002 ‘ K%Oz

KspERIMENTO n. 1. - L. Vincenzo di anni due e mezzo, accolte in Cliniea
in data 10. VI, 1942, Genitori sani e vivenii, Primogenito, senzs altri fratelli.
A 11 mesi ha sofferto disturbi intestinali: cirea B mesi fo di un ascesso alla re-
gione anteriore del collo.

Da circa un mese la madre ha cominciato a notare nna protusione progres-
giva del bulbo oculare destro. Attualmente presenta in Q. D. esoftalmo non molto
"acoentuato con bulbo coulare spostato in basso ed all’eeterno. Alla palpazione non
g rileve nulla di particolare. Nulla agli sannessi, Bulbo oculare sano, sia nal
segmento anteriove che nel fondo. Esame oteiatrico: non si rileva nulla a carico
-dei seni paranasali.

Esame radiologico: non si rilevano alterazioni evidenti a carico della volta
e della base del eranio.
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Riaccolto in Clinica in data 28. VII. 1942 con esoftalmo notevole anmentato,
Alla palpagione si nvverte una massa di consistenza molle, elastica che riempie
il cavo orbitario. Bulbo oculars con pupille non reagents alla Iuce. All’esame of-
talmoscopico papilla cottica intensamente iperemica con fenomeni di stasi inei-
pienti.

b, VIIT, 1942 operato di exenteratio orbitae a destra (prof. Lo Cascio) in nar-
cosi cloroformieca. Tl tumcere & di consistenza encefaloide ¢ riempie tutto il cave
orbitario senza essere delimitato da una capsuls evidente. 8i riporte per esteso
il protocollo dell’esperienza, anche per maggiore illustrazione del metodo seguito.

L. Vincenzo. Anni due e meazo.
Tumore encefaloide orbita sinistra. Incipiente papilla da stasi, forse cecild.

Tempo 3 c: R 8 e, R:e-;il;cosio Bee. I?B-:Zil;mosio 3 oc. I{::;igiucosio
Barometro 0,2 KOH, aria aria 59, 0Oz in N
0 179 215 186 188
10 178 —1 208 — 6 197 + 18 227 + 42
20° 174 —4 297 — 7 210 4 17 262 (156) + 89
30 171 —8 186 —~ 8 227 4+ 20 198 + 4b
W 168 —8 176 7 239 + 15 231 +86
50" 165 —8 166 — 8 249 + 18 261 (162) + 33
60" 164 — 1 158 — 6 260 + 12 193 + 33
mgr. 6,68 mgr. 4,60 mgr. b,25
H=—42 H= + % H = + 237
Ko,==1,42 Ko,==1,34 Kgo,=1,49
Xp,= — b9,2 Keco,== 1,60 Xco,== + 838
Xo,per mgr.4,60 Ho,= — 80,6
=—4l Heooy= + 120
Qo,=— 9 Xcoy== + 188
Q% =+ 40 Q¥ = + 64,5

R, == Ringer secondo Warburg + 2 ce. di soluzione isotonico di NaHGCO,
1,269, a 100 di Ringer.

Ry == Ringer secondo Warburg + 20 ecc, di soluzione isotonica di NaHCO,
1,269, a 100 di Ringer. '
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EsPERIMENTO b, 2. - D. C. Antonio, anni 45, Accolto in Cliniea in data
9. II. 1941, Ammalato da cirea 4 meosi, ha subito gid un intervente chirurgico ed
ha praticato curn radioterapica. Attualmente prosenta a destra: palpebra inferiore
quasi complotamente distruita, palpebra superiore distrutia nei 2/, interni; en,
trambe fortemente aderenti al bulbo ocnlare che si esplora con difficoltd. Cornea
ssplorabile solo nella metd inferiore dove si presentn opaca. Visus = percesione
luminosa,

Operato in data 25. IT. 1941 di exenteratio orbitae. Per brovita si riportano
solo i dati ottenuti per il comsumo di ossigeno, la glicolisi aerobica o la glicolis
anaerobica. Bia gli esperimenti sulla glicolisi asrobica che gli esperimenti sn
quella anaerobica sono stati compiuti in doppia prova.

Aocrobiosi Annerobiosi
1 Qo = — 15 O == 4 4 Moo= 48
II » = — 116 » = | 99 » == 4. 88
Meodia =— 18,3 Meodia = + 36 Medin = + 40,50

EgeprivenTo n. 3. - M. Salvatore, anni 63. Aceolto in Clinica in data
12, IX, 1840, ammalato da circa due anni, ha subito un intervento chirurgico ed
ha praticato cure radioterapiche. Attualmente presenta O, D. vasta neoformazione
ulcerata a fondo duro e sanguinante, eon bordi duri ed infiltrati, che ha distrutto
tutta la palpebra inferiore, ha invaso 1'angolo interno, la parte mediale della pal-
pebra superiore si estende sl fornice inferiore con invasione delie porzioni ante-
riori del gloho oculare. Questo sl esplora con difficolta, Visus = percezione deila luce.

19. 1X. 1940, Operato di exenteratio orbitae a desira. Sono stati studiati la
respirazione col metodo diretto, separataments sulla retina maculare ¢ sulla re-
tina periferica o la glicolisi anaerobica su frammenti di vetina periferica, La re-
spivazione della retina maculave riguarda esperimenti della durata di 40",

Retina centrale Retina poriforien L IT.

QlOz QIOE 'COg 232

=

per 40 = — 11.6 per 407 = — 18,406 + 33,6 + 82,9

perlh, = — 12,b
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Riassumendo in tabella i dali complessivamente oftenuti si ha:

’ N, Esporimonto Qo, 322 Sgg

1 - G + 40 - 64,5

2 — 13,3 + 40 + 40,5
Rotina contrale 40' | — 11,6

83,6

Retina periferica — 18,4 55

Qualche breve considerazione sui dafi esposti. I valori ottenuti
per la glicolisi acrobica e per quella anaerobica nei tre esperimenti
vientrano nei limiti' riscontrati da Camros, e che sono stati gid ripor-
tati, ove si eccettui il valore ottenuto per la glicolisi anacrobica nel-
Yesperimento I in cui:

Qfs,= + 64,5 .

Non pud affermarsi se tale valore superiore alla media dei valori
ottenuti anche da me negli altrl due casi, sia in rapporto con even-
tuali alterazioni intervenute nel tessuto retinico per effetto della com-
pressioue sul nervo oftico o con la giovane eta del paziente ¢ quindi
con differenze legate a questo particolare momento. Alquanto pilt basse
rispetto ai valori ottenuti da Camros sono le cifre da me avute per la
respirazione misurata con la modalitd sopra esposta, lo quali oscillano
in limi#i relativamente modesti. Il ricambio della retina della regione ma-
culare, secondo l'unico ‘esperimento riportato, sembra essere pil esiguo
di quello della retina periferica; il tessuto si esaurisce inolire pilt rapi-
damente.

Al lume delle ricerche di Camros e dei dati da me riportati che
dimostrano come nella retina separata dall’organismo la fonte princi-
pale di energia sia sempre un metabolismo di scissione, appare diffieil-
mente accettabile guante viene sostenute recentemente da Wrwe e
FiscrER cirea il metabolismo della retina patologicamente distaccata
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dall’epitelio pigmentato, come si verifica nel distacco idiopatico della
retina. Gli Autori traggono lo loro conclusioni dalle osservazioni com-
piute sul potenziale di ossido-riduzione del liquido sottoretinico. Viene
ammesso che quello delle retina distaccate corrisponda a quello del
liquido che la bagna. Il potenziale di ossido-riduzione sarebbe basso
nella retina normale, si eleverebbe nella retina distaccate per la ossi- ‘
dazione non pilt reversibile, di tutti i complessi cellulari che manten-
gono normalmente il ruoclo delle ossido-riduzioni cellulari ossidandosi
o riducendosi alternativamente, secondo una serie di reazioni accop-
piate. In particolare si avrebbe l'ossidazione definitiva del fermento
glicolitico con Vinterruzione dells glicolisi. La retins distaccata avrebbe
un metabolismo prevalentemente ossidativo, con la scomparsa del di-
stacco, la retina rinccostandosi all’epitelio pigmentato, subirebbe un
processo di rviduzione, si avrebbe la riattivazione del sistema glicoli-
tico e la ripresa della visione.

Tale osservazione sarebbe anche in contrasto con la presenza del
fermento glicolitico nel liquido sottoretinico gid riscontrata da Con-
miNo e sulla cul enfits quantitetive sono in corso ricerche in queste
Clinica.
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MISURE MICROMETRICHE DI STELLE DOPPIE ()

GIUSEPPE ARMBLLINI

Accademico Pontificio

SYMMARIVM, — Brevibus praemissiz notitiis de instrumentic et via adhibita,
Auctor exponit quid ostonderint mensurationes micrometricae, guas ipse magno
ob medio aequatoriali Romanae Spoculas astronomicac peregit super centam ot
viginti steliis duplicibus, Singulae stellao per plures noctes (plerumque tres
quattuorve) obgervatae sunt; for antem vel quater in singulis noctibus distantia
inter dvo sidera computats est, totiensque angulus positionis, ita ut in summsa
ter cireiter millies anguli ot distantise observata sint. ;

1. PreLiMinarr. ~ Limportanza delle stelle doppie nell’astronomia
e cosl nota, che sarebbe inutile di soffermarei ad illustrarla. Credo guindi
di dovermi limitare soltanto ad alcuni cenni sopra Porigine e gli scopi
di questo lavoro e sul metodo e gli strumenti che ho acdoperato per
eseguire le misure micrometriche che passo ad esporre.

Cirea cinquanta anni fa, il compianto prof. Franossco GacoMBrL
primo astronomo dell’ Osservatorio del Campidoglio in Roma e mic
caro maestro nell’astronomia pratica, esegui numnerose osservazioni mi-
erometriche di stelle doppie, che vennero pubblicate (') nei « Rendiconti
della R. Accademia dei Lincei ».

Lia bonta dello strumento adoperato - un modesto equatoriale di
Merz, di soli 110 mm. di apertura, ma dotato di un obbiettive di rara
perfezione ~ ¢ l'abilith grandissima che aveva il Gracomsras nellos-
servare, resero queste misure degne di molta attenszione fra gli astro-

(*) Nota presontata il 14 pingno 1945.
() Ofr. « Rend. Accademin dei Lincei», 1890, sem. I¥, fase. 5 o 9; 1891,
sem. I, fase, 2.

-'1 Acla vol, IX.
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nomi. Cosi vediamo per esempio che il Bumnuaw (%), nel suo grande
Catalogo di stolle doppie, riporta spesso integralmente i risultati del
GracoMmrrer, anche a preferenza di quelli di altri astronomi che os-
servarono le medesime stelle con equatoriali molto piti potenti.

Per tali ragioni, nel 1921, mi proposi di riesaminare le stesse stelle
doppie gia osservate trents anni prime dal Gracommivi, valendomi del
medesimo oquatoriale Merz da lui usato, onde mettere in luce 3 movi-
menti svvenuti in questo intervallo di tempo. Pihi tardi, verso la fine
del 1995, avendo oftenuto la direzione di quella Specola col succedere
all’amato maestro e predecessore ALronso D1 Lmasr titolare della Cat-
tedra di Astronomia nell'Universitdh Romana, potei impiantarvi un’equa-
toriale maggiore, di 155 mm. di apertura, che de allora in poi ho usato
costantemente nelle misure micrometriche delle doppie, fino a che non
ebbi a disporre di un grande equatoriale di 390 mm.

Le mie prime misure furono pubblicate nel 1922 e nel 1927, in
due note apparse nei «Rendiconti dells R. Accademis del Lincei» (%)
¢ comprendenti 96 stolle doppie, ognuna delle quali era stata osser-
vate almeno in tre notti diverse, eseguendo ogni notte almeno tre mi-
sure dells distanza e dell’angolo di posizione. I risultati, trovati
prima del 1927, sono poi apparsi nel grande Catalogo delle doppie del
VArxen (%), che riporta appunto le principali determinazioni eseguilo
prima di quell’anno.

Ma le misure continuarono anche negli anni successivi ed anzi
gllargai il programma di lavoro, proponendoni di riosservare tutte le
doppie dol Bumxmam aventi distanze comprese tra 37 e 20" ¢ splen-
dore non inferiore all’ottava grandezza (*).

@) Cfr. 8. W. Burnuam, A General Catatogue of Double Stars, Washington,
Carnegie Inst. 1906.

(%) Cir. G. Armuprid, dngoli di posizione di 50 stelle doppie, in « Rend.
R, Ace. doi Lincei », 1992, sem, I; Ip., Misure di stelle doppie, id. id., 1927, sem. I1.

(%) Cfr. R. Arrren, New General Calalogue of Double Stars, Washington, Car-
negie Inst. 1932,

(*} In una min terza nota Misure di stelle doppie, pubblicate nei « Rend.
della R. Acc. dei Dincei» (1928, sem. II) si trovano rviportate la sole medie gene-
rali preliminari di altre b5 doppie ossorvate fino all’8 luglio 1929. Poicht 1o os-
servazioni serali di queste doppie mon erano ancora state pubblicate, esse sono
gtate incluse nella tabella segnrente che compronde quindi tutte le doppic da me
ossorvate dal novembre 1997 al 80 givgno 19456, Le doppie osscrvate prims del
novemhre 1927 si trovano nelle due citate note in «Rend, Linceis, 1922, sem, I
e 1927, sem. IT,
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Il 13 agosto 1937, I'Osservatoric veniva fragportato nella nuova
~sede sulla vetta di Monte Mario, dove potei avere finalmente a dispo-
zione un potente equatoriale con obbiettivo Steinheil di mm. 300 di
apertura, che mi permetteva di esaminare doppie strette o di debole
“splendore. Se non che, occorse parecchio tempo per la completa siste-
mazione dello strumento e della grande cupola, o anche dopo questi
lavori fu necessario clettrificare il movimento di orologeria dell’equa-
toriale; giacchd il meccanismo esistente mosso da pesi si dimostrava,
insufficiente a muovere il grande cannocchiale. Tn consegueinza conti-
nuel ancora le misure con l'equatoriale di 155 mm. fino alla sera del -
16 marzo 1944, quando potei adoperare per la prima volta il grande
equatoriale di 390 mm. per osservare la p Canis Maioris.

Ma, poco dopo, mi vidi costretto ad interrompere nuovamente il
lavoro nel fondato timore che le milizie tedesche, prima di abbando-
nare Roma, potessero trasportare le grandi lenti e gli strumenti pin
importanti del R.Osservatorio. In conseguenza, valendomi della gentile
offerta di questa Pontificia Accademia delle Scienze a cui rinnovo sensi
di profonda gratitudine, inviai le grandi lenti e tutto cid che avevamo
di maggior pregio all’Osservatorio (compresi i cimeli pilt importanti
del nostro Museo Astronomico) nella Citta del Vaticano, in otto grandi
casse che’ furono provvisoriamente sistemate nella sede dell’Accademia,
alla Palazzina Pio IV. Liberats Roma il 4 giugno 1944 e cossato il pe-
ricolo, ogni cosa venne rimessa a, posto e, valendomi sempre del grande
equatoriale di 890 mm., ripresi le misure micrometriche di stolle doppie,
che spero di continuare finchd le forze mi permetteranno di osservare.

2. STRUMENTO © METODO ADOPERATO NELLE MISURE. ~ Clome ho gia
detto, tutte le misure eseguite prima della’ sera del 16 marzo 1944
(1944, 208) sono state compiute con l'equatoriale Cavignato con obbiet-
tivo Cauchoix di mm. 166; le misure posteriori furomo invece fatte
sempre col grande equatoriale Cavignato con obbiettivo Steinheil di
390 mm. Ovviamente agli equatoriali eva applicato un micrometro filare,
per la misura degli angoli di posizione e delle distanze ; nell’esccu-
zione delle misure ho tenuto il campo Hluminato ed i fili oscuri, cid
che permette una maggior precisione.

Per quanto riguarda Vingrandimento, Gracomsrri ha adoperato co-
stantemente il massimo che Patmosfera potesse comportare. Per mio

6  Adcta, vol. IX.
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“conto, ho trovato pitt vantaggioso adoperare un ingrandimento alquanto

‘minore onde anmentarve la nettezza delle immagini e quindi, in gene- -
rale, ho usato ingrandimenti di 150-300 diametri per le osservazioni

" fatte con Yequatoriale minore, e di 300-500 per quelle fatte col grande

equatoriale, sempre in correlazione con lo stato atmosferico. Memore

della nota massima di STRUVE, secondo cui per ben osservare bisogna

ben wvedere, ho osservato soltanto in serate veramente buone od almeno

abbastanza buone, e generalmente in prossimitd del meridiano onde

avere le stelle alla massima altezza sull’orizzonte.

Nell'osservare, STruve suggeriva di tenere la testa verticale e tale
consiglio fu generalmente seguito da Giacomenir. In tal caso perd,
poiche la congiungente 1 due occhi si mantiene sempre orizzontale
mentre la congiungente i due astri del sistema binaric che si osserva
pud avore wa direzione qualsiasi, pud nascere um errore personale
variabile da stella a stella. Per eliminarlo, si pud applicare all'oculare
un piccolo prisma a riflessione totale ruotandolo in modo da rendere
orizzontale la congiungente le due stelle che si osservano. Ma pit sem-
‘plicemente si pud, come 10 ho generalmente fatto, teneve la testa in
modo che la congiungente degli occhi sia parallela o normale alla dire-
zione della congiungente i due astri. del sistema binario; ¢id che eli-
mina del tutto, od almeuo riduce grandemente per evidenti ragioni di
simmetria, Uerrore in parola.

Gli angoli di posizione I sonmo stati osservabi ponendo i due astri
s i due Ali del micrometro paralleli e distanti pochi secondi tra loro,
e ruotando il cerchio del micrometro in modo che la congiungente 1
“due astei risultasse parallela ai fili stessi. La distanza angolare p e
stata ottenuta col metodo della doppia misura. E ciod ruotavo il miecro-
metro di 90° in modo che i due.fili paralleli ora nominati si dispo-
nessero normalmente alla congiungente 1 due astri e quindi muovevo
la vite micrometrica che comandava wno di essi (il cosi detto filo mo-
bile) in modo che si disponesse esattamente sopra la stella principale,
mentre Valtro filo (filo fisso) cadeva sopra la stella satellite. Leggevo
quindi il tambura della vite micrometrica e quindi, rnotandolo nuova-
mente, disponevo il filo fisso sopra la stella principale ed il filo mo-
bile sopra la stella satellite, leggendo di nuovo il tamburo della vite.
Ovviamente la differenza delle due lettere, moltiplicata per il valore D
della divisione del tamburo, dava la doppia distanza angolare tra le
due stelle. ' ' S
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Come micrometro, ho adoperato sia un mierometro Cavignato
- adattabile al grande equatoriale con D = 0",1972, sia un micrometro
Merz con D =0"1276 quando si applica al grande equatoriale e
D == (",2814 quando si applica all’equatoriale minore. Sara in propo-
sito inutile ricordare che il passo é,ngola,re della vite di un micrometro
B egua,lé all’angolo con cui esso viene visto dall’obbiettivo ed & quindi
inversamente proporzionale alla distanza fuocale del cannocchiale a cul
gl applica.

3. Risunranr: peLLE MIsUrE. — Col motodo ora esposto, ho osser-
vato ciascun sistema binario propostomi generalmente in tre notti
distinte ed alle volte in quattro o cinque notti. Il risultato di ciasouna
notte & fondato goneralmente su fre misure almeno dell’angolo di posi-
zione ed altrettante della doppia distanza, onde ogni valore di S e dig
dato nella tabella che segue & eguale alla media di almeno tre misure.

Cid posto, nella tabella che riporto, la prima colonna indica il
numero progressivo, la seconda il numero che ha la doppia esaminata
nel New General Catalogue of Double Stars di Arrxuw, la terza di la
grandezza visuale delle due stelle componenti la doppia, la quarta il
valore trovato per l'angolo di posizione 3 nella notte indicata, la
quinta il valore trovato per la distanza angolare o tra le due compo-
nenti, la sesta indica la notte di osservazione esprimendo la data in
anni e millesimi di anno, I'ultima & riservata alle annotazioni.

La tabella contiene 120 doppie, dolle quali perd l'ultima (37 An-
dromedae) venne osservata in due epoche distinte, nel novembre 1930
e nel settembre 1944, la prima volta in 4 notti e la seconda in 8.
Lie medie generali sono segnate nell'ultima riga, dopo le osservazioni,

Ovviamente gli angoli di posizione $ scno sempre indicati in
gradi e decimi di grado e le distanze p in secondi e decimi.
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PABELLA. — Misure micrometriche di stelle doppie eseguite da G. Ar-
mellini dal 1927,840 al 1945457, C

Nam. [Cat, Aitken| Grandezzo i e Date Anaotazioni
,
1900 +4-
1 1 6,0-7,8 7107 | 147,86 30,465
88 | 14,8 868
72,0 15,0 871
72,8 | 14,80 80,868
2 36 7,2-9,3 1 808,4 3,7 44,783
800,6 8,2 988
501,8 8,7 991
o 302,1 3,1 994
502,0 | - 3,43 | 44,939
3 288 | 7,6-7,7| 2346 4,9 80,041 | 88 Piscium
236,7 4,9 81,043
286,8 4.4 052
236,0 4,78 1 81,012
4 252 7,2-80 1 2490 | 52 30,878 | 69 Andromedae
248,1 5,2 996
246,56 5,3 81,043 .
246,7 — 063
247,6 5,23 | 80,991
5 582 7,0-7,2 | 3357 5,6 28,0b4
338,8 4,8 057
384,7 5,2 087
884,% 5,20 | 28,066
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Segue  VaBELLA., — Misure micrometriche di stelle doppie esegquite da
G. Armellini dal 1927,840 al 1445457,

surt S W s
Num, {Cat, Aitken| Grandexzza & ) Doto Annotazioni
1900 4
6 683 | 6,060 | 2973 478 | 87,900 | 6b. Piscium
296,8 4,4 | 98,709
997,92 5,1 38,711
297,1 4,77 | 88,440
7 93 | 67.76| 8228 | 4,4 | 27,810 | 160 Geti
320_,3 8,b 843
821,1 8,3 878

321,4 8,78 | 27,854

8 | 92042 | 7,47,7| 11,7 8,7 | 80,054

119,38 3.5 057
121,3 8,6 060
119,4 3,60 | 80,057

¥ 4 .
9 24 | 7,998,0 | 262,9 7,8 30,067
' ' 262,6 ‘8,0 060
52,7 7,90 | 80,058
10 | 2926 7,0-7,9 | 1281 71 29,007
' 204 | 78 032
129,4 6,9 046

129,0 | 7,20 | 29,085

1 |* 3010 7,7-7,7 | 188,1 5,6 | 29,082
| 1894 5,8 041

1885 5,4 046

188,7 5,67 | 29,040

*6. Adcta, vol, IX,
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Segue ‘MapeLLA. — Misure micrometriche di stellf} doppie eseguite da
' Q. Armellini dal 1927,840 al 1945457,

Num, [Cat, Aitkon| Grandezzo i3 [ Datn Annolazioni

190G +-

12 | 3186 | 6,0-7,5| 6108 | 193 | 29,027
62,4 | 19,3 041
62,6 | 19,7 049
62,3 | 19,48 | 29,039

13 | 82w | 6,9-6,5 | 116,8 9,5 29,076

17,3 8,7 079
115,2 9,2 087
116,4 9,18 | 29,081

H 3274 5,1-6,2 | 308,1 10,4 29,076 1 Camelopardalis

809,8 | 10,6 079
308,56 | 10,5 087

308,8 | 10,50 | 29,081 o
15 3279 6,8-17,7 255,9 9,8 29,076
256,3 | 10,1 079
255,6 9,4 087
265,9 9,77 | 29,081

16 8318 § 7,0-80 1 2594 12,9 99,098
269,1 | (2.9 106
2593 | 12,5 125
69,3 12,77 | 29,110

Y 3388 | 6,5-66 | 195,0 4,0 29,005 | 4 Aurigae
196,1 4,0 098
194,7 4,4 106

195,8 413 | 29,100
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Segue  'TABBLLA. — Misure micrometriche di stelle doppie esequite da
G. Avmellini dal 1927,840 al 1945,457.

Num. [Oat. Aithen| Grandeszza &

[i=3

Dasa Anwotazioni

1900 ¢

18 § 9355 | 6,772 | 1ee3 | 1841 | 29,008

172,6 | 124 088
172,7 — 109
172,8 12,4 125

— 12,7 128

172,6 | 12,65 | 29,111

19 | 8409 | 6,6-6,8 | 35174 9,3 | 82,054 | 55 Eridani
817,0 9,2 057
317,7 9,5 06O
317,4 9,88 | 32,057

20 3514 | 7,6-7,9 | 199,2 16,6 | 32,054
1996 18,1 088
200,65 16,2 090
199,8 16,30 | 82,071

21 | 3628 | 68-80| 499 | 140 | 82,054

A 198 | 188 057
50,2 14,2 060
50,0 14,00 | 82,057

22 | 8711 6,0-6,6 | 1018 0,9 45,194 | 14 Orionis
' 96,5 1,0 197
99,6 1,0 200

99,1 0,97 | 45,197
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Segue  TaBELLA. — Misure micrometriche di stelle doppic eseguite da
G. Armellini dal 1927,840 ol 1945,457.

Num. |Oat. Aithen} Grandezza 4 0 Data Awnobasioni

1900 +

98 | 4004 | 7,8-8,0 | 8426 g5 | 82,202

3442 | © 83 246
343,0 8,2 273
44,0 8,3 276
348,5 8,32 | 82,249

24 | 4088 | B,8-6,6 | 208,7 4,6 | 82,098 | 118 Taur
: 205,1 4.6 186
204,3 48 145
204,4 4,67 | 82,126

95 | 4200 | 7,2-7,8 | 2658 3,7 | 32,969 | 880 Toeuri
961,7 3,3 | 33,024
68,2 3,4 030
268,6 3,47 | 38,008
2 | 4348 | 6%-7,7| 38,6 | 18,7 | 43,227
846,2 | 14,8 282
847,4 - 254
3476 | 13,6 257
3462 | 13,03 | 43,242

o7 | 5669 | 54-7,7| 1561 6,9 | 44,208 | 98 Geminorum

157,2 7,0 213
154,4 7,1 292
152,9 7,2 230

166,1 7,06 | 44,218
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Segue  TaBELLA. — Misure micrometriche di stelle doppie eseguite da
&, Armellini dal 1927,840 ol 1945,457.

Num; [Cab, Aithon| Grandesszn & %} Data Annotazioni

28 560D 4,7-8,0 | 34696 28 | 44,208 | p Canie Maioris

849,1 3,1 213
844,7 3,1 200
346,7 —_ 241
846,8 3,00 | 44,991
. 29 5963 8,2-8,2 219,6 6,3 46,205 | & Geminorum
218,0 6,3 210
216,1 6.4 219
218,56 6,2 224
218,0 6,30 | 45,216
30 6004 6,6-6,8 | 2bb5,4 — 82,365 | 20 Lyneis
2b4,4 18,9 38,011
i — 18,4 126
256, (1 14,6 181

956,8 | 18,97 | 82,905

31 | 6012 | 58-6,6| 8158 | 143 | 92,355 | 19 Lyneie
B816,7 | 147 | 33,011
812,7 | 14,1 109
8138 | 14,1 112
8144 | 14,80 | 39,897

32 | 6060 | 6,7-7,8.1 46,8 7,5 | 28,104
43,3 6,8 106
44,1 8,0 147
46,4 6,3 168

45,1 6,65 | 28,128
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Segue  TABELLA. — Misure micrometriche di stelle doppie eseguite da

G. Armelling dal 1927,840 al 1945,457,

Num. |Cati. Aitken| Grandozzi it [} Dafa Annotazioni
r— i
83 6126 G,7-8,3 8580,0 a8 45,200
853,1 2,2 205
354,% 2,5 210
458,4 2,60 456,205
34 GLTE 2,7-8,7 197,79 4,0 45,227 | Castore
196,7 3,7 280
197,0 4,4 233
197,1 4,03 45,230
3b G190 5,9-G,0 112,7 9,6 28,104 n Puppis
112,4 9,9 107
112,2 a.b 125
112,4 9,67 28,112
36 6819 7,1-1,1 186,9 16,0 28,106
186,83 15,2 117
187,38 15,3 147
186,8 15,50 28,128
37 6348 6,2-7,0 840,1 17,7 28,161 2 Puppis
540,38 16,7 210
840,4 16,7 218
340,8 17,08 28,195
88 | 6569 6,5-7,4 | 849,2 8,1 28,161 | 17 Cancei
3484 3,2 183
848,6 3,9 19%
348,71 3,20 28,180
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Segue

Tassrra. — Misure micrometriche di stelle doppie esegquite da
G Armellini dal 1927,840 al 1945,457.

Numi {Cat. Aitkon!| Grandozza L 1] Data
o 1900 |-

39 6650 B,5-5,7 59,3 o8 | 45,227
59,7 1,0 230

60,3 0,9 253

59,8 0,98 | 45,280

40 6650 5,0-5,5 97,1 5,8 45,227
97,6 5,5 250

: 96,6 5,8 233
A 97,1 5,70 | 45,230
41 4945 7,1-7,4 1 8324 9,4 28,188
931,7 10,0 197

333,3 10,4 a6

352,5 9,93 - 98,199

42 8977 6,6-7,6 | 261,1 4,4 28,293
260,6 4,8 308

260,8 4.9 328

261,5 5,0 336

261,0 4,77 | 28,316

43 081 7,0-8,0 | 1288 16,0 28,243
121,7 15,8 249

122,6 15,9 276

122,5 16,90 | 28,256

Annotaziond

¢ Cancri AB

¢ Cancri AB/2-C
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Seque

TasELLa. — Misure micrometriche di stelle doppie eseguile da

G. Armellini dal 1927840 al 1945457.

Num. {Cat. Aithen| Grandexza Ly e Data Annofagioni
e
44 084 | 070 | 27901 83 | 28,249 | 130 Lyncis
278,7 8,1 276
2794 3.8 2083
279, 1 8,60 | 28,27
45 7067 7,6-1.6 53,5 8,6 28,803
52,5 4,0 328
51,2 39 - 864
62,4 3,83 26,332
46 08 7,4-79 1403 95 28,320
187,8 9,5 328
189,3 9,6 396
189,1 9,57 28,328
47 187 6,711 2014 8,2 28,520 | 194 Cancri
200,1 8,3 328
200,4 8.2 364
200,6 823 | 28337
48 7864 | 7,0-80 | 8101 53 28589 | 21 Ursae M,
3112 50 899
3118 5,5 402
81L0 527 1 28,397
49 7425 1.2-1.3 69,6 10,7 28,266
69,2 10,7 889
69,0 10,6 399
69,3 10,68 28,385
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Segrue

TaBELLA, — Misure micrometriche di stelle doppie esequite da
G. Armellini dal 1927,840 al 1945457.

Num. [Cat. Aitken| Grandezza & ) Dato Annotasiond
1900 +
B0 7446 7,0-7.0 13006 5'8 .| 41881
130,1 54 389
130,7 5,6 413
180,4 5,48 | 41,394
6L | w05 | 61-70 | 1662 | 16,1 81,869
167,0 15,8 888
166,5 16,4 891
1666 | 16,10 | 81883
B2 | 762 | 7,6-80 88, 8,4 81,388
B7.4 8,2 399
89,4 8.4 418
88,4 833 | 31,402
58 | 7162 | 7,6-80 86,4 8,1 41,419
85,8 2,6 451
86,8 2,8 454
86,3 2,88 | 41,441
54 7902 6,1-7,2 240,0 6,8 41,307 | 36 Sextantis
240,6 6,2 326
241,0 6,7 380
240,5 657 | 41,821
55 7936 7,2-8,0 a8 2,7 46,855 | 40 Sextantis
106 2.6 858 |
10,5 2.6 361
10,3 2,68 | 45,468
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Segue  TaBELLA. — Miswre micrometriche di stelle doppie esequite de
G. Armellind dal 1927,840 ol 1945457, '

Num, ;Cat. Altlken} Grandezza b e Duata Annotazioni

1900 -+

56 | 7979 | 50-70 | 1068 | 72 | 80388 | 54 Leonis

1078 Lo 402
108,1 72 407
W06 | 717 | 80897
57 | 8106 | 1,275 96,1 4.2 30,402
97,7 3,9 401
97,6 33 479
97,1 3,80 | 80,429

58 | S18L 1 70-80 2584 | 101 50,382
' 9525 | 100 402
230 | 1006 | 80,892

59 | 8286 | 78-78 | 167,1 6,2 29,408
166,4 5,9 410
165,6 6,1 491
166,4 6,07 | 29418

60 5260 5,9-8,0 258,1 10,4 29,383 | 990 Ursae M.
2679 10,1 405
58,5 9,9 408
208,2 10,18 . | 28,399

61 | 8630 | 8080 | 8177 64 | 44876 | y Virginis
315,5 63 - a7
816,1 56 380

316,6 6,07 | 44,877
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Segue

TaBgLLA. ~— Misure micrometriche di stelle doppie eseguite da
G. Arvmellini dal 1927,840 al 1945,457.

Numn, |[Cat. Aitken! Grandezzn i o Datia Annotazioni
1800 4-

62 8974 | BI-T6 | 1062 176 | 45480 | 25 Canum Veu.
1072 1,4 448
109,4 1,3 449
108,8 14 457
1079 1,40 :1-5,445
63 9031 7,2-15 123,2 2,8 45,485
123,9 2,1 446
1246 2,2 449
1238 2,2 457
128,7 2,20 | 45,447

64 9173 51-7,2 238,6 13,0 28410 | k& Bootis

235,4 18,0 419
237,9 18,3 421
2373 18,10 28,417
65 9237 | 7,0-7,0 | 1788 5,9 28,405
' 1724 58 410
1733 6,0 413
178,2 590 | 28409
66 9251 | 72-1,8 | 3858 9,2 28,405
336,3 8,9 410
556,0 9,06 | 28407
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Segue

TABELLA, -~ Misure micrometriche di stelle doppie eseguite da

G. Armellini dal 1927,840 al 1945,457.

Num, |Cab. Aitken|Grandezza iy Q Data Annotaziont

1900 4

67 9338 | 4,960 104e,8 6" 4 28406 | = Bootis
105, 5.6 410
103,8 5,6 416
104,86 5,87 28,410

68 9543 | 3,5-39 309,5 — 44,380 | ¢ Bootis
8073 1,1 386
518,3 15 389
8126 1,1 405
310,6 1,23 | 44,390
69 9346 | 7,0-80 44,2 7.2 268,436
42,1 7.4 498
44.1 81 440
48,5 7,57 28,438

70 9375 6,2-7,1 130,3 83 28,445 | B4 Hydrae
' 125,9 8,1 481
1812 83 484
1204 — 487
129.2 823 26,474

71 9396 54-6,3 | 8660 1,7 44394 | w Librae
856,2 1,7 309
865,6 13 402
865,6 1,57 44,398
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Segue

TaseLLA, — Misure micrometriche di stelle doppie eseguite da
G. drmellini aal 1927,840 al 1945,457.

Num. (Cot. Aitken| Grandesza & 0 Data Annotaziond

1900 4

2 9406 5,8-6,5 4bel 8"1 28,436 39 Bootis
486 2.9 438
46,7 3,7 440
43,7 3.8 448
448 5,26 28,439
3 9403 7,0-7,0 547,92 9.9 28,432
8484 NS 488
8477 9,6 440
8480 973 | 28487
4 9607 7,0-10 212,0 5,9 28,440
212,0 ) 4.0 470
212,8 44 498
218,3 4,10 98,464
b 9580 6,2-7,6 169,9 18,2 28,481
1708 13,2 485
1692 | 180 490
170,0 13,13 28,485
6 9727 7,3-1,1 294,0 4,8 20,449
202.6 4.9 464
204,6 4,7 460
2059 480 | 29454
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Segue

TasELLA, — Misure micrometriche di stelle doppie eseguite da

G. Armellini dal 1927,840 al 1945,457.

Num, {Cab. Aitken] Grandozza & 1} Data Annotauiont

. 1900 -
1 9728 | 63-64 | 18%p | 1270 28,481 | 178 Librae

189,8 11,7 484
189,9 11,7 487
189,7 12,08 | 28,484
8 9781 | 73-T4 | 38 14,6 29,449
84,7 15,1 454
85,1 14,6 463
84,5 14,77 | 29,465
79 | 10146 | 7,1-7,9 89,9 16,1 29,446
91,0 16,8 454
90,0 16,8 463
90,8 1640 | 29,454
80 | 10268 | 6,0-80 | 9811 46 20,465
' 950,5 4,8 482
231,1 48 487
230,9 4,73 | 29478
81 10849 | 7.8-78 | 8268 . 2,9 28,691
397,2 2,9 596
89243 | - B4l 599
595,1 3.8 602
1326,9 3,05 | 28,597
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Segue

Tasrrrs, — Misure micrometriche di stelle doppie eseguite da
G. Armellini dal 1927,840 al 1945,457.

Num,

Cat. Aitlien

Grandozza

82

83

84

8b

a6

87

110056

11046

11168

11836

11336

11353

5,0-5,7

4,1-6,1

7,5-8,0

43-71

B,5-7,8

i @ Data Awnnotaziond
1900 - i
2660,9 2.5 44,591 | < Ophiunei
266,1 2.2 . 605
65,0 2,1 613
966,0 927 | 44,803
1108 6,7 44643 | 70 Ophiuei
1104 65 646
109,5 6,1 649
1102 645 | 44,646
1233 7,0 40579 |
120,3 8,1 583 |
120,6 5 605
1214 58 | 40,589
367,2 5,7 29,490 | 89 Draconis AB
354,86 37 . 501
' i
3589 38 517
857,9 4,3 520
857,2 887 | 20507
20,2 88,7 29,490 | 89 Draconis AC
20,4 868 | 526
20,3 88,7 i 99,508
8173 8,6 28,605 | BY Serpentis
3195 3,6 607 '
3188 8,9 610
318,56 3,70 28,607
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Segue

TaseELLa, — Misure micrometriche di stelle doppie eseguife da

G. Armellini dal 1927,840 al 1945,457.

Num. |{(at. Aitken| Granderza i @ Debn Annotaziont

1900 -+

88 11635 4,6-6,3 52,2 BN 40,712 ¢y, Lyrae AB
3.1 3.8 T
4.2 8,9 802
4.2 3,80 40,783

89 11635_ 4,9-5,2 107,2 2,6 40,716 s, Lyrae CD
108,2 2,4 802
— 23 882
108,2 - 952
1079 243 40,853

90 11750 5,8-7,0 183,68 4,2 28,607 8 Tauri Pon.

183 4 45 610
183,56 4,4 613
183,56 4,47 28,610

91 11870 | 6,7-16 217,2 6,6 286356 | 223 Draconis
218,9 6,1 638
218,1 5,6 640
e 6,1 646
218,1 6,10 28,640

92 12010 6,5-8,0 262.8 12,2 28,618 | 1 Vulpeculae
262,4 119 6b1
262,9 11,0. 667
262,7 11,70 28,642
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Segue  TABELLA, — Misure micrometriche di stelle doppie ‘eseguite da
G Armellini dal 1927,840 al 1945,457.

Num. |[Cat. Aitkon!Grandazss + o} Data : Annotaviond

1900 4

93 | 12087 | 7,-78 | 2005 | 871 | 28,618

289,8 7,9 651
290,6 78 657
990,38 798 | 28,642
94 | 12715 | 6281 | 8247 3.2 40,607
328,6 3,4 664
324,0 44 660
324,1 8,67 | 40,640
96 | 12880 | 8,0-7,9 | 2540 2,0 44,646 | & Cygni
954,1 2.2 649
- 1,7 662
253,5 17 668
253,6 2,4 706

953,8 2,00 | 44,666

9 | 18060 | 7,6-76 | 1891 4. 29,490
142,5 4,0 520
1425 4,0 528
142,2 3,7 539
141,6 406 | 29519
97 | 18148 | 50-75 | 1769 8,5 44700 | ¥ Cygai
1798 3,8 706
180,6 8.4 720

178,9 867 | 44,709
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Segue

Tasunoa, — Misure micrometriche di stelle doppie eseguite do

G. Armellin dal 1927,840 ol 1945,457.

Num. jCat. Aitken| Grandenze it Q Troto Annofaziond
1900 4-

98 | 18266 | 7,0-7,2 | 8528 4"7 | 80,490 | 210 Aquilae
' 353,3 45 509
854,7 4.4 568
868,6 4563 | 80517
99 | 18330 | 7,%-79 | 2285 B, 30,490
224.6 57 | B09
224,8 5,6 558
224,53 566 | 80,617
100 | 18606 | 71-74 | 2067 3,6 80,566
2075 8.6 B
208,1 8.2 71
2074 8,47 | 80578

101 | 18524 | 4,0-80 | 1283 6,8 80,670 | % Cephei

125,4 6,7 692
1264 73 714
126,0 6,95 | 80,692
102 | 18568 | 7,5-75 1,4 6,1 80,580
1,1 |61 B83
L7 6,1 586
14 6,10 | 85583




Segue  TaBmLLA. — Misure micromelriche di stelle doppie eseguite do
G. Armellini dal 1927,840 al 1945,457.

Num, |[Car, Aitken| Grendesza 0 @ Data Annolezioni

103 | 18574 | 6277 | 28406 | 1877 | 80572

0826 | 184 580
2326 | 187 583
234,1 — 586

2385 | 18,60 | 50580

104 | 13946 | 7,075 | 2558 16,3 80,668
9254,6 16,5 685
2568 15,9 711
9557 16,17 | 30,688

105 | 14184 | 74-76 | 880 83 | 80,668
889 84 | 692
87,8 91 b7
88,0 860 | 80,690
106 | 14270 | 78-80 6,1 52 | 30792
58 5,6 795
68 5.9 728
62 557 | 80,725

107 | 149279 | 4,0-50 | 2706 10,7 30,722 | 7 Delphini
270,6 10,4 726
272,1 10,6 728
21,1 10,67 | 80,725

AQTA 61
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Segrie  TABELLA. — Misure micrometriche di stelle doppie esequite da
G. Armellini dal 1927,840 al 1945,457.

Num. {Cat. Aitken] Grandozzn b 7} Date Annofazioni

1900 -+

108 | 14636 | 56-63 | 18501 | 2578 | 81,848 | 61 Cygni
1848 | 248 881
1849 | 2580 | 81866

109 | 14710 6,6-7,p 208,83 19,1 40,621

5001 | 19,1 624
301,2 — 657
3003 | 179 860

800,0 | 18,70 | 40,640

10| 19804 | 78-18 | 1714 2,6 40,662
17,1 30 | 610
169,4 2.9 673
1708 288 | 40,668

111 1697 | 4446 | 9870 2,9 37,818 | ¢ Aquari
288,9 2,9 o
2895 2,8 865
2885 2,87 | 8798

112 | 16519 | 68-80 | 1461 87 26,867
1458 8,6 880
1444 | 83 B9O

145,83 8,60 28,879
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Segue  TapBLLA, — Misure micrometriche di stelle doppie esequite da
G. Armellini dal 1927,840 al 1545,457.

Wur, (Cat. Aitkon! Grandoezzn i o - Datn Annotarioni )

1800 4

118 | 16567 | 7,0-80 | 2b4ep5 | 1578 | 28919
9550 | 15,1 925
9565 | 167 933
9550 | 1553 | 28926

114 | 16579 | 72-72 280,7 3,8 28,876 | 284 Aquari
279,9 8,7 914
279.3 8,5 933
280,0 3,61 28,908

b | 16666 | B2-7,8 | 2074 8,5 44,799 | o Cephei
207,3 3,6 892
206,4 8,2 992
207,0 840 | 44,871

116 | 16672 | 5272 | 8600 | 124 98870 | 94 Aquasi

860,0 | 182 873
3495 | 136 876
3496 | 182 804

3498 | 18,10 | 28,881

117 | 16726 | 7,0-80 | 2022 86 38,763
202,1 3,6 837
202,1 3,60 | 88800
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Segue

TABELLA.

4

G. Armellini dal 1927,340 al 1945,457.

e Misure micrometriche. di stelle doppie eseguile da

1

Num. [Cat. Aithen Grandezzn o o Data Annotarioni
e
148 17064 7,0-70 88,6 [ 29,019 28 Andromedas
g4 5,3 027
88,4 5,7 032
88,1 5,47 29,026
119 | 17079 6,973 2816 18,4 30,490
9813 18,1 903
281,0 188 9929
281.3 18,43 80,905
120 | 17148 | 65-65 | 2374 2.3 30871 | 87 Andromedne
2872 2,2 878
238.8 1,9 900
2394 1,8 903
238,2 2,05 30,887
54,9 1,6 44,726
257,4 1,7 739
257,6 1,7 758
256.6 1,67 44,741
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RICERCHE SULLA RIDUCIBILITA POLAROGRAFICA
DEL PIRROLO
E DEI PIRROLI SOSTITUITI

. B, BONINO

Accademice Poulificio

Svatariva. — I[nguirit Auctor in hac Nota de pirrolo et pirrolis substitutis
eornmque omniwm redueibilitate.

In un lavoro apparso nel « Bollettino Internazionale dell’Acca-
demia Croata di Scienze e Belle Artis nel 1941, il Dr. DezerLic aveva
riassunto alecune sue ricerche sulla riduzione polarografica del pirrolo
e di suoi derivati.

Dezrric sosteneva che mentre il pirrolo non sostifuito non & po-
larograficainente riducibile nelle ordinarie condizioni di esperienza o
ciod per esempio in soluz. N/10 di LiCl in alcool etilico all’80 %/,
o in soluz. N/10 di NH,Cl in alcool etilico al 50 %, e per diffe-
renze di potenziale all'eletirodo a goecia di -1,8 o anche 2 volts,
il tetrametilpirrolo & polarograficamente riducibile nelle stesse con-
dizioni.

DEezevie, che aveva lavorato mel laboratorio di H. Ifiscuer, met-
tova questi suol risultati in relazione con la variazione dell’aspetto
chimico e chimico fisico del nucleo pirrolico sostituito rispefto al nucleo
fondamentale non sostitnito. E ¢id seguendo aleune vedute espresse in
proposito da Bowixo e dai suol allievi tra il 1934 o il 1940,

{¥) Nota presentata nelia Riunione privata del 19 luglic 1946,

T deta, vol. VIIL
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Queste conclusioni del Drzrric non trovarono perd in accordo il
Boxiwo il quale, pur ammettendo la diversita dell’aspetto chimico
fisico del nucleo pirrolico sostituito e non sostituito, non era d'ac-
cordo sul fatto che tali difforenze potessero cosi semplicemente es-
sero rivelate per via polarografica in pirroli sostituiti soltanto con
radicali alchilici.

Sembrava strano percid al Boxivo che se il pirrolo non si ri-
duceva polarograficamente, si ridncesse invece, come affermava il
Dxrzrrio, il tetrametilpirrolo.

Il Boxmwo fece allora intraprendere al proprio allievo e colla-
boratore prof. Svamamerir una serie di ricorche sperimentali sulla
vidueibilitd polarografica del pirrolo o di altri pirroli sostituiti come
1-metilpirrolo, 2-metilpirrolo, l-allitpirrolo, 9.4-dimetilpirrolo, 2.5-di-
metilpirrolo, B3-metil, 4-etilpirrolo, 9.8.6-trimetilpirrolo, 2.5-dimetil,
8-otilpirrolo, 2.4-dimetil. N& il pirrolo mé i sovranominati pirroll so-
stituiti si sono ridotti polarograficamente nelle condizioni sperimen-
tall sovraccennate.

In collaborazione con la prof. Guigr venne &]101& preparato anche
il 2.3.4.5—tetramet1ip1rrolo gia con il metodo di Pirory e Himscu con-
densando 'aminobutanone con metiletilchetone in soluzione alcalina,
sia por azione del metilato di potassio sul trimetilpirrolo.

Quest'ultino metodo ha fornito tetrametilpirrolo purissimo il
quale studiato fuori del contatto dell’aria mnon si & mostrato pola-
rograficamente riducibile contrariamente a guanto aveva sostenuto
DEzsLIC.

Vicoversa il tetrametilpirrolo ottenuto con il metodo di Pmory
od Hirsca (il quale contiene come & noto impurerze pitt 0 meno grandi
di tetrametilpirazina) mostrava un'onda polarografica di riduzione che
perd coinecideva con guella della tetrametilpirazina ed era molto. vero-
silmente da attribuirsi a detta impurezza.

Anche il tetramotilpirrolo purissimo (¢ non riducibile polarogra-
ficamente) se lasciato all’aria comincia ad imbrunire ed allora mostra
una netta onda polarografica di riduziome.

Dall'insieme di queste esperienze si pud trarre la convingione
che il tetrametilpirrolo, come del resto gli altri pirroli sostitnitl con
vadicali alchilici non sia riducibile polarograficamente.
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I risultati contrari pubblicati da DEezeric vanno percid riveduti
nel senso di controllare molto accuratamente la purezza dei composti
studiati. ,

Ad ogni modo V'Autore ritiene per ora prematuro trarre dalle
esperienze di DmzrrLic materia per fare delle discussioni teoriche sulla
costituzione del pirrolo e dei suoi derivati
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NOTA PREVENTIVA SUL MECCANISMO D'AZIONE
DELLE CORDE VOCALI NELLA FONAZIONE )

A. GEMELLI, O. F. M.

Accademico Pontificio

(Dyl Lathovatorio di Psicologia sporimentaie dell"Universith Cattolics del Sacro Cuore, Milano)

SYMMARIVM. — Auctor snmmam expdnit permultorumn experimentorum
(de quibue fusius in alin commentatione aget), quae ideo perfocit, ut interpre-
tebur qua ratione chordae voceles in phonatione efficienda operentur. Opinatur
‘auctor largugem veluti oscillatorem se gerere, qui agit ex eo quod voeales chordae
operiuntur vel elauduntur; attenuatis autem vibrationibus, quae a larynge oriuntor,
superponuntur supsrtoni quos pharynx et os praestant,

Nelle numerose ricerche compiute per determinare il meccanismo
d’azione delle corde vocalt nella fonazione non si pud dire che i nu-
merosi autori che, specie in guesti ultimi anni, ne hanno fatto oggetto
di studio, abbiano raggiunto Paccordo dando .una descriziome di @890
che permetta di stabilire un rapporto tra il modo di comportarsi delle
corde vocali ¢ la forma delle vibrazioni dell’aria che vengono trasmesse
a quella porzione del tubo fonatorio che si trova al di sopra della rima
glottidea. Senza dubbio la stroboscopia e la radiografia stratigrafica
hanno permesso di aeguistare nuove conoscenze; la cinematografia
ultrarapida purtroppe non ha corrisposto alle speranze concepite dopo
1 lavori di Pancowcmrnr Carzia; ad ogni modo, questi ed altri metodi
dei quali possiamo disporre sono metodi indiretti, cosicchd & necessario
ricorrere ad ipotesi che, connettendo 1 fatti osservati, diano ragione
del meccanismo d’azione delle corde vocali. La questione & partico-
larmente complessa per cié che si riferisce alla formazione delle vo-
cali, alle quali restringo la mia csposizione M.

{*} Nota presentata nella Riunione privata del 19 Inglic 1945,
(*) Mi propomgo di pubblicare al pif presto la ' memoris ampinments docu-
mentata o illustrata nella quale i fatti qui esposti verranno distessinente descritti.

8  Adeta, vol. IX,
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W. od F. TRENDELENBURG e i loro collaboratori, VULLSIEIN, Hage-
uaNN, Mtruer ed altri, affrontarono direttamente la questione appor-
tandovi, essi ritennero, un contributo risolutivo; essi cioé studiarono
la laringe isolate di vitello e di nomo; parve dapprima che essi aves-
sero dato una dimostrazione positiva della dottrina di HELMOHLTE ;
bisogna affermare che questo risultato non fu raggiunto. Seconde le
vicercho di W. TRENDELENBURG, le corde vocali darebbero vibrazioni umni-
formi che si ripeterebbero un deferminato numero di volte in un se-
condo, ossia la rima glottidea si aprirebbe altrettante volte quanti sono
i periodi cielici che costituiscono le vocali; le sezioni del tubo fona-
torio superiore alla rima glottidea avrebbero il compite di formare
quelle vibrazioni che sono caratteristiche come toni parziali delle vo-
cali; aggiungendosi e sovrapponendosi alla fondamentale originata
dalle rima glottidea danno luogo ai cicli caratieristici costituenti le
vocall

In questa teoria perd riesce incomprensibile come la sezione medis

e superiore del tubo fonatorio possono, come risonatori, dave origine
alle numerose vibrazioni che caratterizzano una vocale aggiungendosi
e sovrapponendosi, come si & detto, alla fondamentale; infatti le vibra-
zioni delle corde vocali sono, secondo W. TRENDELENBURG, nettamente
sinusoidall.

Anche la tecnica usata da W.TRENDELENBURG lascia luogo a qualche
dubbio. Egli isola la laringe; stimola la rima glottiden con una cor-
vente d’avia e registra, mediante un ingegnoso dispositivo, Paprirsi e
il chiudersi periodico della rima glottidea. Tnoltre, valendosi del me-
todo del microfono condensatore, con il guale BackuaUs ha studiato
le vibragioni proprie della cassa del violino, W. TRENDELENBURG hé
registrato le vibrazioni delle corde vocali. In terzo luogo, registrando
in pari tempo le vocali emesse dalla bocca e le aperture e le chiu-
sure della rima glotiidea, W. TRENDELENBURG ha dimostrato che l'inizio
Qi ciascuno dei periodici ciclici dai quali & costituito ogni vocale coin-
cide con V'apertura della rima glottidea.

Q¢ non che & da obbiettarsi che: 1)1 risultati deile ricerche
compiute sul cadavere non si possono senz'altro trasportare sul vi-
vente; 2) il meccanismo delle corde vocali non pud essere conside-
rato 2 s&, ma quale elemento di un tutto, e ciog di un organo com-
plesso quale & il tubo fonatorio; basta infatti ricordare gh effetti di
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accoppiamento delle varie sezioni del tubo fonatorig, ovvero i caratteri
dei vari registri per cavarne come conseguenza che non & possibile
congiderare il meccanismo delle corde vocali come a sb stante e pre-
tendere di interprefarlo come un fatto isolato.

Per queste considerazioni le ricerche di Husson e TarNmAaup,
nonché quelle di Stern, di WErss compiute soprattutto con l'esame stro-
boscopico, hanno il merito di aver cercato di mettere in luce che il mec-
canismo delle corde vocali & dipendente dalla impostazione cle, per
la fonazione, viene date alle varie parti del tubo fonatorio. Per altro
verso le ricerche di Russen e di Cumrwry hanno precisate 'influenza
che Vimpostazione delle corde vocali hs nella emissione delle vocali
sui diversi registri. '

Guidato da questt concetti fondamentali, ho compiuto duec ordini
di ricerche:

1) Mediante un microfono piezoelettrico ho registrato le vibra-
zioni trasmesse dalla cavitd laringea alla faccie esterna deila cartila-
gine tiroides. Quests registrazionc era gid stata fatte da altri autorie
anche da me; ma poiché venivano impiegati microfoni tali che l'aerea
di cui era registrata la vibragione trasmessa era troppo ampia, ne se-
guiva che veniva registrato non solo cid veniva prodotto per opera
delle vibrazioni dolle corde vocali, ma anche le vibrazioni delle parti
del tubo fonatorio superiori alla rimea glottidea. Ho percid costruito
microfoni molto piceoli, di grandezza, variabile a seconda dei sog-
gettt per i quali venivano usati, da due a cinque cm. Une adatte am-
plificazione permetteva la registrazione esclusivamente delle vibra-
zioni trasmesse dalla laringe. Contemporaneamente veniva registrato il
stono emesso dalla bocca. Delle vibragioni trasmesse dalla laringe
ho fatto un’analisi sia mediante un analizzatore automatico eleftrico
che ho descritto altrove, sia mediante 'analisi meccanica degli oscillo-
grammi. Gl oscillogrammi delle vibrazioni trasmesse dalla laringe si
prescntanc come una curva & periodi costanti costituiti da una fon-
damentale, ¢ da uno, da due, al pitt da tre sopratoni. Quanto pit
¢ bassa la voce, maggiore & il numero dei sopratoni; in alcuue voeci
maschili giunge fino a tre. Quanto pil la voce & elevata, fanto minore
& il numero dei sopratoni che si riducono anche ad wuno.

Quale & il significato di queste registrazioni? come si debbono
interpretare questi oscillogrammi? A mio modo di vedere la laringe,
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per il fatto della apertura e chinsura ritmica della rima glottidea,
opera come un oscillatore che entra in giuoco per la pressione eser-
oitata dalla ventilazione polmonare e per la contrazione dell’apertura
glottica; perd la cavith laringea, chiusa in basso dalle corde vocali e
in alto dalle false corde vocali, deve considerarsi come un risonatore
a due aperture mobili a seconda della posizione delle corde vocali vere
e false. In questo modo di considerare le corde vocali false viene at-
tribuita ad esse una importante funzione, mentre sin qui dai vari autori
ad esse non si dava alcun significato. I ventiricoll di Moraaani costi-
tuiscono parte importante di questo risonatore.

I toni parziali registrati da me giungono nell'uomo sino a 980 e
nella donna simo a 1220. B evidente che le corde vocali, costituite
come sono da muscoli, non possono avere vibrazioni cosi elevate. Bi-
sogna dungue ammettere che le corde vocali vengono ritmicamente
e rapidamente premute I'una confro Paltra cosi da chindere la via
d'uscita all'aria; poscia si allontanano distendendosi pit lentamente
Yuna dall'altra. T’altezza del suono, ossia la sua frequenza, & in ragione
diretta del grado di costriziome dello sfintere glottideo, ossia del modo
come - le corde vocali sono premute V'una confro Valtra. I& da osservarsi
che gli oscillogrammi registrati ponendo il microfono sulla faccia esterna.
della laringe sono costituiti da onde sinusoidali con un caratteristico
e costante decremento; & lo stesso grado di decremento che Rl O8serva
nolle vocali quando sono registrate all'uscite dalla bocca; questo de-
cremento g deve al modo caratteristico di comportarsi del risonatore
costituito dalla cavitd laringea.

Qiamo forse mel cago di ancie battenti? Non mi sembra; lo ri-
tengo che confrontare il meccanismo delle corde vocali con quello di
vari strumenti musicali, come hanno fatto vari-autori, non conduca
& risolvere il problema; se proprio, come fanno taluni, si vogliono pa-
ragonare le corde vocall ad aneie battenti, bisogna dire che sono ancie
che premono fortemente l'una contro I'altra, piti o meno a seconda
della vocale per dare la quale il tubo fonatorio o impostabo.

2) Questi fatti sono stati confermati da una serie di radiograiic che
10 ho potuto compiere in posizione antero-posteriore (ipofaringografia)
valendomi dell’aiuto di un esperto radiologo, il prof. CiaNorrxy Prarro.
10 in fondo la tecnica di Retli, perfezionata dal CranorinT stesso, 08518,
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i tratba di introdurre la pellicola radiografica in faringe o di eseguire
Ia radiografia durante l’emissione di suoni.
Dalle radiografie eseguite risulta:

@) in cinscuna delle tre vocali @, 4, w (che nelle mie ricerche sulle
voeall ho. dimostrato essere le fondamentali, alle quali tutte le altre
vocall possono essere ridotte), le corde voecali hanno un diverso atteg-
giamento. Mentre nell’a le corde vocali sono maggiormente premute
I'una contro Valtra e sono come ispessite nei loro margini, invece nell'?
il riavvicinamento delle due corde & minimo e minimo & pure il loro
spessore; nell’s abbiamo invece un intermedio accollamento delle due
corde vocali e le corde vocali hanno un ispessimento medio del loro
margine;

by parallelamente si ha un diverso comportamento delle altre
parti della laringe; nell'a il ventricolo & quasi scomparso e le pliche
ventricolari sono esse pure avvicinate ed ispessite; Vepiglottide &
allargata; nell’z i ventricoli sono al massimo distanziati; hanno fondo
arrotondato e quasi rigonfio, mentre 1’ epiglottide ¢ ‘moderatamenie
allungata; nell’s l'epiglottide & al massimo allungate ed i ventricoli
sono meno distanziati che in a e in « (%),

Concludendo: non si possono considerare le corde vocali come a
56 stanti e non si pud rendere ragione del loro meccanismo conside-
randolo a sd; se ci si vuole remdere conto del loro meccanismo, bi-
sogna considerare le corde vocali come uno degli elementi delle parti
molli del tubo fonatorio, le quali tutte prendono un caratteristico at-
teggiamento per cilascuna vocale; percid il paragonare la laringe ad
uno strumento musicale & fondato sull’erronec concetto della isolate
funzionalitd delle corde vocali; a dare le differenti vocali concorrono,
ingieme con la tensione delle corde vocali e con il loro ispessimento,
anche l’allungamento o Y'allargamento dell’epiglottide, la dilatazione
del ventricoli, Iispessimento delle pliche,

La laringe adunque agisce come un tutbo, ossia come un oscilla-
tore dato dall’aprirsi e chiudersi periodico delle corde vocali; alle vi-
brazioni smorzate che si formano per opera della laringe si sovrap-

(*) Non mi soffermo a descrivere le modificazioni dell’atteggiamento delle
corde vocali in rapporto con i diversi registri, perché questo sard descritto nella
memoria in eui i fatti verranno distesamente deseriti,
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pongono poi i sopratoni originati per opera del risonatore medio (fa-
ringe) e superiore (bocca).

Ci si pud rendere conto, considerando quest cooperazione varia
delle parti molle della laringe ad assumere una diverss conformaziono
nella impostazione del tubo fonatorio per dare le singole voeali, del
fatto che le vibrazioni che si formano nella laringe quando si emet-
tono le singole voeali e che vengono trasmesse alla superficie esterna
della laringe, non sono tutte dello stesso tipo, ma presentano differenze
caratteristiche da vocale a vocale.

Le vocali dunque cominciano a differenziarsi nella laringe e it
resto del tubo fonatorio superiore alla rima glottidea completa o arric-
chisce queste differenze tra vocale a vocale.

Ometto di dare le indicaziomi bibliografiche che verranno date
nella memoria nella quale i concetti qui sommariamente esposti ver-
ranno sviluppati ed illustrati.
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DESCRIZIONE DI INTERCASTE
DI SYNTERMES GRANDIS (RAMBUR)
CAUSATE DA UN PROTOZOO MICROSPORIDIO ()

(Con sei figure)

FILIPPO SILVESTRI

Aceademico Pontificio

SvMMARIVM, — Describit Auctor, imaginibus additis, duas peculiares insectorum
formas (quarmm proprietatos mediae sunt inser opifices b milites), quas ipse Syn-
termitum grandium (Rambur) nido prope Tres Lagoas (Matto Grosso, in Brasilia)
collegit s hae formae confectas sunt ex eo guod in coelomate magno numero adest
quidam parasitus protozous microsporidius, quod videtur generis Thelohaniarum.

Durante il mio viaggio del 1935 nel Sud America mi occupai
molto di raccolte di Termiti ¢ Termitofili e di osservazioni su tali
insetti o il 21 luglio aprendo un nido di Synfermes grandiés nelle vici-
nanze di Tres Lagoas (Matto Grosso) ebbi la sorpresa di vedere tra gli
operai ed i soldati aleuni individui che ricordavano un poco i Myia-
genii da me deserithi dell'isola di Luzon (Filippine) {*) e che s di-
stinguono sopra tutto per il colore giallastro (*) e per la forma del
capo. Non ebbi tempo e forza per esaminare da solo tufto il nido,
percid mon posso precisare quanti potevano essercene, ma fra qualche
migliaio di operai, soldati e ninfe e larve riuseii a raccoglierne 15, quindi
essi erano in numero assai SCArso.

*y Nota presentata nella Riunione privata del 19 luglio 1845.

() Dogerizione di particolari individui (Myiagenii di Terimes gitvus Hag. pa-
rasgitizzati da Jarva &i Dittero. Boll. Lub, Zoologia, Portici XIX (1926), pagg. 3-18
con 8 figure nel testo,

() Un celore simile ma meno diffuso lo assumono anche vecehi operai, che
hanno il tessuto adiposo infarcito di conerezioni sferiche di composti ariel,

D Acle, vol, 1X,
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~ Tornato in Italia esaminai tali esemplari e fui colpito dal vedere
gid attraverso il tegumento, per trasparenza, uno strato compatto di
corpiccioli sferiei o quasi che oceupavano tutta la cavita del corpo sotto
il tegumento sopra l'intestino. Hstratte alcune di tali sferette e spap-
polate in blh di metilene al b %/, vidi subito al microscopio che si frat-
tava di cisti di protozoi piene di spore. Allestiti preparati microscopici
con sezioni colorate ebbi la conferma che tutte tali sferetfe erano cisti
di un protozoo microgporidio, riferite poi, almeno provvisoriamente, ad
une nuova specie di Thelohania (T. termitum sp. n.).

T questo il primo caso di individui di Termiti, che hanno scqui-
stato speciall caratteri per essere parassitizzati da un microsporidio.
Nemmeno tra le formiche sono note intercaste per la presenza di tali
parassiti; percid credo opportuno far conoscere tali intercaste nei loro
caratteri.

Nella colonis di Syntermes grandis s1 trovano normalmente, oltre
alla coppis reale, ad ova, larve e ninfe in varii stadi di sviluppo, operai
di 8 sorta: grandi, medi e piccoli e soldati.

Operaio piccolo

(Fig. I, 1 e Fig. II}

Corpo di colore paglierine, col capo ed il pronoto di colore crema
e Paddome in gran parte cenerognolo per il colore del contenuto del-
- Vintestino che si vede per trasparenza.

1 capo & poco pilt largo (cires /), alla base delle mandibole, che
lungo e sopra & fornito di brevi e brevissime sctole sparse; non ha
accenno visibile di occhi né i ocelli; le antenne sono monijliformi,
composte di 19 articoli, dei quali il 8° & nudo, appena piu corto del 2°,
quasi il doppio piht lungo del 4°, il 5° & poco pikt lungo del 4°, 1 se-
guenti dal 6° al 12° vanno leggermente aumentando in lunghezza, dal
120 al 18° sono subugnali, il 19° & poco pitt lungo del precedente ed & al-
quanto subellittico, tutti gli articoli eccettuato il 8° sono provvisti di
alcune brevi setole e dall’8° anche di brevissime setole distali grada-
tamente fino al 18° pill numerose ¢ poi in tutld molto numerose. Pit
frequentemente Voperaio piccolo ha antenne di 20 articoli, il 3° dei

quali & nudo ed & alquanto pit corto del 2°, perché ha dato origme
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ad un altro articolo (3¢ di questa antenna a 20 articoli) uguale al 3°
dell’antenne a 19 articoli.
11 labbro superiore & poco pilt largo (anteriormente) che lungo,

anteriormente & convesso, poi avanti alla parte mediana si restringe
wn poco e sulla faccia dorsale ha un cerfo numero di setole brevi

e brevissime,.

M. 11.

Syntermes grandis, opersio piccclo: I. eapo prono; 2, labhro superiove; $-f, mandibole visto dalla
facein dorsalo; 8-6. Io stesse viste dalla facein ventrale; 7. parte prossimale di antemna dostra
di 20 articoli; 8. parto prossimale di antonng destra di 19 articeli (iguve variamente ingrandite).

Le mandibole sono.brevi, robuste, la destra ha 8 denti acnti e una
breve parte molare a superficic tubercolata, la sinistra ha pure 8 denti,
ma il 2 & molfo largo, a margine obliquo, con una punta grandetia
allapice distale e uno brevissimo all’apice prossimale, il 3% dente &

triangolare ed & coperto alla faceia superiore dalla moia, che sporge a
dente subtriangolare in avanti,

Le mascelle del 1° piano hamio il lobo interno poco pil corto
dell’esterno ed armato di un forte e acuto dente preapicale.
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Torace. — Il pronoto ha il lobo anteriore a margine largamente
arrotondate e fornito sulla facela inferiore di brevissime setole spini-
formi sparse e sulla faccia superiore, specialmente lungo il margine,
di setole brevi e di setole pilt corte delle brevi, lo seuto (o parte po-
steriore) ha pure un buon numero di setole brevi e alcune pitt corte
e gil angoli laterali prolungati in fuori in forma di processo lungo
(misurato dalla base del lobo anteriorc) mm. 0,38 circa e provvisto
sul margie anteriore di 2 sotole brevi; il mesonoto & alquanto pitt
stretto del promoto, ha setole brevi posteriori e si prolunga lateral-
mente in processo pitt breve del pronotale, il metanoto & pit largo e
un poco pitt lungo del mesonoto, & fornito di setole, come le mesono-
tali, posteriori o alcune subposteriori, e si prolunga pure lateralmente
in processo simile a quello del mesonoto.

Ziampe fornite di buon numerc di setole brevi e pitt brevi, sot-
tili e lungo il margine interno delle tibie anche di huon numero di
setole brevi robuste disposte in 1-2 serie.

Avpone. — I tergiti sono forniti di 2-8 serie di setole brevi e pilt
brevi posteriori ¢ subposteriori, gli sterniti hanno anche sctole hrevis-
sime sparse, abbastanza numerose, e 4 setole lunghette posteriori; i
cerci hamno il 2° articolo conico, acuto all’apice.

Lunghezza del corpo mm. 10; larghezza del capo 3,30; lunghezza
delle antenne 4,60; della mandibola destra 1,30; larghezza del meta-
noto col processi spinosi mmn. 1,20; delle tibie porteriord, 3,40.

OGperaio grande
(Fig. I, 2 o Pig. III}

Si distingue dall’operaio piccolo innanzi tutto per le dimensioni
che sono:

Eunghezza del corpo mm. 12; larghezza del capo 4, lunghezza
delle anfenne 8, della mandibola destra 1,10, larghezza del metanoto
col processi spinosi mm. 8; lunghezza delle tibie posteriori 5,20. '

I1 colore del capo & testaceo-ferrugineo, il resto del corpo al
dorso ocracco pallido, al ventre paglierine, ma 'addome appare alquanto
foseo per il colore del contenuto dell'intestino, che si vede per traspa-
renza.
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Le antenne sono composte di 20-21 articoli: nel primo caso col
8° il doppio pit lungo del 2° e avente un accenno distale di divisione,
nel secondo caso quasi '/, pitt lunge del 2° e intero ed & il doppio
o quasi pilt lungo del 4%

Pra. 111

Syntermes groandis, opernio grande: 3, capo prono; parto

prossimale di entenna; 3. abbro guporiore; 4-4, mandibole

viste della faceia dorsale; 6, torace prono; 7. parte apienlo

dolla tibig, tarso 6 proturso di zampa posteriers (igurn vo-
rinmanta ingrondita).

Tabbro superiore e appendici boecali come nell’operaio piceolo
e solo proporzionatamente piit grandi, cccetto lo mascelle del 1° paio
che hanno il lobo interno pit lungo dell’esterno per il trafto dal forte
dente preapicale all’apice.

Toracu. - Tutti e 3 gli scuti toracici sono prolungati ai lati in
un processo spiniforme acuto lungo al pronoto, misurato dalla base del
lobo anteriors, mm, 0,50; chetotassi simile a quella dell’operaio pic-
colo,

Zampe e addome come nell'operaio picecolo,
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Soldato
(Fig. 1, 5 e Fig, IV)

Jorpo ocraceo, colla parte dorsale del torace ed il capo ferru-
ginei e Faddome macchiato pitt o meno di eolore fosco per il colore
del contenuto dell’intestino che si vede per trasparenza.

I1 eapo & quasi tanto lungo che largo posteriormente, ha gli angoli
posteriori arrotondati, i lati dall’indietro all’avanti un poco convergenti,
la superficie fornita di setole brevissime sparge, & un poco rialzata obli-
quamente a lato interno delle antenne; apertura ghiandolare frontale
appena sporgente, subgene fornite di leggero spigolo longitudinale late-
rale e un poco depresse nel resto; le antenne, se ripisgate in dietro,
sorpassanc di poco loccipite, composte di 20 articoli, col #° articolo
intero e poco pitt lungo del 2° oppure col 3° ecirvea */, pilt lungo del
2° e avente un accenno di divisione distale pilt o meno distinto.

11 labbro superiore & quasi tanto lungo che largo subanteriormente,
& subtriangolare alla parte anteriore e a lati leggermente convergenti
dall’angolo laterale anteriore al posteriore, sulla superficie & fornito di
varie setole lunghette e di altre brevi e pit brevi.

Le mandibole sono lunghe quanto la metd della lunghezza del
capo, sono molto robuste, colla parte apicale alquanto arcuata, atte-
nuata, acuta e la destra ha un robusto dente submediano, la sinistra
un dento simile un poco pitt avvicinato all’apice, nonché un dente
grandetto subacuto molare. Lie mascelle del 1° paio hanno il lobo
interno pochissimo pit corto dell’esterno e provvisto di piecolissimo
dente tuberculiforme preapicale visibile solo dalla faccia superiore.

Toracr. — Tuttli e 8 gli seuti toracicl sono prolungati lateralmente
in un processo spiniforme, acufo, lungo al pronoto (misurato dalla base
del lobo anteriore) circa mm, 0,80.

Zampe e addome simili a quel]i‘ dell’'operaic grande.

Tamghezza del eorpo mm. 18, del capo 10; larghezza dello stesso 6
tunghezza delle mandibole 3,4 delle antenne 8; larghezza del meta-
noto col processi spiniformi mm, 4,20; lurlghezza delle tibie poste-

riori 6,20,
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Fia, TV,

Syntermes grandis, soldato: 1. eapo prono; 2 1abbro suporiore; $. antenna destro di 20 arfieeli;
4, antenna destra db altvo esemplare ¢i 20 wrkieoli; 5. antonna destra di altro esomplare di 20 -
tiooil; 6-5. mandibole viste dalla faceia dorsalo; 8, torace prono; $. parte apieaie della tibin,

fayso e pretarso dolln zampe postoriore (figure variamento ingranditey.
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intercasta grandﬂ

(Fig. I, 4 o Fig. V)

Corpo ocraceo col capo ed il dorso del torace di colore testaceo-
ferrugineo, addome di colore cremeo o ocroleuco per il colore delle
essti dello sporozzo, che si vedono per trasparenza. Il capo & poco pilt
largo che lungo, ha i lati subparalleli e gli angoli posteriori arroton-
dati, sulla superficie lta brevissime setole sparse, la fontanella streiba
o pochissimo allungata, le subgene leggermente carenate-convesse ai
lati, piane sul resto.

Antenne di 21 articoli, col 8° subugunale al 2° o appena piit lungo
dello stesso e guasi i1 doppic pih lungo del 4° oppure il 3° alquanto
pitt lungo del 2° avente un accenno di divisione distale ed & un po’
meno del doppio pi lnngoe del 4°; labbro superiore alquanto pit largo
alla parte subanteriore che lungo, col lati dalla base in avanti fino alla
parte subanteriore un poco divergenti, angoli allargati, leggermente arro-
tondati, parte anteriore a margini laterali convergenti fino al margine
apicale che & larghefto o froncato quasi a linea retfa, la superficie &
fornita di setole brevi e di selole pitt brevi come si vede nella fignra.

Le mandibole sorpassano alquanto il labbro superiore e ambedue
hanno un forte dente acutoc poco innanzi all’apicale e la regione mo-
lare della sinistra leggermente sporgente a tuberocolo acutbo.

L mascelle del 1° paio sono pill lunghe civea 1 millimetro di quelle
deloperaio grande, che lo ha subuguali a quelle del soldato e hanno
il lobe interno poco pilt corto dell’esterno e fornite di un forte dente
preapicale acuto. Il labbro inferiore ha il mento col lobi eirca */, pint
langhi di quelli deil’operaio grande ed il submento colla gola civca 1/,
pitt lingo e pitt largo, mentre nel soldato colla lunghezza del capo &
sviluppata, quasi per la stessa lunghezza, la gola.

Towracu, ~ Tutti ¢ 3 gli scuti toraciel sono prolungati Jateralmente
in un processo spiniforme lungo al pronoto miswrato dalla hase del
lobo anteriore, mm. 0,70. '

Zampe, simili a quelle dell’operaio graude.
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g, V.

Syndermes grandis, intorensta grando: 1. eapo prono; 2, labbro superiore;

$. parto prossimale &i antenna &sstra di 21 artiecli; 4. parto prossimalo

di altrn nntonne destra @i 81 avticolij 6-6, mandibole viste dalla facein

dorsele; 7. parte defla fronte in corrispondenza alle fontanelle; 8. tornce

prono; 9. porte apicale delln tibin, tarse e pretiorso di zampa posteriore
{figave variamente ingrandite).
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Lunghezza del corpo mm. 18, lunghessn del capo 6, larghesza dello
stesso 4,0, lunghezza delle mandibole 2,40, delle antenne 8,5 ; larghenzsa
del metanoto col processi spiniformi mm. 4,10; lunghezza delle tibie
posteriori 5,20

Intercasta piceola

Fig. 1, 3 o Pig. VI

Corpo di colore ocraceo col capo e la parte dovsale ferruginei ¢

ferruginei-testacei ¢ I'addome ocroleuco per il colore delle cisti della
T helohania, che si vedono per trasparenza.
_ IV capo ha una forma simile & quella dell’intercasta grande, an-
tenne di 19-21 articoli e nel 1° caso il 8° & quasi il doppio pik lungo
del 2°, ed ha un manifesto accenno di divisione in 2, nel 2° caso, il
32 arficolo & subuguale al 29, il 4° & subuguale al 8° o appena pil
lungo dello stesso ed ha un aceenno di divisione in 2; la mandibola
- destra ha un breve rudimento del 1° dente prossimale.

Gl altri caratteri, eceetiuati quelli delle dimensioni, appresso indi- _
dicati, sono simili a quelli dell'intercasta grande.

Lunghezza del corpo mm. 18, lunghesza del capo 4,80, larghezya,
dello stesso 3,60; lunghezza delle antenne 6,5, delle mandibole 2, lun-
ghezza dei Jati del pronoto dalla base del lobo anteriore all’apice del
processo acuto mm. 0,60; lunghezza del metanoto coi processi spinosi
mm. 3,10; lunghezza delle tibie posteriori 5,20.

OSSERVAZIONE

Dallesame dei caratteri esterni dell’operaio grande con quelli
dell’intercasta grande risulta che questa ha dimeusioni nettamente
maggiori, un capo piti sviluppato, di forma anche diversa avendo i
lati sﬁbparalleli, antenne di 21 articoli col 3° almeno un poeo pil lungo
del 2°; mandibole il doppio pilt lunghe e armate soltanto di 2 denti
{apicale e preapicale); passando poi ai caratteri interni (visibili per la
parte rmmediatamente sotto il tegumento) si nota che mentre Poperaio
ha Vintestino visibile per trasparenza, perchd La un tessuto adiposo
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T, VI

Syntermes grandis, intercaste piceola: 1. capo proug; 2. pario

prossimalo di antenna di 19 arbicoli: 3. parto prossimale di

antonna di 20 articoli; 4, lalbro superiore; -8, mandibole

visto dailn faceia dorsule; 7. orace prono; B. prrte distale

della #ibia, tarse o protavee di sumpa posteriore {figare va-
rinmente ingrandite).

ridotto a gruppi di cellule sotfili, vacuolizzate o non formantl uno
strato continuo, ghi individui dell'intercasta hammo sotto il tegumento
una masse compatte di cisti contenenti spore di Thelohania estesa a
tutta la parte dorsale ¢ laterale del metatorace e dell’'addome o anche
al venire ecoettuate la parte corrispondente agli arosterniti 3° a 7°
che ne & pitt 0 meno estesamente libera. Tali cisti negli esemplari pit
infestati si spingono in piccolo numero fino ai lati dell’esofago dietro
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il capo; sono sferiche o quasi, misurano in dismetro mm. 0,20-0,60, ¢
sono distribuite in vari strati sottoposti gli uni agli altri sotto il tegu-
mento dorsale fino a 4-b e lateralmente vanno diradandosi fino a scom-
parire, come ho detto, sopra una parte pilt o meno estesa ventrale del-
I'addome. Ciascuna cistl contiene un numero immenso di spore di T'he-
lohania (1).

Anche l'intercaste. minore ha dimensioni (eccettuata la larghezza
del capo) alquanto maggiori dell’operaio grande e sopra tutto le man-
dibole pit lunghe (quasi il doppio di quelle di detto operaio); quindi
tanto che si considexri Vintercasta grande che la piccola si ha rispetto
anche dell’operaio grande uno sviluppo pil progredito rispetto a quelio
degli operai ¢ un capo di forma alquanto diversa e provvisto di man-
dibole pit lunghe.

Se passiamo ad un confronto delle intercaste col soldato notiamo
dimensioni minori e sopra tutto minore sviluppo del capo e delle sue
appendici; percid le intercaste vanuno considerate forme intermedie tra
operai e soldati, e siccome sono pilt progredite nello sviluppo rispetto
agll operal e meno rispetto ai soldati vanno anche considerate come
soldati arrestati nel loro sviluppo dal microsporidio, a causa della sot-
trazione di sostanze trofiche oppure anche per gualche elaborato di
esso.

(%) Io ho esaminato queste cisti isolate e anche in sezioni sottili e colorate;
data la conservazione degli esemplari in semplice alcole a 700 posso soltanto ac-
certare, che osse oltre a gualche residuo non definibile sono ripione di spove, lo
quali hanno una forma cilindriea convessa ai poli, misurano in Iunghezza p 6 e
in larghezza v 3.

Le cisti sezionate e le spore hanno una grande somiglianza colle cisti o lo
epore di Thelohania ephestiae Mattes quali furono disegnate da Q. Marres {« Zeit,
wiss. Zool. », vol. 182, pagg. 526.582, Taf. TX-XIT).

Io do il nome provvisorio di Thelohania fermitum sp. n. alla forma da me
trovata nel Synfermes. B da augurare che gualche zoologo vivente nel DBrasile
possa studiare lo sviluppo di tale parassita e precisarne tutii i carvaetieri.
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SULL’'ESISTENZA, SOPRA LE SUPERFICIE ALGE-

BRICHE, DI SISTEMI CONTINUI COMPLETI INFINITI,

LA CUI CURVA GENERICA E A SERIE CARATTE-
RISTICA INCOMPLETA ()

GUIDO ZAPPA

SvamartvM. — Cum, sicut Snvmn pragviderat, iam constet non omnibus
continuis systematibus curverum super superficiom esse seriom propriam com-
pletam, Auctor primum exhibst exemplom gystematis continui comnpleti infiniti,
cuing propria series est incomplota in generica curva,

Jisempi di curve algebricamento isolate a serie carattestica non
completa sopra una superficic algebrica furono dati recentemente da
Sevenr (1), il quale successivamente, prevedendo che il fenomeno della
incompletezza della serie caratteristica potesse presentarsi anche per
curve algebricamente non isolate, mi propose di ricercare esempi del
genere sopra una rigate algebrica. ITn una mia Nota precedente (%), ho
dato l'esempio di una curva, appartenente ad una rigata di genere 2
¢ ordine 6 deollo spazio ordinario, giacente in un sistema continuo oot
o dotate di serie caratteristica incompleta. La curva generica del si-
stema continuo ers perd sempre a serie caratteristica -completa, solo
per une curva particolare di esse presentendosi il fenomeno dell’incom-

(*) Nota presentata dall’Accademico Pontificio Francesco Severi il 30 lu-
glio 1945, '

(1) Intornoe ai sistemi comtinui di curve sopra una superficie algebrica, « Com-
mentarii mathematici Helvetici», 16 (1948), pag. 188-248.

(%} Sullesistenza di curve algebricamente non isolate, a serie caratieristiea non
completa, sopra una rigate algebrica. «Po‘n tificia Academnia Seientiarum », Acta,
7 (1948), ' :

10 Aeta, vol. 1X.
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plotezza. Rimaneva pertanto aperta la questione di sapere se pOSSOBO
presentarsi sistemi continui completi infiniti, la cul curva generica sia
a sevie caratteristice incompleta.

La presente Nota risolve il problema fornendo un esempio di un
‘sistema confinuo completo cof, situato sopra una rigata algebrica d’or-
dine 8 ¢ genere 2 dell’S,, la cui generica curva o & seiie carabteri-
stica incompleta. _

Ultimamente Severi (1) ha dimostrato il feorema della comple-
tezzn della serie caratteristica, con metodi puramente algebriei, per Ie
ourve di sistemi continui soddisfacenti ad ipotesi di generalita (le quali
naturalmente, nel nostro eago non si verificano).

Consideriamo una rigats If, d’ordine 10 e genere 2 dell’S; otbe-
nuta congiungendo i punti omologhi di due curve proiettive d’ordine B
¢ genere 2 situate in due S; sghembi dell’S;. Sulla F esiste un sistema
lineare ot di curve € @ordine b e genere 2, senza punti base, com-
pleto sia come sistema lineare che come sistema ‘continuo: & quello
definito dalle due quartiche iniziali, La sua serie caralteristica, d’or-
dine e dimensione zero, ¢ senz’altro completa.

Proiettiamo F, in un S, gencrico, da una retta  che si appogel,
in due punti generiei A, e A,, a duc generatricl #y ed 7, costituenti
un generico gruppo canonico cntro il fascio delle generatrici di I
Otterremo una rigata ¥ d’ordine 8 di S, birazionalmente equivalente
alla . Ai singoli punti di 4, ed r, corrispondono rispettivamente le
direzioni uscentl dai punti semplici P, e Py in eui 7, ed #y incon-
trano I. Ogni curva C di |C| si proietta in una curva ¢, d’ordine 5
e genere 2, di T, passante per P; o Py; onde il gruppo P,, P, & nello
stesso tempo un gruppo canonico & un gruppo caratteristico di C.

Consideriamo il sistema continuo 3| Clf, e facciamo vedere che esso
5 un sistema oo!, costituito unicamente dalle proiezioni delle curve
di |C]. Ogni curva di }{CJ{ deve infatti essere proiezione o di una di-
vettrice d’ordine 5 di F, o di una direttrice d'ordine 6 passante per

(*) Sul teorema fondamentale dei gisternt continui di curve sopra wida super-
ficie algebrica. « Annall di Matermation », serie 1V, tomo XXIII, 1944, pag. 149.
QpveRr dimostra ivi che il teovema della completezwa vale per tutte le curve
emiregalpri (curve sulle quali le cnrve canoniche impure della superficie segane
gerie linsari complete).
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uno dei due punti A, e A,, o una direttrice d’ordine 7 passante per
Ay e A, Orbene, le diretfricl d'ordine 5 di I hanno necessariamente
grado zero (") e quindi la loro serie caratteristica ha ordine zero e di-
mensione zero; onde ciascuna di esse appartiene ad un sistema con-
tinuo cof. Le direttriei d’ordine 6 di F hanno grado 2, e quindi la
loro serie caratteristica &, o una g3, o la g} canonica; onde ogni tale
direttrice appartiene ad un sistems continuo al pitt co®. Data le ge-
~mericith di A, su I, le direttrici d’ordine 6 per A, sono al pit co*,
Le direttrici d’ordine 7 di F hanno grado 4, la loro serie caratteri-
stica & una g2, e pertanto cinscuna di esse appartiene ad un sistema
continuo co®. Data la genericitd di A; su F, le direttrici d’ordine 7
per A, sono co®; e data la genericith di A, su r,, la direttrice gene-
rica d’ordine 7 per A, non passa per A;; onde le direttrici d’ordine 7
per A, e A; sono al pitieo’. Di qui segue che }|C|! & oo, e portanto
si riduce al sistema delle direttrici del 5° ordine di T proiezioni delle
curve di |C|. La serie caratteristica di C & quindi co?, e percid & in-

completa, individuando il gruppo P,, P, la g canonica. Abbiamo cosi
uw sistema continuo completo oo, la cui curva generica & a serie carat-
teristica incompleta.

(%) Ved., Suvari, Swilla classificazione delle rigate algebriche. « Rendiconti di
Matematica o delle sue applicazioni », serie VI, vol, 2, 1041,
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STRUTTURA INTRINSECA
DEL CAMPO ELETTROMAGNETICO )

GIOVANNI GIORGL

Acecademico Pontificio

SvMMARIVM. — Auctor, perpendens proprietates campi electromaguetici in
- spatio-tempore relativistico, pervenit ad conclusiones novas, quod attinet ad
figuram geometricam intrinsecam, qua campus definitur et ad consectariornm
relativisticorum coaretationem in omnibus spatii repionibus, in quibus campus
elsctromagneticue extenditur. o

1. = Per caratterizzare il campo elettromagnetico, si fa uso comu-
nemente dei noti vettori, uno elettrico ¢ uno magnetico. Ma sappiano
che questi non sono elementi intrinseci riguardati nello spazio-tempo
relativistico, sono componenti di entitd infrinseche, prese relativamente
a piattaforme speeciali di riferimento. .

Quali sono dunque le strutture intrinseche proprie del campo?

MivkowskI per rappresentare il campo ha dato una matrice IFmll,
che ha denominato Kaum-Zeit Vektor 2-ter Art, e questa denominazione al-
Tude gia a un ente geometrico del crondtopo; ma la sua trattazione & stato
puramente analitica, e la figura geometrica & rimasta non descritta
& non sono state dedotte le conseguenze., (3li autorl successivi hanno
sviluppato la stessa trattazione, denotando ente stesso come sestivettore :
- pregevole ed estesa, a questo riguardo & l'esposizione contenuta nel
trattato di Lauw, che pure non si discosta dalla trama minkowskiana.
Le denominazioni originali non devono venir conservate, perchd ora
51 usaio in altro significato, e perché potrebbero indurre in errove,
'_ per esempio, in quello che si tratti di un areale (un bivettore), altro
~enbe a sei componenti nell’S,; il che non &.

(*) Nota presentata il 19 lnglio 1945.

: ',l.l_ ‘dete, vol, IX.
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La metrologia che hanno adopratc Minkowsxi ¢ molti altri frat-
tatisti, & quella abbreviata, ancor pitt sincopata di quella di Gauvss-
Herrz; perché non solamente vengono identificate all’unithd numerica
le costanti ¢, p, dello spazio-etere, ma viene anche eguagliata ad uno
la. velocitd della luce. Con questo si sopprime la differenza fra i due
vettorl elettrici Bl e D, e quella fra i due vettori magnetici H e B, e
viene ad aversi um unico vettore elettrico @ = /DR, e un unico vet-
tore magnetico m =} HB; e questi due vettori, che elevati a quadrato
danno un’cnergia in un volume, finiscono per avere la stessa dimen-
sione fisica, di carattere puramente meccanico. B sempre facile ridurre
le formole complete a formole sincopate cancellando dei coefficienti o
indicando con lo stesso simbolo due grandezze diverse; ma non ¢ ugunal-
mente facile, e si incontra ambiguits, quando si vuol fare il passaggio
inverso, che & necessario per tradurre in valori pratici 1 risultati.

In gquanto segue fard uso della metrologia moderna, completa, che
riconosce una dimensione fisica swi generis alle grandezze elettroma-
gnetiche. Le relazioni che sto per esporre varranno ugualmente per lo
spazio libero e per un dielettrico ideale riguardato macroscopicamente,
ma terrd presente solo il primo dei due casi. Pur distinguendo, anche
nello spazio libero, Bi da D ed H da B, come grandezze fisiche di
natura diversa, fard uso occasionale dei vetbori sincopati e, m, in
qualche formola di passaggio (). Con gueste notazioni, procedo a ri-
serivere le formole di Miwxowskr, e ricavare la figura geometrica cor-
vispondente alla matrice || frelly, © metterla in relazione con le gram-
dezze effettivamente osservabill

2. - Cominciando a fare uso dei veltort sincopati e, 12, ¢ dello
spazio enclideo c¢on una componente Immaginaria avente:

Xy ==, =y,  Wy=2, @y =1,

(1) Poer le notizie o discassioni sopra le diverse mefrologie, ¢ sul modo di
definire le diverse grandesze de! campo, mi riferisco a quanto ho scritto softo il
titolo Grandesse ¢ Unitd Elettriche, «Memorie delln Reale Accademia d’Italias,
HuClasse di scienze fisiche, vol. VIII (aprile 1987), estratio n. 7, pag. 819-396.
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formiamo la matrice }f.| cost

f'gamm,,,z—-*faﬂ f‘:”:ﬂ?,yszw; fizzmzszu

fum"—ie&‘:w_/u; f;;ézmée?:“”fw; f:'m':m'éezz_fd.s

Ia matrice & antisimmetrica ¢ definisce un tensore intrinssco nelio
S; enclideo; denotiamo con

=/

tanto la matrice quanto il tensore, e la trasformozione lineare che da
esso deriva.

Dalla teoria delle matrici sappiamo che una @ antisimmetrica in
un 8, euclideo & dello stesso tipo di quella che ivi definivebbe un gene-
rale atto di moto rigido a origine fissn; cloé essa matrice applicata
al vettori di posizione dei singoli punti, darebbe le loro wvelocith in
un tale atto-di moto. Sapplamo pure che un tale moto, quando & del tipo
. pin generale, consiste in due simultanee velocitd di rotazione w;, w,
"in due giaciture, fra loro iperortogonali (ciod tali che ogni direzione
giacente nell’una & ortogonale a ogni direzione giacente nell’altra). La
figurs, geometrica della @ & cosi trovata: si tratta di una coppia di
piani ipevortogonali uscenti dall’origine, e di dne grandezze scalari
assoclate s questl plani; st ha cosl uno speciale covariante o inva-
rianfe geometrico, e due invarianti scalari. '

L’esistenza del due invarianti secalart era gid state additate da
MingowsKI, senza perd alcun accenno alla figura geometrica. Per tro-
varli con un metodo diretto, basta scrivere 'equazione caratteristica
di Caviey 2 cul la @ dove soddisfare identicamente

it QO+ PP=0
dove Q & la somma dei determinanti minori principali di secondo or-

dine, ciod

Q= [ty [Pyt P+ fﬂza._+ [Pt 1
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mentre * & il determinante dells matrice, a sua volta uguale al qua-
drato del « piafiiano », che &

Pe= ﬁ?fsa"funa / /23

Questi dne P, @ formano una coppia di invarianti razionali, equi-
valente alla coppia dei due invarianti non razionall, e,, w, gia men-
zionati. Volendo rieavare questi nltimi esplicitamente, non vi & che da
sostituire un'incognite scalare {e in luogo della @ ne}l equazione carat-
teristica. Quindi

w-e Qu? ) PP =10

0% Q g
=5 i:\/g — P2
@, 2 4

risultato di ~ui in questa Nota non avremo perd occasione di farve uso.

Per avere una rappresentazione visibile, pensiamo all’ip'erpiano
all'infinito, o, cid che & lo stesso, alla stella entro cui opera la ®.
L’uno e Valtro equivalgono a un S; ellittico, entro cul la ®, rappre-
sentativa di un atto di moto rigido generico, definivebbe un motore,
di quelli studiati da Crisrorp; quindi equivalgono anche a una coppia di
rette, coniugate rispetto all’assoluto, con due scalari associati alle mede-
sime; sono le rette che, promttaﬁg dall’origine dell’S, danno i due piani
1per0rtogonah

Gli autori, studiando linsieme |/, || dal punto di vista puramente
analitico, hanno menzionato un caso singolare. In realtd, se ne possono
verificare due: uno di degenerescenza di prima specie quando [?=0,
il che porta di conseguenza Uannullarsi di uno dei due w, Valtro, di de-
geneyescenza di seconda specie, quando =0, Q=0 mmu]tanea,mente,
1l caso singolare menzionato dagli auntori. Vedresmo

donde

1

questo secondo &
pitt oltre a quali relazioni fisiche corrispondono i due casi,

3. - A questo punto si deve proseguire passando al crondtopo
reale, ¢ al vettori fisici. h
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Conservando da prineipio i vettori sincopati, la matrice, nel cro-
ndtopo Owmyet, soppresso il coefficiente immaginario ¢, che pitt non ci
. oceorre, e soppresso il segno meno nell’nltima colonna, diviene:

: o 0 m, —m, e, |
e 0 My,
Ny, e, 0 e,
ey e, ¢, 0O

Qui i piani che si descrivevano come iperortogonali nell’S, euclideo,
divengono nell’Ozyat pseudoeuclidoo, due piani coniugati rispetto al-
Iipercono assoluto. Per trovarli facclamo una scelta particolare del
quadriedro normale di riferimento, in modo da far coincidere Qwy con
uno di essi piani, Ozt con Paltro, Nella matrice, restano solo ., ¢, cosi:

0 m, 0 0
’ —m, 0 0 0
| O 0 0 e |
| 0 0 e ©

Cid equivale a scegliere una piattaforma di riferimento tale che
il vettore elettrico e il vettore imagnetico risultino sovrapposti fra
loro. Questo & sempre possibile guando la matrice non & degencre di
seconda specie, perchd col cambiamento di piattaforma, cioé con l'impri-
mere al sistema di riferimento un moto opportuno, si fanno nascere i
termini mozionali (la forza elettrica indotta data dal vettorprodotto del
vettore magnetico e della velocitd di trascinamento, e la duale forza
magnetica indotta), i quali aggiungono o sottraggono componenti or-
togonali ai vettori del campo.

Con la scelta di tale piattaforma X, abbiamo ridoiti i vettori e,
m ad essere paralleli secondo una direzione che vieno assunta come
asse Oz. 11 piano spaziale Omy normale (nel senso ordinario, enclideo)
4 quell’asse & uno dei piani privilegiati che si ricercano; laltro & it
piano coniugato & questo, eiod un pianc spazio-tempovale Oz, che taglia
ipercono assoluto in due generatrici, La piattaforma &, non & uniea,
perché ad essa si pud imprimere uu qualunque moto traslatorio secondo
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Oz senza che 1 due vettori del campo si alterino; vi & un sistema oco*
i tali piattaforme: a tutte gueste corrisponde lo stesso Omy, ma pas-
sando da una allaltra varia Of, che costituisce la linea oraria della
piattaforma, e conseguentemente anche Oz (varia, in quanto si inclina
verso Of, ma spazialmente resta lo stesso); o questi due assi percor-
rono quel piano spazio-temporale che & stato denominato con Ozt

4. - Passando ora alla metrologia completa,-non abbreviata, con
quattro vettori E,D,H, B, le conclusioni relative all'invariante geo-
metrico noun esigono di essere formulate diversamente, percho B &
‘sempre sovrapposto a D, e similmente H o sovrapposto a B.

4

La matrice viene a esserc composta cOSi

0 3 ViH,; —VwH; VikE,
~ Vo H,; 0 3 VieHy Ve B,
VioHyy  — Vi Hyj 0 - Ve L,
Ve By; Ve B, Ve E 0

Gli invarianti prendono queste espressioni
ielP = B, H + I, H,+ E H,
Q== HB — ED

Dunque un invariante & il prodottd scalare della forza elettrica
o della forza magnetica di campo; laltro & il doppio della differenza
fra energia magnetica ed cnergin eclettrica contenute nell’unita di
volume. La degenerescenza di prima specie si verifica guando i due
vettori E, H sono ortogonali fra loro, Pel fatto che il loro prodotto
sealare & invariante, tale ortogonalitd permane con quslungue cam-
bismento di piattaforma; ma si pud trovarne una speciale (anzi oof
speciali) nelle quali uno dei due vettori si annulli; ¢ infatti fisicatnente

& palese, che quando si abbisno E, H, ortogonali, qualunque moto
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" di traslazione ortogonale ad entrambi, fa incrementare uno del due
vettori a spese dell’altro. Perd, siccome un altro invariante & la diffe-
“renze fra energia elettrica ed enerpia magnctica, due casi diversi si
presentano secondo che I'una o l'altra & prevalente; se prevale l'ener-
. gia clotdrica, si pud con una velocits traslatoria finite normale al piano
di B e di H arrivare ad una piattaforma in cui esiste solo il vettore
elettrico B, mentre con nessuna velocitd minore di ¢ si ottiene l'offetto
reciproco. Se invece prevale Venergia mapgnetica, si arviva a una
piatteforma in cui esiste solo H. In entrambi i casi, ottenuta la piat-
taforma nella quale vi & un vettore di campo unico, tutto prosegue
come nel caso non degenere; ciod scelta la direzions di quel vettore
come asse Oz, si ha nel piano perpendicolarc Oxy uno dei due piani
privilegiati; e tutte le infinite piattaforme che differiscono per una
velocits di traslazione lungo Oz godono in comunc delle stesse pro-
prieta, perché passando da una all’altra il vettore di campo non si altera.
I} ‘caso limite fra quei due, nei quali prevale rispettivamente 1’ener-
gia elettrica o quella magnetica, & quello della degenerescenza di se-
conda specie, ciod dei due invarianti entrambi nulli. T vettori B, H sono
allora non solamente ortogonali, ma portano uguali quantitd di ener-
gia, e cid in qualunque piattaforma; o la riduzione a un vetfore solo
non & possibile. Questo & il caso che si verifica nelle cosi dette onde
'clettroma,gnet.iche pure, come quelle della radiazione solare, e in gene-
rale tutte quelle che sono pervenute lontane dalla loro sorgente.
L’elemento geometrico associato al campo degenera anchesso in
questo caso, ma non scompare. '

b. — Una conseguenza notevole risulta da tutte questa analisi.

Ricordiamo che nello spazio vuoto, e in assenza di campo clot-
tromagnetico, il prineipio di relativith consiste in questo, che in una
plega galileiana, o in una cellule galileiana dello spazio-tempo, fra
le oo piaftaforme inerziali (le quali difforiscono l'una dall'altra per
un arbitrario moto di traslazione uniforme) non ve n’é alcuna privi-
~ legiata, non vi & modo di distinguere una da un’sltra. Questa proprieta
6 stata generalmente enwnciate senza mettere in evidenza la rostrizione
‘per le piattaforme inerziali, quantunque dalle equazioni di Einsrrrw
~della seconda relativith o dai risultati dell’esperimonto la restrizione
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risulti. Ora constatiamo che occorre dire di pil: in presenza di campo
elettromagnetico, vi & un insieme privilegiato di oot piattaforme, il
quale insieme & individuato dal campo: quindi ¢ campo elettromagnetico
restringe in un certo senso la relativitd.

¥ ovvio che in presenza,' di materia ordinaria la relativitd & con
trastata dal fatto che una piattaforma privilegiata singola, valevole
per certi fenomeni, ovviamente esiste, quells attaccata localmente alia
materia stessa. Il campo elettromagnetico ha dungue un carattere in-
*termedio fra quello dello spazio libero neutvo (cioé privo di campo)
e quello della materia ordinarin; perche ivi si pud individuare una
piattaforma privilegiata determinata a meno di un parametro arbitrario.
Le conseguenze di questa constatazione possono condurre molto lungi.

Ossunvazons. ~ Dicendo degenerescenza di prima e di seconda
specie, non s'intende di significare degenerescenzn semplice e doppisa.
Tn entrambi guei due casi la matrice & degencre dopplamente, e non
pitt che doppiamente, perché fa perdere due dimensioni allo gpazio a
cui viene applicate quale trasformazione affine.
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KONSTRUKTION UND KLASSIFIKATION
DES ACHTZELLS 3¢

(Mit 4 Figuren)

ALBERT ZIRWES 8. 1.

SvmMariva. — Investigatur problema, utrum et quomodo numeri seriei na-
turalis 1 usque p* (val cuingcunque seriei arithmeticae) in spatio n-dimensionali
distribui poseint, ita ut statui asquilibrii indifferentis aequiparari queant. Dantuy
formulee generales ot exemplis 8% et 3¢ evolvuntur secundum theoriamn nwinerorum
-8t grupporum duae methodi, quibus resolvitur quaestio, quae simul classifica-
tionem et enumerationem solutionum necnon generalisationem p* permittunt.
Exemplum maximae symmetriae accuratius discutitur.

EINFUHRUNG.

Das regelméssige Achtzell Z; ist der Masskorper des 4-dimensio-
len euklidischen Raumes R,, so wie Quadrat und Wirfol es im R,
und R; sind (*). Die Anzahl N der ¢-dimensionalen Begrenzungsele-
mente filir den allgemeinen 2-dimensionalen « Wiirfel » ist gegeben durch

1 N:Z"‘“‘I(Z) fiir ¢=0,1,2 8... 7,

sodass die Gesamtzahl der Begrenzungselemente, also

% 241—41(”) _— 371 ,

q

(*) Memoria presentats dail’Accademico Pontificio Francesco Severi il 25 set-
tembre 1945,

{1) Fiir die geometrischen Aunsfihrungen im folgenden vgl, etwa P. I ScHoUTE,
Mehrdimensionale Geometrie, Lpz., 1905,

12 4eta, vol.IX.
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immer eine Potenz von B ist. Eg ist eine bekannte Aufgabe der ad-
ditiven Zahlentheorie, die ersten 9 natirlichen Zahlen so den Kcken,
Kantenmitten und der Flichenmitte eines Quadrates zuzuordnen, dass
in dem entstehenden quadratischen Zahlenschema die Summe der
3 Zahlen in den Reihen, Spalten und den Diagonalen immer die
gleiche, und zwar == 15 ist. Es gibt nur eine Lidsung, namlich

8 3 4

1 5 9

6 7T 2
wenn man die Zahlenverteilung, die durch Rotation oder Spiegelung
aus der ersten hervorgeht, als identisch ansieht. Man spricht von einer
indifferenten. Gleichgewichtslage der Zahlen, eine Ausdrucksweise, die
dadurch gerechtfertigt erscheint, dass die Summe der statischen Mo-
mente in bezug auf eine belisbige Gerade durch den Mittelpunkt bei-
derseitig die gleiche ist. Legh man z. B. eine Gerade durch B,

8/
5
/7

die zwischen 8 und 4 einerseits und 6 und 7 anderseits hindurchgeht,
o haben die Zahlen 1 und 9 die doppelte Entfernung von der Geraden
wie 8 und 6 oder 4 und 7; die Zahlen 8 und 2 haben die dreifache
Entfernung, sodass die Summe der statischen Momente betragt:

8 4
1 9
§ 2

(B+6)-7+1.-248.3=(4+7)-1+9-2+2.38
36 = 85

In der vorliegenden Arbeit soll die Verallgemeinerung fiir hohere
Dimensionen untersucht werden; denn fir die Verallgemeinerung in
der Ebene, also fir die hoheren Zahlenquadrate 4%, b? nsw. gibt es
viele systematische Ligsungen, auf die deswegen nicht weiter einge-
gangen sein soll (*). Mit der Verteilung der natiirtichen Zahlen in
Zahlenkuben hab sich sicher schon Frrmat beschaftigh. In einem Brief
an Rev. Pére Mersennz de Ordre des Minimes (undatiert, wohl

() Vgl. 2. B. verschiedene Abhandlungen in Vol. 7 der Series 1. von L. Ku-
LERI, Opera omnia, Lipsiae et Berolini, 1923, und die in der dortigen IEinleitung
angefithrte neuexe Literatur. ‘
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um 1640) schreibt er: (*} «Je passe bien plus ouire en passant aux
solides qui le sont effectivement, j'ay trouvé une regle generale pour
ranger tous les cubes & Vinfiny, en telle fagon que toutes les lignes
de leurs quarrez tent diagonales, de largeur, de longeur, que de hau-
teur, fassent un méme nombre et determiner outre cela en combien
de fagons differentes chaque cube doit étre rangd, ce qui est, ce me
semble, une des plus belles choses de I’Arithmetique » ... Wie so ofters
bei Feraar ist uns nichts Naleres itber die erwahnte Verteilungsregel
und das Abzéhlprinzip iberliefert; und das dem Brief beigefiigte
Beispiel 4 scheint nicht den aufgestellten 72 Forderungon entsprochen
zu haben; denn in einem spiteren Brief an denselben Pater bemerkt
er zu den Einwendungen Frinicrms: « Pource qui est des cubes, je
n'en say pas plus que Monsieur Frenicle, mais pourtant je puis les
ranger tous & la charge que les Diagonales seules de guarrez que
nous pouvous supposer paralleles & I'Horison, seront égales aux cotez
des quarrez, ce qui n'est pas peu de chose». Ks ist sogar unwahy-
scheinlich, dass Frrmar die Zahlenverteilung fur 3% gekannt hat; sonst
lasst es sich nur schwer erklaren, dass bis in die heutige Zeit eine
Verteilung der Zahlen 1 bis 27 in dem Wiirfel 8° gewbdhnlich als
unmoglich angegeben wird, obwohl 4 verschiedene Lisungen existieren.
Im Sinne Fermats ist eine Losung allerdings nicht moglich, weil er
die Forderungen fiir die Flichendiagonalen und nicht fin die Kdrper-
diagonalen des Wirfels stellt,

I. PORMULIERUNG EXAKTER BEDINGUNGEN.

Weil bei den héher-dimensionalen Kérpern noch die Zelldiagonalen
usw. hinzukommen, ist cine genaue Angabe notwendig, fiir welche
Diagonealen die Forderung gleicher Zahlensumme gestellt wird. Beim
n-dimensionalen Masskorper p” (d. h. einem solehen, bei dem in jeder
Kante p Zahlen stehen), ist die Anzahl der verschiedenen Diagonalen
2] D, = 2 (7 ) p™ k=12
wo D, die Gesamtheit aller Zahlenreihen parallel den n Dimensions-

achsen,

(*) Varia Opera Mathematica, Tolosas, 1679, pp. 174, 177



106 PONTIFICIA ACADEMYA SCIENTIARVM

D, die Flachendiagonalen in allen Schichten,

D; die Winfeldiagonalen in allen p?

D, die Zelldiagonalen in allen p* bedeutet usw.

Ist p ungerade, so ist der Mittelpunkt des p* mit einer Zahl besetzt.
 Die Gesamtheit der Dy-Richtungen durch diesen betragt also, da sie
unabhingig von p ist,

3] }7_2»_1(2) :-;—(3"*-1)

Wir stellen jetzt die Minimalforderung auf: Die gleiche Summe
der p Zahlen (p>2) soll vorhanden sein

1) fiir alle p* in allen I}, und D,;

2 fiir ungerades p auch in allen D, durch den Mittelpunkt ;

3) fiir pz 271 in allen D, iiberhaupt;

4) fiir pz2°+1 auch in allen Parallelen zu den D,, den
(p ungerade) sogenannten Nebendiagonalen,

Unter Beriicksichtigung, dass in der Formel [3], die fir die For-
derung 2) gilt, die D, und D, durch den Mittelpunkt mitgezihlt sind,
ergeben sich fir die Fille 3° und 3 37 bzw. 144 Bedingungen.

II. KONSTRUKTION DES 3° IM B, NACH ZWEI METHODEN.

Nach diesen allgemeinen Klarstellungen sei der Anschaulichkeit
halber die Konstruktion des Wiirfels 3* vor der des Achtzells 3¢ be-
handelt. In einem Wirfel seien die Fcken, Kantenmitten usw. mit
einer der Zahlen 0,1 oder 2 bezeichnet, wie es Figur 1 angibt. In den
Kantenmitten steht die fehlende Zahl, in den Flachenmitten entweder O
oder 2, derart dass eine Flichendiagonale alle 3 Zahlen enthilt, die
andere also dieselbe Zahl drcimal, Tm Korpermittelpunkt stehe 1. Wir
stellen fest, dass die Summe der 3 Zahlen in allen D, wnd D, die
gleiche ist, nicht aber in allen D, in den Flichen, wohl in denen
durch den Mittelpunkt. Unter Beibeheltung der zur Kérperdiagonalen -
1,1,1 senkrechten « Einerebene» gibt es noch eine andere Lésung,
eben die, in der die Zahlen 0 und 2 vertauscht sind. Wir bilden jetzb
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dreizifirige Zahlen in den verschiedenen Punkten des Wiirfels. Die erste
Ziffer gei gegeben durch irgend ecine Lage des Wiirfels, die zweite
und dritte durch andere Raumlagen des Wiirfels, die durch Drehung
oder Spiegelung hervorgehen, wobei nur darauf zu achten ist, dass
die Korperdiagonale 1,1, 1 jedesmal eine andere Lage hat. Da fitr jede

0

der 4 méoglichen Richtungen 2 Zahlenverteilungen =zur Verfigung
stehen und die Reihenfolge der Auswahl beliebig ist gibt es also

(g)-23-3! Lb’suﬁgen, die aber nicht alle von einander verschieden

sind, Um nur verschiedene [Liésungen zu erhalten, ist noch durch die
Ordnungszahl der erweiterten Bewegungsgruppe des Hexaeders (also
durch 48) zu dividieren. Man erhilt daher 4 verschiedene Zahlenver-
teilungen. Die orthogonalen Transformationen mit A = — 1 kidnnen
zur Bewegungsgruppe gezihlt werden, weil z. B. eine Spiegelung im
R; eine wirkliche Bewegung im R, ist; ein Wiirfel o® lisst sich im R,
durch eine Doppeldrehung um ein Paar zu einander orthogonaler
Ebenen so bewegen, dass alle seine Eckpunkite in die gegeniiberlie-
genden tiberfithrt werden. Man tiberzeugt sich sofort, dass durch die oben
angegebene Zahlenbildung alle 27 Kombinationen von 000 bis 222 vor-
kommen miissen. Bezeichnet man sie der Grosse nach mit 1, 2, ... bis 27,
oder was dasselbe ist, geht man vom Dreiziffernsystem unter Addition
von 1 zum Zehnziffernsystem tiber, so sind die Zahlen 1 bis 27 so
im Wirfel verteilt, dass sie den 87 Bedingungen gentigen.

*12  Acie, vol. IX.
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Line andere Art der Losung ist folgende. Wir sahen oben in
Mg, 1, dass in den Flichenmitten, also in den Koordinatenachsen,
. nur die Ziffer O oder 2 vorkommt. In den Flachenmitten des end-
giiltigen Wiirfels konnen also nur solche Zahlenkombinationen vor-
kommen, die im Droiziffernsystem keine 1 enthalten. Solcher Kom-
binationen gibt es aber nur 4 Paare, mimlich die den Zahlenpaaren
1/27, 3/96, 7/21 und 9/19 zugeordneten, Unter einem Zahlenpaar ver-
stehen wir hier 2 diametral gegeniiberliegende Zahlen, Fir die 8 Koor-
dinatenachsen ist also eine Auswahl aus vieren zu treffen, sodass dio
Anzahl der Lésungen ( g) = 4 igt. Mit der Festlegung von 3 Zahlen-
paaren in den Flichenmitten sind auch alle anderen Zahlen eindeutig
bestimmt, ohne dass man auf das Dreiziffernsystem zurtickgehen muss.
Eine Losung sei als DBeispiel gegeben, und zwar die, welche durch
Rotation des Witrfels der Pig. 1. um eine Korperdingonale 0-2 entsteht:

1 17 24 15 19 8 26 6 10
23 2 16 7 14 31 12 25 b
18 22 2 20 9 18 4 11 27

Die 8 Zahlenquadrate hat man sich iber einander zu denken. Fir das
Olktaeder der Michenmitten wurden hier die Zahlenpaare 3/25, 7/21
und 9/19 gewihlt, Im mittleren Quadrat stehen in den Ecken die
arithmetischen Mittel der beiden nicht anliegenden Kantenmitten; so
ist 16 der Mittelwert von 9 und 21. Das gleiche gilt fiir die Quadrate,
die in den anderen Koordinatencbenen liegen. Das fehlende Zahlen-
paar 1/27 kommt in zwei der 8 frei gebliebenen Ticken zu stehen, und
zwar dorthin, dass die Verbindung 1-8 und 25-27 dieselbe Lage Lat
wie etwa 7-9 oder 19-21, die die gleiche Differenz haben. Die restlichen
Zahlen konnen dann durch Differenzenbildung ausgefllt werden.
Auf die Gleichgewichtslage der Zahlen wird spiter in der Arbeit noel
eingegangen werden.

Die Bedingungen 1) und 2) wurden oben als Minimalforderuugen
bezeichnet. s gibt namlich im Wiirfel noch andere Weisen, in der
man die gleiche Summe von je 3 Zahlen bilden lLanu. Fin Wirfel .
kann auf 4 Arten in einem regelmassigen Sechseck geschuitten werden,
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nimlich senkrecht zu eciner Kérperdiagonalen durch 6 Kantenmitten
und den Korpermittelpunkt. Im obigen Beispiel sind die 4 Schnitte

16 22 22 23 23 17 17 16
8 14 20 15 14 15 20 14 8 15 14 13
6 12 5 6 11 6 12 11

Die Summe der 3 Zahlen, die in den Schnitten die FEcken eines
regelmissigen Dreiecks bilden =z B. 8, 22, 12, ist 42, wie in den D,
und Dy, Von den 4 Schnitten ist einer jeder Losung eigen (dieser
enthalt nur gerade Zahlen); wahrend jeder der 8 anderen auch bei
viner anderven der 4 Lidsungen vorkommt.

I KONSTRUKTION DES 3 IM R, NACH DER ERSTEN METHODIE.

Bei der Kounstruktion des 3° in beiden Losungsarten wurden ein-
gehender gerade die Einzelheiten behandelt, die einer induktiven
Verallgemeinerung fihig sind. So geniigh es jetzt, die Konstruktion
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des 8* in Kiirze anzudeuten. Das Achtzell ist nach Formel [1] begrenat
von 16 Ecken, 32 Kanten, 24 Quadratflichen und 8 Wiirfeln. Figur 2.
stellt eine orthogonale Projektion desselben auf eine Ebene dar (*).
Irgend ein Eckpunkt sei mit O bezeichnet; an den Enden der von
dieser Ecke ausgehe.nden Kanten sollen die von O verschiedenen
Zahlen «, B, 1, 8 stehen. Durch « Vektoraddition » findet man die Zahlen
an allen anderen Eecken. Zwei diametral gegeniiber stehende Zahlen ha-
ben als Summe immer o+@+7v+3. Da, wie beim Wirfel der Fig. 1,
einer O immer eine 2 gegeniiber stehen muss, ist «+f+y+3=2 (mod 8)
zu wihlen, Es gibt b Loésungen fir die Kongruenz, némlich

o« B vy B >
1, 2 2 2 2 8=2
2, 2111 BEEQ (mod 3)
8. 1 211 =2
4, 1121 b2
b, 111 2 b=2

Wihlt man etwa die letzte Reihe, also a =B==y=1 und § =2,
so erhilt man eine Zahlenverteilung, wie sie Figur 8. angibt. Noch
an weiteren 4 Eckpunkten tritt hier eine O auf, und zwar derart, dass
gerade die 4 anderen Losungen der Kongruenz alle vertreten sind.
Das ist bei jeder Auswabl ans den 5 Liosungen der Fall, sodass es
wesentlich nur eine derartige Zahlenverteilung gibt. Die Zahlen in
den Kanten-, Flachen- und Koérpermitten werden bestimmet, wie fiir
den Wirfel angegeben wurde. In der Zellmitte steht eine 1. Wir
stellen auch hier fest, dass in den 4 Koordinatenachsen, also in den
8 Wiirfelmittelpunkten nur die Zahlen O oder 2 vorkommen. Die
Summe in den 8 Zelldiagonalen D, ist die gleiche wie in allen D,.
Die Ebenen, die durch den Zellmittelpunkt un die beiden Eckpunkte
¢ und £, bzw. & und ¥ oder « und y, bestimmt sind, enthalten jede
neunmal die Zahl 1 in quadratischer Anordnung. Bei den R,-Bewe-
gungen zur Bildung vierziffriger Zahlenkombinationen darf eine solche
« Finerebene » hochstens noch einmal mit sich selbst oder einer an-

(1 5. 8.L. Vax Oss, Vorh, d. K. Ak. d. Wetensch, Amsterdam, Deel VIL, I,
(1901). :
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deren zusammenfallen. Auszuschliessen sind also solche wiederholte
Drehungen, bei denen diese Kbenen als Rotationsebenen ganz in Ruhe
bleiben; wie auch solche, bei denen sie in sich selbst nm den Mit-
telpunkt rotieren; endlich auch solche, bel denen sie ineinander iber-

gefithrt werden (*). Die Ordnung der erweiterten Bewegungsgruppe
ist 2. 41 = 884, sodass trotz der obigen Einschrinkungen noch sehr
viele Bewegungen und daher auch Lésungen méoglich sind, Zur ge-
nauen Bestimmung der Anzabl und zur Klassifikation der Losungen
bedienen wir uns der zweiten Losungsmethode.

{*) Eine genauere Definition fiir den Ausschluss wird spiter gegeben werden.
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IV, KLASSIFIKATION UND KONSTRUKTION
NACH DER ZWEITEN METHODE,

Rein schematisch kann eine quadratische Anordnung von 81
Zahlen, wie sie in den weiter unten stehenden Losungen wur Anwen-
dung lkommt, ein Zahlenachtzell darstellen. Im folgenden Quadrat,
wo jeder Buchstabe wieder ein Quadrat von 9 Zahlen vertritt, hat
man sich A @ber B und C als Wiirfel vorzustellen und zugleich in
der 4. Dimension A auch @iber D und G. Ebenso D iber E und F;

- - - B - -G -
P — .._+.... _ .. -
- D - 4+ B - T -
. ..+..,. _ .
-G - - M- - -

B iber E und H; dann noch G iber H und J, und endlich C ther
¥ und J. Von den 4 Koordinatenachsen gehen 2 durch die mit
einem + bezeichneten Punkte, die 8. durch F und D; die 4. durch B
und F. Das sind die Mittelpunkte der 8 Grenzwifel. Zur Besetzung
dieser Punkte mit Zahlen stehen 8 Paare zur Verfigung, die in den
zugeordneten Viererkombinationen des Dreiziffernsystems keine 1 ent-
halten, und zwar

18l 8/79 U 975 19/68 24/61 2557 27/65.

Die hier zu treffende Viererauswahl ist aber nicht mehr ganz willkiir-
lich, wie es beim 38° der Fall war. Wahlt man etwa fir die Kon-
struktion des Witrfels D, E, F 3 Zahlenpaare aus und bestimmt durch
Mittelwert- und Differenzenbildung die anderen Zahlen dieses Wirfels,
so kann es vorkommen, dass die Zahlen eines der b restlichen Paare
schon in diesem Wiirfel aufireten, also fiir die Besetzung der 4. IKoor-
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dinatenachse nicht mehr in Frage kommen. Das ist immer und nur
dann der Tall, wenn bei den ausgewihlten 4 Paaren (sie seien nur
noch mit der kleineren Zahl bezeichnet) dieselbe Differenz zweimal
auftritt. So gibt es 12 Ausnahmefille:

1-3 79 79 19-21
6 Iiile: 1-8 19-81 7-3 2527 5 mit gleicher Aweierdifferenz,
1-3 25-27 19-21 25-27

1 Fall: 8-7 21-25 mit gleicher Viererdifferenz,

DR
4 Fille: 1'2;- ,‘]ﬁ_?gg g'g é?'g% } mit gleicheyr Sechsordifferenz,
1 Fall: 1-9 19-27 mi¢ gleicher Achterdifferenz.

Die Gesamtzahl der Auswahiméglichkeiten und somit der verschie-
denen Lijsungen befrigt also (2) — 12 =58, Die Klassifikation erfolgt

nach den verschiedenen réumlichen Lagen, die die nicht ausgewihlten
Zahlenpaare im Achtzell einnehmen komnen. Zu diesem Zweck teilen
wir die 8 Zahlenpaare in zwei Klassen ein, je nachdem bei ihnen im
Dreiziffernsystem die Ziffern O und 2 in gerader (I. Klasse) oder um-
gerader Anzahl (11, Xlasse) vorhanden sind.

I. Kiasse: . 1/81 &78 21,61 2557 von der Form dm + 1
II. Klasse: /19 U6 19/63 2755 von der Form 4m + 8

Brster Fall: Aus einer Klasse selen alle, aus der anderen also kein
Zahlenpaar zur Besetzung der Wirfelmittelpunkte gewihlt, Kg gibt

2. (i) : (%) = 2 Moglichkeiten. In beiden Fallen stehen die nicht

gewihlten 4 Zahlenpaare symmetrisch in 8 Ecken des Achtzells,

Zweiter Fall: Aus einer Klasse seien 3, aus der anderen alse noch 1
Zahlenpaar gewihlt. Ts gibt 2 . (g) . (‘i) = 32 Moglichkeiten. Das
in einer Klasse nicht gewihlte Paar steht in einer Ecke, die drei
anderen in Kantenmitten.

Dritter IPall: Aus beiden Klassen selen je 2 gewahlt; hier treten die er-
withnten Ausnahmefille anf. Stehen die gewihlten Paare im obigen
Klassenschema beide tiber einender oder ganz getrennt, so treten
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gleiche Differenzen anf. Diese beiden Fille eind also anszuschlies-
4
P
nicht gewihlten Paare treten nur in Kantenmitten auf,
Durch die Festlegung von 4 Zahlenpaaren fir die Wiirfelmittelpunkte
sind wie beim 3° auch alle anderen Zahlen eindeuntig bestimmt. Seien
X diese 8 Zahlen, so finden sich durch Mittelwertbildung zwischen
diesen alle mit einem * bezeichneten Zahlen. Es sind die Flichen-

gen, sodass es noch (é) . (( )—w 2) = 94 Mdglichkeiten gibt. Die

— e [ ™ _ e e

R — X - N e

— . - - e P
* - r X % - K w
X X - X *

- K k X% - ® -

- - - P ™ J

- - ;FX ™

{
¥
1
i
*
H
t
]
t

mittelpunkte des Achtzells oder auch die Ecken der Quadrate, die in
den 6 Koordinatenebenen liegen. Da, wie wir oben sahen, die Zahlen-
paare mit gleicher Differenz aunch gleiche Ranmlage haben, so kann
man die fehlenden Zahlenpaare (wenigstens in 56 von 58 Fillen) sofort
in das Schema cintragen, wie in den beiden letzten der nun folgen-
den 4 Beispiele zu der obigen Klassifikation zu ersehen ist. Alle
anderen Zahlen lassen sich durch Differenzenbildung finden, oder auch
durch Mittelwertbildung allein zwischen allen Zahlen der 1. und IIL
Klasse, Die konstante Summe von je 3 Zahlen in den D, und D,

e ke Xk [k e k e
kfk fwif kfk
e ke k [k e k e
Efk fw i kEfL
Ffwif wew [fwl/
EFfrr fwi{f EkEfEk
e ke k [k e k e
kfk [fwif kfk
e k e k [k e Kk e
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betrigt beim Achtzell 123, Nach den frither aufgestellten Bedingun-
gen muss sie sich wenigstens 144 Mal bilden lassen. In den beiden
Liosungen des 1, Falles hat ausserdem je eine Diagonale der 24 Grenz-
quadrate diese gleiche Summe. Zur leichteren Ubersicht in den Zah-
lenbeispielen sei die Lage der verschiedenen Achtzellpunkte noch ein-
mal zusammengestellt. Es bedeuten:

¢ = 16 Eekpunkte

ko = 32 antenmittelpunkte
/ = 24 Flichenmittelpunkte
w = 8 Wiirfelmittelpunite
z = 1 Zellmittelpunkt.

14 48 61 B2 BY 12 57 16 50 714 46 63 b4 59 10 55 18 50°
86 67 20 65 27 31 922 29 T2 94 69 20 65 20 33 24 29 70
73 8 42 6 87 80 44 78 1 75 8 40 48 8 44 7 3
o8 71 24 89 19 85 26 83 64 30 71 22 67 21 85 26 81 66
77 348 T 4175 5979 5 77 1 45 9 473 a7 Bl 5
18 49 56 47 63 18  bBS 11 B4 16 51 66 47 61 15 60 11 52
81 4 38 246 76 40 U 9 79 6 38 2 48 78 42 T4 T
10 53 60 51 BB 17 62 15 46 12 B3 58 49 H7 17 62 18 48

82 66 25 70 283 B0 21 34 68 82 64 27 T2 23 28 19 36 6§

Die beiden Liosungen des ersten Falles

X = = o - - - 21 - e e e e e e e -
144 - 427 « - - - - - - 427 - ™ - -
50 57 X 61 14 - X - - - B - Bl 14 « - - -
O 1 - - - 19 - 2582 -
- 8 - T - -1 - - 144 7T - 75 388 -
. SO - B0 BT~ 68 - - -
- e - . 6821 - 25 82 - - - - 8891 - 27 -
- - - - 940 - 8881 - = B . 940 - - -
BE - - m e w e e = e e e e e e e

Zweiter Fall Dritter Fall
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V. BINZELHETTEN ZU DEN 8 KLASSIFIKATIONSFALLEN,

s lohnt sich, etwas niher auf den ersten Fall einzugehen,
weshalb auch beide Losungen gebracht wurden. Er zeigt von den
drei Féllen die grosste Symmetrie. Bin Achtzell kann den Kckpunkten
‘nach in zwei 16-Zelle (Z,,) zerlegt werden, analog wie der Wirfel in
zwel Tetracder. Ein Z,, ist ein regulires Polytop des R,, das von 16
Tetraedern begrenzt wird und 8 Keken hab; es ist das duale Gebilde
zum Zg. Die Kanton der beiden Z,, sind die ¥Flichendiagonalen des
© Zy. Achten wir zunichst auf die gesetzmassige Verteilung der geraden
und ungeraden Zahlen, Die Zahlen der 1. und II. Klasse sind nuar
ungerade Zahlen. Sie stehen in den Witrfelmittelpunkten (w), (die der
Lage nach auch ein Z,; bilden), und in den 8 Eckpunkten (¢) eines
der beiden Z,;. Die 8 Eckpunkte (¢) des anderen Z,, enthalten nur
gerade Zahlen; im Dreiziffernsysfem entsprechen ihnen solche IKom-
binationen, die dreimal eine 1 enthalten; (sie seien fernerhin als Zahlen
einer III. Klasse bezeichnet). Die beiden Liésungeli unterscheiden sich
dadurch, dass die Zahlen der ervsten und zweiten Klasse vertanscht
werden, wihrend das Z,, mit geraden Zahlen beiden gemeinsam ist.
In den 32 Kantemmnitten (&) stehen nur gerade und in den 24 Flichen-
mitten nur ungerade Zahlen. Beim 7, mit ungeraden Kcolkzahlen steht
in der Mitte der 24 Kanten immer das arithinetische Mittel der beiden
Ecken. So sind z B. die 6 von Feke [1] ausgehenden Kanten (Flichen-
diagonalen}: 1-5-9; 1-11-21; 1-13-25; 1-8Y-78; 1-31-61; 1-20-57. Die
B Iicken des anderen Z, mit geraden Zallen sind die arithmetischen
Mittel zwischen den zwel Zahlen der I. und IL. Klasse, die auf den
4 von einer Icke augsgehenden Korperdiagonalen der Grengwirfel
liegen: z. B. ist die Kcke [14] Mittelwert von 27 und 1; von 19 und
9; von 7 und 21; von 3 und 2b. Sie sind auch die Mittelwerte von
den 8 Paaren Flichenzahlen (f), die dem Diametralpunkt am nichsten
liegen; so ist [14] Mittelwert von 18 und 16, von & und 28, von 11
und 17. Auf Grund dieser Eigenschaft wurde die Stellung aller Eck-
zahlen in den beiden Lisungsschemata bestimmt. Wie schon erwihnt
- wurde, betrigt die Summe der 8 Zahlen in den Kanten des zweiten
Zy; immer 123. Von Xcke [14] z, B, gehen folgende & Kanten (Fli-
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chendiagonalen) aus: 14-59-50; 14-65-44; 14-67-42; 14-69-40; 14-71-38;
14-77-32. An jeder Kcke des Z; stossen 6 Grenzquadrate zusammen;
in diesen Quadraten sind die Ecken des zweiten Z,, (die Zahlen der
TI1. Klasse) wieder die arithmetischen Mittel der micht anliegenden
Kantenmitten; so ist {14] Mittelwert von 8 und 20, von 12 nnd 16,
von 6 und 22, von 24 nnd 4, von 18 und 10, von 2 und 26. Die
Kanten der beiden 7, schueiden sich in den 24 Flichenmittelpunkten
(f) des Zg. Diese 24 Punkte bilden die Kcken eines regelmissigen
- 94-Ziolls, cines zu sich selbst dualen Polytops, das von 24 Oktaedern
begrenzt wird. Es kann in 3 Z,, zerlegt werden, die zu je zweien ein
Zis bilden. Auf eine Zahlenverteilung in diesem Gebilde soll hier nicht
weiter eingegangen werden, da sic auch wesentlich komplizierter ist.

Bei der als Beispiel fiir den zweiten Klassifikationsfall gewihlten
Losung sind die 8 mittleren Quadrate D, I, I identisch mit den dar-
iiber stehenden., Die frithere w-Zah! 27 wird zur Ickzahl; und zwar
kann sie bei den 4 hier ableitbaren Liosungen eine der Stellen a ein-
nehmen, je nachdem statt 73 die Zahlen 61,57 oder 1 als w-Zahlen
gewihlt werden. Das gleiche wie fiir 27 gilt auch fiir die anderen
w-Zahlen (8, 7, 19) und fir die aus der zweiten Losung des ersten
Talles sich ergebenden Ableitungen, sodass die Gesamtzahl gleich
4.4.9 = 82 ist. Die Eckzahlen des fritheren Grenzwiirfels A, B, C
ritcken in einen Wiirfel 2% zusammen, in dessen Korperdiagonale 50-73
noch die Zahl 27 steht, Mittelwert dieser 9 Zahlen ist 41. Auch hier
gind dieselben Mittelwert- und Differenzenbildungen wie frither mog-
lich; jedoch ist die topologische Lage der Zahlen eine andere, weil
keine Symmetrie mehr vorhanden ist.

Der dritte Fall leitet sich ans dem zweiten ab, indem man die 3
Quadrate B, 1, H beibehilt und eine der Zahlen 1 oder BY zur w-Zahl
macht, Die Zahlen 3 und 55 nehmen jetzt Kantenmitten ein. Auch
hier gehoren zum gleichbleibenden mittleren Quadrat I 4 Losungen,

da 61 auch an Stelle von 73 treten kann. Entsprechend den (é)

Kombinationen fiir das Quadrat E gibt es also 6.4 = 24 Losungen.
Aus Symmetriegrimden sind die aus der zweiten Losung des ersten
Talles ableitbaren Losungen mit den obigen 24 identisch. Die 4 Zah-
lenpaare in den Kantenmitten (61, 55, 67, 8) vertreten die 4 Dimen-
sionsrichtungen, withrend im zweiten Talle die 4 Dimensionen durch



118 PORTIFICIA ACADEMIA SCIDNTIARVM

die 8 Zahlenpaare in Kantenmitten (61, 57, 1), die der Ecke 50 benach-
bart sind, und durch die Kante 50-B5 vertreten sind. Beim dritten
Fall ermoglichen die Zahlen der III. Klasse, (die hier alle in Flachen-
mitten stehen), sowohl mit den Kanten- als Winrfelzahlen einen ge-
schlossenen Zug unmittelbar henachbarter Zahlen:

61 79 25 27 21 3 57 55
14 o5 42 7388132 19 68 9407544 15063 14.

VI, SCHNITTE DURCH DAS ACHTZELL
UND GLEICHGEWICHT DER ZAHLEN,

Zur Bestimmung der Gleichgewichislage der Zahlen im Achtzell,
Wirfel und Quadrat sind die Abstiinde paralleler Schnitte von einem
Schnitt durch die Mitte des Grebildes in Betracht zu ziehen. Als Bei-
spiel seien in allen 8 Féllen Schnitte senkrecht zu einer Diagonalen D,
gewahlt. Das Achtzell (von der I{antenlinge 4) ist durch parallele.
Ry-Riéume zu schneiden. (s. Fig, 4). Der Mittelschnitt (0) ist ein re-
gelmissiges Oltaeder von der Kantenlinge 4)/2. Im Abstand ==1
wird das Z; in Tetraedern von der Kantenlinge 6)/2 geschnitten,
deren Tcken so abgeschnitten sind, dass von ihren 4 Seitenflichen
noch regelmissige Sechsecke iibrig bleiben. Die Schnitte sind also
12-eckige halbregulive Korper von der Kantenlinge 2072, In den Ab-
stinden =% und =3 sind die Schnitte vollstindige Tetraeder mit
Kanten 412 baw. 2)72, Im Abstand = 4 nehmen die Schnittriume
nur noch die Endpunkte der Zelldiagonalen auf. Eine Zusammenstel-
lung der Schnitte, eingeordnet in das frithere Zahlenschema, ist hier

482 83821 210
321 210 1 0—1
210 1 0—1 0—1-8
3 2 1 210 i 0—1
210 1 0—1 0—~1-2
1 Ol Q=18 198



g, 4.
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gogeben. Die Zahlen bedeuten die absoluten Abstdinde vom Mittel-
schnitt 0. Die statischen Momente sind die Produkte der Zahlen des
Achtzells mit den Abstandszahlen, die sich in gleicker Liage im neuen
Schema befinden. Die Gesamtsunme ist in allen Lagen des Achtzells
bei allen Losungen immer Null, was eben Gleichgewicht bedeutet.
Der «erste Fall » zeigt auch bei den Schnitten Sonderheiten, die den
anderen Losungen nicht eignen. An IHand der Fig, 4, die ausser dem
Mittelschnitt die Halfte der anderen Schnitte senkrecht zur Zelldia-
gonalen 14-68 wiedergibt, sei anf diese hingewiesen. Das Oktacder
zeigh ganz die Eigenschaften, auch in bezug auf seine vier- und
sechseckigen Schnitte, wie sie frither beim Wiurfel 8° erwahnt wurden (*).
Zusammen mit den Verbindungen nach den Endpunkten der Zelldia-
gonalen 14-68 bildet es das Z, mit den geraden Ickzahlen. Beim
Schnitt des halbreguliren Achtflichners sind die Eckpunkte von jeder
gemeinsamen Kante der Sechsecke von Zahlen besetzt, deren Mittel-
. wert 14 ist. In den Mittelpunkten der Sechsecke stehen die Zahlen
der II. Klasse, die das Z; eindeutig bestimmten; auch ihr Mittelwert
ist L4, Beim grosseren Tetracder steht der Mittelwert je zweier Ecken
in den Kantenmitten, die ihrerseits immer 68 zum Mittelwert haben.
Beim kleinen Tetracder ist der Mittelwert der Fcken gleich 41, der
Zahl im Zellmittelpunkt. In anderer Form wurde auf diese Sachver-
halte teilweise schon hingewiesen. Wahlt man die Schnitte senkrecht
zu einer anderen Zelldi&gonalen', etwa B7-26, die dem Z,; mit unge-
raden Zahlen angehirt, so treten andere Symmetrieeigenschatten auf,
die im einzelnen festzustellen dem Leser tiberlassen sei. Hier ist = B.
der Mittelwert von 5 Zahlen, dem Endpunkt der Diagonalen (57) und
" den 4 benachbarten Eckpunlten des g]f(’jsserén Tetraeders (14, 50, 44, 40)
immer gleich 41. M den Kantenmitten dieses Tetracders stehen Zah-
len, dié je zwei Eckzahlen zur Summe 128 erginzen; gegeniiber
29 33 89
69 G5 by
am anderen Fnde der Zelldiagonalen) zu 123 erginzt. Es besteht
also eine gewisse Dualitit zwischen Mittelwert- und Differenzenbildung
bei den mwel 16-Zellen, in die das Achtzell zerlegt werden kanm.

licgende Kantenzahlen werden ihrerseits durch 25 {die Zahl

() Mit den Zahlen einer arithmetischen Reihe ist aber eine solche Vertei-
lung nicht mbglich,
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‘Wihrend die zuletzt genannten Zahlen im ersten Lésungsschema schein-
bar zersireut liegen, wie z. 3. das Tripel 89,25, 59, erscheinen sie bei
der zweiten Losung in symmetrischer Anordnung.

Beim oben gegebenen Schema der Abstandszahlen Lkonnen die
3 mittleren Quadrate D, &, I auch dic Schnitte in relativen Abstanden
durch einen Wirfel 3° versinnbilden. Angewandt auf das frither ge-
gebene Beispiel sind die Schnitte semkrecht zmr Kérperdiagonalen.
1-27 folgende:

24 16 8 2 21 10 .
17 183 5 i
1 3 19 22 14 6 9 25 27
28 15 11
18 7 26 20 12 4

~ Auch hier verschwindet die Summe der statischen Momente, denn
1.84585.2+97.1+0—01.1-—29.2—27V.83 =0

Beim Quadrat (E) ist es ebenso, was eine unmittelbare Folge
der Mittelwertbildung ist:

8.244.140—16-1—2.2 =0

Man kénnte mit demselben Ergebnis die Schnitte auch in anderer
Weise durch das Achtzell legen. Doch sei darauf nicht weiter einge-
gangen, vielmehr kehren wir noch einmal zu den beiden Konstruk-
tionsmethoden des Achtzells zuriick.

VIi. VERGLEICH DER BEIDEN LOSUNGSARTEN.

Vergleicht man die beiden Lésungsmethoden mit einander, so
hat die zweite (die der Mittelwert- und Differenzenbildung) fitr eine
praktische Durchfithrung des Problems sicher den Vorzug; wihrend
man fiir Bewoise und eine tiefere insicht immer die erste Methode
(Bewegungstransformationen des Achtzells der Fig. 3) anwenden wird.
Betrachten wir den so ausfiihrlich behandelten «evsten Fall » auch
kurz in der anderen Methode, Wenn A eine i—~D1‘e]1ung des Achtzells
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um eine der 6 Koordinatenehenen bedeutet, so ist A* die %-Drehung
und A=At die i—-Drehung im entgegengesetzten Sinn um dieselbe
Ebene. B bedeute die entsprechende Drehung um eine andere Koor-
dinatenehene und zwar um die, die mit der ersten nur den Ursprung,
'keine Achse gemeinsam hat; z. B. die &, ay-Ebene und die @, x~Ebene.
In diesem Felle ist die Multiplikation der Operationen auch kommu-
tativ, also A-B=DB.A. Die vierziffrigen Zahlenkombinationen in
den Z,-Punkten kommen suf folgende Weise zustande:

".die 1. Ziffor durch die Identitit oder Umwendung J oder A?.B*

» 2. > » » Doppeldrehungen A-B » A-*.B™
» 3. » » » » A.B>» A*.B
» & » » » einfachen %-Drehungen Al »  B?

In der zweiten Spalte stehen die mit A*.B? multiplizierten Trans-
formationen der ersten Spalte. Beide Spalten ergeben dieselbe Lio-
-sung; wihlt man aber in den 4 Reihen einmal oder dreimal die im
Schema rechts stehende Transformation, so erhilt man die andere
Losung des ersten Falles. Diese 8 Transformationen zusammen bilden
eine Gruppe G, die eine Untergruppe der alternierenden Gruppe
des Achtzells ist. Wegen der Gruppeneigenscheft kann die Reihen-
folge der 4 Ziffern bei den Kombinationsbildungen auch ganz beliebig
_gowihlt werden. Entsprechend den 3 Paaren der Koordinatenebenen gibt
es 3 solcher Gg, die aber immer zu einer der beiden Lisungen fizhren.
Auch 4 von den 8 sogenannten Vierergruppen von F. Kirrw und deren
Kombinationen unter einander fihren zu den Lésungen des ersten
Talles. Die anderen 4 Vierergruppen bestehen aus Operationen, die die
« Kinerebenen » der Fig. 8. in verbotener Weise transformieren, sodass
‘deren Ausschluss sich gruppentheoretisch genau definicren lisst. Die
8 Vierergruppen mit den 3 oben erwahnten Gy bilden eine Gruppe Gys.
Eine Kurinsche Vierergruppe besteht in geometrischer Deutung ausser
der Identitit aus 3 verschiedenen %wDrehungen um [Ebenen, die
9 Paare gegeniiber liegender Flichendiagonalen enthalton; 4 Eckpunkte
‘des %, sind also Ruhepunkte der Transformationen. In den ebenen
Tiguren 2, und 3. wire eine Rechts-Links-Spiegelung eine solche
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Operation. Es gibt 12 von diesen Rotationsebenen. Thre Gleichungen
sind von der Form
Xy Xy == By, =0,

wo ¢, jk,m eine Permutation von 1,2,8,4 ist,

VIII. DIE ZWEI LETZTEN BEDINGUNGEN
FUR EINE VERALLGEMEINERUNG.

Zum Abschluss der Untersuchung seien hinreichende Bedingun-
gen angegeben, die. eine Erweiterung des Problems im Sinne der 3)
und 4) Forderung (bei Formel [3]) ermdglichen. Wir beschrinken uns
aguf den Fall, dass die Kanten mit einer ungeraden Anzahl p von
Zshlen besetzt sind. Fur gerades p ist die Losungsmethode in man-
chen Punkten verschieden; ftir » von der Form 4m einfacher, und
fir p=4m+2 etwas umstindlicher. Auch ist die Frage offen gelassen,
ob die Bedingung 4) im Falle p = 4m + 2 erfiillbar ist oder nicht (*).
Nach der Bedingung B8) ldsst es sich beim Achtzell im Falle p =15
zum ersten Mal verwirklichen, dass die Flichen- und Kérperdiago-
nalen in allen Schichten und Wirfeln die gleiche Summe der p Zahlen
haben. Gehen wir zuriick zur Fig. 2. Von Punkt 0 gehen nach «, &y, 3

4 Kanten parallel den 4 Dimensionsrichtungen aus; ebenso (;‘) =6

Flichendiagonalen nach den Punkten «+8; y+8 usw., dann (g) =4

Kérpel'diagonalen nach den Punkten o+ £ +v; §+y + 9, usw., endlich
1 Zelldiagonale nach o + @ +y + 3. Das gleiche gilt fiir jeden anderen
Eckpunkt. Auf allen Verbindungslinien und den Parallelen dazu muss
dic Summe der p Zshlen gleich scin. Die Zahlen o, B, y, 8 und ihre
additiven Verbindungen erhalten jetzt noch eine andere Bedeutung.
Ausser dass sie dic Zahlen in den Eckpunkten bezeichnen, geben sie
auch die Differenz in den arithmetischen Reihen an, mit denen die
Verbindungen der Ecke O mit den anderen Eckpunkten und die Paral-
lelen dazu zu besetzen sind. Wiirden also zwei Ecken gleiche Zahlen

(*} Vgl. « Am. J, of Math. 719», {1897), pp. 99 if.
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enthalten, so wiren auch alle Zahlen der Verbindungslinie mit diesen
gleich. Die Parallelen zu dieser Verbindungslinie enthielten dann auch
gleiche, von den vorigen aber verschiedene Zahlen, sodass die Summe
in allen Parallelen niemals dieselbe sein kann. Deshalb ist es notwen-
dig, dass o, P, v, 5 und ihre additiven Verbindungen alle verschieden
sind. Gleiche Zahlen diirfen hochstens in einer Zelldiagonalen D, auf-
treten, weil zu diesen loine Parallelen existieren. «, fi,y, 8 miissen auch
relativ prim zu p sein; denn sonst wirden sich in den Kanten gleiche
Zahlen gruppenweise wiederholen. Diese Bedingungen sind erfialls,
wenn man for «, f,y,d die Potenzen von 2, also 2°, 24, 2%, 2° wihlt.
Zweckmissig ist es im Falle p=2"— 1, statt der hdchsten Potenz
von 2 die um 1 kleinere Zahl zu wihlen, weil dann in der Zelldiago-
nelen mit gleichen Ziffern sofort die richtige Summe auftritt. Ist p
keine Primzahl, so miissen in der natiirlichen Zahlenfolge Umstellun-
gen vorgemommen werden, sodass z B. fir p =15 auch bei Dreier-
und Finfersprimgen von jeder Zahl aus sich die gleiche Summe bilden
lasst. Dem Gedenkengang nach sei jetzt die Losung fir die Falle 15*
und 17* gegeben. Bs sei p=15; a =1, =2, y =4, 3=7. In den
von O ausgehenden Kanten stehen also die aritmethischen Reihen

nach o: 1514 13121110 9 8 7 6 5 4 38 2 1
nach : 156 1811 9 7 5 5 1141210 8 6 4 2
nach y: 1511 7 81410 6 213 9 5 112 B 4
nach §: 15 8 1 9 210 311 412 H 18 614 7

Statt der Zahl 15 ist dic kongruente Zahl O zu setzen; negative Zahleu
sind im Schema schon durch die (mod 15) kongruenten positiven
ersetzt. Die letzte Spalte enthilt die fér o, 8,y,d gewshlten Werte.
Stellt man die additiven Verbindungen zusemmen und zwar geordnet
nach gegeniiber liegenden Punkten, so ersieht man, dass alle 15 Zahlen
in den 16 FEckpunkten vorkommen und die Summe in der Zelldiago-
nalen 7,7,7,... die gleiche wie in anderen Reihen oder Diagonalen ist.

cc:l, [5+Y+8:13; aci—ﬁ:S, Y+8m115
=2, ot-?-'{-i—Sz].?a; o +y =5, f+3= 9
v =4, o+ f+ 8 =10; o4+ 8 =8, Lry= 6;
8 =71, a+Ptye= T; 0=0, e+ B4y =14
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Usn zu erreichen, dass in der natitrlichen Zahlenreihe O bis 14 bei
Dreier- oder Finferspringen keine Gruppen mit verschiedenen Zahlen-
werten auftreten, (was in manchen Diagonalen vorkommt), ordnen wir
die Zahlen in ein rechteckiges Schema ein, derart dass in Reihen

41814 8 1|=2b
5 8 7 8 9|=85
12 2 010 11| ==36

21 21 21 21 21

und Spalten sich je gleiche Summen ergeben. Die urspriinglichen
Zahlen werden dann durch eine dem Schema gesetzmissig entnommene
Zahlenfolge ersetzt, wobei die Zahl 7 erhalten bleibt:

1 2 8 45 6 7 8 9510111213 14
6 0 3 91213 710 1 b 214 811

0

4

‘Wenn bei den 4 Bewegungstransformationen des Achtzells (zur Bil-

dung vierziffriger Kombinationen im Zahlensystem mit der Basis 15)

die Zelldiagonale mit gleichen Ziffern nicht mehrmals zusammentallt,

und wenn die Dimensionsrichtungen durch die Bewegungen zyllisch

vertauscht werden, dann kommen alle Kombinationen wirklich zustande,
sodass fiir 15 die Aufgabe geldst ist,

Bei 174 withlt man § =8; (allgemein bei noch grisseren Zahlen p,

3 213;21) In den Ecken tritt keine Zahl mehr zweimal auf, und

weil 17 Primzahl ist, kann die Reihenfolge der Zahlen ganz beliobig
genommen werden. Der Sinn der Bedingung 4) sei an einem Beispiel
.der Ebene gezeigt. Das folgende Quadrat setzt sich aus vier gleichen

16 10 8 ¢ 15 10 3
& 5 18 9 4 B 18
14 11 2 7 14 11 2
1 8 18 12 1 8 13 12
1 10 8 6 15 10 3
4 5 18 9 4 5 18
4 1 2 7 14 11 2 7
1 8 13 12 1. 8 13 12

-] O Oy

w oy
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Quadraten zusammen. Wie man auch ein 4* herausgreift, immer sind
auch in den Diggonalen die Bedingungen fiir ein Zahlenquadrat erfillt.
Setzt man in ghnlicher Weise 16 gleiche Z; zu einem linear doppelt
s0 grossen zusammen, so kann jede Zahl zum Mittelpunkt des Zells
gewihlt werden. Bestimmt man die Anzahl der verschiedenen Dia-
gonalen mit den jetzt hinzugekommenen Nebendiagonalen, so dnders
sich Formel [2] in

(24] DY = 2 ()

gsodass 2 D', angibt, auf wie viele Weisen sich die konstante Summe
von p Zahlen bilden lasst:

! 1 A —
(Ba] ZD:;:g(?’"*l)P 4
%

Im TFalle 17¢ ist die Anzahl 196 520, gegeniiber 23 400, die durch
die Forderungen 1) bis 3) verlangt werden.
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SULLE SUPERFICIE UGUALMENTE ILLUMINATE
DA UNA SORGENTIE LUMINOSA

GIOVANNI SANSONE

SvMMaARIVM, — Auctor asguationem differentialem partiniem cuiusvis super-
ficiei, quas & puncto lucido aequalem ubigque luminis quantitatem accipit, intograt,

1. - Nel quarto dei suol opuscoli analitiel Prerro Paorr (%)
determinava le curve piane T i cui punti sono tutti ugualmente illumi-
nati da una sorgente luminosa O appartenente al piano delle curva.

Riferito il piano di T’ ad un sistema di assi cartesiani ortogonali
%,y con lorigine in O, poiché la distanza di O dalla retta tangente

alla ‘curva T' in un suo punto {x, %) ha lespressione ﬁw
da® + dy®
lintensitd dell'illuminamento prodotto da O in (x,y) & proporzionale

xdy —ydx

@ 1 gV de s dy
bono soddisfare l'equazione di Paori(*)

, le coordinate del punto (x, %) di I' deb-

[1] pdy —ydo
(@* + "V da* + dy?
Passando dalle coordinate cartesiane x, y alle coordinate polari o,
[2)] r=opcosh, y=psenh
(*) Nota presentata dall’Accademico Pontificio Francesco Severi il 26 agosto
1946,

(*) Prerro Paorx liburnensis, Opuscula Analytica (Liburni, 1786), pagg.1v +
176 + 1 tavola; Opusculum IV, De problemata Optica, ubi de quibusdam sequa-
tionibus differentialibus, pagg. 168-173.

(* Cir, P. Paowui, op. cit. in {}), pag. 168.

18~ deta, vol. IX.
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e come dice L., Mascmrron: (') operando con la trasformazione di
Paowr [2}, dalla [1] si ottieno l'equazione differenziale a variabili se-
parabili
!/1———9" db = pdp ;
questa possiede I'integrale
18] =1
cui corrisponde la circonferenza con centro nell’origine O e raggio
unitario, e l'integrale dell’squazione differenziale
(1___ Pd)v—.{ﬁdP‘Z: d(20)
il quale vale
arc cos p*== 20 + ¢ , {c = cost.) ,
OVVEro
[4] p?=cos (20 +¢) .

Questo probiema, fu ripreso nel 1781 da Vrirrorio FossoMBroN: nel
suo Saggio di ricerche sull’intensitd del lume (*); ogli osservava espli-
citamente che la [4] & Vequazione della leminiscata di Guacomo Bem-
nouLLr (%).

Il FossoMproN: comnsiderava altri problemi della stessa natura o

chiudeva il suo lavoro (*) determinando Yespressione analitica dell'il-
luminamento prodotto da una sorgente luminosa situata nell’origine O

su un elemento della superficie S di equazione.
S: z=z(=x,y), [&,y, 2 coordinate cartesiane ortogonali}, di centro

(@, y, 2).
Poiché la distanza dell’ortgine O dal piano tangente alla S in
(%, 7, 2) vale

“om TV oy TP

v
1+ oz\* v Dz\?
o) \oy
(*) L. MascurnroNi, ddnotationes ad calewlum indegralem Fuleri, P.1, Pavia
-1790 {pagg. 66-71); Pavia 1792 (pagg. 65-58); Cfr. L. EuLERI, op. Omnia, (1), XTI,
{pagg. 482-487), papg. 483; (pagg. 589-542), pag.539. Cfr. anche G. Vivawnri, Nuovi
esercizt di Analisi infinitesimale tratti dalle Matematiche Applicate, (Pavia, 19186),
pagg, 273-274, ’
(*y Arezzo, 1781, pag. xxvi + 112 +1 tavola.

{(*) V. FossOMBRONI, op. cit., pag. b8.
(4) Cfr. V. FossOMBRONI, op. cit., pag. 106,

I 2z Dz

H
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~.Tilluminamento prodotto da O sull'elemento considerato & proporzio-

nale a
oz F .
Y ow ty Qy —F

oz [ozyv¢
2 2 23[2 F o
(@ + y* + 2% \/H(M) + (ay)

talch® lequazione delle supérﬁcie ugualmente illuminate dall’origine O
in ogni loro punto si ottiene integrando 'equazione alle derivate parziali

=1. O

(6]

. '(‘)' 2 O 2
R = 2

Il FossomsroN: nel lavoro ricordato non andava oltre nella que-
stione, e scopo della presente note & appunto l'integrazione dell’equa- -
zione [B] che non sembra sia stata da altri conseguita.

2. - Passando dalle coordinate cartesiane @, ¥,z alle polari g,0,p
con il polo in O e I'asse polare coincidente con l'asse z si ha

[6] x==psenfcoso, y=psenfsene, z=pcosh,
8 ge
S:e=1p(b9)
- @ lequazione della superficie 5 si ha anche (*)
0 2
— 2 hd hitid
02 _ p sen Ocoscp+senﬁcosﬁcosqpae sen(pa(?
D H
P (p cos 0 + sen O -g—g-) sen 6
o Qo
e 2 Al i 4
Eiz ¢ sen esel1c;>+senﬁcosﬂsenrp90+coscp9(9 |
oy (p cosf 4+ sen 6 g—g) sen

(1) Evidentemente se 8 & una superficie che soddisfa il problema, qualungue
superficie omotetica ad S rispetto al centro O, soddisfa il problema stesso,

(*) Cfr.ad es. G, Sansony, «Lezioni di Analisi Matematica», II (Padova 1941),
Cap. II, n. 19, pag, 118,
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e la [0] tenendo conto delle {6] e di quest'ultime diventa

1 2
6* [9‘3 sen® 0 + sen® 0 (;OE) + (;%) =sen®l ,
ovvero
1(0p\F 1 [0p™\
P2 i —r ] =
[7] (P>+4(ae)+4sen20(ocp) =
Posto
[8] . 92.: cos 27

dalla {7} si trae per r(8,¢) V'equazione

o7\? 1 for\? s
[IM(DE) — TG G(;éu;{;)}sen 27 =0,

e pereid T==0 e

(% =11,

la quale rappresenta la sfera con centro nell'origine e raggio unitario,

oppure
' oT\? 1 CD": 2 —1
20 + sen®f E)go) o

Da questa otteniamo

or
=gen), ——==senfcosi,

[10) 5

o
20
e le condizioni di integrabilith di questo sistems danno per la fun-
zione A(fH, ¢) Vequazione alle derivate parziali

N oOh '
7e) S€ . — = cos | 8
[11] sew G sen A 57 T cos A P cos Doos 2|,

talchd se %(B,¢) & una soluzione di questa equazione, dalle [10] ot-
teniamo

P 1]
[12] =(5,¢) = (sen 0) [cos % (9, 0)do + [sen X (0, ¢)d0 + ¢, [c==cost]

Do By
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Abbiamo dunque che le superficic S cercate, oltre le sfere unitarie (1),
somo le superficie di equazione [8), ove v=1(0,9) ¢ determinata dalla [12],
[2], essendo in quest'ultima (8, ) una soluzione dell’equazione [11].

3. - 10 facile conseguire l’integfa,zione dell’equazione [11]. Si os-

servi infatti che a tale equazione & assoclato il sistema differenziale
ordinario
‘ d) d daX
[13] = %% - )
sen 8 sen ) cos A cos 0 cos i

Si ha da questo
' ctg 6 dl =tgrd), dlogsenlcosh==0,

- quindi
[14] sen 0 cos A = ¢y, {¢, = cost.) ,
percid
do= ar iislf’lm _ d (L~ c*)y 4% sen h
cos Veosth — ¢2 VT = ¢,®)~7% sen A"
da cul
[15] ¢ = arcsen % = ¢y, (co = cost.) .

Le {14] e [15] integrano il sistema differenziale [13), e poichd si
ha da esse
sen A

VT son*0 oosoh

senf cosk == ¢, ¢ — arcsen = gy

ne viene che Vintegrale generale dell’equazione [11] (come si pud peraltro.
verificare direttamente) ha Iespressione

sen i

= I (sent 0 cos %)
J/1 — sen? 6 cos® X

[16] ® — arc sen

dove ' & una funzione arbitravia del suo argomento (*).

(*) Cfr, ad es. a) U. Dini, Leziont di Analisi Infinitesimale, 1T, (2% parte),.
(Pisa 1915), pagg. 892-898; D) Il Goursar, Cours d'Analyse Mathématigue, 11,
(Pars, 1026), pag. B7b.
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- Per le cose delte se A =x(f, 9) & una soluzione di questa equa-
zione, la superficie p*= cos 2v(0, ¢), dove <(§,¢) si determina con
la {12} fornisce una superficie 8 la quale gode la proprietd richiesta.

4. - K facile vedere come si determina la F quando si prescriva
-alla superficie S il passaggio per una curva

P: p=p(p), [0S <]

-del pisno (z,¥), [0 = %] .
Definite infatti la funzione =,(¢) coll’equazione

' 1
() = 5 aro 008 ()

1 ha dalle {8] o [12], ponendo in quest'ultima 9:.%:.. ,

)

'ro(cp):fcosl(%,qa)dqa+c, - [¢ = cost.] ,

Qo
|

quindi

s (p) =arccos v,(9) ,

o] A

& dalla [16]
¢ 5 = Flv,(9)]

-che determina appunto la funziono F.

Con lo stesso procedimento si determine la I quando si prescriva
alla superficie § il passaggio per una curva appartencnte al cono cir-
".colare con il vertice ncll’origine, con l'asse coincidente con l'asse
polare, e di angolo conico .

8. — a) Esaminiamo i casi particolart in cul si abbia

X
J17] ¢ —aresen i == cost., senbcos: = cost. .

1— sen®f cos®*
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Nel primo esso, & meno di una rotazione attorno all’asse polave
- potrd supporsi

sen A
V'1-Tsen®0 cos®h

© = arc sen

da cul si ottiene
tgh = cosl tgo

e il sistema [10} diventa

o7 cos § tgo or sen ¢

J— AN S— ,

% T Viteostitgte | 29 VItcow0ige

guindi
T == arc sen (sen ¢ sen0) ,

ed essendo = cos2r=1—2sen’r si ha p*=1—2sen’*psen®d e
moltiplicando per ¢* ¢ tenuto conto delle [6] abbiamo infine

(m2+3ﬁ+z2)9:w2+32—y2

che & Vequazione della superficie ottenuta ruotando di un giro com-
pleto attorno all’asse y la lemniscata di BerNourur (32+42%)% — (22— ) = O
del piano y2, con il nodo nell’origine, e il semiasse focale appartenente

all'asse 2z ¢ uguale a -i—;gm ‘.
T manifesto del resto, per le cose dette al n. 1, che una tale
superficie soddisfa il problema.

¢) Valga ora la seconda delle [17], si abbia ciod
senfcosh=c, {c = cost.)

il sistema [10] si scrive

o /sen® 6 — ¢? 1 —
26 sen § o0 T T

sen §

Y R
= /’m[{_s_en b —c af +co+e, (¢ cost),
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e poichd
A e
I/SBD. ’ ¢ A48 = [——*&Ij—e'——‘ dt—c? [ -.d-«-e-—-—————-mn
sen f I/sentf — ¢* sen f P sen? — ¢t

cosh [ sen?lh — ¢
= — Ar¢ 86N — = — € AYC SCN. e
1i—¢t V1T-—ctsend

le superficie S corrispondenti al caso in esame hanno Vequazione

f sen® — ¢t
cos }/sen ¢ + 01]

- (3 B0 BB ——

Vi—ct !/liczsenﬂ

o? == cos 2 [ccp -~ BYC SEN

con ¢ e ¢ costanti,

Nel caso particolare di ¢==0 si ha p*=co0s 9(6 - 8), B, = costante,
e questa rappresenta l'equazione delia rupetficie di rotazione ottenuta
facendo ruotare una lemniscata di Bamwourir con il nodo nell’origine

di semiasse focale e in un piano per lasse polare, di un giro
b

L
Ve

completo attorno & tale asse.
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I PRIMI RESTI DI PESCI RINVENUTI
'NEL TRIAS DELLA REGIONE DOLOMITICA ()

(Con wna tavole}

PIERO LREONARDI

Svaaariva, — Foxiles piscium religniae describuntur, quae cirea «Cortina
d’Ampezzo» paulo ante repertae sunt, cum antea in triadicis dolomiticas regionis
depositis piscium reliquiae inventae sunt numgquam.

Il signor Rivarmo Zamrpmi mi ha gentihnente affidato per lo studio
una placca denfaria di selacio da lui rinvenuta qualehe tempo fa nei
dintorni di Cortina d’Ampezzo, e di ¢id sentitamente lo ringrazio, poiché
non essendo finora stati segnalati restl di pesci nei sedimenti triassici
della regione dolomitica, I'esemplare in questione, assieme ad wn altro
rinvenuto dallo serivente, di euwi ¢i occuperemo in questa stessa Nota,
presenta notevole interesse.

L'interessante fossile di Corfina & state rinvenuto negli strati di
Raibl affioranti alla base del Gruppo delle Tofane lungo la mulattiera
che da Pocol sale al Rifugio Cantore. La roccia che lo conteneva &
un caleare biancastro finemente oolitico e l'esemplare & stato rinve-
nuto nella roceia in posto, in modo che non ¢’6 alcun dubbio circa il
riferimento cronologico.

Kisso & conservato soltanto parzialmente, ma la parte che rimane
& in ottimo stato di conservazione ¢ sicuramente determinabile.

Bi tratta di una placca dentaria allungata, la cul superficie, sen-
sibilmente convessa, presenta in tutta la sua estensione numerosi finis-
simi pori.

(*) Nota presentata dall’Accademico Pontificio Giorgio Dal Piaz il 14 no-
vembre 1946,

14  Acta, vol. IX,
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Per quello che si pud veders del suo contorno e per i suddetti
caratteri della sua superficie, il fossile corrisponde molto bene a due
placche dentarie di Asteracanthus (= Strophodus) magnus Agassiz del
Giurese medio dell’Inghilterra, figurate da Smrt WoODWARD ).

Ritengo dunque che si posssa senz’altro attribuirve il nostro esem-
plare al genere dsteracanthus (= Strophodus), e ¢id presenta un certo
interesse, perchd, per quanto mi consta, queste genere non era stato
finora segnalato non solo nel Trias delle Dolomiti, ma neppure nel Trias
delle Alpi Orientali in generale.

Infatti W. Drroxe, nel fascicolo del « Fossilun Catalogus » rela-
tivo al pesel triassici, lo cita soltanto per il Lettenkohle del Wirttem-
berg, per il Retico della Francia ¢ per il Trias (Hosselkus Limestone)
della Califormia (*), e neppur dopo di allora mi & nota alcuna segna-
lazione relativa alle Alpi Orientali.

Tn aliro resto fossile di pesce era stato rinvenuto dallo scrivente
— come ho gia accennato ~ aleuni anni prima nei sodimenti calcareo-mar-
nosi raibliani affioranti lungo il sentiero che dalla casera Copada bassa
conduce alla casera Copada alta, & sud della Forcella Cibiana, al con-
fine tra lo Zoldano e il Cadore. Ma poiché le sue condizioni di con
sorvazione nom eonsentono una determinazione sufficientemente sicura,
e nolle opere consultate non ho trovato aleun resto fossile di pesce
che gli sia sicurmnente paragonabile, ritengo opportuno limitarmi a
segnalare il rinvenimento, che ha pure un certo interesso, trattandosi
del primo westo di pesce trovato nel Trias della Regione Dolomitica.

(%) Surra WoobpwARD A., Catalogue of the fossil fishes in the British Museum,
Part I, Blasmobranchii, London 1889, tav. Xv, £ 6-1,

(* Deeckn W., Fossilium Catalogus, Pars 83, Pisces triadici, Berlin, 1326,
pag. 62, o




o+ P. Leonardi, I primé restt di pesci, ece. Tavons L.

Iot, B, Zerdind

Piacca dentarin di Asferacanthus ofr. magnus Agassiz del
Raibliano dei dintorni di Cortina d’Ampezzo (Dolomiti
orientali). Alquanto ingrandita,
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AZIONI ELASTICO-DISSIPATIVE
A CICLO D'ISTERESI ELLITTICO

CARLO CATTANLEO

CByMMarivM. — Legem quamdam slastico-dissipativam, quae iam epunciata
est de havmonicis vibrationibus, Aunctor extendit ad quoslibet motus. Hac fretus
lege quac experimentis innititur cirea elasticam lLysteresim perastis, breviter
sed ordinata rations goneratim inguirit de parvis oscillationibus, cum in syste- .
matibus libertatis gradus finitos habentibus, tum etiam in systematibus continuis
unius vel plurium dimensionwn.

1. Premesse. - La proporzionalitd tra forza e spostamento, carat-
feristica dell’olasticitd ordinaria, & un’ipotesi limite solo imperfotta-
mente aderente alla realtd fisica come lo @&, del resto, qualungue alfra
corrispondenza biunivoca tra tensione o deformazione che sia subor-
dinata a un potenziale elastico. L'esperienza dimostra che ogni feno-
meno di moto olastico & regolarmente accompagnato da un disperdi-
mento interno di energia meccanica e che lesistenza di un potenziale
di elasticitdy, nel sonso abitnale, non & rigorosamente ammissibile. '4

Se in linea qualitativa questa dissipazione & immediatamente accer-
tabile, piltt difficile & la sua traduzione in termini analiticl, che mon
pud dirsi stabilita in modo definitive. Decisamente superats & oggl
la concezione di una azione dissipativa dipendente dalla velocité di
deformazione, perché in aperto disaccordo coi risultati sperimentali
relativi al fenomeni di isteresi. La speciale natura di questi fenomeni

(*) Nota presentata dall’Accademico Pontificio Giuseppe Armeliini il 16
agosto 1945, o

L 15 delg, vol. IX.
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gis da tempo ha condotto alla convinzione che una fedele rispondenza
con la realtd possa ricercarsi nell’applicazione del metodi generali della
Fisica eveditaria, istituiti dal Vorruara(*)., Senonché le difficolta, non
liovi, ¢ la conseguente incertezza che si inconfrano nella determina-
zione sperimentale dei nuclei ereditari limitano notevolmente, almeno
per ora, la portata applicativa di siffatti metodi.

Di fronte a queste difficoltd, sia pur d'indole pratica, & degna di
rilievo per la sua grande semplicitd un'ipotesi (%) suggerita da accurate
ricerche sperimentali (Broxnr, Fovry) e gia applicata in elevate que-
stioni di ingegneria (Kvssnem), che ci sembra suscettibile di utili ge-
neralizzazioni. Llipotesi, basata sull'osservazione che i cicli d’isterosi
clastica sono ben approssimabili con ellissi, dipendenti dall’ampiezza
ma non dalla velocitdy delle deformazioni, almeno entro certi limiti di
frequenza, consiste nel’ammettere che tra forza e spostamento elastico,
supposti entrambi variabili sinnsoidalmente, intercorra, come sl ammette
_ d’ordinario, una relazione di proporzionalitd, salvo perd uno sfasamento
" angolare 2 dell'uno rispetto ail’altra, caratteristico del materiale. In
termini precisi se lo spostamento ha, ad esempio, la forma ¢ = A elot (%)
alla fovza clastica compete Pesprossione % == — k Aef@H« (¢ positivo
¢ indipendente da ). In modo equivalente pud scriversi

{1.1] b = — ke*q .

Effettivamente in tale ipotesi il lavers L compiuto dalla forza
elasiica in un periodo, pur dipendendo dall’ampiezze delle oscillazioni,
non dipende dalla loro frequenza:

{1.2] L= kn|A|>sina .

) Cfr, ad os, G, Krany, Meccanioa tecnica delle Vibraziond, Zanichelli, Bo-
logna, 1940; vol. I, cap. II1, pag. 161; cap. VI, pag. 83b. '

() Cfr. G Kranw, op. cit., vol, IT, cap. X, pag. 195,

(*) Adotteremo di regola, seguendo I'uso degli elettrotecnicl, la forma com-
plessa per ls grandezze variabili armounicamente. Lo stessa norma soguiremoe
anche nel caso di grandezze comunque variabili attraverso la considerazione di
sviluppi in serie o integrale di Fourizg. '
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81 osservi per incidenza che una resistenza viscosa del tipo - 84,
in corrispondenza al medesimo moto s mnello stesso fempo, esegui-
rebbe il lavoro

[1.3] /= —6xjA%e ,

essenzialmente dipendente da .

La portata della {113} direttamente formulate nel caso che lo
spostamento ¢ sia una funzione sinnseidale del tempo, s1 pud sponta-
neamente estendere senza alcuna modificazions al caso di moti qua-
lunque attorno a mma posizione di equilibrio libero. Basta infatti

pensare espressa la ¢ in serie (o integrale) di Fovnrer (ammettere la
possibilitda di questo sviluppo non costituisce in pratica una grave
restrizione) e applicare la [1.1} a clascuna delle sue armoniche (finite
o infinitesime); il principio di sovrapposizione degh effotti permetie
allora, di ricostituire la stessa [1.1) con validits generale. Se poi il

moto avviene attorno a una posizione d'equilibrio forzato (mantenuto
da un’azione esterna invariabile) non ¢’¢ nulla da cambiare, pur di
valutare gli spostamenti ¢ a partire da codeste posizicne; in tal caso
la [1.1] d& la forza clastica wggiuntiva alla tensione statica che corri-
sponde alla posizione di equilibrio.

TFormalmente questa legge clastico-dissipativa, da intendersi valida
nell’ambito dinamico, comporta solo una lieve modificazione della legge
di Hoeoxr: sostituzione del parametro di proporziomalita % col para-
meire complesso ke .

A dire il vero, anche prescindendo da ogui controllo sperimen-
tale, una generalizzazione cosi assoluta presenta troppi clementi di
arbitrarietd per non proestarsi a qualche critica. Clononostante ci sembra
che la [1.1), che ha gid prestato utili servigi in qualche concreto caso
applicativo, meriti di essere saggiata nella sua piena generalita. i)
per cid che in questa Nota ci proponiamo di trattare, molto sucein-
tamente, il problema generale delle vibrazioni elastiche con la siste-
matica applicazione della legge [1.1]. In modo speciale ¢i soffermeremao
sul sistemi a un grado di libertd; dei sistemni pit complessi diremo, su
di un tipico esempio, quanto basta a indicare le modalitd di trattazione

nel caso pih generale. Mostreremo da ultimo una possibile estensione
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della [1.1] & sistemi elastici conti, mettendone in rilievo qualche
applicazione che ¢i & sembrata di particolare intoresse, anche in
rigusrdo a cventuali controili speri imentali.

g 1. - SISTEMI ELASTICI A UN GRADO DI LIBERTA.,

9. VIBRAZIONT LIBERE E FoRzATE, — Considerato un generico sistema
elastico 8 a un grado di libertd, sia g un parametro lagrangiano che
ne individui lo spostamento da una posizione di equilibrio, libero o
forzato. Indicata con m la massa lagrangiana, con F(f) la forza esterna

in forma complessa) ¢ posto 6= — , il moto di S & retto secondo
I ponl )

Ia [1.1], dell'equazione differenziale

. . ()
(2.1] q+ o*etq = e

In quanto precode & implicito ¢he nel computo della sollecitazione
esterna T(f) si deve prescindere da eventuali forze invariabili. La
prosenza di tali forze non avrd altro effetto che di spostave la posizione
di equilibrio di 8, dalla quale gli spostamenti vengono valutabi.

Qe 1s soltocitazione csterna manca (vibrazioni libere), la [2.1]
ammette le soluzioni fondamentali

o G . o Lo & o
—osin i {acos-g- b asin— -—iaeos—g—-a
) e

22]  g=e T e * G g=e 7

Nolls, prima di esse sono evidenti i caratteri di wn’oscillazione
smorzatn; la seconds soluzione, corrispondente & un moto vibratorio
e.spanswo non rientra nella categoria delle lunmom sviluppabili in
serie o integrale di Foummer, né, daltronde, & fisicamente accettabile
ossa va quindi scartata. La soluzione generale resta quindi, in veste
reale,

{2.8] g=¢ Tt acos(c 08— + t) + bsin (a COS i+ t)l .

2 2
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Le costanti d'infegrazione ¢ c b si esprimono in funzione dei
dati iniziali (g, ==¢(0), ¢ =¢(0}) cosi:

.o .
cr-sm—g—-qo—l-qo

[2.4] a=¢qy, b=

G GOS8 —=-

Supponiamo ora che su 8 agisca una forza. esterna sinusoidale
T(t) = Fyeiet (B, reale). L'equazione [2.1} ammette in tal caso una
soluzione particolare armonica sincrona colla forza esterna, soluzione
che ha naturalmente uno speciale interesse, dato il carattere smorzato
delle vibrazioni libere. Hssa si scrive

7ot ' pilwd-q)
[2.5] = Agiut s 10C = L
m(cte’® — ) g}/ gl At — st w® cos

“~dove ¢ sta ad indicare l'angolo

A efgin «
2 — 4 X PO
[2.6] | 4 = arc tan Foona

Appare dalla [2.5] che lo spostamento & sfasato non solo rispetto
alla forza clastica ma anche rispetto alla forza estcyna, pur essendo
Al,
si riconosco che, a differenza di quanto accade nell’ordinaria imposta-

diversi i due sfasamenti., Riguardo all’ampiczza della vibrazione

zione conservativa, essa rimane finita per qualsiasi valore di . Lo
sfasamento o ha quindi, sull'ampiczza delle oscillazioni forzate, effetto
analogo a quello di una resistenza viscosa; sia l'uno che laltra atic-
nnaro, in misura maggiove al crescere della loro entitd, il pericolo
della risonanza quando la frequenza perturbatrice si approssima al
suo valore critico. Tale valore, inteso come quello cui corrisponde la
massima ampiezze di vibrazione, & nel caso presente dato da

[2.7] i = 67 COS %
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e ad esso corrisponde nn’ampiczza

) : F
[.2 8] i-A- fmax 2t oL

ma®sin o

Tl lavoro eseguito dalla forza esterna in un periodo, pari all’energia
dissipata, risulta

— 2 o
= It sin

m ol ot —dctwtcos o

L

=— kn|A*sino ,

in accorde con la {1.2].
Molto semplicemente si tratta anche il caso che la forza esterna
sin nna funzione generica, periodica o addirifturs aperiodies, di #. Se

ad es. la F(f) & una funzione periodica di periodo T, si che valga lo
sviluppo
. ® dinz
[2.9] F)=73 Fe o
2

pasta sostituire nelln [2.1] Yanalogo sviluppo di g(f) con coefficienti
indeterminati ¢, per viconoscere, mediante identificazione dei due
membri, che il moto forzato di S sinerono colla forza esterna & rap-
presentato dalle formmle

o o B, ¢ (55" o)
2.10] ¢)=3, % )
T . 16 7;4 ,n4 0.2 7'!‘2'?12
m gt + T 8 i cos

gt gin o
4rtat 7

7t eos o — — s

[2.11] ), = arcion (ne=1,2,..).

Confrontiamo le formule [2.3], [2.5], [2.6}#, [2.10], [2.11} con le
analoghe che si ottengono nel caso di una resistenza interna di tipo
vigeoso - g, Posto

¢ : k

2.1¢ Of e L. 2 g 2 o K
[2.12] Dy wn oy V= Lt ots poall
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risulta:
Vibraziond libere
[2.13] g =-e *{acosvt+ bsinvi] .
Vibrazioni sostenule da una forza sinusoidale T, eie?
. i(wi- Q)
[2.14] (= oo
) l/(c2 — )+ 4R w?
. 2h
[2.15] 6 = arclan -Lgif
Vibrazioni sostenute da wna forza periodica di tipo [2.9]
L 2nn
) . o }‘.-1‘” e’l (—-————T f,—-@w)
[2.16] g =3 e =
1 N 4r¥n® 16h8 .5 w0
ot - ) 10
9 2 ;-"n
[2.17] @, = arctan w;--;l—??—f,:w« (n==1,2,...} .

T chiaro che tva ia {2.8} e la {2.13] pud stabilirsi completa iden-
titd purché tra b ed o passi la relazione

[2.18] h = & sin ; .

Verificata la [2.18] non ¢'8, per quanto concerne le vibrazioni
spontanee, differenza aleuna tra le due impostazioni. Passando a para-
genare le oscillazioni forzate sinugoidali si vede che la relazione {2.18]
assicura nguaglianza tre le ampiezze di vibrazione ma non tra le
rigpettive fasi. I questa una differenza essenziale poichd ad essa fa
riscontro una differenza mel lavoro periodico ecompinto dalla forza
esterna e ciod, in sostanza, nell’energia dissipata, La divergenza tra
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le due impostazioni si accentua poi decisamente, anche in rignardo
all'ampiezza deloscillazione totale, nel caso di una forza pertubatrice
non sinusoidale, come un semplice esame delle [2.10], [2.11]; [2. 1G],
[2.17] mostra chiaramente.

3, Esemrio. ~ Per fare un'applicazione molte semplice, ma espres-
siva, della [2.8] consideriamo un corpo ¢ di massa = il quale wrti
con velocitd w™ contro una parete elastica. Supposte l'urto centrale
e diretto, e supposta trascurabile la forza viva indotia nella parete,
il mote di O pud ritenersi descritto, per tutta la durata del contatto,
dalla [2.8] pur d’interpretare ¢ come ascissa del suo baricentro G con-
tata secondo la normale alla parete a parlire dalla posizione di G
medesimo al primo istante d’urto. Avendosi allora ¢,=0, ¢, =", la
[2.8] si scrive, avuto riguardo alle {2.4],

- . 1
[3. 13 Q= el TR i (a cos ; . i) .

24
T CO08 =

2

Per avere la velocitdh 2ot posteriore allurto basta valutare la
¥

d , T . . —

Mcf% all'istante #=-————— in cui & ancora ¢==0 e ¢ minima, con che
p [

.. TGOS &
$1 rieava 2

B o

. o S A3 e

[3.2] wh e — w8

Si determina cosl molto semplicemente il cosidetto « coefliciente
di rvestituzione » {rapporto tra i wvalori assoluti delle velocitd, poste-
riore e anteriore); esso risulta dipendere umicamente dalia costante
dissipativa « e non dal modulo di elasticita %.

Osservazione. -~ Incidentalmente notiamo che, come caso limite,
possono essere inquadrati nel nostro schema anche 1 sistemi « ancla-
stiel », comumemente carvatterizzati da un coefficiente di restituzione
nullo, assegnando loro per « il valore massimo = (cfr, la [8.2]). Adot-
tato un tal valore, la formula [2.8] che regge il noto libero degenera
nells forma qe==ae~°, contencnte una sola costante arbitraria. Ta
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secondn costante deve ritenersi puramente addittiva come quella che
- caratterizza la posizione di equilibrio spontaneo verso cui asintotica-
mente tende il sistema abbandonato a se stesso dopo nn impulso
iniziale (per wn sistemn anelastico infatti ogni posiziome & da ritenersi
posizione di equilibrio).

4. AGGRUPPAMENTO DI ORGANI ELASTIOL - Consideriamo lo schema
tipico di un oseciilatore ¢ supponiamo che la massa m nel sno movi-
- mento deformi simultancamente due o pitt molle, poste in parallelo,
con carafteristiche elastico-dissipative distinte

Eyydyy kyymey ool Ry, o,

Un semplice calcolo mostra che il complesso delle n molle equi-
vale ad un unico organo elastico di caratteristiche

[4.1] k= \/%m kb, cos (o, — @)
7

n .
2, k.sina,
o 2
[4.2}] - o = arctan e
2, k, cosa,
1

Se invece ls molle (che ora per semplicitd supporremo in numero
di due) fosserc accoppiate in serie si avrebbe

' k ok
VEE T EE + 2%, Jey 008 (1 — ag)
[4.4] . o = arctan k, sin a, -+ &, sin «,

ky coseg + &y cos oy

Come ¢ naturale, un diverso accoppismento degli organi elemeon-
tari costituenti pud dar Inogo ad organi complessivi assai differenti
sin per i caratterl puramente elastici sia per l'angolo di sfasamento,
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Se perd gli organi clementsri hanno tutti uguale costanto di sfasa-
mento, il medesimo valore di « compete all’organo globale.

Il carattere delle formule frovate & strettamente dinamico; in con-
dimioni statiche tutte le «, devono intendersi nulle e risulta, come
d’ordinario,

7
k= 2?_ ;"ﬂr
1

per Vaggruppamento in parallelo;

1 [
_ﬁk:_ —_ ?T

‘r?']a—l

per Vaggruppamento in serie.

§2, - SISTEMI A PIU GRADI DI LIBERTA.

5. OSCILLATOLRI ACGOPPIATI IN sEmiE. — Llapplicazione della legge
elastico-dissipativa [1.1] a sistemi dotati di pitt gradi di liberta non
presenta difficoltd alcuna. Tuttavia una trattazione riferita a coordi-
nate lagrangianc arbitrarie non & possibile dato che, avendo in gene-
rale 1 varl organi elastici del sistema costanti di sfasamento diverse
l'mno dallaltro, la scelta dei parametri lagrangiani b vincolata dalla
condizione che a ciasecuno di essi corrisponda uno, ben determinato,
di detti organi. Per chiarire guesto concetto ci riferiremo senz’altro
a un csempio conereto, sufficiente del resto a indicare la via da se-
guire in ogni altro caso.

Consideriamo due oscillatori a molla accoppiati in serie (si tratte
dello schema tipico d'una masse oscillante munita di w ammortizza-
tove). Sia m, la massa del primo di essi, oscillatore principale, my 12
la massa dell’altro, oscillatore secondario; le due molle abbiano carat-
tervistiche %,, «, e, rispettivamente, Ky, o,. Chiamiamo poi ¢, ¢ ¢ le
olongazioni (algebriche) dell'nna e dellaltra molla, che assmneremo
come coordinate lagrangiane. Cib posto, la forza elastica osercitata
dalla prima molla sulla massa my sard espressa da — ke g, La se
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conda molla dal suo canto eserciterd sulla massa m, una fovza k,eieq,
¢ una forza uguale e opposta sulla massa m,. Supposto, per sempli-
citd, che la sollecitazione esterna si riduca a una forza sinusoidale
F,e! agente sulla massa principale, le equazioni differenziali del moto

sl seriveranno

l My Gy + kg — kyefeegq, = T, efot

B.1
16-1J } Mg (ffs — §o) + Kyeioegy =0 |

Il sistema [6.1] ammette una soluzione armonica in accordo di
frequenza colln forza perturbatrice:

[5.2] g = Ayt | g, = A et

falto le sostituzioni si ricavano i valori delle costanti complesse A, e
Ay, 1 cul moduli danno 'ampiezza di osecillazione delle due masse,
A conti cseguiti, i quadrati di queste ampiezze risultano

Satg)® 4 ey* sint oy

D2

[A P =T (myw® —kyco
(6.3
|4, =T,2 my* ! ,

avendo posto

D =} o0* [y my 0 4 (10 — 1) by €OS 0y — iy Koy cOS 2] 4+ By By €OS (o + wo) {4

t+ Y0 [(mrg — m0y) Foy 81N 01 e my Ry sin 2y | + Ky g sine (o + @) {" .

La discussione della dipendenza di [A,| dai parametri m,, ks e
7y (caratteristiche dell’oscillatore secondario) avrebbe un notevole in-
teresse per il problems dellammortizzazione dei sistemi vibranti, ma
non & qui il caso di occuparsene.

Neppure insistiamo sull’esame esplicito delle vibrazioni spontanee

‘alle quali compete il medesimo carattere smorzato gia riconosciuto nel

caso di un solo grado di libertd. Ci limitiamo a notarve che per i si-
stemi a pilt gradi di liberth si accentua la divergenza gia uotata tra
I'impostazione attuale o lordinaria impostazione dissipativa basata

o sull'intervento di resistenze viscosge.
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§ 8, ~ SISTEMI CONTINTT,

6. ViBRazIONI DI UN'asTa. - Consideratn una sbarra elastica ADB
di lunghezza I, fissata ad uno o ad entrambi gli estremi- (mediante
vincoli opportuni : appoggi, incastri, ece.) ¢ assunto su essa un sistoma
di ascisse di origine A, indichiamo con ¢(a, £) lo spostamento tra-
sversale statico provocato nel punto di ascissa @ ad opera di un carico
unitario concentrato nel punto di ascisse & (funzione di influenza o
di Green). Per studiarve il problema dinamico dell’asta mel nostro
schema dissipativo basta, seguendo lo stesso criterio adottato nei para-
grafi precedenti, modificare Vimpostazione clussica sostituendo a ¢(x,£)
la funzione complessa e~ . ¢(x, £), « essendo tna costante di sfasamento
propria del materiale costituente la sbarre. ¥ con ¢ié implicito che
questa si suppone costituits omogencamente mentre non & affhtto
escluso che siano variabili le sue dimensioni trasversali.

Indicata con p(x) la densith lineare dellasta e con p(z,f) Iin-
tensitd del carico diffuso su di essa, lo spostamento clastico trasver-
“sale w(x, ) & individuato dall’equaszione integro-differenziale

290

[6.1] et ey (i, £) =‘[:c(m, £) [p(i, t) - !J-(E)%—t; a .

Come nell’ordinario caso conservativo (*) anche ora tutto il pro-

cedimento risolutivo della [6.1] & subordinato alla risoluzione dell’equa-
zione integrale omogeneca associata

2

[6.2] w(w) = ot [e(a, ) u (&) w(®) d
0

ciod alla ‘determinazione del suol antovalori

[6‘3] 512;0221""":0'@9)"-

(ty Cfr. ad es. @, Knaww, op. eil., vol, II, cap. R1II,
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e delle antosoluzioni

[6.4] (), u (), oveen, (@), .0

Le u, costituiscono, come & noto, un sistema chiuso e completo
di funzioni ortogonali, normalizzabili,

Supposti noti questi clementi e le w, normalizzate, cominciamo
a considerare le vibrazioni forzate. Ammesso che il carico vari armo-
nicamente

[6.8] P, f) = po(a)yet
poniamo, come di consueto,
[6.6] w(a, t) = v(x)elt

La [6.1] si riduce allora immediatamente a un’equazione integrale
non omogensa che, posto

'l P P
[6.7] . @} mjoc(m, Op,(H)de
si serive
4
[6. 8] o p(x) = f(x) + oﬂ/ﬂc(m, D@ @) di .

Per risolverls tentiamo la posizione
[6.9] : v{w) = Zg Agtip(®) ,

le A, essendo costanti complesse da determinarsi. Sostituendo nells
[6.8] e fenendo conto che le u, sono soluzioni della [6.2] (per ¢=a,)
ortogonali e normali, dallidentificazione det due membri sl ricavano
immediatamente 1 valori delle A, ¢ quindi, ammessa la convergenza
della scrie, la ricercata soluzione o(z). Tornando infine alla [6.6] e
prendendone la parte reale, si oftiene per le vibrazioni forzate armo-
niche Ia soluzione

[6.10) 0@, ) = S, e, [0 T0 @) OO0
- ; ’ ¢ Vo'ﬂ‘l + ot — 2p? 0,° CO8 o
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con

(g.11l] ©, = arctan -

i
L fom j P . (1) g () it
G

& tratte d’un movimento armonico di frequenza 2 costituito
2w
dalla sovrapposizione di infiniti moti armoniei dugual frequenza cia-
scuno sfasato rispetto alla sollecitazione perturbatrice d'un angolo ©, ‘
variabile con lindice p.’

Se il carico p(x,#) non variasse con legge sinusoidale, basterebbe
analizzarlo srmonicamente e poi applicare i risultati precedenti in
in corrisp.ondenza a clascuna armonica.

Collo stesso metodo dello sviluppo in serie di aubofunziom wu, pos-
sono studiarsi le vibrazioni spontance. Se della [6.1], posto p(x, ) =0,
si ricercano soluzioni elementari del tipo

[6. 12} w{a, 1) = e 3, Byu(a) ,

si perviene facilmente, operando alla Founier, alla determinszione dei
valori {complessi) della z e delle By, si che in definitiva, passando
dal complesso al reale, si ha per le vibrazioni libere la soluzione ge-

nerale

P
wiam, ) = T, v, () e e ot

o . o
- {a@ cos (cg cos 5 t) + b, 510 (cu Co8 5 - t)\

Llisteresi elastica ha quindi per effetto, nel nostro schema, di
smorzare ogni singola armonica in inodo tanto pitt accentuato quanto
pit elevato & il suo tomo. Il fattore di smorzamento & pero gemplice-
mente proporzionsle alla frequenza, a differenza di quanto accade

[6.13]

nell’impostazione viscoss in cul esso cresee col quadrato della, fre- .=
quenza (*).

) Cfr. G, KraLL, op. eil., vol. I, cap. VI, pag. 342,
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7. SISTEMI CONTINUI TRIDIMENSIONALL [MPOSSIBILITA DI PROPAGAZIONT
DI ONDE DI DISCONTINUITA. - [ie considerazioni precedenti si adattano
anche ai sfstemi continui tridimensionali introducendo un conveniente
sfasanonto nella classica corvispondenza che intercorre tra deforma-
zioni e sforzi. Limitandoel ai corpi isotropi ¢ omogenei, seriveremo
la legge di Hooxr in forma complessa intvoducendo in lnogo dell’or-
dizario module E il modnlo Kefe

N T2 T
S B (R I ) B
[7.1] (== 1,2, 8)
T eie ‘

ATy

(» =modulo di Porsson).

Al cambismento operato sulla.legge di Hooxi ne corrisponde uwno
analogo per le equagioni indefinite del moto le quali, adoperando in
lnogo delle ordinarie costanti di Lami X ¢ p le costanti complesse
ke, el sioserivono, in assenza di forze di massa:

. Qu, 20
[7. 2] ei¢ P “é—tT- == ()\ =+ |U,) 5"&:— - l).Agl’w,. (‘J' == l, 2, 3)
o y . 3 Du,
(4, = componenti di spostamento; p= densitd cubica; @ == Zs——;-).
1 ‘s

Di questa clastodinamica dissipativa ci limiteremo o indicare
qualche carattere saliente.

In un mezzo elastico isotropo ordinario sono possibili, come &
ben nobo, due fipi distinti di onde di discontinuifd (sia d’accelerazione
che d’urto): onde longitudinali, propagantisi con velocitd A2y

_ P
o onde trasversali, procedenti con velocitd <~ , Come si wmodifi-

cano questi risultati nellimpostazione attuale? Posto

=, + iu’, (r==1,2,8)
{7.3]

3 0w 30w
G = s =y %
%s D:r;s } %s D$5 H
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clascuna delle {7.2] si scinde nelle due equazioni

S el RLIT y
[7.4] (cos @ wé-ﬁ»- -+ sin o E)?:"") (A -+ p) o + Az,
- - M, ot 20"
[7.5] p(sm a—a—t—zl-—cos o:—-ét—) (h v )————« + pAgu’,
‘ (r=1,2, 3)

[

Vediamo se & possibile che nell’attraversamento d'una superﬁcie_'_.
mobile 6, le sel funzioni «',, »", presentino, compafibilmente con 10_':' :
[7.4] ¢ [7.B], una discontinuith del secondo ordine. Indicati con
Vi, (r=1,2 8) i parametri di discontinuitd, con a la velocita d’a,va,n-:: :
zamento della o,, con N, N,, N, i coseni direttori della normale alla-
s, nel punto di attraversamento, orientats mnel verso d'avanzamento.
della o, ¢ con [ | un simbolo di brusca variazione, le ben note con-
‘dizioni di compatibilitd geometrico-cinematica () si scrivono per le u'

'azur, ') Dzu”s' ’
G| = {5‘;@@ ki
17.6] b
[ O, , L :
‘ijai = v, Ny Ny oy b j=1,2,3).

_ Formule analoghe, con altri parametri di discontinnita v," valgono .
per lo o', Tonuto conto di queste, le [7.4] e [7.5] danno le condizioni
di compatibilits dinmmica

8
s(cosa v, +sinzevYa2= (A + p) N, 2 Nov)' -+ 1 v,
[7.7 :
—o(sine v, = cosa - v,y =00 4 p) NNy A+ v
1
(r=1,%,3)

"

1} sistema [7.7], linearc ¢ omogenco nelle sei incognite v/, v."
(r=1,2,8), non smmette, per a diverso da zero (e da %=} e per ¢
reale, soluzioni proprie (come si riconosce dall'esame del determinante

(4 Cfr, ad es, I, Levi-Civiea, Caratleristiche dei sistemi dzﬁ‘menrmh e p? a-
paginione wadosct, Zanichelli, Bologna, 1931, :
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del coofficienti); ne concludiamo che nel nostro mezzo non puH prope-
gorst aleun’onda di discontinuita del secondo ordine, né trasversale né
longitudinale. Lo stesso potrebbe ripetersi por le onde d'urto.

11 risultato negativo, essenzialmento legato al carattere dissipativo
del mezzo, pud mettersi in relazione con alenrne classgiche conclusioni
di Duney relative al mezzi viscosi (). Naturalmente esso non osclude,
come ora vedremo, la possibilith di propagazione di onde continue.

8. ONDE PIANE LONGITUDINALI. ASSORBIMENTO, — Cerchiamo, del si-
stema complesso [7.2] le soluzioni elementari corrispondenti ad altrot-
tanti stati dinamiei « rottilinei» paralleli per es. all’asse @, tal che
sia clod

’L&i=u4(a'i,t) ' uQEO, uQEO.

La prima equazione si riduce allora, tralasciando Vindice 1, dive-
nuto superfiuo, alla forma

2

) ) P
8.1] eie s

D
m= (b + QP‘)W ;

le altre due sono identicamente soddisfatte.

Col classico metodo della separazione delle variabili si riconosce
una duplice serie di onde piane elementari compatibili colla [8. 1],
Vuna a carattere espansivo e l'altra a carattere smorzato. La prima
serie, fisicamente inaccottabile, va scartata per le stesse ragioni per
reul al n. 2 & stata escluse la seconda delle [2. 2],

Rimave la serie delle onde smovzate (progressive o retrograds)

P

[8.2] w=Yo b

COSs «

la quale posto

() Cfr. P. Duues, Recherches swr I HYdrodynamique (IL e III parte), « An-

nales do la Facultd des Scionces de Toulouso », 2% serle, toma III (1901) o tomo IV

. (1902). Cfr, anche: P, Dunum, Recherches sur I’ Blasticitd, Paris, Gauthior-Villars,
1906, ‘
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" si serive, in forma reale,

+VQ 3 LI .
[8.8] (2, 1) = ¢ 0 ™ T % g, cos Ve(t =+ —zm) + by sin "e(t = —Z—ﬂ

dove le frequenze v, vanno naturalmente determinate in basc alle con-
dizioni ai limiti, (supposte compatibili collo stato « rettilineo »). Lo
smorzamento, tanto pill accentuato quanto pit notevole & lo sfasa-
mento =, cresce in ragiome diretta delle frequenze vy, cON la conclu-
sione che un mozzo dotato dlisteresi assorbe di preferenza le onde di
frequenza elevata.

A titolo di esempio, molto semplice, consideriamo un semispazio
elastico il cui piano limite assumeremo come piano @=0, orientando
I'asso @ verso linterno. Ammettiamo poi che tutti i punti di questo
piano siano mantenuti in vibrazione armonica e di uguale ampiezza
parallelamente all'asse @. Si avrd allora la condizione al econtorno:

[8.4] u(0, f) = u, cos ot .

~ 8i vede subito che compatibile con tale condizione & una delle
soluzioni elementari [8.8], pur di scegliore i sogni inferiori e di porre

Vg @, Qg == thyy Dp=01

[t}

. @
[8.5] u(w, f) =€ w 27 v u, CO8 m(t — —Ev—) .

Naturalmente per condizioni al contorno pitt complesse la solu-
gione si ayrd mediante opportuna combinazione (per somma, serie, 0
integrale) di soluzioni olementari (in numero finito o infinito),




_AcTa
Vol IX - N. 15

pag. IH7-162

ACADEMIA
SCIENTIARVM

SULLE CAUSE DELLA VARIABILITA
DELL'EPILACHNA CHRYSOMELINA DI ROMA
I DEL CIRCEO )

CELS0O GUARESCHI

SYMMARIVM, — Quod attinet ad Hpilachnom erysomelinam, Romae et ad
Circasum inventam, ex experimentis peractis Auctor concludit non posse gene-
ticas rolationes agnosci inter tres formas Crysomelinam, Nigrescentem, et Flaterios,
sed has osse phaenotypos ex loci statu productas. Tnterdum tamen loci diversitas
officere potest ut alia sit proportio inter tres formas, cum «stabiles mutationess,
guae vocantur, eveniant.

I Coleotteri coceinellidi rappresentano un gruppo di insetti che per
aleuni caratteri si prestano molto bene agli studi genetici. La grande
variabilitd presentata da alcune specie di tale famiglia, unite alla pre-
senza (i pilt 0 meno numerose razze geografiche, la facilith del rico-
noscimento e dello studio del caratteri, costituiti sopratutto da diffe-
renze nella posizione, numero, forma e grandezza delle macchie presenti
sulle elitre, hanno ridestato Vattenzione di molti genetisti.

Pord i Coceinellidi sono molto spesso difficili ad allevare, sopra-
tutto per il fatto che molte specie sono afidiofaghe, d’onde il forte
ostacolo presentato dalla difficoltd a procurarsi gli afidi sufficienti a
nutrire le schiere numerose di individui necessari ad uns ricerca
genetica (vodi anche Fiomr, « Boll. zool, gen. agr. », Portici, 1929). 8i
comprende quindi perché siano le specie del genere Epilachna, fito-
faghe, quolle su cui sopratuito si sono polarvizzate le ricerche di tale
tipo.

(*) Nota presentata dall’Aceademico Pontificio Alessandro Ghigi il 19 no-
vembre 1945,

16  Aecte, vol, IX.
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Sono stati principalmente gli studiosi della scuola genetica te-
dosca (Trmortmr-Russowsky, TENENBAUM, ZARAPKIN, ecc.), che hanno
ntilizzato, per i loro studi, questi animali. Un esame completo dei
loro risultati oi portebbero troppo lontano e verrd fatto m un lavoro
in esteso di prossima pubblicazione; qui mi preme solo di ricordare
le conclusioni della Tenuwsaum, riportate da C.ed O. Voar, nel loro
« Sitz und Wesen der Krankheiten » 2* parte, 1* metd; « Zur Einfehrung
in das Variieren .der Tiere. Die Erscheinung der Variation » (1938),
1o quale arriva a considerare le tre forme con cui si presenta ordina-
vismente 1 Epilachna chrysomelina come duc vere e proprie razze gone-
tiche (fypica ed elatersi) ed un ibrido d’incrocio fra le due (nigrescens).
Ricorderd inaltre che Timorirr-Ressowsky sostiene che a Roma si trova
la forma elaterii ¢ che gli esemplari di tale localitd, sotboposti durante
lo sviluppo ad alte temperature (85°) dinno origine, come estremo, ad
“individui della forma nigrescens, di quel tipo che io, in seguito, ho chia-
mato b, prosentanti ciod la fusione contemporanes delle macchie II-ITE
e V-VI (mentre la @ presents solo la fusione delle macchie V-V,

Nel corso di osservazioni in natura, eseguite a Roma, su tale 1n-
teressante Coccinellide, io potei notare come, in tale regiome, contra-
viamente all’affermazione di Timorirr-REssowsky, esista non solo a
forma elaterii, ma anche la nigrescens e la typica ed anche come le pro-
porzioni delle tre forme variino nei vari periodi dell’anno. TUn semplice
conteggio, eseguito nel 1939, mi diede infatti le seguenti cifre:

Aprile Giugno Agosto  Soetbembre
typiea . . . . 11,09v, 187, 6%, 89,
nigrescens . . . 58,839, G4y, 520/, B2Y,
elaterii ., . . . 80,680/ 189/, 420, 409,

Por esprimere in maniera pilt precisa la variabilits di grandezza
delle macchic ho misurato la superficie delle elitre di 50 individui di
ogni lotto ¢ quella del complesso delle macchie ed ho eseguito il rap-
porto delle due cifre ottenute. I risultati, in media sono i seguenti:

Aprile 2,17 Giugno 2,506 Aposto 2,30 Ottobre 2,25.

Tutto cid fa pensare, come del resto aveva gid visto por il fat-
tore temperatura Trmorger-Ressowsky, ad una influenza notevole dei
fattori ambientali sull’espressione fenofipica di tali animali. Ho voluto
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percid sperimentare, direttamente e per mezzo di un’allieva, Emma T1-
BERATORE, l'azione di diverse cause, fatte agire nel periodo larvale o
ninfale od ancho solo durante quest'ultimo, ed ho usato a bella posta,
In un primo tempo, una popolazione naturale, ciod non selozionata gene-
ticamente.

(li esemplari, che furono tenuti durante la ninfosi intorno ai 16°
ed ai 36° hanno dato i sognenti risultati:

16 i
typica . . . . . . . . . 0 220/,
wigreseens . . . . . . . 809, 60/,
elaterit . ., . . . . . . 709, 29,
media rapporti elitre-macchie 1,88 5,21

I’azione di altri agenti (LisErarorr) ha dato

mggi Inee lnce
U.v. rOE8Q blu

luco Tace
ginila vordo

fypica. . 85%, 259, 2104, 26,9 9/, 300/, 229/, 29/, 5,880/,
nigreseens BB, TR0, T9%, 68 9, GBY, G0, 49, b6 9,
elateréi . GY, 2%, 0% 6,19, 20, 18v, 040, 88,929/,
rapporti . 4,10 4,04 4,04 4,02 3,76 3,%  8,0r. 2,78

umidith avidith  oscuriti

Sono passato in seguito ad esperienze di selezione, Raceolte, alla
fine dell’agosto 1941, B0 larve a termine, sempre nella stessa localitd,
osse mi diedero BO adultl dai quali con le solite osservazioni e calcoli
ebbi i seguenti risultati:

typteca . . . . . L . . .. 189/,

. a 209,
nigreseens . e e { b 440,
elaterid . . . . . . . . 4 . 1B/,
medin dei rapporti olitre macehie . . 2,62,

Allevando poi la discendenza di un’unica coppia elateréi (rapporto
elitre-macchie 2,01 e 1,83) ottenni nell’antunno la prima generazione
filisle ¥,; da una coppia elaterét della T, (rapporti 2,07 e 2,20) ottenni
nella primavera seguente la F,; da una coppia elaterii della T, (1'5,13-
porti 1,97 e 1,83) la Fy; da una coppia di questa a rapporti 1,72 e
1,89 la ¥y, e da una coppia di quest’ultima a rapporti 1,93 ¢ 1,93
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la F,. I calcoli oseguiti su i primi B0 esemplari sfarfallati di ognume

di gquesta generazione danno:

B 1 1“2 Fa

By

typica . 109, 149/, 16 ¢/, 12ef,

) a 4% 6, 49/, 8%,
nigrescens b 14%, 4%, 549, 44
elaterit e, 809, 200,  B4Y,
rapporti . . 2,47 2,36 2,317 2,24

Py
16 ¢y
389/,
26 %,
20 %,

2,61

Su un certo numero di esemplari della Ty ho anche eseguito le
prove di azione delle diverse temporature; ecco 1 risultati:

50-85° 20° 9140
typica 45, 09/, 0,

. 1 ¢ 80 %4, Bagt, 0%,
TAGTESCORS v 0 opor 18,799/, 8,339/,
elaterit . 09, 82,49 %, 96,06 %/,
rapporti 8,41 2,18 1,87

woth

Nel frattempo {(agosto 1941) mi ero recato, per ricerche di indole
zoogeografiche, al Parco Nazionale del Girceo. Tvi, in zona molto calda
ed arida, trovai una popolazione di Epidachna elrysomelina che pre-

sentava i seguenti dati:

fypica « « . 4 v -
X a
7IGrescens . . . . . .

/]
elaterti , . .

Modia dei rvapporti elitre-macchie

929/,
8%
0%
09,
8,76

NolVaprile 1942, tornato nelln stessa localitd, raceolsi un nuovo
gruppo di animali che mi diedero 1 geguenti risultati:

typiea. .« 0 o 0 e e e s 79,69 %/,
. a 10,249/,
nigreseens . o« . o+ o« . b 8169,
) ?
elaterdt . . . B oo/,
media dei rapporti elitre-macchie . 3,16

Anche su questi esemplari ho eseguito esperienze di selezione
(dopo averli trasportati a Roma) o di azione della temperatura., Heco
i risultati che. mi hanno dato le prime espierienze oseguite tentando

'Y
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di isolare la forma typica allevando la discendenza di una coppia di
esemplari o rapporti 4,94 o 5,32 per avere la F,; quelli di una coppia F,
a rapporti 5,16 e 4,67 per avere la T,; quelli di una coppm F, a rap-
pori.x 4 ¢ 8,82 per avere la Iy ,
y I y
typica . . . 629, 480/, 26 9/,
49, 20/ 6%,
boo249, 249 840
elateritc . . . 679, 229/, 32 %/,
rapporti . . 3,07 2,81 2,46

seigrescens {

Lo seconde (azione dells temperatura su esemplari della F;) hanno
condotto a questi risultati:

o 450
typice, . . . . B8O, 1009/,
. a. 00 0%
nigreseens { b 820/, 09,
elateréc . . . . 109, 09/,
rapporti . . . . 8 8,60

Da tutto il complesso di queste esperienze si possono ricavare le
seguenti conclusioni:

1) L BEpilachna chrysomelina di Roma non appartiene eselusiva-
-mente alla « forma» elateré?, ma si presenta fenotipicamente come una
miscela delle tre forme fypica, nigrescens ed elaterii, in proporzioni va-
riabill nelle varie stagloni;

2) Tali tre «forme» o aspettl fenotipici sono enormemente va-
riabili ed intercambiabili gli uni cogli altii sotto l'influenza dei fattori
ambientali;

8) L’ Epilachna chrysomelina del Circeo si presenta sotto aspetto
fenotipico di una popolazione #ypica con uns scarsa percentuale, varia-
bile pur essa nelle varie stagioni, di individui di wigrescens;

4) Anche su di essa le condizioni ambientali hanno un’azione
preponderante su quelli genetici (per 1 caratteri sperimentati), provo-
cando -una permutabilita degli aspetti fenotipiei dei diversi individui;
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B) Le esperienze di selezione mon hanno raggiunto alcun risul "

tato; con la popolazione di Roma si sono avuti, nelle varie genera- .

~ zioni, forti cambiamenti nelle percentuali delle tre forme, ma asclusi-
vamente dipendenti dall’'andamento stagionale, cosicché, dopo cinque
gonerazioni selezionate, si sono avute di muovo, all'incirca, le stesse
_percentuali che si ritrovano nella stessa epoca in natura a Roma;

6) Nelle esperienze di selezione delY Epilachna del Circeo, con-
. dotte a Roma, si & avuto il risultato che dopo fre generazionl sele-
zionate in senso fypica, si & sviluppate una popolazione in cui somo
franmiste lo tre forme in proporzioni molto simili a quelle carattori-
stiche romane;

7) Per oftencrse un tale risultato sono dovute perd trascorrere
tre generazioni; si deve quindi ritemere che il particolare ambiente
(caldo-secco) del Circeo abbia influito sul soma degli esemplari stu-
diati provocando su di essi una «modificazione durevole »;

_ 8) Da quanto precede risulta chiaro che per Y Epilachna chryso-
meling di Roma o dol Circeo non possono accettarsi le relazioni gene-
tiche ammesse dalla Texsnsaun. 11 valore delle esperienze di tale Au-

" tore non pud pero essere dalle mie assolutamente negato, poichéd non
pud escludersi che esistano regions e popolazione dell’ Epilachna chiyso-
meling in cui quegli aspetti che nelle popolazioni di Roma o ael Circeo
appaiono come sempliei fenomeni fenotipici, rivestano invece 1 carat-
teri di mutazioni genotipiche. Non sarebbo il primo caso in lettera-
tura di fenotipi coincidenti con certi genotipl.
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_ - huinsmodi curvae-seetiones ad genera quintum, sextum, vel ootavam ])L.l Llne nii
Shnam pmotm hos msus, iam . rationalitas varietatum cena. est, R
“Omnia hace systemata acquivaient systemati sectionum ypelp]aum om garnm-

K :-_dcm vauetatum, vel ‘alins sectionis eiusdem generis; si vebo seclio sit ‘goneris '
hoctavi, systema asquivalet etiam systemati intersectionum formae oubiuxe gene— SR
e rulls spafil quattnor dimensionum cum quadrieis,

s ‘Bx quo constat omnes. huiusmodi varietates esse umuonulbs, Jlln io,lnm
.I.-cublm non .excepte, do qua questio iam qumquaglnm ‘Lbhmc (lI]l]lb noba, st &
:g,uomenw.e algebncue studwsls : : : B

3

Nella Memona -che,. con lo stesso titolo, & in corso dipubblica~ -
~wione presbo questa Pontificia Accademia delle Scienze, continuo. le
_:-_mle ricerche sulle varietd algebriche a tre dimensioni a curve-sezioni

":'-'.:cmmmche di ‘genere p(My 2% dello spazio Sp.), in particolare pe1 -
' '..0&51 di tuttora dubbia razionalitd, p==5,6,8. : R

: “Fin ‘dal 1908 ho_ dlmostla,ta la. irrazionalite delle due varietd - ge-
_:;uer&h ﬁ[d di S e M3 di Sy (0931 p=38,4; quest’ultima, mi,ersemoue_' :_
-_'genemle d1 une quu.dn(,a 8 dl nna . forma, c,ubm&) (1) Nel 1915 ne ho 3

() Nota 7'mssunfaua della. Memoria pmsontuta dai}’Accademmo Pont;{mlo_'-"' e
; mncesco ‘Severi nel%a Tomatu del 21 febbraio:1948. SRR IR
con S'o;;m aduzme vearield algebriche o t?'e dimensioni aventt tutly i gmwn nuuz,
' « At.m R Aocademm ch Tormo " vol 43 (1907 1908), pag 973 ' :

B _. 17 : Acm, vul.__IX. o
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du.tu un &lf. " dxmostraaone pm bcmphce, o ho sta,lnhto ult1'os1 cho le:
"~ due detto vm]eba, sono birazionalmente distinte (*).. Un contubuto i

diretto &11’a1g0m(,nto ho portato con un'altra Memoria - doilo stesso
anno (*), mostrando che & razionale ogni varieth a,}ge_brlca,_ a, _L1e;-:_d1~_

. mensioni contenente un sistema lineare semplice di superficie razionali.-
i omdo superiore & tre; e che per -conseguenza la forma cubica ger
nela.le di 8, le cui intersezioni con quadriche formano un. sistema
_rappresentante una MJ di Sy (caso p==13), se non & razionale, non:
:'_eonueno altri sistemi lineari semplici dl superficio 1‘&41011&11 -che di
grado 3. .
- Riprese queste ricerche attorno al 1925, ne ho fatte una oomu-'. _
'_ nicazione preliminare sl Congresso Internazionale dei matematici a
‘Bologna del 1928 (*), Poco dopo, trattando una questione di geometyia .
- della retta dello spazio.a ecinque dimensioni, ho riconosciuto che la,_:'
varielia ME QG s, (p ==8), sezione generica della Grassmaniana delle .-
' rette di S (1), & bn‘amonalmenbe identica alla forma cubica genomh, (]1 i
_;64, clobd alla M3 di &y, gis menzionata (p =13) (7). o
_ Un nuovo gruppo di ricerche & contenuto in due Memorie pub _
__bhca.t(, 11(,g11 anni 19&6»37 (%), Nella prima ho bLU.dlELLD 1 casi 19_0 6 7 _ '; -

1) Ossc? vazioni sopm aleune varictd non razionall aventi fulti i JC?LGM mrth,
g s Atti R, Accademia di Torino », vol. 50 (1914-1915), pag. 1067.
L ®) Swidle varietd alyebriche o tre dimensioni a . superfivic-sezioni nmanadn,
S Anpali di Matematica » (3), vol. 24 (1018}, pag. 49. Vedi anche: «Seritti matu-
: illal.blbl offerti & Banrico D'Ovipio » (Torino, Bocea, 1918), pag. 842, R
{#) Sulle varield algebriche a fre dimensioni qventi tutti { geners nulli, « ALlE
-Oongl internaz. di matematica », Bologna, vol, IV (1981), pag. 115, ' :
A% T Baven, Sulla varield che rappresenta gli spawt subordinafi di dala -
dmaenszonc fmmerst in uno spazio lineare, <« Annali di Matematica » (.3), vol 24
. (191B), peg. 89. o
' (%) Sulle sezioni spagiali della varietd Grassmanniana delle refte dello .sp(rém
a cinque__dwnenswm,_« R. Accademia meel» {G), vol. 11 (1° sem, 1980), pag. 529,
" Le. dné varistd suindicate (M{L di Sy, V di ,5;) sono prive di punti multipli, o .
; -contenwono soltanto bu]_)(}lﬁ(:l@ loro intersezioni {:Ompiete ¢on fmme, B clascunﬂ. >
_di psse vi ¢ un’unica curva fondamentale di prima spocie, di genere uno. .
T Y Su aleune varield algebriche o ire dimensioni avendi cwrve-sezioni cano-
ssiche, Scritti Matematicl offerti a Luiet BerzoLAry, Pavia, Tip, Rossetti, 1936,
pag. 828, Sulle varield aly Jebmche a tre dimensioni @ curve-sesiont cunoniche, «Mom, : 5
- Ry Accademia d'Italia », vel.. VIIT (1987), n.2. Quests due Moemorie, ripetutameite
" citate in seguito, verranno indicate rispettivamento con « Berz.» ¢« Accad. Ib»; -
Lioriseltati principali “della s_ecdnda_ erano gia stati enunciati in una "Noba'.dei_ L




'hopratutto per qua,nto concerne 1 1010 c&rattorl p1‘o1otL1v1._. Nolla, s6-
eonda ‘ho’ dnnostr&to che lo V&lleta MQP-3 d1 S i1 e‘sm{,ono soli.imto

per j) 37, m(,ntr s potova pcnbarc che 1a loro. serle fosa.e 11:{11111{1&1:3..,

'3.3oomc per-le 'superﬁcle a curve-seziont . canoniche Y ® per: jo:-lO
_sono tutte 1&.510113,11, all’infuori forse della M A Sy ( p_..13) - -
_-:mmnento Lo ‘ancora dimostrato che queste varioth, so’contenenti solo
: :3..sup(,1ﬁcle 1010 ‘intersezioni complete con forme, sono pure 1&41011&11
'_._-3101 due - casi #==9,10 (*); e pertanto, la rozionalitd essendo gid stata
_.a,ccerba,ta nella, stessa ipotesi.per p=7 in « Berz. », n.5, 6, 11, 1estfwa
"'_dubbm soltanto quella dei casi p=D5,6,8 (%), e
Nella Memoria di cui trattasi viene esaurita la ricerce pol tre
“icasi suddetm, e stabilito che le ME™ di Sy, per p=5, G, 8 conte-
“nent . soltanto superfieie infersezioni complete con forme, ‘non sono
'.mz.lona,h, sono anche fra loro birazionalmente distinte, pomho
; la,IUJ d1 So(p.2=8) & birazionalmente equivalente alla forma, cublod,
'-g'enémle {ciod priva di 'puhti doppi) di 8y (*), risulte anche accerbaba, o
cdad 31‘1‘&/1011&11&14 di questa forma cubica; questione che si era a,ﬂ"acc,mta o
:_3_L_e}_1a geometnﬂ, algebrica da circa mezzo secolo. La ricerca & fondata, :
;_essenz_ia;l_mento‘ suila determinazione dei sistemi lineari di superficie
di genere uno contenuti nelle varietd suddette; sulle proprietd di
" questisistemi, so segati da forme di ordine n>1, di averec una lines
di ~maultiplicith Zn +1 o un punto isolato di multiplicitd = 2n +1 (%);
'.;.‘,u procedimenti di riduzione successiva di teli sistemi a altri, segati -
"Sﬁ]lm stessa varieth o su una birazionalmente equivalente, da 'forme_-
i ordine inferiore; sulla constatazione infine che questi sistemi si

vidueono ‘s quelli segati sulle stesse M2 o su altre del medesimo
: Llpo, da,gh ipoerpiani, o sulla Vi di 8, dalle quedriche, e sone quindi,

- neiivari casi, differenti fra loro e da quelli contenuti nello spazio Sy

o« JRend, R. Aceademia Linceis (6), vol. 23 (1°sem. 1936), pag. 818, Una comuni- - *
3-6<L/,ione ne -8 stata fatta anche al 1° Congresso dell’« Unione Matematica Imlm- '
‘na» {Firenze, 1937; Atti relativi, pag. 245).

e (1) Enr1euEs, « Read. R, Accaflemla Bologna », vol. 13 {1‘.)08), pag. 28;. bl;—
_'Vth « Atti R, Ist. Veneto» (7), vol. 68 (1908), pag. 256,
: Ny ) S alc?me varietd a tre dimensiont razionali e aventi curve- se/aom ccmu~_ R
. mdte, « Comm. Mathem, Helvetici », vol. 14 (1941- -1942), pag. 20.3 g
SR O e, nltime righe della min Nota uitima, cit. '
Loy Cf il mio lavoro gih eit. doi « Rend. Acc. Lincei», 1030,
_( ) Oy, la mia Nota cit. « Osservazioni ., .., =, pag. L '




GbOmPIO su cm,scunu, d1 quebto curve sono ra,monalmente notl du
.,gruppl ch uno StChSO numero ‘di punti non equwalentl, 8l : 'uo app11
eare. un’ procedunento ubuto da ENRIQUES pe o suparﬁme contenent

g (1) I casi ;d1 supexf:me con )d:itd_iéu}_ato i 5_mu_1tipliqi£__"-2;2)'
pocinssum B semphm._ R s
(%) :Gruppo che'si: coinpone in geneaale dl plu sc}nere co mue, ne_ una; delle'
:;quah «‘5 perd un gluppo aontmuo__nei senso di-S, Lm. _Cf1 la, mm Nots). nel' :
'Accadmma Lingel » (6), vol 15 {10 Sem. 1932}, pag i :
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un fascio di curve ellittiche ()., I! pitt delle volte si incontreranno
anche, sulle singole curve, trasformazioni di prima specie, percid in-
volutorie, ciod serie lineari gi, definite medianto un loro punto doppio,
razionalmente noto. Trasformazioni pitt semplici ancora sono quelle
che risultano dalla proiezione di una Mz per p >3, da un conve-
niente S,.3 in un 8 doppio.

Contrariamente a quanto forse si poteva pensare, per una M~
di Sy il fatto di contonere soltanto superficie intersezioni complete
con forme tende piuttosto a facilitarne, per cosi dire, la razionalita.
Per esempio per p=7 la Mi® di S contenente soltanto superficie
interseziomi complete & raziounale (*), mentre esistono altre My di S
irrazionali e contenenti superficie non del tipo indicato (*). E inenfre
le M Ai 8, contenenti soltanto superficie intersezioni complete
sono tutte razionali per p =9, ne esistono per p=9 o p=18, anche
altre non raziomali, sulle quali il sistems delle sezioni iperpianc &
doppio del sistems lineare di superficie di ordine minimo.

(*) Sulie superficie algebriche che ammettono una serie discontinua di trasfor-
magiond birazionali, «Rend. R. Accad. Lineei» (5), vol. 15 (20 sem, 1906), peg. 6GB.

{#) Cfr. «Berz.», n.11; nonché la mia Nota cit, dei « Comm, Mathem. Ielv. »,
vol, 14, n, 2-4.

(*) « Berz, », n, 12-18,
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SUR L’ALLURE DES FONCTIONS ANALYTIQUES
AU VOISINAGE
D'UNE SINGULARITE ESSENTIELLE ()

M, SILVIO MINETTI

SvumArRIvM. — Iie breviter referuntur enunciata permulta (quornm demon-
stratio in proxima commentatione dabitur) de ratione qua functic holomorpha se
gerit prope alignod suum puncéum singulare essentiale, quae enuncinta apparent
inter simpliciores et inexpectatas analyticarnwm funelionum proprietates. Mac
ratione in magnam partem patefit influxus quem punctum singulare essentiale
exercet in distributione valorwmn funectionis eirca ipsura.

INTRODUCTION

1. - 11 s'agit simplement d'un bref Mémoire divisé en 4 partios
successives dans lesquelles je donnerai des nouvelles propositions qui
so rapportent d'un cbté aux travaux esquissés, sur le swjet indiqué,
de Pécole scandinave et frangaise (Lixperdr-Iversexy et Monwer), d'un
“aufre c8té aux travanx, bien connus, sur«e méme sujot, do M. Juria
(droites de Julia) et de M.M. Osrmowsxy, Bizeerpacn, Mitvoux,
CarLemMany, VavniroN, Nevanninna ete. (*). J'ai cherchd pour tous ces

(*) Nota presentata dell’ Accademico pontificio Ugo Amaldi il 19novembre 1945,

(*} Pour s’orienter sur le sujet on peut consulter: VALIRON, «Mémerial des
Sc. Math.», fasc, IT, §9 pap.16; § 11 pag.18; §12 pag. 20; §20 pag. 33, 84 et 8b;
§21 pag.85. ~ VALIROR, « Mém. des Scienc. Math. », fage. XXX VIII, § 10 pag. 21, 22;
§1L pag. 23, 24 et 25; §12 pag. 26, — Juwa, «Legons sur les fonetions uniformes
olc.», Paris GV, 1923, dans I’éspece le §62 pag. 97, - MonTDL, « Ann, Ee, Norm, Sup.»,
1816, - Junis, «Ann. Ee, Norm, Suep.», 1919, - Puis Osrrowsxy, «Math. Zeit.»,
Bd. 24, 1925, ~ Puis BisBerBaCH, « Math. Zeit.», t.II et . ITT; Mivnoux, C.R. Ae. Sec.,
t. 176 et sa thése: « Journ. de Math. », 1924, pag. 345, - NevANLINNA R., <Acta
Boe, Sc. Fennicaes, t. 50, -~ VanmroN, «Bull. Soc, Math, », §, 4b; ¢, R. Ac. Sec., t.166;
«Ann. Ee. Norm. », 1922, - CarneMany, « Avchiv for Math, », t. 1B,

18 Acta, vol. IX.
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problémes de pousser mes investigations jusqu'aux bouts possibles eb
j'ai ou ninsi Voccasion de renmcontrer dans lI'Analyse, si l'on veut
méme par hasard, quelque théoréme (et bien plus d’un) qui, depuis le
célébre théordme de M. Lanpau de 1904, somblent étre parmi les plus
remarquables et méme les propositions les plus inattendues de la
théorie des fonctions.

Je me bornerai ici & dénoncer les résultats auxquels jo suis par-
venu ot qui ont été déjd l'objet de discussions nombreuses et appro-
fondies parmi l'école mathématique de Rome etf, en particulier, de la
part de M. M. les Proff. Boxpiaxy, Fanrareis, PicoNs et Suvent (*).

Ce" bref résumé ne contiont d’autre part que quelques-uns des
principaux théorémes que j'avais établis depuis longtemps (Cagliari
1942) et qui, complétement remanids et singulidbrement acecrus, figu-
rent dans un important Mémoire, présenté & cette Académie dés le 20
juin 1944), Mémioire, qui n’a pas pu encore paraitre dans les Commen-

4

tactiones de cette Académie & canse des circonstances.

DEUX MOTS I’ ENSEMBLE
SUR LE CONTENU DES QUATRE PARTIES SUIVANTES: I, 11, LI, 1V

Dans la 1% partie aprés awvoir donné quelques définitions j'introduis
de nouveaux concepts qui jouent dans tout ce qui suit un rdle toub
a fait essentiel.

Dans la ITtme nous verrons ce qu'il arrive pour une f(z) dans un
socteur S,, non privilégié (3), dans lequel, c'est-d-dive, la f(z) admet
(outre que o) deux valeurs exceptionnelles finies et;distinctes a et b
(@ +b). Lécole scandinave (Linpenow-Iversun) et P'école frangaise

() Cela an cours de quatre conférences que j'ai tenues en Mai 1846 & 1'In-
stitut Royal de Hautes Math. de Rome. — Jo saisis ici l'occasion de reme:r-
cier publiquement en particulior M. le Prof. Picone pour les subtiles et sagaces
ohservations qu'il bien voulut me faire & co sujet et qui déclaircirent singulidve-
ment les choses,

(®) On suppose ici: f(#) fonction holomerphe ayant au point z=0 une sin-
gularité ossentielle, S.p un secteur du plan des z ayant z=0 pour sommst.
Voir pag. 188 et pag. 14]. :
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(Monrrr) y avaient travailid. On y verra surtout a cété de plusieurs
nouvelles simples propriétés de limitation et de convergence, une
propriété bien singulidre de f(2), & savoir: sa convergence dans un S,,
vers une valewr exceptionnelle est complitement indépendanie des argu-
ments de points de Vensemble sur lequel cette convergence a licu.

Dans la III*me nous étudierons le thdéoréme de Picard dans un
secteur, probléme dans lequel reatrent d'un cdté les recherches de
M. LinpELor et Iversen et dun autre cdté plusieurs travaux de
M. M. BiepErBacy, VALIRON et Miuroux.

On verra ici & quel degré de généralité nous avons eu occasion
- de parvenir dans ce genre de guestions.

(Yest dans cette partic gque nous exposerons un théoréme qui doit
étre considdrd comme le thdoréme plus ewpressif de fout notre Mémoire.
On le verra & sa place, nous renongons ici & le synthétiser.

Dans la IVime pous étudierons, enfin, la caractérisation de rayons
privilégiés 7, issus de 2=0, tels que dans tout leur voisinage angulaire
ge produit le phénoméne Pioarp (*). Ces rayons 7, sont done, au moins
probablement (*), plus généraux que ceux de M. Jurza,

Méme ici apparaitra un fait analytique nouveau et insoupgonné:
Un rayon » (issus de 2z = 0) peut &re caractérisé comme rayon privi-
ldgi¢ v, seulement de Vallure de la f(2) sur des simples suites de points
convergentes & zéro reposant « entibrement et seulement » sur 7 ().

Avertissement. ~ Dans toub ce qui suif j'al cru convenable de re-
porter, argument pour argument, en premier lieu les résultats jusqu'ici
connus & ce sujet, et puls, rapidemment ceux que j’al eu ococasion
d’établir,

Ceci rendra plus aisée 'évaluation immgédiate du chemin parcouru.

{(*) Buivant leguel la F{#) y acquiert, ¢t un nombre infini de fols, loutes
valeurs finies sanf une aun pius.

() En vertu de la gquestion Bloch soulevée dés 1926 (voir Brocu, «Mém,
8¢, Math. », fase, XX, III, 15, pag. 16, septibme ligne},

(%) Tandis que jusqu’ici, méme pour la caractérisation des rayons r de Julia,
gqui sont auw moins probablement moins généranx des rayons privilégids ry, on
exigeait des conditions superficielles,
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Tore PARTIE

DErNrrioNs BT NOUVEAUX CONCEDYS

1. - Soient une fois pour toutes:

a) Définition du domaine: S un sccteur du plan des 2= pe™® de
sommet, par exemple, 2 =0 et ultérieurement défini par les inégalités
Po < ¢ < @uy (91 7F 90) (-

b) Définition de la fonction: f(2) une fonction holomorphe dans
S mais ayant en 2z == (0 une singularité essentielle (qui, par rapport
au plan des z, peut &tre isolée ou non).

¢) Définition des ensembles considdrés: I, un ensemble de points
P, = oVeiv™ de § convergente & z=0(%)..

d) Définition de convergence & zéro de Uintériewr du domaine: On
dira que E, converge & 2=10 «de lintérieur de S» si o tendant
4 zéro on a quel que soit Uindice n, ¢,+ 6 <o g0 avec a>0
fixé & l'avance et, bien entendu, tel que ¢, — ¢ > ¢, + . En outre: un
couple d’ensembles E, et E, chacun du type E,;, et fous les deux
convergents & zéro de lintérieur de 8, sers désigné par C(E,, L,).

" Tous les B, que nous considérerons ensuite satisferont & la condi-
tion d), '

e) Définition de suite mixte bornde par rapport & une constante IC:
Si E, et E, sont deux ensembles E,, jappellerai «suite mixte bornée »
extraite du couple C({I%;, I,) une suite du type

n, (4 2

Pt g 1 O 2 -
P (2) ¥ (loﬂéujz = Pf'?l(;)) ou Pn ]) t (P?iu) Pﬂ.( )); _p l Z' 3, ey
P ip

qul soit bornée (*)

() Il apparaitra évident de ce qu’il swit qu’on pourrail, plus généralement,
considérer, an liew de §, ux domaine queleonque & simplement connexe duquel
== {0 soit point frontiére.
(%) On verra aisément ponrquoi j'adople le symbole Eo, c’est-b-dire Ia letére
I affectée d’un indice «.
(®) L*¢lément géndrique p(")’) de la suite des valeurs des p qui figure an

e .
dénominateny, on 'anrait pu indiquer, bien entendu, avec la notation, par exemple,
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)
. . P o ;
Lt si la suite m%)— (par exemple), satisfait, quelle que soit la va-
.

g Tae s b puld . .
leur de l'indice p, & la condition _"%)"<K’ elle sera dite «suite mixte
7,

ap

bornde par rapport & la constante K, et elle sera désignée par le
symbole ¢ (K).

2. — Cela posé, J'introduis les nouvelles définitions fondamentales
suivantes qui jouent dans toub ce qui suit un réle tout & fait essentiel:
Ttr¢) Un ensemble 15, sera dit hypotendant( a zdro et désigné
a
avec le symbole By, si I'ensemble des valeurs wp(%;w, (s = oY est,
borné. il
ITemey Dans le cas contraire E, sera dit hypertendant zévo,
TIItme) Le couple C(E,, B,) sera dit hypertendant & zéro si
avec les 8léments de E et de K, on ne peut pas domner naissance &
sucune suite mixte bornée o (I).

TVeme) Dans le cas contraire le couple C(E,, E,) sera dit nor-
mal. B, et K, donneront donc naissance (avec leurs éléments) 4, au
moins, une suite mixte bornée o (K).

Vimey Le couple C(E,, I,) sera dit rdgulier si & chaque suite
S,, extraite de E,, correspond uue suite S,, extraite de I,, telle que
C(8,, 8,) est normal, et réciproquement en changeant E, avec E,.

VItmey C(E,, B,) sera dit, enfin, uniformément régulier si,
C(E,, E;) étant déjd régulier, il existe une méme constante K> 0
telle que pour chaque suite S, extraite de I, il existe une suite S5,
extraite de I, telle que C(8,, S,) donne lieu &4, an moins, une suite
mixte bornée par rapport & XK, et réciproquement en changeant K,
avec I,. Le couple C(8;,S,) est done normal. Quelquefois on pré-
cisera la chose en disant que le couple C({I,18;) est uniformément
régulier par rapport & la constante K.

pmp mais jo préfére la notation gue j'ai adoptée. Dans cette notation, c’est-i-
dire dans pg)‘; , on doit entendre g, = ¢{p} avec g{p) entier positif ponr p
7

entier positifl
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8. - I suit immédiatement gue:

a) Si By =B, =LK, C(I§, K,) = C(L,, &,) n’est pas hyperten-
dant & zéro.

b) Si K, est obtenu de II, seulement par variations arbitraires
(égales ou différentes de zdro et méme variables de point & point) des
arguments des points de E,, C(E, E;) est un (particulier} couple
d’ensombles uniformément régulier.

On démontre en outre ln suivante (
Propriété fondamentale. - 81 B, est hypotendant & zéro, C(E,, E,),
ost, quel que soit K, normal,

Done:
Condition nécessaire pour que C(I,, I,) soit hypertendant &
zéro est que ni E,, ni I, solent hypotendant & zéro.

at:
Condition suffisante pour que C(I,, Ii;) soit normal est que
B, on E, soit hypotendant & zéro,

Observation. — A ce point on peut bien justemeit se demander:
La notion d'ensemble hypotendant & zéro (qui, comme on le verra
dans la suite, jous dans notre spéeulation amalytique un rdle tout
& fait essentiel) est-slle un pur artifice de caleul ou bien rentre-t-elle
dang la nature des choses?

Un beau théordme de M. Montel de 1916 (*) et que j'avais, dans
mes recherches, incidemment retrouvé éclaireit cette question fonda-
‘mentale; c’est le suivant:

« 81 f(2) est holomorphe autour de l'origine z=0; sl 2=0
« esl un point singulier essentiel de f(2); si dans le voisinage de z == 0,
« f(2) admet une valeur exceptionnelle finie, par exemple f(z) == 0; si
&Py, P'gy eory Ty oo SOME Jos modules des racines de l'équation f(z) —a==0,

. : o L
« (a0 rangés par ordre de grandour déeroissante on a lim —*% =1,

n>w Fn

"~ () Voir MostEL, « Ann, e, Norm, Snp. », t. 33, 1916, pag. 253 et 254,




ACTA 175

L’ensemble des racines de la f(2) — a == 0 [quel que soit a== de
la valeur exceptionnelie zéro que l'on a admise po{n’ la f(z)] est bien
done, toujours, un ensemble hypotendant & zéro; il est, de plus, un
bien particulier ensemble de ce type ().

I[éme PARTIE

SUR L'ALLURE DE f(#) DANS LES SECIRURS S,, NON PRIVILEGIES.

Cotte deuxidme partie se rapporte plus étroitement, comme on
I's déja dit, aux travaux de I'dcole scandinave et francaise (LiNDELOP-
“TverseN ot Mowrer). Introduisons ici explicitement la suivante:

Définition de sectewr 8., non privildgié, et de sectewr S, privilégic.
8., ¢'est un secteur de sommet z =0 ol f'(¢) est holomorphe exception
faite pour 2=0 et ol f(z) admet deux valeurs exceptionnelles finies
ot distinctes a e b {(a==d), (outre que l'co); au contraire S, c’est un
secteur oft la deuxidme de ces conditions n’est pas remplie: dans un
S,, done, f(2) acquiert toutes valeurs finies sauf une au plus.

A) Principaux résultats déjd connus & ce sujet.

Dans son classique Mémoire de 1916 M. Monten, OL étant un
rayon issu de z=0 et intérieur & un sectour 8,, = AO0B, dit préci-
sément ainsi (?):

« Examinons maintenant le cas d'un secteur AOB, dans lequel
«une fonetion f(z) est holomorphe, sauf au point O et rappelons
« A"abord les résultats obtenus par M. LINDELSF et ceux que j'al obtenus
« précédemment relativement & P'ensemble des valeurs limites de f'(2).
«lorsque z tend vers zéro en restant & lintérieur du secteur.

« Supposons que‘z tend vers zéro en suivant le rayon O, si
« une dos valeurs limites de la fonction f(#) qui ne prend dans le
« secteur ni la valeur zéro ni la valeur un est égale & 0, 1, ou oo, il

(1) Des ensombles de points hypotendants & zéro de ce type partioulier avaiont
6té déjh rencontréds, d'ailleurs, méme par M, Ostrowsky (Math. Zoit., Bd 24, 1925).
(*) Voir Monrrs, «Ann, Be. Norm. Sup, », t. 33, 1916, § 17, pag, 2060.
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«en sera de méme sur tout autre rayon situé & ’intdrienr du secteur
« AOB.

« 8i sur le rayon OL, les valeurs de f(2) ou de A ou de ——~im——

20 e

«ont leurs modules bornds, il en sera do méme pour tout autre
«rayon OL/.

« Enfin, si sur OL, f(2) & une limite unique &, f(z) tend unifor-
« mément vers cette limite dans tout secteur A'OB’, complétement
« intérieur 4 AOB ».

Puis M. MoxteL ajoute des nouvelles propositions & ce sujet mais
de moindre importance que les précédentos.

Eh bien vis-a~vis de ces résultats je vais immédiatement présenter
les théordmes suivants:

BY Propositions nouwvelles.

1) Méme si sur un simple E,,, (ensemble hypotendant & zéro) (%)
d'un 8,,, f(2) tend vers une quelconque de ses deux valeurs oxcop-
tionnelles finies @ ou b, f(2) est, & Vintérieur de 8,,, bornée (*).

et bien plus généralement:

2) Bi dans un 8,,, f{z) converge, méme sur un simple I,,,
vers une limite finie queleonque, f(2) est, & I'intérieur de S,,, bornée (*).

1Y

3) Si donc f(2) n'est pas bornée & lintérienr d'un 8,,, sar
n’importe quel E,, de S,,, F(¢) ou bien ne converge pas, ou bien
converge vers la valeur oo (),

4) 81 méme sur un simple E,, dun 8, f(2) converge vers
une (queleconque) « de ses trois valeurs exceptionnelles (donc ou « — a
ou a==h ot w==o0), f(2), & 'intérieur de S,,, converge uniformément,
vors cotte méme limite «.

- {1) Bien entendu, je le dis une fois pour tourtes: «hypotendant & zdro de
P'intérienr de S.p».
(%) Cela signifie exactement ¢a: f(z) est bornée & l'intérienr de chaque
sectour A'OB' de sommet 2z = 0 intérieur a S, = AOB; (A0 5= AOQ, B'O == BO).
() Ce théordme contient, comme cas particulier, le précédent.
(*) Ce théortme est une conséquence immédiate du précédent; on 'n mis,
toutefols, en 6vidence A canse de son expressivitd et de son importance.
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B) Si sur un quelconque (') ensemble E, (de points de S,,, tendant
a zéro de lintérieur de 8,,) f(z) converge vers une (queleconque) o
de ses trois valeurs exceptionnelles «, b, ou oo, f(2) converge de méme
vers o sur tout autre ensemble K, de 8,,(*) tel que le couple C{E,, E,)
soit régulier,

Done en particulier:

6) Si sur un gquelconque ensemble E, de points de S,, tendant
4 zéro de l'intérieur de 8,,, f(2) converge vers une (quelconque) «
de ses trois valeurs exceptionnelles (finies ou infini) @, b, oo, elle con-
verge aussi vers o sur tout autre ensemble de points de 8, (toujours
tendant & zéro de l'intérieur de S,,) qui s’obtient de K, par variations
arbitraires (méme variables de point & point) des arguments des 8lé-

ments de K,

En d'autres termes:

« La convergence de f(z) a Vintdviewr dun 8,,, sur des suites de
« points de S,, tendantes & zdro, vers une de ses (trois) valeurs ewcep-
« tionnelles (findes ou infinie), est complétement indépendante des argu-
« ments de points de Uensemble sur lequel cetfe convergence a liew ».

De 1y évidemment, suit, comme cas trés particulier, le premier
théoréme (de Linprnor-MoNTrL) énoncé dans A.

(") C'est-A-dire hypo ou hypertendant i zéro,
(*) Qui, bien entendu, est, comme I, tendant & zéro do l'intérienr de Sy,
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ITTéme PARTIE.

"TuE THROREME DE PICARD DANS UN SRECTEUR.

A) Principaux vésultats ddja connus & ce sujet.

@) Feole scandinave: Théoréme de Linprror-Iversen (U).

« Soit T un domaine infini du plan des # limité par un seul con-
« tour sans points multiplos ot désignons par 1" et I' les deux bran-
« ches infinies de ce comtour,

« Soit d’autre part f(z) une fonction monogéne n’admettant & I'in-
« tériour et sur le contour du domaine T d’autre singularité & distance
« finie que des pdles.

« i cette fonction tend sur I' et I vers la méme limite ou bien
« ellé tend uniformement vers cette limite dans T, lorsque z a,ugmente
« indéfiniment, on bien elle prend toute valeur, sauf deux au plus, en
«mne infinité de points compris dans T.

« 8 la fonetion f(z) tend sur I' et T" vers des limites distinctes
< olie prend toute valeur, sauf deux au plus, en une infinité de points

« intérieurs & T »,

Remarque. ~ J'ai reporté ici textuellement Uénoncé de M. Ivensey;
il est évident, d'ailleurs, que les faits: 1°7) de considérer au bien d'une
fonetion holomorphe une fonction méromorphe; 2¥2¢) de considérer
an Heu d'un secteur le domaine T déclaré dans l'énoncé; 3*%) de con-
sidérer lo point singulier essentiel & l'co au lieu de le considérer en
z == 0, comme nous le faisons, n'ont pas d'importance essentielle.

Ce qui joue, au contraire, un réle dominant c’est le fait que Von
doit supposer la fonction régulitre méme sur le contour du domaine(*)

(1) Cet énoncé ost extrait de la thise de M, Ivmrsun {Helsingfors 1914)
pag. 20, 11 étend ot précise, grice & la représentation conforme un théordme de
son Maitre M, LinpeLor (Helsingfors 1908); lire & co sujet JULIa, «Ann, Fe.
Norm. Sup. », t. 36, 1919, pag. 98,

(*) Telle done que si 'on applique le théorbme an cas d’une fonction holo-
morphe, sur le contour de T la fonction doit &tre véguliére au sens uguel du mot,
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(sauf, bien entendu, au point singulier essentiel) ot que [(z) doit tendre
sur les deux branches T’ et I' du contour vers une limite unigue.

Fn d’autres mots les deux branches du contour du domaine T
doivent &tre, pour la validité de la proposition, pas moins que deux
chemins de détermination de la f(2)(*). Bt 'on bien sait quel degré
de difficultd présente I'étude, non seulement de la distribution, mais
méme de T'existence de ces chemins existence qui, d’autre part, n’a
pes été abordée, ot dans des cas extrémement particuliers, que pour
celui des singularités essentielles isoldes.

b) Feole mizte allemande-francaise. (BirerrpacH, Mroux, Va-
LIRON) (%).

On y rencontre les théordmes suivants:

1) « Boit 8(2), (z = rei*) une fonction admettant une singula-
«rité & lorigine, mais holomorphe dans un sectenr S, |z|< Ry,

“P << P < gy +-7i; soit A un angle de sommet z == 0 intérienr & §;
«80it M (r, A) le maximum de |6(z)| pour les points [2]==r apparte-

«nant & A; soit p == Hm log, M(r,A)

étant appelé Dordre de f{(2)
. —Togr ' °©
« dans A, o

« Cela posé: 8i (2) est holomorphe dans un sectewr S d’ouver-
«ture - ot ost d’ordre supérieur & y dans un angle intérieur, clle

< prend toute valeur, sauf une au plus, sur un ensemble de points
«de S admettant 'origine pour point limite »,
C'est le théoréme de BiEsErBACH.

2ime) Dans le cas d'une F(2) admettant le point co pour point

essentiel et holomorphe autour de ce point le précédent théordme

' ; ’ . ; .7 1 : - .

s'applique dés que lordre p dépasse o i} existe an moins un angle
A ) i '

(et méme deux comme le remarque MirLoux) d’ouverture — 4-¢, ¢ dtant

() Lire & ce sujot JuLia, « Le¢ons sur les fonctions uniformnoes ete, », Paris
Gauth.-Villars 1923, § 56 pag. 91, et aussi VALIRON, « Mém. des Sc. Math, s,
fase. TI, § 21 pag. 85.

(*) Je reporte iei presque taxtuellement I'exposé sur ce sujet de M. VaLirow,
«Mémor, de Sc. Math, », fase.TI, § 9 pag, 15,
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positif et arbitrairement petit, dans lequel ¥'(z) — s’'annulle une in-
infinité de fois, sauf peut-dtre pour une valeur de .
(Pest un théordme de M, VALIRON.

geme) M, MrLroux a complété ensuite le théoréme 1% en définis-
sant dans S une suite de régions dans lesquelles les fonctions K (z) —
s'annulient.

. 1 o i
4émey S F(z) est d'ordre p supérieur & 5 s différent de oo,

clle prend une infinité de fois toute valeur, sauf une au plus, dans
un angle fixe mais arbitraivement placé dont Iouverture est supérieure

an plus grand des deux nombres % ot 2w — —.

(Yest un beau théoréme appartenant aussi & M, BigBERBACH.

B) Propositions nouvelles.

Vis-a-vis des précédents théordmes je présente ici, em me bor-
nant aux propositions prineipales établies dans mon Mémoire, les énon-
cés suivants:

1) 8i f(2) est holomorphe dans 8 {1); si B, et B, sont deux sim-
ples ensembles de points de S fendant & zéro et tels que E=5,+1L
tend & zéro de Pintérieur de 8, le couple C(L,, E;) étant noymal, et
si f(2) sur E, tend vers une valeur v, et sur K, vers une valeur #,
(v, == v,) ©, 6tant valeur exceptiounelle de f(z) dans 8, (finie ou infinie).
f(z) ncquiert dans S, et un nombre infini de fois, chaque valeur finie
sauf une an plus.

Dans § so produit, en d’antres mots, lo phénoméne Proarp.

Done, en particulier:

gume) §i O(E,, E,) est un simple couple normal, et si sur I,
f(z) converge vers une limite finie, tandis que sur Ty converge vers
Vinfini, dans S, sans autre chose, so produit le phénoméne Picarn (*).

{) On ne suppose plus ici, ot dans la suife, (bien entendn) que le sec-
feur 8 soit un Spp.

(*) Ce théordme est un cas particulier du précédent, il est vrai, mais quoi-
gue moins généwal, il est plus oxpressif et plus compréhensif. Que Pattention dn
lectenr soit attirée sur cet énoncé,
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" Remarque. - Le 1% théoréme précédent conduit en oulre a une
conséquence considérable et immédiate qui cependant doif étre ici si-
gnalée; c'est la suivante:

Si O(L,, E,) est un couple normal et si f(2) converge sur Ii;
vers une limite », et sur F; vers une limite v, (v,3=v,) v, ¢'est Punique
valeur exceptionnelle finie de f(2) dans S.

gemey 8i sur un L, de 8, f(¢) converge vers une limite finio
et si dans lintérieur de 8, f(2) n’est pas bornée, le phénomens Proanp
so produit dans 8 (%).

Llemarque, — Les points de 'ensemble E,,, peuvent &tre, en par-
ticulier, les zéros d’une fonction entidre, que je peux arbitrairement
placer: d'ici des nombreuses consdquences sur lesquelles je ne peux pas
icl m’entretenir.

4tmey Si le couple C(E,, E,;) est régulier, E =1, +E, tendant a
zéro de lintérieur de S, et si une des valeurs limites de f(2) sur I,
ost exceptionnelle, tandis que toute autre valeur limite v, de f{z) sur
B, est distinete de »,, dans S se produit le phénoméne Picarn.

Done, en particulier mais d'une fagon bien plus expressive:

By §2 le couple C(K,, K, est réqulier, B==E, + I, tendant
& zdro de Dintdrieur de 3, il suffit seulement que sur Ky, f(2) soit bor-
nde tandis qu'elle ne le soit pas sur E,, pour que dans S, [(2) acquiert,
et wn nmombre infini de fois, toutes valeurs finies sauf une awu plus ().

Kt encore plus en particulier:

6emey Bi les éléments correspondants des ensembles 1, et K, tout
ayant ces modules égals ont des arguments méme tout 4 foit différents
et si sur By, f(2) est bornée et sur E, ne V'est pas, ¢a suffit pour que dans
8, f(2) acquiert et infinie fois toutes valeurs finies sauf unc-au plus.

(*) C'est une conségnence du précédent théoréme 20me ot de la propriéié
fondamentale des ensembles de points énoncée pag. 4.

{*) Qu'on veuille bien réfléchir sur la portée, la simplicité et Pesthétique de
cette proposition, méme on se rappelant que de couples particuliers d’ensembles
E,, B, réguliers sont ceux olt l'ensemble E, est obtenu de E, par des varia-
tions arbitraives (méme variables de point & point) des arguments des éléments
de I, (voir la proposition Géme gnivante),
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Muis il y a do plus:

Temey G C(E,, Ey) est un couple réqulier par rapport 4 une
méme constante X (ou uniformément régulier) et si V== borne supé-
rieure des valeurs limites de [f(2)] sur B, et 'V, est Uanalogue de 'V,
sur B, Uune des deux, par ex. V,, dant finie, il existe une constante
M>0, M==M(K,V,), telle que st |V,—V,|>M, f(2) acquiert dans 3,
et un nombre infini de fois, chaque valeur finie sauf une aw plus.

Cefte proposition est celle que nous avons déclarée comme devant
étre considérée la plus avancée dans nos recherches.

Ce qu'il y a d’étonnant dans son énoncé, c’est précisément ceci:
Est-ce-que Uon auwrait pu jamais soupgonner qu'un simple trop remar-
quable écart entre les wvalewrs maxima, ou bornes supdricures qu’elles
sotent, des valewrs limites de |f(2)] sur deux simples ensembles de points
du sectewr tendants wvers le point singulier, aurail pu, tout seul, pro-
voquer dans le méme secteur le phénoméne Picard?

Et pourtent cela arrive.

Il est évident, d’ailleurs, que ce nouvesn fait analytique demande
encore beaucoup de recherches,

Ivéme PARTIE

SUR LA CARACTERISATION DES RAYONS PRIVILHGIES 7.

Passons maintenant & la derniére partie:
A) Résultats déja connus.

@) Le célébre théoréme de 1880 assure que le phénomeéne Pi-
cARD arrive dans le voisinage (complet) du point singulier; M. Juria
se demanda si on aurait pu préciser davantage son siége. D’ou la no-
tion de droites de Juria; la voiel (*}:

Soit f(2) une fonction entitre; solent les deux cercles |z|==a,
a

|2] =5, a >0, b>0; 7

> 1; dans la conronne comprise entre les deux

(%) Je donne ici en deux mots cette notion en me plagant, pour fixer les .
idées, dans le cas des fonections entibres, '
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cereles, il existe un point (dit point de Julia), au moins, ol la famille
[(z0") n'est pas normale. Lo semi-droite joignant l'origine & un tel
point est dite direction de Juria de la fonction entiére considérée ().
Cette définition est, en outre, indépendante du nomhre & (*).

Ceci étant bien clair que dans le voisinage d’une telle direction,
toute valeur finie, sauf une au plus, est prise, et une infinité de fois,
par la f(2).

Le pas était achevé,

Deux observations. — Il faut cependant remarquer gue:

1ev) 11 est douteux que la réeiproque soit exacte; c¢'est-i- dire
que si dans tout voisinage (angulaire) d’un rayon issu du point sin-
gulier f(z) acquiert toute valeur finie, sauf une au plus, le rayon soit un
rayon de JuLia (%).

2tmey que dans tous les travaux de Juria et de ses disciples pour

ddcider si un rayon est du type indiqué, il fant s’assurer qu'il passc

par un point P de la couronne dans lequel la famille f(z0¢") n’est pas

normale, ce quil exige que soient veérifides des conditions superficielles.

M. JuLia (1919-21) fit alors une étude approfondie des ensembles

des points P ol la famille n’est pas normale; beaucoup d’autres 'ont
suivi et ont poussé les recherches dans cefte direetion.

b) La question de la caractérisation d'un rayon comme rayon
de Juria, qui est & la base de toutes ces spdeulations analytiques,
fut reprise six années aprés par M. Ostrowsky dans son bean mé-
moire de 1926, Il donne une condition néeessaive et suffisante pour

~ (% Il est juste de remarquer que, d'un certain peint de vue, le mérite prin.

cipal sur ce sujet appartient & M. Montel; ce fut lui, en eoffet, qui dédmontra le
premier, que la famille f{zo"} n’aurait pas pu étre normale dans la couronne (voir
Monrur, «Ann. Eo. Norm. Sup. », t. 88, 1916, Ch. II, § 12 pag. 262); ceci n'amoin-
drit pas, toutefois, la grande valenr des recherches de M. Julia lequel, avee une rare
intnition, prévit gue l'observation svivant laquelle, dans ces conditions, il ¥
aurait en certainement an moins un point de la couronne ot la famille n'ayrait
pu dtre normale, devait entrainer une fonle de trdés importantes conséquences en
particulier pour ce qui coneerns une détermination dun théoréme de Picard.
M. Julia ouvrit ainsi tout un nouveau chapitre de la théorie.

(®) C'est ce qu’a démontré M. VALIRON (voir « Bull, Soc. Math, », Qéme série,
t. 49, pap. 68-78),

(!} Question soulevée par Bloch dés 1926,
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qu'un point P soit un point de JuLia et, en conséquence, pour que le
rayon OP soit une droite de Juria(*). Cette condition qui est done seu-
lement suffisante pour juger si un 7 est un r, est, d'autre part extréme-
ment compliquée et, tandis que pour la caractérisation des rayons r de
Juria elle & plutdt (méme seulement) un intérét théorique, pour celle
des rayons 7, (au sens déclaré pa,g.}.%';?") en plus d’exiger des conditions
superficielles elle glisse, par sa méme nature, dans un krack complet (%),

B) Propositions nowvelles.

Ceux qui ont bien suivi notre exposé devinent désormais sens
peine ce qui suit: en effet, si les deux ensembles E, E,, de points
de S, dont on parle dans les nouvesux théorémes présentés dans la
précédente III#me partie sont tangentes (®*) & un méme rayon r issus
de z =0, ou si, en particulier, ces ensembles s'étendent totalement sur 7,
r est (il est bien évident) un 7,, ¢’est-d-dire, un rayon privilégié: dans
tout son voisinage f(2) acquiert, done, et une infinité de fois, chaque
valeur finie sauf une au plus, et le phénoméne Picanp se produit.

Je n'insiste pas d’avantage sur ce point évident; je vais énoncer
toutefois quelques théorémes pris au hasard; ce sont les suivants:

16r) §i B, et E;-sont deux simples ensembles de points tendants
4 zéro tels que le couple C(E,, E;) est normal, gisant en entier sur ‘
un rayon intérieur & S issus de 2==0 (ou qui sont, tous deux,
tangents 4 # au point z == 0), il suffit que sur K,, f (2) tende & une
limite finie, tandis que sur B, tend & Vlinfini pour conclure que 7
est un rayon privilégié r, (*).

20mey Dans les mémes conditions si B, et K, sont tels, pour
plus, que le couple C(E,, E;) est régulier, 4 la convergence de f(2)

(1) 'Tel que, done, dans tout son voisinage, se produise le phénoméne Pleard.

3) 11 sernit long de justifier iei celte assertion; j'en ai exposdes les
raisons dans mes conférences de Mai 1945 tenues prbs le R. Institut d’Houles
Math. do Rome. Pour une claire exposition des conditions de OsTROWSKY live s
VALIRON, « Mém, Sc. Math. », fasc, XXX VIIL, § 10 pag. 21, 22 ot 28,

(*) Avec une claive signification de ce mot. .

{1) On pourrait ici remarquer qu’s l'aide des propridtés bien connues de la
représentation conforme on pourrait considérer des chemins aboutissants au point -
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sur I, vers une limite finie et sur E, vers Uinfini, on peut remplacer,
tout simplement, ces deux conditions: sur E,, £(2) est bornée; sur E,
elle ne l'est pas.

et tout pareillement:

gtmoy Si B, et I, gisent toujours en entier sur # (on sont tangents
tous deux & 7 au point z=0) mais si le couple C(E,, |,) est,
cotte fois, régulier par rapport & une méme constante K (ou unifor-
mément régulier) et si V, == borne supérieure des valeurs limites
de [f(2)| sur B, et V, est I'analogue de V, sur B, (%) il existe une
constante M >0 telle que si |V, —V,!>M, le rayon » cest, tout court,
un rayon privilégié =, (tandis qu'il est M == M(K,V,)).

Le nouveau fait analytique annoncd pag. %‘?ﬁ' est done par le fait,
bien mis en duvidence.

Lemarque. — Je pourrais désormais me taire; mais dewx choses,
toutefois, me poussent encore & poursuivre un. instant; il s'agit de
ceel:

Supposons, pour fixer les iddes que la £(2) admette, au point z =0, .
umn point singulier essentiel isolé; que OL soit un rayon issu de z == Q
sur lequel f(z) soit bornée, au moins dans le voisinage de 2 ==0, et qu’on
ait placé su OL un appareil physique capable de déceler que sur OL,
f(#), dans ce voisinage n’est plus bornée, par exemple, avee Pallumage
d’une lnmpe électrique; eh bien, les théorsmes tout 4 ’heure rappelés mon-
trent que OL tournant antour de O & chaque allumage et & chague extine:
tion dela lampe correspond «un passage» de OL sur un rayon privilégié (2).

singulier =0 bien plus généraux que de simples rayons issus de ce point. CPest
ce quw'a fait le premier, M. JuLtA; mais cela, & mon avis, n’a pas d'importance
essentielle. Il s’agit, en effet, on tout cas; de propridtés qui ont ce double ca-
ractdre: Ier elles sont satisfaites asymptotiquement tout Ie long du chemin con-
sidéré (ou mienx, dans une bande, si restreinte qu'slle soit, qui contienne & son
intéricur le chemin), donc dans une certaine direction issue de z=0; ITéme olles
sont sabisfaites dans tout voisinage, si petit qu'il soit, du point singalier,

(*) L'uene des deux, par ex., V, étant finje, }

{*) Pour &tre plus préeis: chaque fois que OL en tournant autour de #2=10,
la. lampe s’éclaire on s’éteint, on est assurd, ou bien que I'on a surpassd, ou
bien gue Fon est sur un rayon privilégid 7, (réfléehir par exemple, b la fiz) = e
lorsque OL tourne autonr de z==0), :
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J'ajoute enfin que les hypothdses rattachées aunx théorémes -
damentaux présentés dans la IIPme ot la IV®1® parties ne somt bhas,
comme on pourrait raisonnablement le craindre, des hypothéses prati-
quement irréalisables; elles sent au contraire, comme je l'ai démontrs,
certainement, réalisées (par exemple dans le cas d'un point singulier
essentiel isold) méme dans un secteur du plan complexe des 2, qui
n’envahit pas ce pla,n‘en entier.

Tl.n'y & done rien d'illusoire dans ce que j'ai supposé, et J’aché-
verai ce bref exposé en remarquant que, vu les précédents résultats,
jamais la reprise foncidre de létude de Vallure d'une fonction ana-
lytique au voisinage d'un point singulier essentiel, ne s’est imposée
comme on ce moment, en suivant les nouvelles directions ci-dessus
indiquées: ' ' "
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SULLA SISTEMATICA
DELLA ATTIVITA VESUVIANA ®

FELICE IPPOLITO

SVMMARIVM. ~ Broviter exposita peculiarl Vesuvii natura, qua a ceteris
valeanis differt, Anctor, doctrinae A, RrrraranN helvetii innixus, novam proponib
vationew gqua ordine definiri possunt eruptiones huius notabilis vuleani,

I nota la grave difficoltd che hanno incontrato 1 vuleanologi
allorchs hanno tentato di stabilire una sistematica della attivithd vul-
canica. Vari autori, tra i quali primo il Mmnrcsrui, adottarono uns si-
stematica basata sulle eruzioni caratteristiche di alcuni vuleani molto
noti e parlarono, per esempio, di attivita hawaiana, stromboliana, vulca-
niane o peleana. Ma lo ricerche pitt moderne hanno dimostrato che
tutti i vuleani, ed in particolare quelli che diedero il nome ad un
tipo di attivitd o, come anche si disse, ad una fase, presentano eru-
zioni di specie diversa ed attivitd variabile, onde & preferibile, ad ovi-
tare confusioni, bandire tall denominazioni di carattere geografico e
tentare di stabilire una sistematica nella quale ogni denominazione
definisca, magari convenzionalmente, il carattere proprio della manife-
stazione. Una classifica provvisoria di questo tipo & stata pubblicata
da A. Rrrrmany nel 1937 (*} e suoccessivamente nel 1944 (*); ma essa

{*} Noto presentata dall’Accademico Pontificio Giorgio Dal Piaz il 7 obte-
bre 1944,
(4 RrrrMaxy A, Vulkane und ihre Ldtigheit, Stubttgart, 1937,
(® Ib., Vuleani, attivité ¢ genesi, I, P, 8. A., Napoli, 1944,

19 dete, vol. IX,
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naturalmente, per la varietd e vastitdy dei fenomeni che abbraceia, non
pud essere che molto approssimativa.

Maggiore precisione & invece possibile raggiungere nel caso in
cui si voglia addivenire ad una sistematica della attivith di un singolo
vuleano perché, per quanto molteplici possano essere, 1 fenomeni che
ivi avvengono non abbracciano mai tutte la gamma dei fenomeni vul-
canici. £ qui potrebbe - i nuovo essere ammessa una nomenclatura .
geografica, nel senso che, ad esempio, con wttivitd vesuviana si potrebbe
indicare, come facciamo, il complesso delle manifestazioni vulcaniche
che hanno luogo al Vesuvio e che constano, come vedremo subito,
di vari tipt di attivitd,

Nel 1984 lo stesso Rreramany, trattando del meccanismo delle eru-

zioni (1), propose una classifica sistematica dell’attivitd vulcanica vesu-
viana., Ma nel corso di un ampio studio al quale presentemente atten-
diamo {*) mi & sembrato opportuno riprendere largomento ¢ modifi-
care alquanto la sistematica del Rirrmann, come & indicato nelle quattro
tabelle alligate.
_ Classificaro l'attivitd del Vesuvio presenta in effetti notevole dift
ficoltd perchs, come & noto, questo splendido vuleano, non &, come vol-
garmente si ritiene, il prototipo degli edifiel vuleanici, ma anzi uno
dei meno comuni. '

In primo luogo esso non & un edificio vulcanico semplice bensi
un vuleano misto e precisamente wn vulcano a strato composto con succes-
sione inversa, perché la successione delle forme costruttive & ivi inversa
di quella dei normali vulcani composti. Mentre questi ultimi infatti
iniziano la loro attivitd con eruzioni &i magme meno viscoso e pilt
basico per evolvere nel tempo verso un magma pilt viscoso ¢ sempre
meno basico. fino ad acido, al Vesuvio, ¢ ad altri vulcani ad esso affini,
sl riscontra una fenomenclogia affatto inversa.

Col variare delle forme costruttive si osserva altresi notevole varia-
bilita dei prodotti, quale non si verifica nella generalithd dei vulcani
oggi attivi, ma che trova solo riscontro mnei prodofti di taluni vulecani
orn estintl. Sia la variabilith delle forme costruttive che quella dei

{*y Reremasw A, Der dusbruchmechanismus des Vesuvs, «Die Naturwissen-
schaftten », XXTI, 1934, pag. 805.
(*) RreweManx A, I Vesuvio ed il suo magne a eura di I, IppoLiTo (in corso),
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prodotti emessi, dipendone naturalmente dalla variabilitd delle condi-
zioni fisico-chimiche del magma, che esplica la propria « capacitd di
eruzione » in una grande varietd del fenomeni.

Nella sistematica gui proposta e che abbraceia solo l'attivita « sto-
rica » del Vesuvio, ciod dal 79 ad oggi, ho tentato di distinguere gh
elementi dell’attivitd dal #ipé di attivitd, intendendo per «elemento »
di attivitd la manifestazione semplice del fenomeno evuttivo, ciod quella
che now pud scindersi ulteriormente in pitt manifestazioni, mentre i
«bipi» di attivitd constano dal persistere nel tempo di uno (attivitd
persistente semplice) o pilt {atbivitdh persistente complessa) elementi di
attivitd, ovvero dal succedersi o dal sovrapporsi in fase parossistica
di vari olementi di’attivitd (attivithd parossistica: eruzioni).

In questa classifica ho anche tentato di stabilire una nomencla-
tura precisa: ho indicato col nmome di esalazione od effusione Vemis-
sione tranquilla e continua; c¢ol mome di lencic 'emissione ritmica;
col nome di eiezione Vemissione violenta o continua; col nome di esplo-
séione V'emissione violentissima e breve. In base a questa classifica si
verrebbe a restringere la denominazione di eruzione solo al casi di
attivith parossistica nella quale, come ho ora accennato, si succedono
con notevole violenza a breve distanza, o anche si sovrappongono, due
0 pitt elementi di atéivits; ma, per seguire I'uso crmai invalso da limgo
tempo, ho lasciato il nome di eruzione, con 'aggiunta bensi della spe-
cificazione lenta, a quelle attivitd persistenti complesse, come ad esempio
Veffusione terminale lenta accompagnate da lancio di scorie o di lava,
elie hanno al Vesuvio notevole importanza, A meglio intendere lo ta-
belle ricorderd che il femomeno si dice centrale se avviene alla boces
principale del vulcano, ferminale se ad una bocea effimera nel cratere,
laterale se al flanchi del monte, eccentrico se mnella regione pedemon-
tana del vuleano. Nel caso perd delle ultime due denominazioni & op-
portuno notare che la differenza fra attiviia laterale ed eccentrica non
sta solo nella zona dove il fenomeno & in atto, beusi nel fatto che
Pattivitd laterale attinge il materiale emesso dal condotto del vuleano,
mentre quella eccentrica direttamente dal focolaio vulcanico attraverso
un proprio condotto. Il che, come & chiaro, importe nofevole diversita
nei fenomeni.

Napoli, Centro Ricerche Geominerarie dell L R. 1., settembre 1344,
Istitnto A} Geologin Applicata della R, Universith,
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AZIONE, DEI RAGGI RONTGEN
SU EMBRIONI' & LARVE DI ANFIBI®

Nota IT

TEODORO PERRI

SVMMARIVM, — Quid efficiant radii X in fetibus Ranae esculentae Aunctor inve-
stigavit, germina trensferens inter radintos et normales fetus; in larvis autem
Ranae esculeniae, subministrans tivoideos sucos. In insitionibus inter normales
ot radiatos fotus perspexit Auctor megni mommenti esse pronephrum in hydrope
ex radiatione gignenda.

Le ricerche che dal 1944 () vado eseguendo sull’azione dei raggi X

su embrioni e Jarve di Anbifi, studiano la diversa réntgensuscettibilita
dei vari abbozzi, indagandola con varie metodiche (trapianto di abbozzi
tra embrioni irradiati e normali; innesti di ampie parti embrionali
_tra embrioni irradiati ¢ normeli; somministrazione di estratti tiroidei
a larve irradiate; ecc.). Queste ricerche sono utili per meglioc cono-
scere, nel loro aspetto morfologico e funzionale, le proprietd intrin-
seche dei vari abbozzi, le correlazioni tra le varie parti dell'organismo
irradiato, ed implicitnmente a distinguere le azioni dirette dei ragel X
da quelle indirette.

Questa note & un breve sunto del risultati conseguiti nel 1945 (?),

(*) Nota presentats dall’Accademico Pontificio Filippo Silvestri il 12 gen-
naio 1946.

(*) «Acta», vol. 8, n. 9, 1946, pag. 67-72.

(%) Nell'Istituto di Anatomia comparata della R. Universith di Roma.,

20  Adcte, vel. IX,
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indagando su ermbrioni o su larve di Rana esculenta (*). Ho irradiato
con tensione di 40.000 volt, intensits di 8 milliampere, senzs filtro, di-
stanza degli irradiati dall’anticatodo di cm. 21,6 per gli embrioni e di
em. 10,6 per le larve. Lia quantity di raggi & stata somminisirata in unica
dose, o in pill di una con brevi intervalli. Gli irradiati venivano tenutl
in una vaschetts di vetro (sempre la stessa) con uno strato di mm. 4
di acqua comune.

Nelle esperienze che qui riferisco, gli embrioni sono stati irradiati
allo stato di bottone codale appena sccennato. Nella mia precedente
note ne riferii il comportamento generale; mi limito qui a ricordare
che per irradiazioni di 80' o pili gli embrioni muoiono con notevole
idrope, ¢ che por dosi di 25" possono morire dopo un tempo pilt lungo
e senza idrope. Sia melle esperienze di trapianto che di immesti ho
sempre usato dosi di 80’ o pit, Il periodo di sopravvivenza, com’s
noto, dipende dalla temperatura in cui sono fenuti gli embrioni dopo
Pirradiazione. Mi sono accertato che le differenze di temperatura del-
Pacqua durante Virradiazione, anche se di una diecina di gradi, mon
hanno una notevole influenza; e percié non ho avuto, per una stessa
dose, risultati differenti secondo il mese in cui ho irradiato.

Come ho gid accennato al principio di questa nota, la principale
linea direttive delle mie esperienze & lo studio della diversa réntgen-
suscettibilith dei vari organi, Le esperienze dell’anno scorso mi avevano

2

mostrato che la vescicola ottica primaria & pil resistente ai raggi X
che non V'intero embrione; ed infatti se viene trapiantate da un em-
brione irradiato su uno normale, si ha che continua a svilupparsi mentre
Vembrione cui apparteneva muore; solo se la irradiazione supera una

(1) Sperimentai anche su embrioni di Bufo vulgaris, B. viridis, ecc. Per essi
mi limito a mnotare che in B. viridis, irradiando allo stadio di bottone codale per
40' o pit, si osservano spessissimo due profonde fessure laterali che dalla regione
buccale giungono sino alla cavith olfattoria; la parte dorsale compresa tra le
fossure & stesa in avanti, Ho notato imolére che in B. wulgaris ed in DB. viridis,
in confronto & Rana escufenta, la sopravvivenza all’irradiazione & maggiors e
I'idrope insorge piy tardivamente. ' '
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corta dose, l'occhio trapiantato va presto in disfacimento e viene rias-
sorbito, Ho riconfermato questi risultati ed ho tenuto in vita l’em-
brione normale ospitante per piti lungo tempo, anche per un mese
e mezzo (arti posteriori gia comparsi). In aleuni casi ho notato distru-
zione tardiva dell’occhio; in altri sopravvivenza in buone condizioni
anche dopo un mese e mezzo me con notevolissima riduzione di vo-

I, 1.

Schema mostrante Ie linee lango lo
quali sono statl eseguiti innosti tra
embrioni normali ed irendiati.

lume. Ho consigliato alla sig.”® N. F'ronrary, interna in questo Istituto,
varie esperienze di trapianto dell’occhio irradiato nella cavitd orbi-
taria di larva normale; i risultati gia raggiunti confermano i miei e
li estendono.

Queste esperienze di trapianto vanno evidentemente estese a quanti
pilt abbozzi & possibile. Ho per ora notato che la regione branchiale
e la regione buceale, trapiantate su embrione normale, presentano una
réntgensensibilith. maggiore che la vescicola ottica. Gli organi adesivi
hanno invece una scarsissima réntgensuscettibilith: trapiantati infatti
da embrione irradiato su normale compiono il loro ciclo in maniera
sensibilmente normale, e questo per dosi sia debolissime che medie e
forti,

Come si vede, la tecnice dei trapianti si profila di notevole utilita
per lo studio della réntgensuscettibility differenziale dei vari organi,

Collegate con queste esperienze, sono quelle di trapianti di abbozzi
ma in senso inverso, ciod da embrione normale su embrione irradiato.
La vescicola ottica, come avevo gid notato nella mia precedente nota,
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non risente in modo sensibile dell'influenza dell’embrione irradiato.
La regione branchiale si sviluppa invece molto meno che nei trapianti
tra embrioni normali; ma & da tener presente che negli embrioni irre-
diati sono notevolmente alterate (idrope) le condizioni di ecireolo, le
quali (Ekman) hanno tants importanza nello sviluppo delle branchie;
ed ho potuto anch’io persuadermene asportando Pabbozzo cardiaco
oppure i pronefri in embrioni giovani o avanzafi.

Adungue un’azione diretta, diversa da quella ora prospettata,
dell’embrione irradiato sugli abbozzi di embrione normale non & finora
risultata. '

Strettamente collegate con le esperienze di trapianto tra embrioni
normali ed irradiati sono le esperienze di innesto tra una parte di
embrione irradiato ed una parte di embrione normale sicché 'embrione
risulti completo. Queste esperienzo d'innesti permettono in pit di ese-
minare l'aspetto fisiologico del problema. Anche qui sperimentai su
Rana esculenta, irradiando allo stadio di bottone codale con dosi suf:
ficienti a portare a morte gli embrioni con notevole idrope. Il piano
divisorio tra normale ed irradiato & all'incirca trasversale e situsto a
diversa altezza (vedi schema annesso). '

Se la parte irradiata & quella posteriore, e giunge & comprendere
il pronefro e Vabbozzo cardiaco (linen & dello schema), sia I'insorgenza
dell'idrope che la sopravvivenza sono come nei controlli (embrioni
normali irradiati con la stessa dose). Se invece comprende il pronefro
ma non il cuore (ne ho studiati solo tre casi), 'idrope insorge pil1 tardi
ma la sopravvivenza nei miei casi & stata la stessa. Se, infine, non com-
prende né il pronefro né il cuore (linea ¢ dello schema) non si ha
idrope e la sopravvivenza ¢ lunghissima.

Nei casi in cui la parte irradiate & quella anteriore, se essa si
estende fino a comprendere il pronefro ed il cuore (linea « dello schema)
tanto l'insorgenza dell’idrope che la sopravvivenza sono come nel con-
trolli. Se comprende il cuore e l'encefalo ma non il pronefro, 'idrope
insorge dopo un tempo nettamente maggiore e la sopravvivenza & pilt
lunga. Se comprende l'encefalo, ma nd il cuore nd il pronefro (linea b
dello schema), Pidrope insorge ancora pilt tardi, o piti chiaramente che
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nella combinazione precedente coincide econ un notevole riassorbimento
dell’encefalo irradiato, tanto che gli ocehi possono giungere a contatto.
A convalida, ricordo che asportando in embrioni normali la parte
anteriore ad une linea passante caudalmente al midollo allungato e
cefalicamente al cuore (ciod secondo la linea b dello schema) si ha,
concordemente ad esperienze di D’Ancona e Numr, 'insorgenza del-
I'idrope. Infine, quando la parte irradiata giunge posteriormente a
tagliare a mezzo la regiono branchiale (linea ¢ dello schema) non si
ha idrope, e lo stesso si ha negli embrioni normali in cui venga aspor-
tata la parte corrispondente a quella irradiate (*).

Risulta adunque la notevole importanze che ha il pronefro nel
determinare l'idrope precoce; sull’influenza del cuore i dati non mi
paiono ancora sufficienti. Non ho notato, neppure nelle combinazioni
che non dénno idrope, alouna chiara influenza della parte irradiata
sulla normale o viceversa. ‘

Il VinreMBERGER (%), in uova di rans rossa a due blastomeri, irra-
diandone uno solo, non osservd mel successivo sviluppo alcuna chiara
influenza tra le due metd dell’embrione. La Mistruzar (*), in questo
Istituto, ha osservato che un embrione irradiato con dose letale si av-
vantaggia dall’essere unito in parabiosi con unc normale, tanto che una
coppia trattata con tiroide giunse alla metamorfosi; & da tener pre-
sente, per gli opportuni confronti, che nelle parabiosi alcune condizioni
sono notevolmente diverse che nogli innesti tra ampie parti embrionali,

EE

Le stesse questioni di rontgensuscettibility differenziale viste per
gli embrioni, si hanno pure per lo stadio larvale. Questo stadio co-
comincia con l'assunzione di alimento esterno e con linizio (Cotronei)
dello stabilirsi delle correlazioni nervose ed endocrine. Anche qui tro-
vano utile applicazionse i trapianti che saranno estesi in questo senso.
Ho iniziato esperienze che tendono sallo studio di detto problema
me per via diversa, ciod osservando Vazione di estratti tiroidei(*) su

{Y) In queste condizioni di semplice asportazione {in embrioni normali di
Eana esculenta) lo due otocisti si avvieinano ed in parte si saldano,

(* «C. R. Scc. de Biol. », vol. 99, 1928, page. 1590 » 1592,

(*) «Acta», vol. B, n, 12, 1945,

(*) Ho usato 1'Endotiroidina I. 8. M.
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larve giovani o giovanissime irradiate per un’ora. Premetto che le
larve cosl irradiate risentono l'azione degli estratti tiroidei memno che
le normali, e cid in accordo con alcune esperienze del Puermrr (*). Ma
questa inibizione determinata dai raggi X & divérsa nei diversi organi,
st ha ciod una rontgensuscettibilitd differenziale. Gli abbozzi degli arti
non si sviluppano per nulla o quasi; invece l’encefalo, l'occhio, 'oto-
cisti, ece. risentono discretamente l'azione tiroidea e cosi possono rag-
giungere un grado di differenziamento nettamente piti avanzato che le
laxrve solo irradiate e fissate poco prima di morire; si ha un accen-
tuarsi delle disermonie da somministrazione tiroidea (Cotronei), E evi-
dente che anche qui, al pari di quanto si & visto negli embrioni, la
morte precoce dell’intero organismo impedisce agli organi meno ront-
gensensibili di estrinsecare tutte lo capacitd rimaste loro dopo l'irra-
diazione. Ricordo che mentre negli embrioni I'abbozzo lentogeno resiste
all'irradiazione pit dell’abbozzo retinico, invece nelle larve & meno
resistente,

Numerose rieerche di vari Autori avevano mostrato una suscetti-
bilita differenziale dei vari organi di fronte ai pit svariati agenti sia
fisici che chimici (anche per i reggi X); desidero qui ribadire che
l'uso dei trapianti permette una visione dei fatti molto pili completa,
particolarmente nei casi ove la morte dell'intero organismo impedisce
di seguire sino in fondo il destino di ciascuna perte di esso. E ¢id
verificasi non solo per i raggi X ma anche per altre condizioni: ri-
cordo qui, perché me ne vado occupando, I'azione della temperatura,
ove gid il Buoctante (nel pollo) aveve usato la tecnica delle culture
in wvitro, e mie esperienze sul digiuno delle larve (%).

(Y} = Journ, of exper. Zool.», vol. 76, 1937.

(*») In embrioni normali di Rana esculenta, sottoposti a rapido e notevole
aumento di temperatura, in modo che riportati alla normale muoiano costante-
mente dopo aleuni giorni; ho notato che la vescicola ottiea trvapiantats su em-
brione normale continua a vivere ed a svillupparsi. Nelle larve normali giova-
nissime (di R. esculenta) per effetto del digiuno prossime a morire e non pilt ca-
paci di rialimentarsi, ho osservato che 'occhio trapiantato su una larva normale
continua nel sno sviluppo.
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CONCLUSIONI

1° Queste esperienze hanno posto in evidenza una notevole
rontgensuscettibilitd differenziale tra i vari abbozzi embrionali, ove la
tecnica dei trapianti ha mostrato che alcuni di essi (vescicola ottica,
coda) possono sopravvivere anche a lungo alla morte dell’embrione
cui appartenevano; e lo stesso comportamento si ha tra i vari abbozzi
delle larve.

2° Hsperienze di innesti pongono in rilievo la notevole impor-
tanza del pronefro nel determinare l'idrope, quale effetto dell'irradia-
zione.
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CONTRIBUTO
ALLA CONOSCENZA DEL MECCANISMO D’AZIONE
DELL’ANTIBIOSI TRA MICROORGANISMI

(Nota riassuntiva)

G. B. MARINI-BETTOLO wp ENRICC DEL PIANTO

SVMMARIVM. -— Postquam Auctores animadverterunt nonnnilas ex antibioticis
substantiis, quae notae sunt, et plerosque metabolismi microorganismorum fructus,
esso revorsibilia oxydoﬁleductmms systemata, experimenta ex chinonibus fecerunt,
quibus porspexerunt fere omnes chinones inhibenti vi in Staphylococeum pyonencn
auwrewm pollere.

L’antagonismo biologico tra microorganismi, e ciod la propriet
di aleuni funghi e batteri di inibire lo sviluppo di altri funghi e batteri,
& gid conosciuta da molto tempo in botanica ed in microbiologia [1],
senza che ne sia stato approfondito il meccanismo di azione.

L’azione antibiotica, secondo Waxsmax, pud essere distinta in una
azione direfta di un microorganismo sull’altro ed in un’azione indiretta
dovuta al prodotti del metabolismo di uno dei microorganismi., Esempi
classici dell'antibiosi per azione diretta sono le osservazioni di PasTEUR,
il quale riusciva a proservare gli animali da esperimento dall’infenzione
carbonchiosa, inoculando, insieme col bacillo ‘del carbonehio, batteri
banali.

Quanto agli esempi di antibiosi per azione indiretta, possiamo af-
fermare che essi sono attualmente oggetto di numerosi studi, special-

(*) Nota riassuniiva delle Memorie presentate dall’ Aceademice Pontificio
Francesco Giordant il 7 aprile e '8 ottobre 1945,

Lavore eseguito nel Laboratorio di Cbxmlca Organica dell'Istituto Chimico
delln R. Universita di Rowma.

21  Aete, vol. IX.
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mente dopo la scoperta della penicillina da parte di Freming [2] ed il
suo impiego in terapia. Anzi i risultati oltremodo lusinghieri ottenuti
con la penicillina hanno indotto in questi ultimi anni numerosi ricer-
catori ad estendere le attuali conoscenze sull’azione antibiotica presen-
tata sia dal microorganismi che dai prodotti del loro ricambio, Sono
state cosl successivamente scoperte l'actinomicina A e B, la tirotri-
cina, la gramicidina, la piocianina, la gliotossina, la patulina, ece., tutte
gostanze ad azione batteriostatica anche elevata, ma che non sono an-
cora entrate nella pratica terapeutica perché presentano, al contrario
della penicillina, un’azione tossica sugli organismi superiori, '

Solo di alecune di queste sostanze attualmente si conosce con esat-
tezza la cosbtituzione chimica; cosi ad esempio la piocianina e la olo-
rorafina sono semichinoni del gruppo della fenazina, la gliotossina & un
derivato eterociclico azotato contenente anche zolfo.

_ Fino ad oggi il maggior numerc di studi ohimici sui prodotti del

metabolismo dei microorganismi si deve al Raistrick, dell’Ospedale
delle Malattie tropicali di Londra ed ai suoi Collaboratori, chimici e
biologi, tra i quali si devono ricordare R. Romixson, A, E. Oxrorp,
H. Haworrr e tanti altri ancora. :
. DEsaminandc e confrontando i risultati di tuttl questi lavori, ab-
biamo osservato che i numerosi prodotti isolati si possono raggrup-
pare, secondo la loro natura chimica, in sei gruppi distinti, e precisa-
mente : in fenoli (e acidi fenclici), in chinoni (compresi gli antrachinoni),
in derivati alicicliei, in derivati eterociclici (comprese le porfirine),
in derivati dell’acido metiltetronico, in alcooli e acidi della serie ali-
fatica.

Data la brevitd concessa a gquesta nola non ci soffermiamo ad esa-
minare singolarmente tutte queste sostanze, ma facciamo rilevare che
il maggior numero di esse appartienc al gruppo dei chinoni (spinulo-
gina, fumigatina, citrinina, ecc.) ed ai derivati dell'acido y-metiltetronico
(acido carlico, acido penicillico ece.) (*).

Eseguendo il confronto tra le formule di costituzione di tali so-
stanze abbiamo osservato come gran parte delle sostanze antibiotiche

{*} La completa bibliografia sull'argomento & raccolta nei lavori «in extenso»
in corso di pubblicazione sulle « Commentationes Pont. Ac. Scien. ».
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conosciute nella loro struttura chimica, come pure aleuni prodotti del
metabolismo dei microorganismi, appartengono a sistemi reversibili di
ossido-riduzione, onde viene spontaneo chiedersi se ’azione antibiotica
non possa essere, almeno in parte, legata a tale loro proprietd. Per
questo motive abbiamo rivolto la nostra attenzions allo studio delle
sostanze organiche appartenenti a sistemi reversibili di ossido-riduzions,
iniziandolo con quello dei chinoni. -

Sui chinoni aveva gi& speriméntato A. Oxrorp {3], partendo dalla
osservazione che la fumigatina, 3-ossi-4-meftossi-toluenchinone, prodotto
del metabolismo dell’ Aspergillus fumigatus, possedeva una notevole
azione batteriostatica, Per stabilire a quale aggruppamento dovesse
attribuirsi tele azione, I'OxForD aveva eseguito prove comparative
con quindici chinoni, giungendo alla conclusione che l'azione batte-
riostatioa dei chinoni fosse da ascrivere al gruppo:

\ /
o¢ o
Ng =0/
I

OCH,

che & pure presente nell’acido penicillico. Questa ipotesi non spiega
tuttavia il perchd dell’azione batteriostatica di altre sostanze (piocia-
nina, olororafina, ecc.) nelle quali non & presente tale aggruppamento.
Invece & interessante notave, come gia abbiamo sopra accennato, che
non. solo i chinoni studiati da A. E. Oxrorp, ma molte altre sostanze
batteriostatiche, che non rientrano nello schema precedente, come i
derivati dell’acido y-metiltetronico, la piocianina, la violaceina, ecc. co-
stituiscono sistemi reversibili di ossido-riduzione.

Per questa ragione abbiamo intrapreso, sin dal gennaio 1945, una
serie di esperienze sull’azione batteriostatica dei chinoni al fine di sta-
bilire se effettivamente esista una relazione tra il potenziale di ossido-
riduzione delle sostanze e l'azione batteriostatica e se altri chinoni
possiedono azione batteriostatica ed in quale grado.

- Le evperienze sono state condotte con ventotto chinoni contenenti
nella loro molecola Vanello benzenico o i sistemi della naftalina, del-
Pantracene, del fenantrene e del crisene.

Abbiamo scelto, come primo teste batterico, lo Staphylococcus pyo-

genes aureus per le sue note qualitd colturali, che ben si adattano alle
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nostre esperienze. Questo infatti & un batterio asrobio e anaerobio
facoltativo che tollera assal bene alti scarti di ph e che sviluppa molfo
rapidamente in terreni ordinari dando in brodo semplice, gia nelle
prime ore, un’intorbidamento omogeneo. Lo sviluppo delle colture &
. stato seguito comparando ad occhio nudo I'intorbidamento da esse rag-
giunto oon quello delle colture di controllo.

Per seguire anche le minime variazioni di sviluppo, ¢i siamo ser-
viti di un metodo nefelometrico, misurando al fotometro di Pulfrich
Vintorbidamento raggiunto dalla coltura come valore di opacitd re-
lativa.

La semina & stata sempre eseguita con la stessa carica batterica
[una goceia (= */,, di cc.) di brodocoltura di 24 ove]. Si & cercato di
usare in tutte le esperienze brodo della stessa composizione e comunque
es80 & stato sempre controllato rispetto a chinoni per i quali avevamo
gia fissato il potere batteriostatico.

Alcuni chinoni sono stati sperimentati a diversi potenziali di os-
pido-riduzione, facendo variare il ph del mezzo. Nella tabella alla pa-
gina seguente sono rigssunti i dati sperimentali.

Si pud osservare che, sebbene non vi sia uno stretto parellelismo
tra U'azione batteriostatica dei chinoni sullo Stafilococco aureo ed il
loro potenziale di ossido-riduzione, tuttavia quasi tutti i ohinoni spe-
rimentati possiedono, in vario grado, proprietd batteriostatiche, in-
dipendentemente dalla presenze o meno del gruppo che secondo
A. E. Oxford & caratteristico.

Queste osservazioni avvalorano ['ipotesi da noi espressa che le
proprietd suddette siano da attribuire piu che alla loro formula di co-
stituzione, alla loro particolare capacitd di ossido-riduzione.

Come si pud notare il fenantrenchinone ed il erisenchinone che
hanno caratteristiche chimiche molto simili, possiedono uguale potere
batberiostatico e ciod inibiscono completamente fino a conoentrazioni
di 1/200.000, mentre fanno risentire ancora l'azione ritardante sullo
sviluppo dello Stafilococco aureo a concentrazioni di 1/1.000.000

Dalla tabella inoltre appare che I'azione batteriostatics dei chinoni
viene diminuita dall’introduzione di un gruppo -NO,, -80,H ed -OH
e che ha inoltre influenza la posizione occupata dal gruppo NO,.
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s COMPOSTO Concontrazione | Azione inibitriee
3
1| 1 —4 -—benzochinone . . . . 1/10,000 notevolissima
2| idvochinone. . . . . . . ., . . , 1/2000 completa o ph 8
3| acido bromanilico {2 — 5 diossi — 8 — 6 —
~- dibrochinone * , . . , . . . ., 1/5000 nulla
4| hromanile (tetrabromochinone}® . , 1/85.000 *
5| 2— 8 — diclorochinone . 1/10.000 completa
6 cloranile (tetraclorochinons) . 1/80.000 nulla
7| 2—6—dimetossichinone . . . . . 160000 | notevolissima
8| 2—b-— dimetossickineme, . . . . . 1/60.000 »
9! timochinone {2~ metil —b — isopropil —
~chinone) . . . ., . ., . . ; 1/27,000 completa
10! 8 — 6 — diossi —— timochinone . , , 1/37.000 parziale
11} para - nitro — fenilehinons ., . , . . 1/11.000 completa
12} meta — nitro — fenilchinone , . . . .. 1/13.000 ’
13! a— naftochinone . . . . . -, 1/85.000 "
14| 8 -— ossi — « — naftochinone . , , ., . 1/15,000 parziale
16| 5 — B — diossi — a — naftochinone. 1/9600 nulla
16| 2 —38 — dicloro — a *~ naftochinone | - -
17| 2 — metil — a — naftochinone 1/28.000 completa
18] 2. 8 .. dimetil — x -— naftochinone * 1/25.000 »
19| lapacolo(2--ossi—38 amilen-naftoch'inone) 1/16.000 »
20| B~ naftochinone, , . . , . . , . 1/27.000 »
21; sale sodico dell’acido f — naftochinone —
—4 —solfonico . . . . . . . , 1/15,000 purziale
22 aligavine. . , ., . . . ., 1/30.000 *
23| 9 —10 — fenantrenchinone ** . 1/200.000 completa
24| 9 — 10 — fenantrenchinone — diossima ** 1/30.000 »
25 sale di potassio dell’scido fenantremchi-
none ~- 8§ — solfonico . . . , . . 1/67.000 s
26| 2 — nitro -~ fenantrechinone . 1/100.000 >
27| 4.-— nitro — fenantrenchinone . . . . 1/50.000 5
28| 4-— ammino — fenantrenchinone ., . 1/89.000 »
29: 9 10— crisenchinone . . . . . , 1/200.000 »

* Non i & potuto sperimentare n concentrezions superiore n cruss delle scnrse solubilitd
dol composto,
** Le soluzioni aleooliche madri di tali composti dinne intorbidamaento se diluite con acque
por cui si deve ammettore ohe lo concentrazioni offettive sinno inferiori o quolle teoriche,
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Abbiamo iniziato altresi lo studio sulle possibili reazioni che pos-
sono intervenire tra chinoni e ammino-acidi e tra chinoni e proteine
per cercare d'interpretare il meccanismo d’azione di questi chinoni.

Dai nostri dati risulterebbe una certa relazione tra potere deidro-
genante dei chinoni, quale era stato studiato da Langenbeck (6] e la
loro azione batteriostatica.

In queste esperienze c¢i siamo limitati a prendere in esame i soH
chinoni, ma desideriamo sin d’ora richiamare I'attenzione sul fatto che
numerose sostanze di naturs chinonica, pur non possedendo i gruppi
— (0 caratteristici dei chinoni, ma possedendo sempre la struttura
degli orto e dei para-chinoni, (ad esempio i derivati coloranti del di-
fenil-metano, trifenil-metano, ossazine, tiazine, diazina, acridine, ecc.)
vengono usate per la loro azione batteriostatica sia in batteriologis
che in terapis. Non & qui il caso di addentrarsi nell'ssposizione di
numerosi esempi; per acoennare solamente ai composti pili noti si ri-
corderd il verde malachite, il verde brillante, il violetto oristalli, che
sono tutt'ora usati per la preparazione di noti terreni isolanti per il
gruppo tifo-coli; il violetto di metile, la fuosina basica, la pironina,
la tionina, che vengono usate per la prova batteriostatica delle bru-
celle; il blea di metilene, la cui azione antisettioa & ben nota in te-
rapia; ece.

Molti altri esempi si potrebbero qui citare, ma su questo argo-
mento torneremo in successivi lavori nei quali ei proponiamo di esa-
minare altri gruppi di composti costituenti anche essi sistemi rever-
sibili di ossido-riduzione funzionanti in determinati intervalli di po-
" tenziale, al fine di veders se anche essi possiedono proprietd batte-
riostatiche.
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SULL' INTEGRAZIONE DELLE EQUAZIONI LINEARI
A DERIVATE PARZIALI DEL SECONDO ORDINE
DI TIPO ELLITTICO

LUIGI AMERIO

BvaMarIvM, — Aunctor tradit rationem qua integrari possint aegquationes
- lineares secundi ordinis, olliptici genmeris, directe adhibita Greeniana formula,
secundum principia a Picors invecta,

Nei suoi dppunti di Analisi Superiore il Picowe (1) ha mostrato
“come in virth di wna assai notevole interpretazione, da Lul stesso
- indicata, della formnula di Greew, i classici problemi al contorno della

.- fisica~-matematica vengano prospettati, per quel che riguarda la loro
- soluzione, da un unico punte di vista, qualunque sia Vordine o il tipo
- delY’equazione lineare cul essi conducono.

La costruzione effottive del procedimento nel quale tale inferpre-

' tazione viene utilizzata per integrare un’equazione lineare del secondo
“ordine di tipo ellittico & stata pol da me indicata in una Memoria

“di ‘prossima pubblicazione (*), di cui qui riassumo i principali risultati,

" (*y Nota presentata dall’Accademico Pontificio Ugo Amaldi il 7 ottobre 1945,
_ I lavoro & stato eseguito presso I'Istituto Nazmnale per le Applicazioni
“del Caleclo.
() M. Picowwm, Appunti di Analisi Supm'iore, Rondinella, Napoli, 1940,
-pagg (B2-165. Vedasi anche, dello stesso Autore: Nuovi melodi risolutivi per i
. problemi d'integragione delle equagiont lineari a derivate parzicli ¢ nuova appli-
. eazione della trasformata multipla di Laplace nel caso delle equazioni a coejficient?
" . costanti. « R. Acc, delie Scienze di Torino», 1940, pagg. 413-426,
©.. {%) Presso gli «Annals of Mathematicss.

22 dcta, vol. IX,
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1. - Sia

[1] E) =S ago Sbio + cu=f (= )
D Dipy, D !

un’squazione lineare del secondo ordine di tipo ellittico in m varia-
bili (x4, .., 2, ¢ supponiamo le ay,d; funziomi di classe(’) 2 e 1
rigpettivamente, le ¢, f continue in dominio limitato = dello spazio S,,.
Inoltre il determinante [@a] sia unitario, cid che manifestamente non
lede la generalitd.

Introdotto Poperatore differenziale aggiunto di E(u):

By =3 5omt 5 200 o,

ammettiamo che il contorno ¢ di 7 soddisfi a quelle condizioni che
assicuranc la validitd della formula di GremN per ogni coppia u, w
di funzioni di elasse 2:

0 -

dove v & la direzione conovmale(?) a o, orientats verso Uinterno di -,

w ¥ () — w K (u) dTw[ (uﬂwmw%mqugda

v

e 81 & posto
Day,
oy,

L= cos (n) :bi—mz

n ossendo la normale a o, orientata anch’essa verso linterno di .
(*) Sia ¢ una funzione definita nell’interno di wn dominio + di S,;, continua
con tutte le sue derivate parziali di ordine <s. Diremo (G. Ascori, Hguagioni
alle derivate parziali dei Lipi ellitlico ¢ parabolico, Sansoni, Firenne, 1985, page. 52-53)
che ¢ b di classe s in v se & possibile prolungare la ¢ e tutte le sne derivate di
ordine <<§ anche sul contorno ¢ di v in modo da risultare continue in fuffo =
Diremo poi che ¢ & di classe sH in t se essa ¢ le sue dorivate di ordine <3
soddisfano in tutto t a una condizione di HSLDER. Scriveremo H invece di OH,

Infine diremo che una ipersuperficie di Sw & di classe 5, o sH, se & definita
mediante una rappresentazione (invertibile) delle coordinate dei suol punti come
funzioni di classe 8 o $H, di m—1 parametri variabili in un certo dominjo, con
matrice fanzionale mnai nuila. Pit generalmente, si avrd in taluni casi (ad esempio,
por le ipersuperficie chinge) un complesso di rappresentazioni di tal tipo, in parte
sovrapposte. : ou

(®) Ricordiamo che la funzione qui indicata con il simbele on non coinecide,

in generale, con la derivata della u sscondo la direzione v, ma é ad essa propor-
zionale,
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Risulta allora, per la [2], se » & un integrale della [1],

—f uE*(w)drwf (w»wme)——w——w

classica relazione che viene dal Picone interpretata nel modo seguente.

dcﬁffwdr ,

St voglia, ad esempio, risolvere per la [1} ¢l problema di Dirichlet;
siano ciod assognati nei punti di ¢ 1 valori di . In tal caso il PicoNe
comineia col rilevare che

a) se sz CONOSCe UNG SUCCESSIONE %@ V di integrali dell’equazione
aggiunia

[4) - E*(2) = 0

la quale sia chiusa (*) su o, dalla (8] si ricave il sistema di infinite
equazioni di Fischer-Riesz : ‘

B [JelF )

e quindi si conoscono ¢ coefficienti di Fourier dell’incognita 5 rispetto
v

dc——ffv,.d'rzo

alla successione Jv,}, chiusa su o. Resta percid individuata nei punts
. .9
di o la funzione 3?- ™.

%,
Una volta ottenuts la 55 i1 Picone osserva cho

b) se si comosce una successione y2.{ di funzioni di classe 2 in
v tali che la successione (IT*(z,)} risulli chiusa in <, dalla [8] si de-
duce il sistema di Fischer-Riesz:

(6] — f W (2,) dr == [ (M;, —2 L) %gdc — ftfz,dr

e quindi la w resta individuate nei punti di .

() Nelle ipotesi poste, hasta la chiusura rispetto alla classe delle funzioni o
- quadrato sommabile su o, Negli enuneciati che seguniranno ometteremo l'indica-
zioue, facilmente ricavabile, della classe di funzioni rispetto a cui si ha la chiusura.

(*) Dedotta, in modo ben noto, dalla successione j»,.} una egquivalente suc-
cessione {¥,} ortogonale e normale su o, dalle [5], in cui si ponga #,. in luogo
di v, sl ricavano i valovi g, dei coefficienti di Fourier dell’incognita -5151 rispetto

. - Dt =
alla successione 17,!; ne segue 5, né v,
b
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In modo analogo si ragiona per il problema di Nuumawnw, nel
quale la successione }v,{ di integrali della [4] deve esser tale che

PR . )
risulti chiusa, su s, la successione iméi——-v,.L
Y

pone assegnata su uns parte, a,, di ¢ la u, nella rimanente parte, &,

. Be infine si sup-

. Qu L. .
la derivate conormale oy 81 richiede la chiusura, su o, della succes-
. . v . - v,
sione }¢,.1 ottenuta ponendo #,=—w, nei punti di o,, f, = 3 e 0, L
A

nei punti di e,.

Come si vede, la risoluzione dei problemi considerati, mediante
le proposizioni a) e b) viene effettuata in due tempi successivi. Pos-
siamo perd indicare una terza proposizione, in virth della quale le
funzioni incognite possone determinarsi contemporansamente.

Per questo cominciamo col ricordare che, come ha gid rilevato
il Prcowe (*), la teoria usualmente esposta degli sviluppi in serie di
funzioni ortogonali e normali in un dominio appartenents allo spazio
8,. continua a valere anche se le funzioni considerate nomn sono defi-
nite in un solo dominio a m dimensioni, ma in pitl insiemi I, .., L,
aventi clascuno un proprio numero <<m di dimensioni. Gl eventuali
punti comuni a due, o pil, di questi insjemi vanno considerati distinti
e cosi pure saranno distinte, in tali punti, le definizioni delle funzioni.
Seguendo il PicoNE, s6 ¢y, ..., g sono funzioni definite negli insiemi

+ Iy, vy Ip, assumeremo tali funzionl come componenti di un vettore g
dello spazio S,. Se g ¢ @ sono due di tali vettori diremo poi loro
prodotto integrale, e lo indicheremo col simbolo (g,w), la somma

k
{73 (g? (0) = %J&fI?ghmhdIh .

Infine, dati il vettore g e una successione di vettori jw, {, i numeri
¢, = (g, w,) si chiameranno i coefficienti di Fourier di g rispetto alla
successione }w, .

Ad esempio, possiamo considerare un dominio 7 di S,, e una (o0
pil1) ipersuperficie ¢ e definire una successione }w,} di vettori le cui

(1Y M. Picone, Vedute unttaric sul calcolo delle soluzioni delle equazioni alle
dertvate parziali della fisica-matemalica, « Atti del I Convegno di Mat, applicata »,
Roma, 1986 ; Appunti di Analisi Superiore, Rondinella, Napoli, 1340, pagg. 632-634.
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componenti, su T ¢ su o, saranno due successioni di funzioni }o’,{
e }o’,.}, definite rispettivamente su = e su o.
I vettori w, si diranno ortogonali e normali se risulterd

1 per r=s,

(@, ;) :ftm?.msd'r +fcm L de = 3 0 per res

e o un vettore g, di componentl g’ e g", verrd a corrispondere lo svi-
luppo in serie di Fourier  ¢.,., intendendosi con tale simbolo, nei
punti di =, la serie Sec.0, e, nol punti di ¢, la serie 3 ¢.w”,. Inoltre
se i numeri (g, g), (®,,w,) sono finiti, la serie 5 ¢ & convergente e
si ha

8] L Seis(g,8) = [g'd=+ fdg”"'dc :
Percid le due serie

S e, ‘Ec,,w"r

convergono in media su v e su 5 rispettivamente, come risults dal
teorema di Fiscmer-Riesz, avendosi

g 2 q 2 g 2 g
. f (2, c,.co’,) dr &'—f (E,kc,,w’,.) dr -|-f (Erc,m”,.) do=3,¢",
T\p \p s\ P P
if 2 2 2
f (2,, c,.co"T) do= f (%,,c,.w’r) dr -+ f (% c,.m”,‘) do = %,,c,e .
a\p T\D g\ »

La successione di vettori jm,{ si dird poi chéusa se l'unico vettore
g ortogonale o tutti i vettori w, & il vettore nullo (cioé di componenti
nulle, ovunque o quasi ovunque a seconda che le funzioni si suppon-
gano continue o no). Inoltre, se la successione }w,{ & chiusa, nella [8]
vale il segno == e le serie Sc,o',, 3c.w", convergono in media, in =
¢ o rispettivamente, a g, .

(id premesso e considerando, ad esempio, il problema di Di-
rIcuLer, $i ha, per la 3],

_qu*(w)dT +fg—®:wdc :fu(%?wwLw)dc—f fwdr .
T (4 T

G
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. . . w_ ©
Definito allora un vettore g di componenti g'=u, g’:?)i:—, e un

vettore @ di componenti ¢'== — 1i*(w), ¢"==w, si ha, per la [7},

' 2w
9 (g, 9) :fcu(—ﬁTwLw)dc—frfwdr‘
clod & noto il prodotto integrale dei vettori g, 9.

. Ne segue (1):

) se si conosce in v una successione di funzioni }w,!{ tali che la
suceessione di vettori Y91, di componenti ¢, = — E¥(w,), ¢".= w,, sia
chiwsa, dalla {9 si ricava il sistema di Fischer-Riesz:

) Quw,
[10] (g, 9. :fcu( 50— Lw,‘)dc —ftfw,,dr
ciod si comoscono i coefficienti di Fourier dell’incognito wvettore g wispetto
alla successione }¢.}. Risulta percid determinato ¢l vettore g e quindi le

.o Ju 2
sUe Componenti w in T, - in g (%),

Ansaloghi enunciati valgono per gli altri problemi al contorno.

Si presenta ora la questione di costruive le successioni }v,{,}2,}
e jw,{. Tale questione & stata risolta nella Memoria i cui principali
risultati formano l'oggetto della presente Nota. ,

Come vedremo, mentre la costruzione effettiva delle funzioni }v,}
si presenta, in generale, assai ardusa, le funzioni %, sono semplicissime,
potendosi prendere, ad esempio, w,. =&, ... x,%, con o, =0,1....
Inoltre le funzioni w, ottenute godono della proprietd che la succes-
sione E*(w,) risulti chiusa in ~: si pud percid assumere z, = w,.

{YY Durante la redazione di questo lavoro non mi era noto che il Prof, P1-
cong, come Lui stesso mi comunica, aveva gid rilevata {in una conferenza tenuta
nel 1243 ma non pubblicata) 1'esistenza della proposizione e) e degli analoghi
enunciati per i problemi al contorno relativi a equaziont lineari di qualsivoglia
ordine e tipo.

(*) Dedotta in modo noto dalla successione {w,}! una equivalente succes-
sione {7,} tale che la corrispondente successione di vettori {%,}, di componenti
&= —E*@W,), §", =1, sia ortogonale o normale o detto & il valore del se-
condo membro della [10§, in cul si ponga i, §, in luogo di w,, ¢,, risulta

u~—ZEE (@), %E‘;,,, 28,7, .
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Osserviamo infine che mentre, come facilmente si dimostra, le
proposizioni &), ¢) presuppongono l'unicitd della soluzione del pro-
blema considerato, le successioni }v,{, w,{ che indicheremo permettono
di ottenere in ogni caso la soluzione. Mediante tali successioni & stato
inoltre risolto, nella sus forme pili generale, il problema misto.

2, - Un primo procedimento per integrare l'equazione [1], suppo-
nendola a coefficienti cosfanti, si trova indicato in un mio lavoro di
recente pubblicazione (). Tale procedimento si basa sulla conoscenza
della soluzione fondamentale della [4] (ben nots trattandosi di wun’equa-
zione a coefficienti costanti), e si pud estendere a numerosi altri pro-
blemi al contorno relativi o equazioni lineari, in particolare all’inte-
grazione della [1], supponendone variabili i coefficienti; in esso si fa
uso della successione }u.{, che risulta esplicitanente ottenuta.

Cominciamo con Pammettere che le funzioni @y, b;,c, si possano
prolungare in un dominio ', contenente T nel suo interno e avente
per contorno une ipersnperficie ¢’ di classe 2, supponendo inoltre che
in v le ay, b; risultino di classe 2H, 1H rispettivamente, la ¢ di
classe H.

Supporremo inoltre che il contorno o, di area finita, sia di tal
naturs che, per ogni coppia (#,w) di funzioni di classe 2 in =, valga
la. formula [2] di Green. Inoltre ammetteremo che, escludendo al pit
da ¢ un insieme chiuso y di misura (ipersuperficiale) nulla, in ogni
punto M, di o~y esista la retta normale a ¢ e, sssunto M, come
iperpieno di equazione x,, =0, il contorno ¢, in un intorno completo
di M,, abbia equazione x,, = @(®,, .., T,_y), con ¢ funzione di classe 2.

Le condizioni ora poste sono largamente verificate mei casi pra-
tici; si noti, in particolare, che & pud contenere anche infinite iper-
superfiei distinte.

Se ¢ soddisfo alle condizioni indicate e se, detto M un punto
mobile su ¢, A(M), B(M) sono due funzioni sommabili su s, diremo
che o, A, B appartengono all'insieme (a).

. ¢
(Y L. AMERIO, Sull'infegrazione dell’equazione Ayu — Wu = f in un dominio

di connessione qualsiasi, Ist, Lombardo di Scienze e Lettere, Vol. LXXVIII,
194445,
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Un secondo insieme, (f), si definird nel modo seguente, impo-
nendo ulteriori condizioni & ¢, A, B.
Supporremo, riguardo a a, che gli integrali

fUMR"(”"‘“dG y per m>2

Iy (R) =
failog MR|de , per m=2,
—{th—2
oMR7TTH do er m > 2
on b p bl
Je(Ry=1"7°
+(R) 2 log MR

J

. risultino limitati al variare del punto R in un dominio + contenenente v
nel suo interno. Il significato geometrico dells limitatezza di J,(R)
& chiaro quando si ricordi che, detto dwy , 'angolo secondo cui & visto

" dal punto R Telemento do relativo al punto M, risulta

mwmw)dc, per m=9 ,

To(B) = [ |day, ] .

Se osserviamo poi che la continuitd di J,(R) nel punti di ¢ —y
& ben nota, constatiamo come le condizioni relative a ¢, anche se
appartenente all'insieme (f), sono assal larghe e risultano soddisfatte
se ¢ presenta nei punti dell'insieme y quelle singolarita che si incon-
trano nsualmente nelle applicazioni,

Considerando ora le funzioni A(M), B(M), supponiamo la A (M)
continua in tutti i punti di s, la B(M) continua in tutti i punti
di ¢~y e tale che, al variare di N su e, l'integrale

[1BM)|MN-~®ds, per m>2,
J @) =1"°
fU]B(M) log MN|do , per m=2,

_ risulti funzione continua (si noti che questa condizione & soddisfatta
" nei punti di ¢—y e anche nei punti di y, con le singolaritd che si
presentano nei casi pratici, se si fanno su B(M) ipotesi assai meno
restrittive della continuita).
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Cio premesso, osserviamo che, in virtlt delle ipotesi fatte sui coef-
ficienti della [1], se B & un qualsiasi punto prefissato internamente a
7' e T un generico punto di +', Vequazione E*(v) = 0, considerata re-
lativamente alle coordinate di T, ammette la soluzione fondamentale (*)
F(T,R) (che si pud ammettere soddisfi alla E(u) =0 come funzione
di R) e valgono, per ogni soluzione u della [1} di classe 2 in 7, lo
formule fondamentali di Gruwx:

T (P) = g (m(m F(M,P)L(M))—

[11}
e T(M, P)QM(M)i ~ [ FODF QL P)dx
" 0= falu(M) (?“E"‘%"@“ — (M, Q)L(M)) —
- ~ o, @) 240 s — [ fan T Qs

dove k, & una costente %0 e dipendente solo da m, P e Q indicano
rispettivamente un punto interno e un punto esterno a v, M & il punto,
di v o di o, rispetto alls cui coordinate si effettuanc le integrazioni.

Considereremo sempre, in quel che segue, sole la totalitd degli
. . . . . . 2
integrali della [1] per cui valganc le [11], [12], i valori = (M), —————-——i;(‘?ﬁ[) ,

su ¢, intendendosi definiti, nel caso pill generale, quasi ovunque,
come i limiti
2u(P)

lim (P lim et
P->M ()’ P;Hii oy ’

dove P~»M lungo la conormale in M, ed essendo sommabili su &.
Se poniamo, su o, u(M) == A(M), Du(M) = B(M), dalla [12] se-
gue che il soddisfare all’equazione

0= f:A(M)(DF(MQ) F(M,Q)L(M))—
[13]

— F(M, Q)B(M)fdc — [ FOYFM, Q) dr

() E. E. Levi, Sulle equazioni lineari tofalmente cllittiche alle derivate par-
ziali, Rend, Circ. Mat. di Palermo, vol. XXIV, 1907, pagg. 275-817, Vedasi anche
Q. Asooul, loc. cit., {nota u. 1, pag. 214), pagg. T0-76.
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& condizione necessaria per tutte le coppie A, B di funzioni coineci-
denti rispettivamente coi valori assunti su ¢ da un integrale « dalla

[1] e dalla derivata conormale %%’L

Ma tale condizione & anche sufficiente. Ho dimostrato infatti il
gseguente teorema.

I - Sia A, B una coppia di funzioni soddisfacenti alla [18). Con-
siderate la funzione w(P) definita nell’interno di v dall’equaglianza

oo (P) = fl M)(DI‘(M ,B)

— (M, P)L(M))
[14]
— F(M,P)B (M)

ds — [ FAOFQLP) dv

questa & un integrale della [1] e tnolirve, a seconda dell’insieme cui ap-
partengono o, A, B, vale Uuna, o Valtra, delle proposiziont:

a) se o, A, B appartengono all'insieme (&), risulta quasi ovun-
que, su o,

[15] lim w(P) = A(M) ,
P>M

. . ou(P

[16] Jim w%%j_ = B(M) ,

dove P > M lungo la conormale v a o, spiccata dal punto M,

D) se o, A, B appartengono all’insieme (D), risulta, in futti ¢
punti M di q,

[17] lim % (P) == A(M) ,
P> M
comunque P -+ M, ¢, in tutti i punti di o —y,

[18] im 2%E)

== B(M
PuM OV )

dove P > M lungo la conormale a ¢ in M.
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L’equazione [18] traduce pereid i Drricarr e di NEUMANN; inoltre
ad essa ricondurremo anche il problema misto. Per risolverla, si pud
osservare che, indicate con }g¢,.(Q)} una successione di funzioni con-
tinue, chiusa nel dominio t”z=+"— v +c (ad esempio la successione
Z %L @,y con o, =0, 1,..)), la [13] equivale al sistema di infinite
equazioni

L 9-(Q) [faiA(M) (-?E%Dfﬁl — F(M,Q) L(M)) -

— F(M, Q)B(M)i do | FOD T, Q) dfrl i =0
cioé anche, posto |
[19] v (1) =[ g(QFQLQdx,
al sistema di infinite equazioni di Fiscrer-Rizsz

fJA(M)( o0 M) _ v,,(M)L(M)) - v,(M)B(M)% do —

(20]
— [ fODe.(M)d= =0 .

Se si considera ora il problema di Drmicursr e se vale, in tale
problema, per la [1] il teorema di unicifa, si ha percid, in virth del
teorema I, che la successione }v,.{ data dalla [19] & chiusa su ¢ e
soddisfa, essendo v,, nell'internc di =, un integrale della [4], alle con-
dizioni richieste dal Picone. Supponiamo ors che il teorema di uni-
cith non valga; in tal caso una successione }v,! di integrali della {4]
chinsa su ¢ mon pud esistere, come segue immediatamente dalle
[B], [11}; possiamo perd affermare, per il teorema I, che le autosolu-
zioni sono catterizzate dall’essere le corrispondenti B(M) ortogonali

~ su o alla successione }v.{; da tale circostanza e dalle {20] si ricava

percid, anche se manca il teorema di unicitd, la risoluzione del pro-
blema. Osserviamo infine che, se il problema non ammette soluzione,
nemmeno il sistema [20] ammette soluzione.

Lia [14] d& poi l'integrale della [1] corrispondente a una determi-
~nata coppia A, B.
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Te stesse considerazioni, riferite alla successione ’ ;1" —Mv,Lf ,
valgono per il problema di NEUMANN,
Si voglia ora risolvere per la [1] il problema misto, supponendo

assegnati su o 1valori di una combinazione lineare D delle » o - :
¥

Qu
[21] Dmhu-|-k-5;w ,

con k, %k funzioni note dei punti di ¢, non contemporaneamente nulls,
escluso al pill, su o, un insieme di misura (ipersuperficiale) nulla.

. ou .
Posto, al solito, su o, A=u, B == 5o ammettiamo che 0, A, B

appartengzno all’insieme () e che ¢ sl possa dividere in due parti,

h
Si ha poi, su o,

s, & &, in modo che, su o,, la funzione - sia somiabile e risultl,
. h : . D o .
quagi ovunque, {——|<Ly; su s, sia sommabile ~— e risulti, quasl
k k h
ovansue —'{_-: L, con Ly, L, costanti positive.

[22] B=— % A+ %
e, SU Gy,
[23} A= % B+ —]%
Dalla [20 ricaviamo allors
fAimﬂm(L———-) fdo+ [B —%%%+(%L_1)v,‘}d%m

[24] b 5 D
— falv,.? day fﬁa(—;s’m' - 'er) - do, + frf@,.dr

e quindi, definite su ¢ le funzioni C e #, ponendo

A in ay,
[25] €= { ]

B in ¢,

% (L —m%) ] in o,
[26] t, =

T k Owv, k .
——EW—I—(TLL 1) n 6y,
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si ricava, indicato con ¥y, il secondo membro delle [24],
[27] [Ct.do=y,
o

ciod si comoscono i coefficienti di Foumier dell’incognita C rispetto
al sistema }£.{. Viceversa, sia C una soluzione del sistema [27]. Reste-
ramno individuate, per le [25], le A, B su o, o, rispeitivamente.
Definiamo poi la B su ¢, o la A su g, mediante le [22], [28]. Elimi-
nando dalle [24] la funzione D mediante le {22}, 23] si ricava allora
che le A, B ottenute soddisfano al sistema [20] e quindi alla [13].
Per il teorema I, l'integrale della [1] dato dalle [14] soddisfa allora
alle [15], [16] e quindi, per le [22], [28], alla [21].

Infine, anche per il problema misto, si ha la chiusura, su «,
dalla successione }t.{, definite dalle {26}, se vale il teorema di unicita,
mentre, se tale teorcmea non vale, le autosoluzioni sono caratierizzate
dall’essere le corrispondenti C ortogonali, su o, alla successione }t,{.

3. - Tl procedimento di integrazione ora indicato non richiede
P'uso della successione }z,{; esso perd ammette che si conosca espli-
~ citamente la soluzione fondamentale F(T,R), la cui determinazione
effettiva &, in gencrale, assal ardua. Per ovviare a fale inconveniente
- ho percid indicato mn secondo procedimento di integrazione della [1]
[introducendo la successiome }w,} richiesta nella proposizione ¢}], in
virtit del quale 'uso di tale funzione & completamente eliminato, essendo
sufficiente di conoscerns ['esistenza, cid che avviene se 1 coefficienti
@iy Uy ¢ soddisfano alle condizioni dianzi ricordate.

Per questo, poniamo nella [3], in luogo di w, le funzioni

W, == %M L., L, {2=0,1,..)

2
5y =B

Ofteniamo In tal modo il sistema

e, al solito, su o, u = A

(28] — [ uB(w)dv = fG!A(% — Lw,.) —w,B

dc—ffw,.dﬂr,

per il quale ho dimostrato il seguente teorema.
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IL ~ Se A, B, u & una terna di funzioni, le prime due somma-
bili su 7 o soddisfacenti alla [18), la terza definita entro v dalla [14],
la stessa terna soddisfa al sistema [28).

Viceversa, se la terna A, B, w di funzioni, sommabili nei rispet-
tivi insiemi di definizione, soddisfa al sistema [28], allora le funzioni
A e B soddisfano alla {13} e la u, ove se me alteri al pit la definizione
in un insieme di miswra nulla, ¢ data dalla [14].

In virth di questo teorema possiamo risolvere i problemi al con-
torno per la [1] senza ricorrere alla soluzione fondamentale.

Consideriamo infatti dapprima il problema di Dirrcarar.

In tal caso & nota la A, sono incognite le u e B,

Ora, definito un vettore g di componenti ¢'—=wu su r,¢"=B su ¢
e una successione di vettori }g.{, con ¢',== —E¥*(w,), ¢",==w,, segue
dalla [28], per la [7], che g soddisfa al sistema di infinite equazioni
di Figcner-Riesz

129] (2,9, ::fA(ﬁ—ﬂme)dcmftfw,.d's

cioé si conoscono i coefficienti di Fourmer dell'incognito vettore g

rispetto alla successione Yg.{. In virth della {29} e dei teoremi I e II

si determinano percid contemporaneamente le incognite w ¢ B = 3y
v

Inoltre, se vale il teorema di unicita, la successione $g,.! & chiusa;
se tale teorema non vale, le autosoluzioni sono caratterizzate dall’essere
1 corrispondenti vettori g ortogonali alla successione }¢,{. Infine se la
soluzione non esiste, nemmeno il sistema [29] ammette soluzione.

Le stesse considerazioni si possono fare per il problema di Nzu-

MaNN nel quale occorre considerare la successione di vettori }¢.!,
0w,
ov
gnito vettore g ha le componenti g'=w, g"=A.

di componenti ¢, = — E*{w,), |, = ) mentre l'inco-

Consideriamo ora i1 problema misto. In tal caso, definita, su o,
una successione di funzioni }7,{ mediante la [26] in cul si ponga w,
in luogo di w,, si ricava per le [22], [28}, [25], [28],

m—fu]]*(w)d'r—f()ldcr_wfw do, +

+f02(%?€i H—w,L)% dagm[;fw,.d’r
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e quindi, definita la successione }y,{ di vettori di componenti
A= -—E*w,), y",= 1, si ricava, per lincogmito vettore g, di
componenti g'=w, g"==C, il sistema di infinite equazioni di FrscuEr-
Riesz

_ D Qw, D
& 1) =" [w, 7 do, +fo (‘oT“w"L)Wd"ﬁ — [ fw,d=

che risolvono il problema. Anche in questo caso infatti, per i teo-
remi I e IT, se vale il teorema di unicitd, la successione 1.t & chiusa;
in caso contrario, le autosoluzioni sono caratterizeate dall’essere i
corrispondenti vettori g ortogonali alla successione byt

Osserviemo infine che, in luogo della successione dei monomi
g% ... @y, 81 pud assumere, sotto assal larghe condizioni, come sue-
cessione }w,{ una qualsiasi successione chiusa in un dominio + con-
tenente v nel suo intorno. Ad esempio si pud porre

; @y,
2ri B ay
0k (o,-=10, 1, ...)

W, =z @
con T, .., T, costanti positive tali che il dominio v risulti interno a
un iperparallelepipedo < avente gli spigoli paralleli agli assi e di
lunghezze Ty, T,
In ogni caso, si ricava dal teorema II, supponendo A ==B= /=0,
che se risulta, per ogni »

fu,E*(w,) dr=0,
T
la funzione w ¢ quasi ovunque nullg in <.

Se prendiamo percid z,=uw,, la successione VE# (2,04 soddisfs alla .
condizione di chiusura richiesta nella proposizione b) del Pioone.
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SUL PASSAGGIO DA CERTE EQUAZIONI ALGEBRICO-

FUNZIONALI A QUELLE INTEGRO-FUNZIONALI FD

ESTENSIONE DI ALCUNE PROPRIETA FONDAMENTALI
DEL NUCLEO RISOLVENTE GENERALIZZATO®

GIULIO PLATONE

SYMMARIVM. — Auctor docet quomodo a quibusdam aequationibus nlgebrico-
functionalibus tramsiri poseit ad sequationes integro-functionales; determinat
Praeterea nonnullas praecipuas proprietates nuclei resolventis generalioris,

1. ~ Risolviamo anzitutto il sistema algebrico funzionale

[1] { Fay2) = FOsy ) 2 (0 = X0) F(M8) (e 2)

0 =0 [0, 28)=2

dove f(%,#) & una funzione snalitica delle due variabili X, &, regolare
nellintorno dell’origine A = »=0,

Intanto per le ipotesi poste la f(% #) potrd ovviamente rappre-
sentarsi con l'elemento

. . el o] 2]
[2] 2= Z Z Aghiai= > Al -

T} =0 J=1

in cul si visulta:
O per j=#1
ai,D:O aro,j'—_— (j=1,27.--}
1 per j=1
(i=0,1,2,...)

(*) Nota presontata dall’Accademico Pontificio Ugo Amaldi il 5 giugno 1946,

25  deta, vol. IX.
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e dove si & posto
o0

(3] A= Z aij}‘t (j=1,2,..)
i=0

Se ora rappresentinmo con A, o AjY i valori che il secondo mem-
bro della [8] assume rispettivamente per A==}, e per i #=h,, NG COM-
segue che so la [2] soddisfa la [1] dovrad necessariamente essere:

ZA 2 ZA-sz—O‘i_"}‘2)ZAj 5;ZAjrrzf

§= J=1 J=1

da cui, moltiplicando alla Cauchy (com’® lecito) & ponendo
Pj = A_l'i A-”j—i + A’gA.” - + e + A.ri_,_A.”’_

s1 rvicava, per A 7 hy,

[0 o] Af r [0}
Zﬁ_lf LA. d=3 P
By I=1

4

e risultando

= Z LTt Vi VE DU VD Vinel VA

=1
G=1,2..)

dovrd, aversi, per il principio d’identitd

[aa]
[4:] Z aij ()\1“—1' + )\L'i—212 + .+ )\21:_1) = Ari A—rrj_;_ + .A.rg A.Irj.,,g + ..+ A—’j—-i A_H‘
i=1
G=12..

Da questa, tenondo presente che dev’essere f(0,2) =2, si ricava,
per j==1
_ 0 per i#0
4711 per i=0
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e quindi
w -
Ay = ‘Zaﬁll:l 3
ed in genecrale
per i%j—1
y = .
1 per i=j—1
e pertanto

&
Aj == Z a,ﬂ }\i == }\j_i .
i=0

Dungue, se una funzione analitica, regolare nellintorno del punto
A==z =0 soddisfa la [1] & necessariamente della forma

+

2
{B] f(1,3)=z+7\z“+>\2z3+.,,=_1____i?
¢ siccome risulta manifestamente
. ) . g z

— = (h; — Aa) - .
1—)\13 1—-—123 ( g ﬁ) 1W7‘i3 1—7\23

ne consegue che la [B] & l'unica soluzione del sistema funzionale [1]
nel campo delle funzioni analitiche di 2, regolari nell’intorno del-
Yorigine h=z=0,

2. - Denotiamo (") ora con A(y) =A (¥, ¥z, - ¥~) Ona funzione som-
mabile nell'insieme E, limitato ¢ misurabile secondo Leszsaus, dello
spazio SY(Ye, Yoy ey ¥r).

Eseguiamo sulla {1}, il che & lecito, una trasformazione di Vor-
TERRA estesa (%), Sostituiamo ciod la variabile z con una funzione

() Per le notagioni mi attengo a guelle del Prof. Picone ed a quelle da me
usate nei lavori di cui alle note (), (9.

(2} G, PraToxn, Sulle equazioni integralli a nucleo sommabile, in corso di
pubblicazione, In questa memoria estendo la teoria della composizione del YoL-
TERRA-PLns alla composizione col pese A{y), di funzioni quasi continue o pseudo
limitate, da me introdotta,
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Te(on, i) =Te(@y, @py ey Tps Yoy Yoy ey o) quasi continua (*) e pseudo limita-
ta(*) nell’insieme B®=E.E dello spazio 8] "= (&1, @y ) @0} Y1, Yoy -1 ¥r)
¢ consideriamo i prodotti o le potenze della funzione come prodotti
e potenze di composizione generalizzata col peso A(y).

Si ofterra — per il teorema fondamentale del Vourzmra sulla
risoluzione delle equazioni integrali, nella forma da me estesa () -
che la relazione integro-funzionale

1] y(@ys ) — v @y 2= — ) JAE) Y (2,5 M) v (& g5 he) dE
&

& goddisfatta, dalla sevie di composizione col peso A(y)

A A
(5 Y (@55 0 =k, 9) + WK (@, ) + M ) + ...
dove %(x,y) rappresenta una qualungue funzione quasi continua e
pseudo limitata in E®, Viceversa la [67, che chiameremo ancora
nucleo risolvente col peso A(y) relativo alla funzione quasi continua e
pseudo limitata %(2,%), dd la soluzione generale (dipendente dall’ar-
Iarbitraricts del nucleo %(a, 7)) della [1'] nel senso che ogni soluzione

della [1'} & un nucleo risolvente col peso A(y).
Invero se f(@,y;)) & soluziono della [1] si ha:

6] f(-’ﬂ:y;h)mf(m,?;7\2)=(M—1s)£A(5)f($,55M)f(iay;?\a)dﬁ
la quale, per A, =X e %; =0, e ponendo

[(@y; 0 =k(z,y) ,
gi dice che’ flxz,y; ) & soluzione dell’equazione di FrepHoLM estesa

[7] flm, g5 — ke(z, 9)=7\£A(E)T($;Ei W, ) dE

(®) Quasi continua nel senso di TorerrLI.

(*) Pseudo limitata nel senso di Piconm, (Civ, Proonn, Fondamenti di analisi
Funzionale lineare, pag. 201).

() G. PraToRre, mem. cit. in (*), n. 12,
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Ma, come ho dimostrato nella memoria di cui alle note (%) e (%),
questa equazione ammette, nel campo delle funzioni f(z,y; ), quasi con-
tinue e pseudo limitate rispetto ad @,y per |A| sufficientemente pie-
eolo, la’ sola soluzione

A A
F@ g 0) = k(@) + M (@, ) + V2R (0, ) + ...

e pertanto, come avevamo anzi affermato, ogni soluzione di [1] & del
tipo [B7, ossia ¢ un nucleo risolvente col peso A(y).

Del resto allo stesso risultato si pud giungere anche dividendo
ambo i membri della [6] per A, —2%,, passando al limite per k=1, e
ponendo poi X ==X. 8i oftienc cosi la relazione |

afi{x, y;n A
. cii/"—) =" (@, y; 1)

anch’essa caratteristica per i nuclei risolventi generalizzati col peso
A(y), dalla quale se ne ricava, successivamente
Ayn
A
d(f) — n|fu+£
d)\’}l - ' H

che ci ridd, per la soluzione f(x,y;%), lo sviluppo [5]. Pertanto la
relazione integro funzionale [1'] & caratteristica per i nuclei risolventi
col peso A(y).

Osservazione: Rilevo, per inciso, che per ;=0 e Jy==1X la [6] ci
da ancora

k@, y) — fl,y; ) =~ [AE) k(=) (€ y; 1) dE
2

¢ quindi, confrontando con la [7]
(Fxy)sa=(yxk)l ;

ossia il nueleo risolvente, rispetto alla funzione peso A(y), relativo
alla funzione quasi continua e pseudo limitate k(w,y) & permutabile(),
con questa, rispetto alla funzione peso A(y). (Principio di Reciprocitd).

(&) G. PraTONE, Teorema d’unicitd per le equazioni integrali o nueleo som-
mabile d’'ordine m = + o, in corso di stampa.
(") Cfr. C. PraTonn, mem. cit. in (2), n, 11,
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. "FORMU_LE INTEGRALI E TOPOLOGTA -
© NELLA TEORIA DELLE FUNZIONI
DI PIU VARIABILI COMPLESSE ()

ENZO MARTINELILI

Symsmarivar, — Adhibitis argumentationibus ex analysi situs desumptis,
Auctor determinat, quod. attinet ad functiones variabilium complexorum 7, ge-
nerales formulas integrales (quarum peculiares casus sunt theoremata Cauchiana),
in quibus integrationis varietates qualibet sunt mensura, inter 2 et 2n — 1 posita,

In una memoria di prossima pﬁbblicazione mi propongo di esporre
con i necessari dettagli i risultati pili generali che ho recentemente con-
seguito in un ordine d'idee gia da me iniziato in una nota del 1937 [6],
sviluppato in lavori successivi di B. Suerwm [15] e miei [7], [8], [9],
[10], [11], e altresi collegato con ricerche di W, WirtiNaEx [18]. Questo
scritto non & che una nota preventiva di tale momoria (*).

I TEOREMI DI CAUCHY ELEMENTARI

1. -~ Ricordiamo le due classiche formule che esprimono il 1° ed
il 2° teorems integrale di Cavony per una funzione analitics, f(z) della
variabile complessa Z=a iy

B frf(z)dzzo ,
: : . 2)
9 o @syro={ 19,
2] @) ) fn_z—t :
B “(*) Nota .breséntata.dnii’Accadem_ico Pontificlo Francesco Severi il 27 gen-
- najo 19486, . . C : ;
(Y Che apparird prossimamente negli « Aenali di Matomatica s,

c 24 deta, vol. IX..
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Si sa bene che le condizioni cui devono soddisfare il cammino d'in-
tegrazione T, od il punto O() per la validitd delle [1], [2], hanno
carattere topologico, se pure trattasi di condizioni cosl elementari che
non occorrono nozioni e lingnaggio topologicl evoluti per enunciarle.
Se per ecsempio si suppone semplicemente connessa la regione di
olomorfia R, di f{(z) nel piano d’AreaNp-Gauss (x,y), dove essere I'
un cammino ehiuso gualungue appartenente ad R,, ed O un punto
di B, interno a T,.

Vedremo che, quando si cerca di estendere le {1}, [2] alle funzioni
di pih variabili, a causa della maggior eomplessitd e della mancanza di
un’intuizione iperspaziale dirette, il lato topologico assume una posi-
zione preminente.

Restiamo ancora per un momento nell'ambito delle funzioni di
una sola variabile e lasciamo cadere l'ipotesi limitative concernente Ri.
T cosa elementare come vadano modificate le condizioni per la vali-
ditd delle [1], [2]; enunciamo perd le nuove condizioni facendo uso
del linguaggio topologico. Ty indichi ora un 1-ciclo orientato qualunque
(eventualmente riducibile, ciod composto di pilt parti ciascuna delle
quali & gid un ciclo). Per la [1] basta saperc che I, & omologo a zero
(T,~0) in R,. Le condizioni per la validity della [2] sono invece:

{L] ILCR,— 0, (C vale notoriamente contenuto)
{II!.] Fi ~( in Rg,
[IIT,) ' A, 0)=1,

dove con All(;, O) s'indica il coefficiente d’allacciamento(*) di Ty col
punto O, ciod Vindice di Knonecksr {Ki, I'], o numero algebrico di

(1) Ofy, Lorsonnrz [4], Cap. IV, §5, e Auexanprorr-Horr [1], Cap. XL
Lo “definizioni dei coefficienti dall’allacciamento che appaiono nei due tratbati
citati differiscono per il seguo. Qui adottinmo guella del secondo trattato. Se ay, g
sono dus cieli di dimensioni duali dello spazio lineare Sy (p+g=7r—1) ed My,
b una variotd contornata da A, (Mpsi-> Ap), poniamo ciod All (ap, Lg) == [Mp+1, g},
simboleggiando colla parentesi gquadra lindice di Krowecker. Risulta allora
All (g, Ap) = (—1)#a+1 All (Ap, Tg). In particolare quando 4p si riduce ad un
punto O (p==0), essendo K, una semiretta orientata uscente da 0, i ha K,—+—0,
onde segue: Al ([, 0) == - All(O,T) = [K,, [].
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intersezioni, di una semiretta K, di origine O col ciclo I,. Se, invece
della [IIT,], & soddisfatta la

[T11,] ‘ AT, 0) =N

in liogo della [2] vale la formula pilt generale

f4] @wi)NfFL) = jn_zf&_@z de (V).

ESTENSIONI DEL PRIMO TEOREMA DI CAUCHY

2. — Dopo queste premesse elementari, illustriamo rapidemente
“le note estensioni della [1] alle funzioni di n variabili f(z, .., 2,).
Accenniamo a queste perchd risulti pitt chiaro lo spirito delle esten-
sioni delle formule [2} o [4], delle quali ultime estensioni vogliamo
propriamente occuparci in questo lavoro.

Le variabili complesse #, ..., 2, possono rappresentarsi sia sopra n
piani ’ARGAND-GAUSS (@4, 1), ..., (@, ¥»), Sia sopra uno spazio euclideo
reale a 2n dimensioni 8, (@, ..., @,, #1, v, ¥a)» Se si fa uso della prima

rappresentazione, apparentemente pitt comoda, si & tentati di ritencre
come estensione soddisfacente della [1] la formula

5] jrmj{2 fﬂ)f(zl,...,z,,)dzidza... de, =0,

dove If", 1P, ..,T{ sono n l-cicli degli n piani d’Araann-Gavss
sottopostl d condizioni analoghe a quelle occorrenti per la validita
della {1]. Quando si faccia uso invece della rappresentazione in S,,,
I'mtegrale [6] s'interpreta come un integrale n-plo sopra un n-ciclo IV,
di 8,,, prodotto topologico di T{, 1, .., I¥". E appare cosi che
I'n~ciclo IY, ha caratteri topologici e di posizione in S,, molto particolari,

(!} La tormula vale anche per W=0; ma se ai vuole una formula adatta
ad osprimere il valore della 7 nel punte O, oecorre supporre N0, Analoghe
avvertenze devono aversi nel seguito,
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Porvcari: [14] ha mostrato come la [B] rientri nella formula ben
pill generale:

[61 fl‘ f(zi? vy z,,)d(fd,_, vy ) =20 ) (1)

dove I', & un qualunque n-cielo ovientato di Sg,, omologo a zero
eventualmente -con divisione (I,20) nella regione di olomorfia R,
della f(zs, ..., )

Ma la [6] non di ancora la pil ampia estensione nota della [1].
Tnfatti la [6] esprime soltanto il primo teovema di una serie di n
tooremi integrali distinti nei quall le variets d'integrazione sono cieli
di dimensioni rispettive n,n+1,..,2n—1. Gli n teoremi sono com-
pendiati dalla formula:

[7] fr [(oy %) D Parnwg@(Fy oy iy Bagy vony Ba) =0

nl o <y

(1=0,1, .., 21},

dove I',,, sono cicli (7 +I)-dimensionali omologhi a zero in R, Z, ¢
il complesso coniugato di zy, @y,..,% & uNa combinazione ordinata
di classe ! degli interi 1,..,7m, e Aqy..q SONO parametri complessi ar-
Bitrari (). Ciascuno dei procedenti teoremi, ¢ altresi sufficiente a carat-
terizzare tra le funzioni continue f(e, ..., #.) quelle che sono analitiche
(estensione dei teoremi di Monzra {12] e di Severr {16]).

ESTENSIONI DEL SECONDO TEOREMA DI CAUCHY

3. — Veniamo finalmente alle estensioni della formula [2]. Dopo
¢id che abbiamo detto nei confronti della {1}, & ovvio che le pih ele-
mentari estensioni della [2] cui si giunge immediatamente ponendosi
dal punto di vista della rappresentazione delle variabili 2, .., &, sopra
n piani, non possono venir considerate che malto particolari alla stessa
stregua della [B]. Un risultato pit generale, con un grado di genera-

litd pari a quello della {6], & stato dato da me [6] per n=2 e per n

() Con d(z,...,2,) indichiamo il differenziale n-plo dz ... dz,, o analoga-
mente nel seguito, usando i simboli della teoria delle forme differenziali a mol-
tiplicazione esterna di CARTAN (cfr. CARTAN [2], KABLER 3]).

() Per I==n—1 cfr. W. WirTiNcuk [18}; per I qualunque e per i teoremi
inversi cfr. il mio lavoro [7]. '
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qualunque da B. Searr [15], il quale ha meglio precisato le condizioni
topologiche occorrenti per la validitd della formula, togliendo anche
le ipotesi semplificative che io avevo introdotte. La formula & la se-
guente:

5 et =
Per indicare le condizioni cui deve soddisfare I'n-ciclo d’integra-
zione T, e per spiegare il significato dell’intero N, & necessaria qualche
premessa topologica. _
Consideriamo gli » spazi lineari caratteristici (V) (2n — 2)-dimen-
sionali, di equazioni rispettive:

31=za ; 22=C2 ; e ; ‘anzc'n .

Questi # spazi passano per il punto O(,,..,{,), che si suppone
interno alla regione Ry, di olomorfia della f(z,..,#,), ¢ costituiscono
nel loro insieme una varietd (2n— 2)-dimensionale Ty,_y, sulla quale
diviene singolare la funzione integranda che appare nella [8], Onde
una prima condizione cui deve soddisfare T,, & di appartenere ad R,
senza incontrare Ty, ,. Per un ciclo T, siffatto, si pud introdurré un
carattere topologico intero N, che definisce la posizione di I, rispetto
a Ty, 5, 0 meglio la condizione d’allacciamento del ciclo con Ty, .. Si
consideri all'nopo V'n-edro solido rettangolo K, n-dimensionale, indivi-
duato ed orientato da n semirette #,, ..., , uscenti da O e parallele ordi-
natamente al piani caratieristiol @, y,, TeYs, vy L.y, di Sy, (p.es. paral-
lele od equiverse agli n semiassi positivi @y, @, ..., 2,). 1l contorno
orientato H,_, di K, appartiene a Ty, od &, enlro la varietd aperta
Tye, un {n—1)-ciclo relativo, che si prova costituire di per s& solo
une base per il gruppo di Berrr (n— 1)-dimensionale. Pertanto la con-
digione d’allaceiamento di I, con T,,_, & definita dal coefficiente d’al-
laceiamento di I, coll'unico ciclo indipendente H,_ . di dimensione
duale, appartenente a T, ;. Si pone cosi:

[TIL,,) N = Ali(H,_,,T,) = [K., T} ,

{*} Seguendo Luwvi-Civera [5] e Smvesr [17], chiamiamo varietd caratteristiche
2k~dimensionali di 8y, quelle che rappresentano varietdA analitiche a %k dimen-
sioni complesse dello spazio complesse {z, ..., %,).
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dove con la parentesi quadra si simboleggia anche qui l'indice di
Kroneoxsr (0 numero algebrico di intersezioni) (*).
Cid posto, le condizioni per la validits della {8] sono, olire la

{IIL, ], le:
{Iﬂ,o] F‘n c B’2ﬂ - TSN—-E 3
[I:[ﬂ,o] r,20 in (B’Zn —T,zu—-z) +0 .

Per n= 1, -T%_g e H,_, si riducono ambedue al solo punto O, e
K, ad una semiretia uscente da O sul piano d’Areanp-Gauss (z,%);
pertanto la [8] si riduce alla [4] e le condizioni [Lo], [TL,e]; [IIL, ,]
alle [I,], [LL], [EIL,].

4, ~ La formula [8] pud considerarsi — come si & detto — parallela
all’estensione del 1° teorema di Cavemy espressa -dalla [6], in quanto
in ambedue le formule appare un’integrazione sopra una varietd n-di-
mensionale vincolata da sole condizioxi topologiche.

Un'altra formula, sempre estensione della [4], che & invece paral-
lela alla [7] per I==n—1, & la seguente, che ho dato in [7]:

% N F(layonr L) =

[10] . _ )
f(zi,...,z,,)%ﬂ(_—l)ﬁ”‘i(éﬂ—(g)d(zh...,zﬂ,éi,...,Eﬁ_i,égﬂ,...,zﬂ) o

fl‘ ) n
Bizemd, (%k Izh . Cklz)

(1 Gl'indici d’allacciamento e di Krowncker s'intendono calcolati rispetto
all’orientazione di 8, definita dai semiassi positivi ordinati 2y .y @y Yo s Y

(%) Nei lavori [8,9] ho dato alla formula [10] il seguente aspetto pill espres-
sive: '

[10%] 4x 9 9

" : 1 .
WNI"(Q: vy 8n) :fi‘w_if("du ey B) (TD‘E + ?»“5*‘;) md‘ma—-{:
dove: » rappresenta la distonza del punto (g, ..., 2,) varizbile su I'y,., dal punto
O(Ly, ey 50 dFgpmy & Velomento di volume di Fp,y; B indica derivazione ri-
spetto alla normale interna » a ¥y, i0 (5, ooy 2a); By indica derivazions rispetfo

alla, direziome s, convenientemente oriemtata, che & fangente a Ty~ ed appar-
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Le condizioni cui deve soddisfare il eciclo (2 — 1)-dimensionale
Iy,y per validitd della [10] sono:

[In,'.va-i] Pzn—i (- RSn -0 H
[I:[mm-—i] P2oa--£ ~0 in B’ﬂ,ﬂ ’
[IIIVI,’.‘I““’.} N = -A-l]- (Fﬂﬂ—-iﬂ O) = {Kij F291--:|.] H

indicando con K, una semiretta orientata uscente da O.
Si verifica subito che per m=1, anche la [10], come gid la [8],
si riduce alla [4], e le [I,,_.), [IL,._,], [(I1L, ..}, alle [L,], [T1,], [TIL,].

5. - Passiamo finalmente alla formula gemerale, che comprende
tutte lo preeedenti [2], [4], (8], [10]. In tale formula appare un'integra-
zione sopra un ciclo I',,; di dimensione n+7 per 1=0,1,2,...,n—1,
onde essa risulta parallela alla formula [7]. Le [8], [10] corrispondono
rispettivamente ai valori estremi di 7:0 ed n —1. Il caso I=1 T’ho
gia trattato in [11], e su di esso non mi fermo, rivolgendomi sen-
zaltro al caso generale,

Premetiiamo qualche considerazione topologica. Abbiamo visto che
nelle [8], [10] le forme differenziali integrande presentano singolaritd
sopra varietd, Ty, , ed O, rispettivamente di dimensione 2n—2 e O.
Nella formula generale, la corrispondente varietd singolare, che indi-
chiamo con Ty, g p, ha dimensione 27 — 272, Ty, 4.0 & costituite
dagli (z41) spazi lineari caratteristici (27— 2!— 2)-dimensionali pas-
santi per il punto O({,, ...,{,), di equazioni -

= —_7 —
[12] %0 =Lo y Z=Ue, -, Zager = Copan
che si ottengono in corrispondenza alle combinazioni oy, ..., &, degli
interi 1, ..., n.

tiene con 7 allo stesso pianc caratteristico di 8,,. Si dimostra che le direzioni
s individuano su T'y,_, un sistema ®2 di linee chiuse js}. B quasi superfluc
osservave che, per nz=1, la [10%] ha la sua analoga nella nota forma che pud
darsi alla formula di Cavceny elementare (cfr. p.es. PICARD [13), pag. 118):

— gwf(t}xj;f(z) (5% + 25%-) log rds .
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Si riconosce che pud eostruirsi nel modo seguente una base per
il gruppo di Bmrri (n —1—1)-dimensionale entro T, . Ripren-
diamo in considerazione l'meedro solido rettangolo X, individuato
dalle n semirette £,,:..,%, di origine O, di cul gia nel n. 3. Per ren-
dere pilt immediati il linguaggio e l'immagine, pensiamo K, come
proiezione da O di un (n— 1)-simplesso k,_,. Sopra k,, si conside-
vino le () faccis (n— I~ 1)-dimensionali, che sono anch’esse simplessi.
Indichiamo con k,,,_;_'f"" la. faccia i cui verficl somo proilettati da O
colle semirette Zg, ..., gng. Sl Rl 10 (n—1— 2)-ciclo contorno
di kb8, Per proiezione da O si otiene lo (n—1—1)-ciclo relativo
H,L_;_Q”"E, contorno dell’(n-{)-edro K ,E‘ 7 Pt proiezione di Ebop bt Ri-
sulta. K0P prodotto topologico di s, ..., fpas: lo supponiamo orien-
tato in conseguenza delle orientazioni delle semirette. Per il contorno
HPy 8 fssiamo Vorientazione che & in relazione positiva’ con guella
 determinata su KBy Pl Fbbene gli (7) cicli Hn_sz’” appartengono .
a Ty, n_s, © costituiscono entro tal varietd la base per il gruppo
di Brrrr (n—I—1)-dimensionale. Non si tratta di una base minima,
glacchd tra i cicli passano le relazioni

e b1,
113) 3 (e =0
per ogni combinazione @y, ..y Buozey degli interi 1, .., 7. Se ne deduce

che il numero di Berrr (n—?— 1)-dimensionale v&]e ("7"), ed una
base minima & costituita dai cicli

[14] Hyy Pt

che si ottengono, per un y arbitrariamente scelto tra 1, .., n e fissato, al
variare della combinazione By, .., Pt degli interi 1,..,v—1,7v+1,...,n
Se ora I',,, & un (n+0)-ciclo di Ry,, non incontrante la varieta
singolare Ty, gy, la sua condizione d’allacciamento con Ty, s, risulta
definita dal coefficienti Qallaccismento con i cieli Hn_;_ﬁ"" , che hanno
dimensione duale in S,,. Porremo: ’

[15] N{h e Pt = All (IIW—I—- ZJ FﬂM) .
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GH (7) interi NP Prt pisnitano emisimmetrici rispetto agli indiei;
non sono fro loro indipendenti in quanto tra essi passano le relazioni
seguenti che si deducono dalle [13]:

-+l

[16] Zj (— 1)1 N BB Brap —0
1

Si osservi inoltre che le [16) permettono di caleolave tutti gli
NP Pt une volta noti i coefficienti d’allacciamento NYPtPatx oorps
spondenti ai cicli di una base minima [14].

Se oy, .,y By, 0, B, & una permutazione degli interi 1, ey My B
els (ary ooy 0, By, o, @ﬂ;l) indica la sua cla{;S@, porremo anche:

HU-I--- a.,,‘m, (_,. 1)015 (@15 ey 034 Bty ooy Bred) I{ﬁ; v Bl ,
[17] I\;rm1 = (___ l)cis(an Uy By ey ) Nﬁl e Bl ‘

Gli interi N, . risultano anch’essi emisimmetrici rispetto aoli.
1.t
Indici, ed & ovviamente:

[IIIn,L} ‘ Nu, ey = Al (Hul, reny O Fm-z) .

6. ~ Siamo ormai in grado di serivere la formula generale. Conve-
niamo d’indicare tra parentesi quadra alouni valori, come por es, (fogy iy T,
per intendere ch’essi vanno eselusi nella, variabilitd di un indice nella.

succossione degli interi 1,..,%. Cosl i simboli >, TT: e simili
i L [Ir,,.:.,?c,;} ey aeny o) . )
reppresenteranno somme e prodotti dove Iindice 3 percorra gli interi

Lo fkyy vy &) .oy m. Con 2 &intendera che la somma & estesa a
Oy <.y

tutte le combinazioni ordinate degli indici ay, ..., %, scelti tra 1,..,n
Con 3 ¢intenderd infine che la somma & estesa in corrispondenza .

Bl
& tubhi i gruppi di valori positivi o nulli degli interi ¢, soddisfacenti
alla condizione S =7. Poniamo inoltre :

8 == (ﬂk— Ch) (&, — fk) = ff’h - Cufg 3
Ol doy = Sigg + oou Sk 3

1

Tk = | ]i —ee———e
oty ooy Beg] Pyl 1 84
£1 e [Roayeer g1 .. 1 . .
iy e T (&=0 interi);

= TT; N
ery oy g (O oo ey + 85)%

..o, parametri complessi arbitrari emisimmetrici rispetto aglindici,.
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La formula & la soguente:

(Bry”

[18] ——r (w—l)f( > Nll oc;) [Cayon ) ==

[ P -3

lI”(f«’n--w‘?m) > (51*51)---[%---,mz]--.(én——.f,.){Ml.--aa"‘asv--a;Z"’31:'-'1[33""’”]"'8"—
nt

¥ LA Fe.=l

i
1 E e,
gom[Ogenes 1Ty 1y oy gl B = =\,
T Zk 1“""“j—xk"jﬂ"'“Lw‘li"'“j-lkujh"'“L Z Suj(’)u,...a;_’xkéjﬂ.’..&; T d(zi,...,z,,,zu,,...,zul,
’ 1 o) Zep=l

e lo condizioni per la sua validitdy sono, oltre la (IIL, ;] le:

{Iﬂ,l] Fﬂ+l C Rﬂﬂ - TQM—EL—E ;
{IL.,] 20 in (Re— Tonesiz) + O -

In analogia con quanto si & avvertito al n. 1 per la formula ele-
mentare [4], se si desidera poter dedurre dalla [18] il valore di f(Gsy -, 2
oceorre Supporre:

N 1...az}‘a;...a,; # 0 .

Oy 0

B sempre possibile soddisfare queste disuguaglianza mediante con-
veniente scelta dei parametri arbitrari *e .., 8d eccezione del
caso in oul siano tuttl nulli glindici N, . (@l che accade soltanto
quendo sia I,,;#0 in Ry, — Topnise)-

Pud riuscire telors utile di serivers la [18] mella soguente forma

complementare:
miy" min-1)
19 ( s AN+ N+ ﬂlmﬁm By oo P —
[ ] (nMWL)! ( 1) * (ﬁl(gf.ﬁmN F‘ i ) f(ti, " Cﬁ) . ':

X - 5 _ _—_— Bios B i
f[‘ f(gi? e 2’")<Z ('— 1) ﬂr(zﬁl - C?‘I) et (Zﬁmw gﬁvh) , Pﬁlmﬁmﬁﬁb"ﬁm Z ms;l...:;m +'Z:;:.

Dty << By, Eeﬁr:«*u—m

1. e [3 . R .

: oo Brea BB 41 e B B2 o Bpti Bt 20 B B1o Bt i1 B .
N—t1 Zh Zi (o ™ Z E; UJaﬁl... BBy BB Ry +1 B

3 {ﬁh‘”?ﬁm] EET=9L—?JL

e By ooy By Bty e [Bay ooer Burd vy B) 3
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dove s1 & posto:
3

g =31+.n+8,,_,

idd 1
qeBree fr — _ .
T:[j e Sy = oo [J] o0 — 85
ﬂl"' p,n o 1 K
wpy ep =11; . N )
A e P

th-Bm parametrl complessi arbifrari, emisimmetrici rispetto gelindici.
K 1Y :

7. - 81 verifica facilmente che la [18] e la [19] si riducono alla [10],
se si fo I=n—1 ovvero m=1 rispettivamente. La verifica & pil co-
moda sulla [19]. 8i osservi invero che in tal caso risulta:

7:{}:_]:.. ; wﬁm__l
el 8""_0-8

e che
Nl:N2: .”=N'n ,

¢id che discende dalle [16]. 8i riconosce inolire che il valore comune
dei coefficienti N* uguaglia il coefficiente N definito dalla [IIL,, ).
Pertanto la [19} diviene:

(n(gi;)r Capb f(ly, ., L) =

fl o2 o ()P EpT) o { ;éf%}f(n——l)w}d@,---,zmsi,---[fs] )
2mmd,
che, soppresso il fattore inessenziale — Sapf, coincide colla [10].
Colla stessa facilith si verifica che la [18] si riduce per Z=1 alla
formula gia data in [11](*).
Qualche avvertenza occorre se si vuole ottenere la {8} come caso
particolare delle [18} o [19], facendo in esse [x=0 o m=n rispetti-
vamente. Invero, per tali valori di Z o di m, una parte delle espros-

(*) 8i tenga conto perd che la definizione adottata nel lavoro oit, per i
coefficienti d'allaccismento differisce per il segno da quella qui adottata.
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sioni che appaiono nelle [18] o {19] pexrde significato. D’altronde s
s trascura questa parte, si vede immediatamente che si ricade offet-
tivamente nella [8}

8. - Accenniamo infine alle linee generali del procedimento col
quale abbiamo stabilito la formula {18].

1 teorema di dualité di ArmxAnDER assicura lesistenze di due
basi duali per i gruppi di Berrn (n—  —1)-dimensionale o (7 + 1)-dimen-
sionale, entro Ty, p.. ¢d entro S,, — Tsu_n_p Trispettivamente. 81 co-
gtruisce nel modo seguente una base (n + [)-dimensionale, duale ai -
quella (n—1—1)-dimensionale costituite dai cicli [14].

i considerino la varietd Anyi®™ di B, di dimensione n+{, de-

finite dalle equazioni

‘@“"Ei*m lzz"’zsi = ey e o] o =i’gﬂdt?b] =1,
[20]

| 2a, L | 1y vy 10— Gy | S

per ogni combinazione oy, .., % degli interi 1, ..., 7. Supponiamo A%

oriontata mediante V(n +Iy-edro di direzioni uscenti dal punto @;=

L, ==y Y5 =Y =0, ordinatamento parallele agli assi positvi
Yoy ooy Yy Tegy vy Ty od orientate come questi. Le varietd
I+1 4
E Gy _ N i— [P IR X
[2l] I‘ﬂ‘-ﬂ = Z B (_‘ 1)1 g Anl-a-t ik
1t

risultano allora (n + D)-cioli, dei quali i seguenti (?z-l—i)

122) pheys
per % arbitrariamente figsato od @y, .., %, una qualunque combinazione

degli interi 1,...[%] ..., 7, costituiscono una base (- Iy-dimensionale cer-
cata. T mutui coefficienti d’allacciamento dolle due basi duali [14], {22]
" risultano:

0 per (ay e @) #Yay o T

(=1 per (o) e W= (Y1s 0 YO

(0ty < ver < %y Yu < e <) -

(98] All (., DFono) = {
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Ora, in virth della condizione [II,,], in un intorno arbitrario

di 0(Cy,...,%,) pud trovarsi un (n+I)-ciclo A,,,, omologo in Re, —Ty,_ar_s

ad un conveniente multiplo pT,,,; del ciclo d'integrazione T,,, (p intero

non nullo). D’altra parte, assumendo abbastanza piceolo il numero

reale 7 che appare nelle equazioni [20] delle varietd AJYi™, si pud
ooty i 08y

fare in modo che i ecicli base I';} appartengano al predetto in-
intorno di O; onde risulta:

Rty ..oy 3 _m
m<...<uzcu1"'°‘£ P?t+l n R’% q‘ﬁvr—2i~2:

[24] Pl b, o0 D
@

dove ¢, .. a, SONO convenienti interi.

Valutando gl'indici d’allacciamento delle varietd a primo e s
terzo membro della [24] con i cicli H,, ., o tenendo conto delle [15],
[17], [23], si ottiene ¢q,. o =(—1)'pNy, . q. Pertanto la [24] pud seri-

versi:

12

[25] _pr-nH o (_' ]-):P Z Nu.l... oy r:e;::i...a; il’l REva - Tm—zt—z '

7 a:<--.<at

Cio premesso, si dimostra che la forms differenziale integranda
a secondo membro nella [18], che indicheremo succintamente con

P == Z CPu,...aLd(zij ey By 20&;: sery 2&4) 3
Oy <<y
risulta rogolare ed integrabile in Ry, —Ty, 5. Questo significa che it
differenziale esterno di Carraxn do & identicamente nulle in Ry, —Ts,_s_s.
In queste condizioni si pud, per il calcolo dell’integrale, sostituire a
Iy un ciclo omologo in R,, Ty, s, senza altersre il risultato.
Pertanto, tenuto conto della [25], il secondo membro della [10] vale:

[26] =1 e Novw [9
[k‘} l\kal ran O'.l

Ricordando la definizione [21] dei cicli T%{* e le velazioni [16]
intercedenti fra gl'indiei Noyotyy 10 [26] si trasforma facilmente nella

1 Y Vowfo

c:;<...< u'l, A_Cu...o’.t
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ed infine, tenuto conto delle equazioni [20] delle varieta Af,i,';““,l nella;

[27] (-——1)1 Z Na;...alf ?Gl...uld(z!_) ey \zﬁ? 'zdul y ey éal) .
A_“l"'uz

O < e L0y

Restano da calcolare gli integrali indicati sopra Ai™. Si riesce
nello scopo facendo tenderc » a zero, cid che non altera il rvisultato
globale data Varbitrarietds di ». Si stabilisce per tal via che la [27]
si riduce al primo membro della formula [18], Ja quale risulta cosi
dimostrata.
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SULLA FORMA E SULLE CONNESSIONI RECIPROCHE
DELLE FIBROCELLULE MUSCOLARI LISCIE®

(Con due figure)

GIACOMO ANDREASSI

SYMMARIVM, - Auctor invenit quasdam atypicas contextus museularis laevis
formas extare, guae constant cellularibus elementis pacne rotundae vel stellaris
figurae inter se junctis per anastomoses verns, idest gquibus insunt myofibrillae.

Si ritiene comunemente, sebbene sia state avanzate gualche opi-
nione discorde, che le fibrocellule muscolari liscie siano indipendenti
I'una dall’altra e vengano mentenute insieme da una trama intercel-
lulare formata prevalentemente da fibre reticolari. Si attribuisce inoltre
di regola all’elemento muscolare liscio una forma fusata con le estre-
mitd talora bifide e con il nuelso pure allungato nello stesso senso
del corpo cellulare,

Alcuni autori hanno perd richiamafto l’a,ttenzaone degli studiosi
sulla possibilitd di anastomosi tra le fibrocellule muscolari liscie con
continuitd delle rispottive miofibrille, Fra guesti ricordo principalmente
Mo G, BennivgHorr @ FrLoriaN, 1 quali hanno sostenuto che in vari
organi di animali anche adulti fra le fibrocellule muscolari liscie pos-
sano Intercedere anastomosi vere, contenenti, ciod, miofibrille, in con-
fronto di altre, che, per Vassenza di miofibrille, vengono indicate come
false anastomosi. Circa queste ultime mi limito a ricordare, poichd la
questione esula alquanto dall’argomento che io intendo svolgere in

Y (*) Nota presentata dall’Accademico Pontificio Dante De Blasi il 21 marzo 1345,

25 dcta, vol. IX.,
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questa comunicazione, che si discute se esse, ossia lo false anastomosi,
siano di natura ectoplasmatica, ovvero siano formate dal tessuto inter-
stiziale, Circa la forma degli elementi aleuni studiosi hanno descritto
qualche tipo che si allontana dal comune aspetto morfologico, analo-
gamente & quanto si osserva in cellule muscolari coltivate in vitro, fra
le quali si presentano degli elementi atipici. '

MATERIALE E TECNICA

Le ricerche alle quali si riferisce la presente Nota furono eseguite
su embrioni di uomo e di cavia a diverso periodo dello sviluppo, in
foti umani di varia epoca e sul cordone ombelicale umano dal sesto
al nono mese della vita intrauterina. Gli organi esaminati sono stati
Vintestino, il polmone nei riguardi delia muscolatura bronchiale, la ve-
scica urinaria e 1 vasi ombelicali, Allo scopo di istituire confromti ho
esaminato anche organi di adulti.

La fissazione fu fatta per una parte dei pezzi in Zenker acetico, per
una parte in Susa e per una parte in formalina al 10 per cento. Alcuni
embrioni furono colorati in fofo con il carminio; altri (e cost pure gli
organi isolati) furono prima affettati e le fotte furono colorate, una
parte con Vematossilina Carazzi e I’eosina, una parte con lematossilina
ferrica di Heidenhain ed una parte infine con il Mallory o con I’Azan.

- RISULTATI & DISCUSSIONE

Scopo della ricerca era quello di osservare se gli elementi mu-
scolari lisei presentino ovunque una costanza di forma, ovvero se si
possano riscontrare delle varietd rispetto alla forma tipica, come avevo
avuto occasione di notare in ricerche precedenti intraprese per altri
fini, e se esistano in taluni punti delle vere anastomosi fra gli elementi
del tessuto muscolare medesimo, ossia con passaggio di miofibrille tra
ung cellule e Yaltra, nonché di porre tali particolarita di struttura in
rapporto con speciali necessitd funzionali.

L’esame dei preparati ha dimostrato che, se nella maggior parte
degli organi, anche embrionali, la forma fondamentale delle fibrocel-
lule muscolari liscie &, como del resto si poteva supporre, quella co-
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mune, conoseiuta fin dalle prime ricerche degli antichi istologi, di ele-
menti, ciod, allungati, ecc., in alcune zone invece, in realtdh non molto
numerose, si riscontrano olementi muscolari lisei rotondeggianti o pin
spesso stellati; dettl elementi sono talora isolati I'uno dall’altro, ma
pil frequentemente invece somo uniti da ponti, per la maggior parte
dei quali si pud dimostrare trattarsi di vere anastomosi, con passaggio
ciod di miofibrille da un elemento all'altro. La forma, come & facile
comprendere, & piuttosto rotonda, quando gli elementi si presentano
isolati, mentre & stellata, quando essi sono in rapporto reciproco me-
diante le anastomosi suddette (vedi fig. 1).

Tali cellule, di forma, per cosi dire, atipica, si riscontrano di pre-
valenza nella pavete del vasi, anche talora di adulti. Credo opportuno
rilevare che dette cellule non sono per i loro carafiteri e per la lore
posizione da confondere con quegli elementi di aspetto epitelioide, ¢he
si riscontrano nell’intima delle arterie a cuscinetto e nelle anastomosi
arterovenose. Hsse infatti, oltre che essere situate prevalentemente nella
media, sono distanziate 'una dall'altra e separate pertanto da quella
caratteristica trama, che si osserva attorno alle cellule muscolari liscie,
formate da fibre di aspetto reticolare (PrExk), fra le quali alcuni autori
(HormereN, VIRNO, ecc.) hanno dimostrato anche la presenza di fibre
elastiche.

Alcuni di questi elementi molto caratteristici si rinvengono nella
parete dei vasi ombelicali e specialmente delle arterie ed in grado mas-
simo nello spessore delle costdette valvole, sia in corrispondenza, sia
all’esterno dei Jembi valvolari stessi. In queste cellule le miofibrille
decorrono, circondando il nucleo posto centralmente, e passano nei
prolungamenti anastomotiel, che uniscono gli elementi fra di loro
(vedi fig. 1).

Si potrebbe porre la domanda se i filamenti che in esse si osser-
vano siano veramente delle miofibrille, data la questione sulla reale
esistenza delle miofibrille én wive, ovvero siano dogli artefatti dovuti
alla tecnica istologica. A me sembra che le immagini osservate siano
veramente dovute alle miofibrille, come & anche suffragato dalle recenti
ricerche di Lmvr, che ha dimostrato V'effettiva presenza delle miofibrille
nelle cellule muscolari liscie di espianti di amnios di embrioni di polle
e la loro corrispondenza con le immagini ottenute dai preparati fissati
@ colorati delle medesime cellule. Anche Prnsa ammette la presenza
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di miofibrille negli clementi muscolari lisci e striati, come parte carat-
teristicamento differenziate del citoplasma, e cosi anche la grande mag-
gioranza doi istologl. ‘

In aleuni elementi (pochi in realtd) di questo tipo non sono riu-
scito ad osservare formazioni filamentose da riportarve a miofibrille, ¢
qui pertanto si potrebbe dubitare che veramente si tratti di elementi
muscolari lisci, se non venissero in aiuto altri caratteri, quali la loro
forma, eguale a quella delle cellule di natura sicuramente muscolare,
la loro grossezza, le proprietd tintoriali, la posizione, i rapporti reci-
proci e la natura delle formazioni interstiziali. A questo riguardo inoltre
& noto che in witro la miofibrille scompaiono in quegli elementi molto
espansi In superficie, che hanno una notevole imbibizione del citoplasma
e che sono dotati di intensi movimenti ameboidi. La dimostragione
delle miofibrille & certamente un dato di altissimo valore per giudicare
delle natura muscolare di un elemento, ma questa non deve essere
senz’altro esclusa, quando gli altri caratteri, opportunamente vagliati,
ci inducono ad ammetterla,

Mi appare pertanto giustificato affermare lesistenze di vere ana-
stomosi nei suddetti territori, dove ho potuto osservare le fibrocellule
muscolari liscie in un solo strato, e dove esse erano distanziate Iuna
dall’altra e quindi era pit facile seguire le miofibrille nel loro decorso
attraverso i tratti anastomoticl da un territorio cellulare all’altro. In-
fatti, poiché i detti elementi erano in un solo pianc, come indicava
anche la posizione dei nuclei, le anastomosi potevano essere vedute.
in tutta la loro ostemsione. Debbo aggiungere che ho osservato delle
anastomosi anche in altre zone, per guanto molto rare e ristrette, dove
gli elementi avevano una forma piut vicina a quella tipica (vedi fig. 2).

Queste condizioni, & bene rilevare, sono limitate ad alcuni terri-
tori soltanto e non costituiscono un reperto gencrale, perché in linea
di massima, come & noto, lo fibrocellule muscolari liscie hanno la carat-
teristica forma allungate, fusiforme ed appaiono isolate, mentre i ponti
protoplasmatici, che talora sembrano unire gli elementi, sono in realt
un prodotto artificiale e costituiscono un’illusione ottica a causa dell’ad-
densamento delle fibrocellule stesse, che vende difficile stabilire i limiti
cellulari. Tuttavia, ripeto, in determinati, per gquanto ristretti, territori
le fibrocellule muscolari liscie presentano una forma diversa, sono, ciod,
rotondeggianti o stellate ed unite da anastomosi reciproche, attraverso
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le quali decorrono miofibrille da un territorio cellulare all’altro. Aleune
anastomosi tuttavia si possono osservare anche in rare zone dove gli
elementi hanno una forma piuttosto allungata.

Esiste quindi un certo grado di polimorfismo fra le fibrocellule
muscolari liscie, verosimilmente in relazione con necessitd funzionali.
*Nei territori, dove sono presenti dette forme, per cosi dire, atipiche,
esse costituiscono insieme con il tessuto interstiziale una specie di
membrana contrattile continus, similmente a quanto avviene in animali
inferiori, eon una particolare finalitd funzionale.

Gli elementi della forma sopradescritta, che si riscontrano princi-
palmente in embrioni e feti e, meno frequentemente, anche in adulti,
per i loro caratteri potrebbero essere considerati pit vieini al tipe
embrionale, Negli espianti di tessuto muscolare liscio si osserva (Limvi,
Owvrvo, Buooranrs, Baver, Lewis W. H. e Lewis M. R, ece.) un cam-
biamento di forma nelle cellule che passano nella zona di migrazione,
e a tale cambiamento si attribuisce generalmente un significato di
sdifferenziamento, Da un confronto prudente (poiché si tratta di
condizioni molto diverse) con questi fenomeni che avvengono nelle
culture in wifre, il reperto di elementi muscolari lisei di forma diffe-
rente da quella normale pud, a mio giudizio, essere suscettibile di due
interpretazioni: o le fibrocellule muscolari atipiche da me osservate
rappresentano una fase di ritormo di elementi gid differenziati verso
i} tipo embrionale sotto l'influenza di particolari stimoli, analogamente
a quanto si verifica negli espianti, ovvero si tratta di elementi, i quali,
sempre per l'azione di cause peculiari, hanno subito un arresto nella
loro evoluzione, e pertanto sono rimasti in uno stadio pili vicino &
guello embrionale.

CONCLUSIONT

Le fibrocellule muscolari liscie, oltre alla forma allungata, fusi-
forme, che generalmente le caratterizza, possono presentare in singoli
distretti, specialmente nell’embrione e nel feto e pit raramenie anche
nell’adulto, una forma rotondeggiante o stellata con anastomosi vere,
contenenti miofibrille che passano da un territorio cellulare all'altro.
Anastomosi di questo tipo possono osservarsi, sebbene di rado e sempre
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in distretti molto limitati, anche in fibrocellule muscolari pili vicine
alla forma ordinaria.

In detti territori le fibrocellule muscolari liscie insieme con il
tessuto interstiziale formano delle membrane contrattili, che ricordano
quelle analoghe che si riscontrano in animali inferiori.

Le fibrocellule muscolari liscie di forma, per cosi dire, atipica rap-
presentano degli elementi pilt vicini, almeno per alcuni aspetti, allo
stato embrionale e pertanto possono ossere interpretate o come ele-
menti che non abbiano raggiunto il normale grado di differenziazione,
ovvero come elementi gid differenziati, che siano andati incontro ad un
processo di anaplasia, tenendo presente anclie quanto si osserva in
espianti di tessuto muscolare liscio, ma senza tuttavia dimenticare che
nelle culture én witro si & in presenza di un ordine di fenomeni molto
diversi da quelli normali,
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SPIEGAZIONE DELLE FIGURE DELLA TAVOLA L

Fig, 1. — Felo umano al 9° mese della vita intrauterinag.

Cordone ombelicale. Tratto di parete di un’arteria ombelicale in corrispon-
denza di una pseudo valvola, 8i osservano alcune collule muscolari liscie anasto-
mizzate fra loro con passaggio di miofibrille de un elemento cellulare all'altro.
Microfotogramma, Ingrandimento 1600x. Azan.

Fig. 2. ~ Foto wmano al 6° mese delle vita infrauterina.

Parete di un’arteria della vescica urinaria. Cellule muscolari liseie di forma
stellata unite da anastomosi. Microfotogramma. Ingrandimento 1500x. Ematossi-
lina ferrica, - E : '



. Andreassi, Sulla forma e sulle connessioni reciproche, ecc. Tavora 1.
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NUOVI ORIENTAMENTI DELLA SISTEMATICA )

La VALUTAZIONE DELLE COLORAZIONI MEDIANTE SCALE CROMATIOHE

(Con due figure e due tavole)

MARIO TIRELLI

SvararivM, — In animantinm speciebus diseribendis ud ea elementa, gquae
accurate definiri possint, praecipue attendi solet, imprimis quae quantitate aliave
mensura perpendi valeant, Hac ratione qualitates quoque, aptis rationibus adhi-

* bifis, numneris exprimi possunt, Inter qualitates autem praesertim animalium
colores accuratius. significari possunt, quam adhue factumn est.

Auctor chromnticam familise Cerambicidarwm scalam confecit; quae ratio
ipsi videtur utilissime adhiberi posse, etiam ut systematica singnlaruin notarum
vis perpendantur, quemadmodum ism anno 1981 Auctor edocuit.

InrnopuzroNE. ~ In una serie di lavori [6), [7], [8], [9], [10], [11],
[12] di cui il primo pubblicato .nel 1981, prospettavamo la notevole
Importanza del caratteri quantitativi o comungue esprimibili con nu-
meri sia come elementi di classificazione delle specie sia in quanto
consentivano di mettere in rilievo un ordinamento generale dei gruppi
sistematici in relazione alle variabilitd dei carafiteri. Su tali conceflti,
e in modo diverso, tornavamo in un lavoro (1986, [16]) che prospettava
1 eriteri adottati nella pratica sistematica per definire e descrivere le
specie. In questo lavoro segnalavamo come agli incerti mezzi di va-
lutazione diagnostica delle prime classificazioni si erano venuti aggiun-
gendo nuovi e moderni elementi di diagnosi, i quali tuttavia non erano
ancors enftrati nell'uso corrente.

(*) Memoria presentata dall’Accademico Pontificio Giuseppe Lepni il 10 gen-
naio 1946,

26 Aetae vol, 1X.
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Serivevamo infatti ({15], pag. 222}

«Non & nemmeno esatto che, nella pratica attuale, ¢i si valga di
tutti gli elementi diagnostici di cui potremmo disporre, per lesatta
distinzione delle specie.

« Per la forza di inerzia, propria della mente umana, occorre un
certo tempo prima che nuove conoscenze, utili dal punto di vista si-
stematico, siano universalmente accolte ¢ comunemente e correttamente
usate.

« Cost nella definizione del caratterl quentitativi specifici: ad
esempio per le pinne dei pesci, si indieca, nella descrizione, il numero
medio dei raggi di una pinna e gli estremi di variabilitd; ma di re-
gola si trascura di indicare il numero di esemplari che hanno servito
a fissare tali dati, Cosi pure avviene mnella descrizione delle razze, e
in parecchie monografie agrarie che vogliono essere moderne, abbiamo
visto descrizioni di razze, principalmente secondo criteri biometrici
(grandezza medis di frutti, foglie, ecc.) senza nemmeno un accenno al
al numero di misurazionl eseguite per ottenere tali medie e cid mentre
le pit elementari conoscenze biometriche indicano la necessita di tale
indicazione.

« Maggiore incertezza esiste ancora nella definizione dei generi, la
cui distinzione o creazione & basata, quasi esclusivamente, sul senso
sistemnatico dello specialista che sa capire il limite tra le differenze di
caratteri necessaric per la distinzione delie specie e le differenze che
gono invece sufficienti a creare un nuovo geners ».

Nello stesso lavoro scrivevamo ancora ([15], pag. 222).

« Quali sono in conclusione 1 criteri che vengono attualmente im-
piegati nella distinzione pratica delle varie specie? Per quanto taluni
biologi si illudano per l'entusiasmo in essi suscitato dalle ricerche cui
ho accennato, tali criteri, in pratica, non sonc essenzialmente diversi
da quelli usati dall'inizio degli studi sistematici. Le specie, vogliamo
dire, vengono ancora definite con criteri impressionistici ¢ pilt che
altro, soggettivi, che tengono naturalmoente conto di tutti gli elementi
diagnostici di cui siamo ora a conoscenza, ma la cui applicazione, nei
singoli casi, non & regolata da canoni fissi, ma laselata caso per caso,
allo studioso competente ».

Por conseguenza, aggiungevamo, molto nella descrizione delle specie-
& ancova lasciato al senso sistematico del classificatore il quale sa co-
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gliere lo reali differenze che distinguono le buone specie e i caratteri
utili per la differenziazione dei generi e delle razze.

Per guesto, affermavameo, sono necessari gli specialisti sistomaticl
al cul senso sistematico & affidata ancora in gran parte la classifica-
zione dei gruppi difficili. In quest’ordine di lavori tuttavia si deve
tendere sempre pitt e sempre meglio verso la scelta di criteri di dia-
gnosi incontrovertibili ed esatti. Se ci & consentito un paragome, il
sistematico attualmente & come il clinico medico del secolo scorso il
quale doveva diagnosticare le malattie dai sintomi che il semplice
esame obiettivo del malato gli permetteva di cogliere.

I bravi medici, dotati di quellistinto clinico, frutto di capacita
ed esperienza, che permetteva Joro di fare diagnosi esatte erano rari.
In seguito la clinica, & poco & poco, ha potuto valersi di un gran nu-
mero di analisi e di esami (chimici, batteriologici, radiologici, ecc.) che
aiutano e facilitano la diagnosi, ed anche un clinico mediocre pud fare
ora con rolativa sicurezze una diagnosi che un valente elinico del se-
colo scorso non era in grado di fare.

Analogo & il caso della sistematica: alla descrizione o per dire
meglio alla valutazione delle specie lasciata al senso sistematico dello
specialista, deve sostituirsi a poco a poco una valutazione o diagnosi
sistematica basata su elementi e dati precisi e rilevabili con criteri e
tecniche definite, e questo tanto per la disgnosi delle specie, quanto
per quella delle razze, dei generi, delle famiglie, ecc.

Come tuttl gli elementi diagnostici forniti dagli esami e dalle ana-
lisi di cui la medicing ora dispone, non potranno tuttavia sostituire
Popera del medico, che dovrd sempre valutare 1 risultati di tali esami
ed analisi in relazione al malato e alle circostanze cosi i dati siste-
matici ottenuti con metodi esatti di valutazione sistematica, pur faei-
litando la diagnosi delle specte, dei genert, ece. dovranno essere valu-
tati dal sistematico,
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TENDENZA A VALERSI DI CARATTERI QUANTITATIVI

Cosi stando le cose, quali sono gli orientamenti pratici che si pro-
spettano per raggiungere quests migliore possibilits di diagnosi siste-
maftica ?

La tendenza a sostituire ai caratteri qualitativi caratteri quanti-
tativi, o comunque ad esprimere i caratteri con numeri, deve ritenersi
indubbiamente il pitt importante di tali nuovi orientamenti e quello
che appare pii promettente di proficui risultati.

La descrizione delle razze, delle specie, dei generi, nella pratica
sistematica avviene ancora oggl prevalentemente in base a criteri de-
serittivi. La forma del corpo e delle sue varie appendici viene descritta
con frasi e talvolta viene meglio delineata con paragoni, i quali tut-
tavia oltre a contenere sempre elementi soggettivi, risultano spesso im-
precisi, Cosl dicasi della svariate ¢ numerosa gamma di colorazioni degli
organismi. Basta leggere le descrizioni di specie di insetti o molluschi
o uccelli per renderci conto della virtuosita fraseologica necessaria per
definire colori tanto svariati; dai termini di paragone pilt semplici e
comuni si va sino ai pit rari, complessi ed impensati, nocciola, ceruleo,
isabellino, cremeo, cremeo-grigio, limone, pisello, verde-grigio, cinereo, ocra-
ceo, fulvo, fulvo-ocraceo, cenerognolo, cinereo-fulvo, ambrato, winoso, ece.

Non & facile per il lettore farsi una idea delle tinte reali degli
esemplari dalla lettura di queste varie denominazioni che, per una stessa,
specie a corpo multicolore, possono essere parecchie. Tanto pit difficile
ancora risulterd l'interpretazione di queste deserizioni ad uno straniero.
B vero che nelle descrizioni di specie si deve usare il latino, ma in
pratica spesso o specialmente nei manuali di pitt larga consultazione
si usa la lingua corrente.

Tale prassi descrittiva, segnalata a proposito delle forme e dei
colori, si ripete per altri caratteri fisiologici, biologici, ecc., ¢ deve
considerarsi imperfetta.

Nella descrizione delle specie sono indicati anche caratteri quantita-
tivi, ma il loro uso risente ancora dei difetti seguenti: 1) sono usati
in piccolo numero; 2) sono imperfettamente indicati; 8) da ossi
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non si trae dal punto di viste diagnostico tutto quanto se ne potrebbe
ricavare. ‘ .
1°) Per quanto riguards il primo punto, nelle descrizioni sistema-
tiche di regola ci si limite a segnalare aleuni caratteri quantitativi
dimensionali come lunghezza e larghezza del corpo o di sleune sue
- parti, e qualche carattere quentitativo discontinuo come il numero di
metameri o di segmenti del corpo o di alcune appendici o qualche
altro,

2°) Sono imperfettamente indicati in quanto spesso viene se-
gnalata lo media dei ceratteri senza indicare le oscillazioni estreme
del carattere stesso e il numerc dei casi osservati. L'importanza di
questi ultimi dati & ovvia. Per ogni carattere quantitativo si dovrebbero
indicare, infatti, oltre la media, i valori estremi, lo scostamento qua-
dratico medio e lerrore probabile dells media e dello scostamento.
Talvolts il numero di casi osservati, eiod il numero di individui
esaminati, & troppo esiguo per poter calcolare in modo significativo
questi vari dati. A maggior ragione, in questi casi, bisogna indicare
almeno il numero di individni esaminati; talvolta invece vengono ri-
portate in descrizioni di specie e come caratteristiche della specie
misure basate sull’esame di 1 o 2 individui, e senza nemmeno fare
osservare che trattasi di un numero cosi esiguo di esemplari.

8) Dai caratteri quantitativi, anche se esattamente usati o segna-
lati, non si ricava sempre quanto si potrebbe. Questi caratteri, infatti,
si prestano allo studio di rapporti e di indiei il cui calcolo viene
spesso trascurato.

Da quanto detto sinors gli orientamenti generali che si prospet-
tano nel canpo degli studi sistematici risultano pertanto i seguenti:

A) Migliore espressione dei caratberi quantitativi gia adottati
nelle descrizioni sistematiche di razze, specie, generi, ecc.

By Uso pit largo di altrl caratteri quantitativi e valutazione
guantitativa di cavatteri qualitativi. _

C) Pitt ampio sfruttamento di caratteri misurabili ai fini siste-
matici.

E state principalmente la genetica con la necessith di valutare
esattamente differenze anche piccole fra i caratteri, che ha fatto fare
un passo notevole alla determinazione quantitativa dei caratteri.
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Per quanto concerne i caratteri qualitativi, numerose tecniche ed
‘accorgimenti sono stati infatti escogitati onde valutarli quantitati-
vamente od esprimerli con numerl. BEd a questo problema abbiamo
noi stessi portato vari contributi per quanto concerne la valutazione
di caratteri fisiologici del baco da seta [18} {14] e di vegetali [16].
‘Anche 1 disegni possono ora indicarsi con formule numeriche che co-
stituiscono, quando uon sia possibile dare una riproduzione in figura,
una espressione sintetica e precisa, assal preferibile alle descrizioni
fraseologiche [1], [17].

Quanto & stato fatto nel campo genetico deve ottenersi anche
per la sistematica.

T caratterl quantitativi o quelli qualitativi ridotti a quantitativi
offrono la possibilitd di misurare esattamente la variabilita dei carat-
teri stessi e la misura della variabilitd dei caratteri deve considerarsi
come una delle basi della sistematica.

VALUTAZIONE DELLA IMPORTANZA SISTEMATICA DEI CARATTERI

E noto come in un gruppo di organismi omogeneo, ad esempio
in una linea pura, gli individui si distribuiscono, rispetto & un dato
carattere, secondo una curva di variabilitd unimodale; quando la curva
& bimodale e se non vi sono altri fattori di perturbazione della curva
(di sesso, efd, ecc.) si deve supporre che il gruppo di organismi consi-
derato non sia omogeneo, ma costituito da due gruppi omogenei me-
scolati insieme: due piccole specie o due linee pure, ecc.

Le curve di variabilitd bimodali o unimodali non si ottengoeno
soltanto seriando gli individui di una razza ¢ di una specie, secondo
le modalitd di un carattere di razza o di specie, ma si ottengono anche
seriando 1 gruppi sistematici considerati come individualita di un gruppo
sistematico superiore. Cost, ad esempio, si possono costruire le seriagioni
e le corrispondenti curve di variabilita delle specie o dei generi di una
famiglia, distribuendo le specie o i generi secondo i valori medi di un,
carattere quantitativo che vari in modo caratteristico per ogni specic
del genere o della famiglia.

La curva di variability della famiglia Lumbricidae fu da noi co-
struita [6] disponendone in seriazione le specie secondo il valore ordi-
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nale del primo ancllo del clitello. In modo analogo furono costruite
le curve di variabilith di altre famiglie o gruppi sistematici [11]. Tutto
l'ordinamento sistematico appare quindi basato secondo un piano unico
di variabilitd, Curve di variabilitd del tutto simili possono ottenersi
gseriando gli individui di une razza o le varie razze di una specie 0
le specie o generi di une famiglia, e cosi via, sempreché cid sia con-
sentito da un sufficiente numero di casi osservati. Teoricamente si po-
frebbe costruire anche la curva di variabilits delle classi di un tipo,
seriando le classi secondo le varie modalith di un carattere quantita-
tivo differenziale per le varie classi.

In realtd cid non & possibile perchd le varie classi di un tipo
gono poco numerose per costruire una curva di frequenza.

L'ordinamento sistematico teorico di un tipo & rappresentato dallo
schema della figura 1. I1 tipo comprende organismi che hanno in co-
mune un carattere o un complesso di caratteri A; il tipo si divide
in pit classi ciascuna delle quali comprende organismi che presentano
il carattere o complesso di caratteri A del tipo e inoltre un altro ca-
rattere o complesso di caratteri B, diverso per ciascuns classe (quindi
B, 0 B, B,, ... By, por quante sono le classi). Ogni classe a sua volta
si divide in piit ordini, clascuno dei quali presenta il carattere o com-
plesso di caratteri A del tipo, il carattere o complesso di ecaratteri
B, o B,, 0 B,, ecc. della classe a cul appartiene e inolre un carattere
o complesso di caratteri C, 0 C,, 0 C,, ccc. caratteristico dell’ordine.
In tal modo si giuhge sino alla distinzione delle specie nel genere,
delle razze nella specie e degli individui nelle razze (fig. 1). Tutti questi
caratteri che distinguono gli individui di uns razza, le razze di una
specie, le specie di un genere, i generi di una famiglia, ecc. non sono
fissi, ma presentano una caratteristica variabilith che si manifesta se
condo un pisno unico, ciod secondo curve degli errori, sia che si co-
struisca la curva di variabilitd degli individui di una razze secondo
un carattere di razza, sia che si costruisca la curva di variabilith delle
razze di una specie sccondo un carattere sistematico di specie (variabile
nelle variec razze), sin che si costruisca la curva di variabilita delle
specie di un genere o di una famiglia, secondo un ecarattere sistematico
di genere o di famiglia, variabile nelle varie specie e cosi via (fig. 2).

Ma quali sono i caratteri da prescegliere per la classificazione?
Se prescindiamo dai caratteri di tipo e di razza che rappresentano
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Paspetto morfologico e strutturale generale dell’organismo ¢ che sono
per lo pilt bene evidenti, scendendo verso 1 gradini inferiori della scala
sistematica, & il sistematico stesso che deve saper trovare i caratteri

differenziali dei vari gruppi.

VARIABILITA' delle E TTERE
CLASSI net TIPO | A

ORDIN! nella CLASSE

FAMIGLIE nelt' ORDINE

GENER!nella FAMIGLIA

SPECIE net GENERE

RAZZE nella SPECIE

ne individui

INDIVIDU! nelta RAZZA

Fia. 2.

Sehema dolla variabilith del veri raggruppamonti sistomatiei di an tipe, Lo enrve di variabiliti

delle classi nel tipe, degli ordini nelie clessi, sono enrve teoriche, lo curve & varinbilith dogli

aggrappamenti sistemotiel inferiori sono curve roall, Comungue il piano di veriahilith & unieo

in ogni aggruppminento sistemasico. I caratteri indicati in ogni eurva i varinbilitd si viforiscono
ai carattori segnalati nolln fig, 1.

Come dunque effettuare questa scelta? Si & detto che i1 caratteri
quantitativi riducibili a misura nwmerica sono preferibili, particolar-
mente perché se ne pud studiare la variabilith e lo studio della va-
riabilith offre wn mezzo di valutazione del carattere.

(g in un lavoro del 1931 [7] prospettavamo come Vaspetto delle
curve di frequenza potesse fornire degli elementi di giundizio del va-
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lore di un carattere. Scrivevamo infatti ([7], pag. 7):

« Il poligono tassonomico di frequenza ci permette ancora di giu-
-dicare della omogeneitd 0 meno di un determinato gruppo sistematico.
Questo & anzi il pil importante risultato ottenibile. Se il poligono pre-
sentasse due vertici e la curva di conseguenza presentusse dus mode,
dovremmo ritenere il gruppo sistematico non omogeneo, o almeno, il
.carattere sistematico preso in esame non adatto o non valevole per
una clagsificagione esatta.

« I ben noto che molte volte i sistematici sono costretti a sce-
gliere come base per le classificazioni caratteri circa il valore dei quali
non posseggono sufficienti elementi di garanzia,

« Molto sovente infatti classificazioni gid compiute sulla base di
determinati caratteri si sono poi dimostrate non giuste e sono state
rimaneggiate od annullate per venire impiantate su basi diverse.

« Per cid che rigunarda i caratteri esprimibili quantitativamente
-crediamo che, nel valutare la loro importanza, come elemento di clas-
sificagione, possa riuscire di utilissima guida questo che vorremmo
‘chiamare: saggio biometrico. Poniamo che, nel classificare le specie o
i gemeri di un gruppo di organismi che abbiamo ragione di ritenere
a priori omogeneo (cosi i Lumbricidi) ci si valga, come prima prova,
di un carattere scelto & caso; e molte volte appunto per la grande
omogeneitd di un gruppo, riuscendo malagevole trovare dei caratteri
differenziali di facile e sicura rilevazione, che servano di base per la
gistematica del gruppo stesso, si procede a tentoni, Ebbene, se facendo
il saggio biometrico ci si accorge invece che le specie appartenenti
al gruppo considerato risultano disposte con irregolaritd e senza ordine
(c non secondo uns curva binomisale) poiché nel caso che stiamo pro-
spettando & pit facile dubitare del valore sistematico del carattere che
della. omogeneitd del gruppo, oecorre trovare un carattere diverso su
cui fondare la classificazione. ‘

« In sostanza si trafte quindi di trovare dei metodi che consen-
tano di valutare con esattezza il valore sistematico di un carattere s,

Nel 1931 scrivevamo ancora ([8], pag. 199): «In genere lo zoo-
logo sistematico, nello stabilire la giustezza di una determinate clas-
sificazione & guidato da un complesso di elementi in gran parte di
apprezzamento soggettivo. Hgli & sprovvisto di un mezzo su cui si
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possa basare, con notevole certezza, per saggiare il valore di una clas-
sificazione gia adottata.

«In ogni modo anche senza questo meszzo, il sistematico intuisce
che une determinata classificazione va riveduta, ritoceata, abolita, per
venire sostituita con altra su basi diverse. Quando un mezzo di analisi
precisa pud intervenire a suffragare tale intuizione che al zoologo sug-
gerisce 'esperienza, si ha ragione di ritenere che l'intuizione sia ben
fondata. X questo il caso dei Gadidi. Gia alcuni autori (Jorpan, D’AN-
cona) hanno supposto che l'attuale raggruppamento non risponda alle
necessitdé di una classificazione esatta; il saggio biometrico viene a
confermare questa supposizione e a dare ad essa, con la precisione del
metodo usato, un valore assal maggiore o a suggerire anche quale sia
frattanto il ritocco che pil urgentemente occorre portare alla classi-
ficazione gid adoftata ».

Il metodo che proponevamo consentiva di determinare la omo-
geneitd o la eterogencitd di un gruppo sistematico. Lo stesso metodo
applicato su un gruppo sistematico sicuramente omogeneo poteva con-
sentire di valutare invece il valore sistematico di un carattere dubbio.
Sin dal 1981 quindi prospettavamo il concetto di saggiare o valutare
la importanza sistematica dei caratterl mediante un metodo biome-
trico; riteniamo fosse la prima volte che veniva avanzata tale idea
e che veniva segnalata la strada da seguire in questo campo.

In seguito il Saccmerrr indicé un nuovo metodo basato anche
questo sulle variabilita dei caratteri per definire il valore sistematico
dei caratteri; ciod lindice di variabilitd interrazziale ¢ intrarazziale,
Il Saccumrrr [8], [4], [B] fa notare giustamente che se un dato carat-
tere presenta negli individui di una razza une variabilith magglore
di quella che presenta nelle diverse razze di una specie, detto carat-
tere ovviamente nom si pud assumere come un carattere distintivo di
razza. Un buon carattere distintivo di razza dovrd presentare una va-
riabilitd, nell’interno di una razza, ciod tra gli individui di wna razza,
inferiore rispetto alla variabilith dello stesso carattere tra le varie
razze della specie. Tanto minore sard la variabilitd intrarazziale, cioé
tra gli individui di una razza, e maggiore la variabilith interrazziale,
tanto maggiore sard il valore sistematico del carattere. Basandosi su
questi concetti il Saccmertr ha dimostrato come V'indice facciale, che
varia pilt largamente tra gli individui di una razza di quanto non va-
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rino tra di loro gli indici facciali medi di razze diverse, & un cattivo
carattere per la classificazione delle razze umane, mentre un buon ca-
rattere per la classificazione & l'indice cefalico il quale si comporta
in modo opposto allindice facciale, cloé varia di meno, negli individui
di una razza, di quanto non vari nelle diverse razze,

Le considerazioni del Saccarrrr potrebbero estendersi a tutte la
scala sistematicn; un carattere che vari nelle singole specie di un ge-
nere pitt di quanto non vari tra generi diversi, non & buon carattere
per la classificazione del generi; un carattere che vari nelle singole
razze di specie diverse piti di quanto non vari tra le specie non é
un buon carattere per la classificazione delle specie ¢ cosl via.

Questo saggio biometrico si pud applicare pil largemente alla
sistematica realizzando quanto prospettavamo: dare ciod un mezzo di
analisi precisa per la valutazione del valore sistematico dei caratteri,
che sostituisca la valutazione soggettiva lasciate all’intuizione o al senso
sistematico del classificatore.

In un sistema di valutazione dell’imporianza sistematica dei carat-
teri, basato tutto sulla misura della variabilitd, & di somma importanza
poter disporre di carafteri quantilativi o misurabili; ecco pertanto una
nuova ragione che impone l'orientamento wverso lo scella di caratieri
quantitativi o suscettibili di misura per la classificazione e la trasforma-

~ zione con tecniche e artifici adatti dei caratieri qualitativi in quantitativi,

SCALA CROMATICA DEI CERAMBICIDI

Onde portare su queste via un ulteriore contributo pratico, ab-
biamo preparato une prima «scala cromatica » (*) per la valutazione
pilt precisa delle colorazioni delle specie della famiglia Cerambicidae
(Coleotteri). Detta scala & stata costruita da un artista specializzato
in lavori biologici, il Prof. Prerro Axrowuccio, il quale, esaminato un
gran numero di esemplari di Cerambici paleartici, nelle collezioni Liui-

(1) La opportunitd di usare scale cromatiche per la valutazions dei colori
degli organismi fu ospressa da noi per la prima volta pubblicamente in occa-
sione di uwua conferenza tenuta dal Prof. S, Brrr alla Unione dei naturalisti, in
Roma [2] in seds di discussions. Per ragioni tecnwhe & stata eseguita per prima
.l seala cromatica dei Cerambicidae,




AUTA 271

a1oNt, Raserrr e Tirmrin, ha segnato via via tutte lo colorazioni e sfu-
mature di colorazioni che osservava.

Le colorazioni o sfumature di colorazioni diverse sono state quindi
raggruppate mettendo vieino i colori simili. 8i & ottenuta in tal modo
ung scala con 90 colori, raggruppati per comoditd in cinque colonne
e 18 linee. Ogni colonna & indicata con una letbera e i colori di
ogni linea sono indieati con numeri (Tev. I-II),

Ogni colore & quindi rappresentato da una lettera ¢ da un nu-
mero.

In un primo tempo si era pensato di valerci del codice interna-
ziale dei colori; ma un codice unico non esiste, e s esistesse, troppo
laborioso ne diverrebbe l'uso. D’altra parte un codice unico per tutte
le colorazioni degli organismi animali e vegetali sarebbe anche pra-
ticamente inutile data la speeializzazione sistematica. In pratica quindi
& utile che per ogni gruppo sistematico si costruisce una scala cro-
matica diversa. Analogamente a quanto si fa per le scale cromatiche
usate in Antropologia sarebbe opportuno che i colori cosl determinati
venissero impressi su dischi o lamine di smalto, tuttavis per questo
primo tentativo presentiamo la scala cromatica su carta. Del resto
conserviamo le riproduzioni originali delle tinte, da cui sard sempre
possibile rieavare in caso uns scala su materiale ‘diverso dalla carta.

Parecchi Cerambiel presentano tinte metalliche; in questa scals
non sono state segnate le tinte metalliche; ma nell’indicazione del co-
lore basterd segnalare, se la tinta ¢ metallica, la lettera e il numero
seguiti dall’attributo metallico.

Ci auguriamo che il nostro tentativo apra la strada ad ulterior
perfezionamenti in questo campo.

CONCLUSIONI

Dal 1931 Pautore prospettd come, sin i gruppi sistematici elemen-
tari (razze), che i gruppi pitr elevati nella scala sistematica, come ge-
neri, famiglie, ecc. fossero ordinati secondo un pisno unico.

Come gli individui di una razza si distribuiscono, secondo le mo-
dalitd di un earattere misurabile, in una curva di frequenza binomiale,
cost analoga curva si ottiene seriando le razze di una- specle le specie
di un genere o di una famiglin, 6 cosi via.
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Le curve unimodali indicano di regola gruppi sistematici omo-
gonei. Gid nel 1931 Vautore prospebtava inoltre la convenienza di so-
stituire alla valutazione soggettiva della importanza ¢ del valore tasso-
nomico dei caratteri un criterio pili esatto e proponeva un saggio
biometrico basato sull’esame della variabilith di un carattere.

Altro metodo & stato in seguito proposto dal Saccarrrr. In questo
ordine di idee appare comunqgue sempre pili importante la misura della
variabilith dei caratteri. Questa misura pud offettuarsi facilmente sui
caratteri quantitativi, mentre per i caratteri qualitativi sono necessarie
modalithd tecniche varie per renderli misurabili.

T’orientamento degli studi sistematici & volto comunque a tro-
vare elementi pitt esatti di diagnosi fra i vari gruppi sistematici to-
gliendo il riconoscimento o la distinzione dei vari gruppi alla valu-
tazione soggettiva e al senso sistematico del classificatore che ancora
prevalgono nella pratica sistematica. In primo piano, in questo campo,
sta la possibilitd di valersi di caratteri sistematici quantitativi esatta-
mente misurabili, A tal riguardo & necessario:

4) Esprimere con maggior precisione i caratteri quantitativi
sino ad ora utilizzati, come i caratteri dimensionali, indicando per i
vari caratterl anche lo scostamento guadratico medio, il campo di va-
riabilitd ecc. e rendere misurabili quantitetivamente, con apposite tec-
niche e artifici, anche il maggior numero possibile di caratterl qua-
litativi.

B) Utilizzare meglio i caratteri quantitativi o misurabili facen-
done rapporti e correlazioni.

C') Deoterminare il valore sistematico dei vari earatteri con op-
portuni metodi, basati sulla analisi della variabilitd dei carattert stessi.
Tl primo concetto in questo campo e il primo pratico tentativo di va-
lutazione sistematica dei caratteri furono prospettati dall’autore nel
1931,

Liespressione quantitativa o numerica dei caratteri & importante
quindi da un duplice punto di vista : da un punto di vista diretto in
quanto rende piti semplici e precise le descrizioni delle razze, specie,
generi, ecc. Da un punto di vista indiretto in quanto i caratterl quan-
titativi o espressi numericamente consentomo uno studio pili preciso
della loro variabilith e, quindi, la eventuale analisi della importanza
sistematica del carattere stesso.
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I’autore porta infine un contributo pratico alla valutazione guan-
titativa (0 numerica) dei caratteri illustrando una prima scala croma-
tica, di 90 colori, che pud valere per definire i colori delle specie:
paleartiche della famiglia Cerambicidae (Coleotteri) indicando i colori
con numeri e lettere, invece che con imprecise indicazioni fraseolo-
giche come sinora & stato fatto. o
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