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UNA NUOVA VISIONE DELLA GEOMETRIA
SOPRA UNA CURVA®

FRANCESCO SEVERI

Aecademice Pontificio

SvMMaRIVM. — Super algebricam ecurvam Auctor, intrinseco praeseriim
modo, constituit geometriam invariantem relate ad birvationales transformationes,
quae non postulat praeviam mualtiplerum punetorum remotionem; quorum insuper
omuium remotionem a posteriori operatur methodus quae in hac Nota exponitur.

Il metodo rapido per costruire la geometria sopra una curva,
esposto dall’Autore (*), poggia sopra un lemma proiettivo. Qui si vuol
compiere un passo ulteriore per una formulazione del tutto irtrin-
seca della geomoetria sopra una curvae, sostituendo a quel lemma un
teoremsa infrinseco nella deduzione e nell’espressione; con migliori
possibilitd, dunque, di ulteriori avvicinamenti all’algebra astratta ().

Il metodo qui sviluppate a un certo momento si fonde con quello
- esposto nel 1920 e shocca nell’eliminazione globale delle singolarita,
senza che occorra aleun processo infinitesimale o aleuna nozione di
singolaritsd infinitamente vicine.

1. - Supporremo acquisite proiettivamente talune proprictd olo-
mentari relative alle curve algebriclhie ¢ alle loro serie lineari; e ciod:

{*} Nota presentata nella riunione del! 22 novembre 1951,

(1} . Smveri, Una rapida ricostruzione della geomelria sopra una curva
algebrica, « Atti del R. Istituto Venoto di Scienze, Lettere od Arti», 1920, pag. 930.
Vedi pure Sevmii, Tvatiato di geomeiric algebrica, Bologna, Zanichelli, 19286,
pag. 146, Questo metodo fu didatticamente elaborato in forma aneor pitt elemen-
tare da Arnpanese (Vedi il Pratiafo eitato, pag. 78

() L'ayvicinamento del metodo rapido all’algebra astratta fu compinto da
GropNer, Idealtheoretischer Aufbaw der algebraischen Geometrie, Berlin-Leipzig,
Teubnor, i341.

18  A4cta, vol. XIV.
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@) La circostanza ovvia che il punto « generico» d’una curva
algebrica irriducibile gqualunque & semplice (ossia che i punti mualtiph
sono in numere finito).

b) La nozione di serie lineare g7, d'ordine n e dimensione 7,
di gruppi di # punti sopra una curva algebrica irriducibile C, quale
intersezione di C con un sistema lincare (che senza restrizione pud
supporsi oo™} di forme, dell’ambiente proiettive di C.

Se non esistono punti fissi dei gruppi di ¢7, ed & quindi rz=l,
il gruppo «generico» di g7 consta di » punti semplici, distinti di C,
in ciascun dei quali la forma del sisteman, che sega il gruppo, ha
con C un’intersezione semplice.

(id significa che le forme del sistema secante, che intersecano C,
fuori degli eventuali punti base, gincenti su C, in meno di n punti,
costituiscono entro il sisterna una varieth (algebrica) subordinate.

Quanto ai punti sempliei di C, che sieno punti base del sistema
secante, se in un tal punto, P, la forma «generica» del sistema ha
con O in P molteplicita d’intersezione p (ossia se le forme che hanno
con C in P molteplicits maggiore di p formano in esso una varietd
subordinata), il punto P potrd esser considerato come punto fisso del
gruppl di g, con una molteplicith v(0<Sv<p).

Dei gruppi della serie contenenti punti multipli di C, ci disin-
teressiamo, in quanto ci basta ora di considerare gruppi costituiti
soltanto da punti semplici di C.

OssERVAZIONE, - Abbiamo insistito a precisare ogni volta, nelle
varie circostanze in cui & stata usatae, il senso della parola «generico »
per chi eventualmente lo considerasse tutbora non ben definito !
Rinviamo in proposito ad altri nostri lavori sull’argomento e non
insistiamo pilt su questa banale ed ormai inutile precisazione.

2. La precedente definizione ) riconduce senz’altro alla definizione
della serie lineare quale insieme dei gruppi di livello d'una funziome
razionale del punto di C, combinazione lineare di # funzioni rasio-
nali linearmente indipendenti, aventi in comune un gruppe di dato
livello, costituito da = punti semplici, distinti di C.

Dei gruppi di livello contenenti punti non distinti o punti mul-
tipli di C, possiamo qui disinteressarel.
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¢) Quest'interpretazione conduce poi subito al teorema di uni-
citd e di esistenza per la serie lineare completa di ordine n (ossia
non ulferiormente ampliabile) individuate da # punti semplici distinti
di C, ivi compreso il caso in cul non esiste alcuna funzione razionale
avente quei soli punti come punti del dato livello: nel qual caso la
serie individuata sl assume di dimensione 2 ==0.

D’altronde la serie lineare completo individuats dal dato gruppo
di n punti semplici, distinti, pud nel fatto possedere alcuni di quei
punti come fissi (cioé di livello indeterminato).

I Vipotesi che ha per caso estremo una serie completa ¢o.

Dal teorema di unicitd e di esistenza segue infine, quale ovvio
corollario, 1l Restsatz invariantivo, inerente al concetti di somma e
di differenza di serie lineari, limitatamente (in questa fase costruttiva)
a operazioni che facciano intervenire serie senza punti fissi in punti
multipli di C.

d) Si suppone altresl acquisite la distinzione delle serie lineari
in semplici e composte. Tale distinzione non richiede che l'intervento
del gruppi della serie che passano per un punto generico di C, e,
astrazion fatte dai punti fissi, il generico di questi gruppi consta di
punti semplici e distinti.

Un gruppo newtro di una g7 data su C{r>1) & un gruppo di v
punti (1<v<n) semplici e distinti di C, che presenta ai gruppi della
serie che debbon contenerlo, una sola condizione; ciod tale che nessun
suo punto sia fisso per g7 e che tutéi i grappt di g% che passano
per uno qualsiasi dei v punti del gruppo, contengono in conseguenza
i v—1 rimanenti.

Orbene, se una g* & semplice, non esiste sulla curva che un -
mero finito (=0} di gruppi neutri per la serie.

Data la g" costruiscasi invero la curva irriducibile O" ~ definita,
a meno di un'omografia - dette imagine proiettive della g* di C.
Allora: o C' risulta in corrispondenza birazionale con C e la g7 data
& semplice; oppure (' risulta in corrispondenza (1,v) (ove v & un
certo intero, 1 <v<n, divisore di n) e la g7 & composta con un’in-
voluzione di grado v, in corrispondenza birazionale con C. Nel primo
caso ogni gruppo neutro di g di luogo ad un punto multiplo di C';
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sicchd, per la proprietd «), i gruppi neutri di g* sonmo in numero
finito (*).

8.Premesso tutto cid dimostriamo il teorema:

Sieno |G|, |H,| due serie lincari complete, semplici, prive di punti
fissi, di dimensioni >1, individucte da due gruppi G, H., rispetti-
vamente di m,n punti semplici, distinti, privi di punti comuni. Sussiste
allora per 1 abbastanza grande [z maw (m—1,n—1}], la relazione:

[1] Im o 81, == In — S{H,)

ove S{A) denota la dimensione della serie lineare completa [A].

Consideriamo la serie completa, d’ordine I(m +n), [I(Gy, + H,)|
o cerchiamo di calcolarne la dimensione 3[I(G,, +1IL,)).

All'uopo osserviemo che, se Izn--1, un generico gruppo H,
di |H,| presenta ai gruppi di {IG,|, che debbon contenerlo, esatta-
mente 7 condizioni indipendenti. -

Invero, essendo |(,,| semplice, non esiste in C che un numero
finito di gruppi neutri di |G,l, epperd, essendo inoltre [H,| priva
di punti fissi, H, non contiene alcun punto appartenente a gualche
gruppo mneutro di |G, | Pertanto 1 gruppi di |G| passenti per un
punto gualungue di H,, non contengono altri punti di H,; o lo
serie, almeno oo!, residue dei singoli punti di H, rispetto a |G|,
sono n distinte fra loro e ciascuna non ha che il punto fisso imposto.
Si posson in conseguenza trovare n—1 gruppl Aistinti G5, GZ, ..., Go!
di |G| contenenti 1 punti P, Py, ..., P,_, di H, e non il punto re-
stante P,. T gruppi scelti non hanno inoltre a due a due punti co-
muni. Il gruppo GL o+ L.+ G , insieme ed altri I—n+1 gruppi
generici di |G|, costituisce dunque un gruppo X di {16}, formato
da Im punti semplici di C e distinti, il quale passa per n—1 punti
di ﬁ,,, senza contenere il punto rimanente, Questo prova che H, pre-
senta ai gruppli di |{G,,] n condizioni indipendeni.

Assumasi ora in C un’altra serie lineare qualungue }A', indivi-
duata da un gruppo A di punti semplici e distinti della curva.

® ia quasi superfluo ricordare che esistono serie semplici: per esempio guelle
gegate su C dalle forme di dato ordine dell’ambiente. Non valla pena cho spen-
diamo parole a dimostrare l'esistenze di serie composte, perché non intervengono
nella nostra trattrzione.
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I facile constatare che anche ai gruppi della serie completa {[G, + A,
per 7 abbastanze grande, il generico I, presenta n condizioni indi-
pendenti, Infatti, H,, essendo generico entro una serie priva di punti
fissi, non ha eloun punto comune col gruppo A genericamente pre-
fissato in {A|, epperd aggiunto A al gruppo X sopra costruito, s'ot-
tiene un gruppo di |[IG,, + A| contenente n--1 punti di I, e non il
rimanente: donde Vasserto.
Ne segue, per gradi successivi, che le serie

|Z(Gm + H‘H) - ﬁo:i! |Z(Gf?1+1{?i) _Qﬁui) Ty [Z(Gm + HN) - Zﬁﬂ, ;
clod le serie: '
11(}:7: +(ZW1)H’|§: iZGm'{'(]Mg) I{ﬂ!) ey |ZGm[1

le quali son tutte individuabili con gruppi di punti semplici e di-
stinti (tanti quant’é 'ordine di ciascune di esse), per I=»n—1 hanno
le dimensioni

UG, +H) —n, 3G, + H)] =~ 20, ..., d[M(G, + H)] —In .

Dunque &:
(G, + H) —In==3(1G,,) .

Similmente, per Iz m —1, sard:
8Ij‘l((g"tsu + Hﬂ)] - Zm = 8(31{11) .

Sottraendo & membro a membro le ultime due relazioni, se ne
trae la relazione [1], che si voleva dimostrare ().

4. -~ 8i osservi ora che & certo Im=3¥(1(%,), il segno = valendo
allora e soltanto allora che tutti i gruppi di Im punti di C formano
una g, Ma se cosi & lo stesso avviene dei resti di un gruppo di

(4) 11 ragionamento esposto & la radice d’un procedimento che ho seguito
“in generale per dimostrare 'invarianza del genere aritmetico d’'una varietd i
dimensione gualungue. Vedi Suveri, Fondamenti per la geomelria sulle verictd
algchriche: seconda memoria, «Annali di matematica», 1951, Nolin conferensa
che feci in propesito alla Havvard University '8 sattembre 1950, mi fermai
anzi proprio sulle curve per mostrare in questo caso semplice la trama dei pro-
cesso generale.
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Im—1 punti generici di C, rispetto alla glt, cosicche C & birszional-
mente equivalente ad una gi, cioé ad una retis, e secondo la locu-
zione corrente, & una curva razionate. Poniamo, per ! abbastanza grande:

[2] Im—3{1G,)=p .

L'intero pz0 risulta indipendente da [ e da |G,|. Il suo annullarsi
caratterizza inoltre le curve raziomall

Gia la [2], comparate con V'ordinario teorema di Riemann-Roon
per le serie non speciali, mostra che p non & che il carattere cono-
sointo classicamente con la denominazione di genere della curva
(vedi il successivo n.B).

Ma qui si tratte di costruire ex novo 12 teoria, mostrando vi-
ceversa, che assunto p & genere delln curva, si ricade nel carattere
conoscinto con questo nome.

Da notarsi anzitutto che il genere d’una curva irriducibile (secondo
la definizione cui siamo giunti) ha senso sopra una curva con singola-
rita qualunque (di un qualsiasi spazio ambiente) ed ess0 risulta inva-
riante per ogni trasformazione birazionale della curva.

Tnvero, ad una serie lineare semplice |G|, almeno oof, priva di
punti fissi su G, risponde, sopra una trasformata birazionale C' di C,
uns sorie analoga |G',| e gl'interi im, 3(1G,,), permangono immutati
nel passaggio da |G| 2 {G',,], perchd una sorie complete semplice,
almeno oof, priva di punti fissi, ha per corrispondente su C' una

serie analoga.
‘ La ragione intima del successo del procedimento & che ci siamo
fondati su proprietd delle serie lineari, le quali hanno senso, non sol-
tanto se viferite all’insieme di tutti i punti semplici o multipli della
curva, ma anche al solo insieme dei punti semplici (*).

5. Dato su ¢ un grappo H, di » punti semplici, distinti, esiste
sempre qualche serie lineare completa |G|, semplice, almeno oo, i
cui oventuali gruppi neutri non hanno alcun punto comune con H,.

") I8 questa Ia bussola orientatrice por simili procedimenti, come avevo
gib osservato a pag. 335 dol Trattalo di geomelria algebrica.
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Una tal serie & per esempio quella individuata da una sezione iper-
piana geuerica di C,

Da quest’osservazione, tenuto conto di quanto precede, si trae i}
teorems:

La dimensione della serie lineare completa [{H.,], individuata da
un gruppo H, di n punti semplici, distinti della curea, soddisfa alla
disuguaglionza :

SHY=zn—p .

Sla infatti |G| una serie lineare completn, almeno oo?, soddi-
sfacente rispetto ad I, alle ipotesi dell’osservazione premessa. Allora
n gruppt gemerici G, passenti pei singoli punti di T, sono tra loro
distint{ e non hanno a due a due punti comuni. Per 1= n esistono
dunque in |G| gruppi passanti per H,, i cui residui sone gruppi X
di Im —n punti semplici, distinti della curvae, sicche & G, =H,+K.

Ora il gruppo K, costituito da punti semplici, distinti, presenta
ai gruppi della |IG,!, che debbano contenerlo, per lo meno tante
condizioni quant’s il numero Im —n dei suoi punti; epperd la dimen-
sione della serie residua |H,|=[1 G, — K| b 23 (G,,) — (e —n)=n—p;
c.d. d.

Questo teorema, confrontato con l'analogo della geometria alge-
brica classica, permette di affermare che il numero p non & altro che
il genere riemanniano.

Chiameremo non speciale una [H,| completa per cui S(QH,,)mn— .
Come risulta dai nn. 8, 4, esistono seric non speciali. Se invece
8(H,) > n~p, la serie sard detta speciale.

6. - Dal teorema precedente si deduce che «i gruppi di Im punti
di C, per I abbastanza grande, si distribuiscono in oo serie lineari
complete non speciali». Infatti, se |G| & una serie soddisfacente alle
ipotesi del n. 8, per / abbastanza grande, [{(,| & non speciale,

D’altronde, a norma del teorema precedente, una serie qualsiasi
di ordine lm, individuata da Im punti distinti, semplici di C, ha di-
mensione > im—p. B siccome la dimensione di una tal serie, variando
il gruppo degli Im punti, non pué che crescere’per gruppi particolari,
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cost devesi concludere che ogni serie di ordine Im (I grande) ha la
dimensione {m —gp. Donde la proprietd enunciata.

Ne deriva che:

Un gruppo ' di p punti generici, semplici, distinti, della curva C,
individua una serie lineare di dimensione zero.

Assumiamo invero due serie {B'j, |B"| di ordine im, appartenenti
dunque alla pfedetta, varietd oo?. La seric |I' + B/ —B"l esiste effettiva,
perché |I'+ B’} ha la dimensione =z(Im+pl—p=im e il gruppo B”
presenta al piti al gruppi di una tal serie Im condizioni. Siccome,
tenuto fisso B, due serie distinte |B”! dinno luogo a due serie di-
stinte |I‘+B’M-B”}, la varietd delle serie |I'| contiene almeno o” serie
distinte. B questo significa che un generico I individua una gg} completa.

D’aitronde, preso un gruppo generico di p+1 punti, questo, a
norma del teorema del n. B, individua almeno una 9’31,+1' Si ricade
dunque nella definizione del genere secondo WEIERSTRASS, gia da ine
raggiunte nella trattazione del 1920, sulla base di un lemma pretta-
mente proiettivo.

Da cid tutte le conseguenze tratte intriusecamente nella Note
del 1920 o nel passo citato del Trattato di geometria algebrica. In
particolars, il fatto che per n>2p—2 o per r>p—1 ogni g, com-
pleta su C & non speciale e il teorema che Vimagine proiettiva d'una
serie completa |EH,! individuate su C da un gruppe di n>2p punti
semplici e distinti, & birazionslmente squivelente a C e prive di punti

multipli.
Cosi 1 panti multipli eventuali di C spariscono in blocco, me-
diante una counveniente trasformazione birazionale.

~ Tralascio di esporre altri teoremi, che si presentano succes-
sivamente nello sviluppo della geometria sopra una curva, nei quall
occorrerebbe di ridurre al minimo i richiami di carattere proiettivo,
pei migliori accostamenti all’algebra astratta. Uno dei punbi essen-
zinli & il teorema di riduzione, alla cui dimostrazione occorrersbbe
dare un andamento intrinseco, stabilendo in primo luogo che su O
esiste sempre qualche sorie speciale di ordine 2p—2. Da cid segui-
rebbero facilmente in modo intrinseco le proprietd della sevie cano-
nica, il teorema di riduzione e il teorema di Rismawx-Roca.
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Preferisco chiudere con talune rapide considerazioni relative alla
geometria sopra una curva C con singolarita qualungue.

Una volta provate che C possiede un modello privoe di punti
multipli & noto (vedi per es. il mio Trattato citato) come si possa
introdurre il concetto di ramo e arrivare agli sviluppi in serie che
rappresentano il ramo stesso.

Ma si pud pensare anche a tale proposito (con vantaggio forse
rispetto alle applicazioni all’algebra astratta) di capovolgere la trat-
tazloue, stabilendo o priori in modo intrinseco sulla curva C, dotata
di singolarité qualunque, il concetto di ramo.

Introdotta in una delle tante maniere possibili (per es. atiraverso
Pespressiono formale dells distanza complessa di due punti di C) la
nozione d'interno di un punto di C, al finito o all’infinito, un ramo
avente l'origine in un punto O &i C, si pud definire come un insieme
di punti appartenente all'intorno di O, il quale, mediante una conve-
niente trasformazione birazionale di C, pud ricondursi ad essere I'in-
torno completo di un sol punto della trasformata di C e non pud
mai scindersi in insiemi parziali appartenenti a intorni di due o pih
punti della curve trasformata.

Il ramo & invariante per trasformazioni birazionali o la geometria
sopra. un modello non singolare della curva si trasferisce sonz’altro
al modello C, dotato di singolaritds qualunque, sostituendo ai punti
(semplici} del modello non singolare i punti-origine di C, ossin le
associazioni di eclascun ramo della curva con la rispettiva origine.

Cosi per esempio il teorema di unicith o d'esistenza della serio
lineare individuate da un gruppe di G di m punti-origine distinti o
coineidenti (i quali naturalmente possono anche non coincidere, pur
avendo la stessa origine), acquiste valore appunto rispetto a gruppi
siffatbi di punti-origine, ciascun dei quali resta definito intrinseca-.
mente sulla curve.

Ogni serie lineare ¢ sulla C, di luogo, nei riguardi d’'un dato
ramo vy, di origine O, a un ciclo, costruito a partire da un gruppo G
di g", contenente il punto-origine (0, y). I ciclo & formato dagli ¢ punti
di un gruppo G di gh, mobile nellintorno di G, 1 quali apparten-
gono a y e si permutano fra loro per le circolazioni di & attorno a G.



152 PONTIFICIA ACADEMIA SCIENTIARVM

Si pud anche considerare Verdine (intrinseco) s di un ramo y
di C rispetto a g7. B la molteplicitd s dell'origine O del ramo pel
gruppo generico di g7 contenente il punto-origine (O, ¥). Quando s=1
il ramo ® lneare rispetto alla data serie; ma la sue molteplicith
cambia naturalmente quando la serie cangia.

La possibilita di costruire un modello non singolare di C equivale
alla possibilith di eostruire su C una serie lineare rispetto a cui ognl
ramo di C sia lineare.

Come ed in qual misura concetti analoghi posson esser traspor-
tati alle falde di varieta algebriche?






