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QUATERNIONS ET ESPACE ELLIPTIQUE®

GEORGES LEMAITRE

Académicien Portiflcal

SvMMmARIVM, ~ Auelor quaterniones adbibel ut, rationem a Klein usarpatam
in Erlangeniano programmate secutus, praecipuas ellipticl spatii proprietales
detorminet.

1. -~ IxtmopUCTION

Les quaternions ont é4é inventés en 1843 par Sir Winniax Rowax
ITamrnvon. Il est difficile d'inmaginer avee guel enthousiasme, mais anssi
avec guelle confusion, cotte idde géniale a été développée par son anteur.

Dans une « Introduction fo quaternions » publide & Londres
(Mac Millan 1873) par P. Kerraxn et P. Gl Tam, le premier des
auteurs déclare: « The fizst work of Sir Wm Hamron Lectures on
Quaternions (1852), was very dimly and imperfectly undestood by me
and 1 dare say by others ». Il ajoute que les Elements of Quaternions
(1865) et méme Pexposé plus clair de son co-auteur P. G, Tarr: An ele-
mentary Treatise on Quafernions ne peuvent élre cousidérés comme
élémentaires.

Le livre lui-méme dont ces remarques sont tirdes a certainement
un caractére éidmentaire, il exagére méme dans ce sens, en présentant
des démonstrations de théoremes trop connusg pour lesquels Pemploi
d'un nouveau type de caleul ne semble pas se justifier,

{*) Nota presentata nella Tornata deil’8 febbraio 1948,

T Adeta, vol. X1I,
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Pourtant Vinfluence de la découverte d’Hamriron a été irds grande.
Non seulement, c’est d'elle que s'est dégagé le ecaleul vectoriel, avec
sos mobtions si fécondes de produit scalaire et de produit vectoriel,
mais aussi le développement de la géométrie elliptique par Caviey,
Criprorp ete, semble avoir été fortement imfluencée par le nouveau
caleul, ainsi qu'en témoigne le titre d'un ces travaux: « Preluninery
sketch on bi-quaternions » (1873),

Jo ne me propose pas de débrouiller I'histoire touffue de ces
découvertes, mais, ecu étudiant Vespace elliptique ou sphérique, il m’est
apparn que les quaternions fournissent des nofations extrémement
simples et élégantes d’ont los propriétés de cot espace déeoulent immé-
diatenent.

Comme l'espace elliptique joue dans les théories cosmogoniques
un role de plus en plus grand, j’al pensé qu'un exposé qui ne supposce
chez le lecteur que des connaissances élémentaires de géométrie ana-
lytigue pourrait présenter guelqu’utilité méme si les spécialistes de
Palgébre, de lo géométrie et de Phistoire de la science du sidele dernier,
doivent porter le jugement qu'il ne contient rien de vraiment neuf.

Pour Vhistorique do la guestion, le lecteur pourra se rapporter
aux iraitds de gdométrie et particuliérement a I'ouvrage de W, Brascuke
Nicht Bullidische Geometrie und Mechanil: (Teubner 1942) qui présente
plus dun point commun avec le présent exposé mais s'adresse & une
tout autre catégorie de lecleurs.

2, - VECTRURS

Un vecteur peut éfre envisagé au point de vue gdométrigue ef:
au point de vue algébrigue.

Aun point de vue algébrique, le vecteur s'obilient en partant du-
corps des nombres réels, appelés scaladres, en leur adjoignant des
symboles nouveaux non conbtonus dans le corps des nombres réels,
ot désignés ordinairement par les lettres 4, j, k.

Sauf pour ces trois lettres, dont Yemploi est consacré par l'usage,
nous supposerons que toute lettre latine désigne un scalaive, c'est &
dire un nombre rdol.
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Un vecteur sera done représenté par
it yfrek .

T/addition des vecteurs ot la multiplication par un sealaire s'ob-
tiendra en appliquant les régles ordinaires du caleul commo si 4,7,k
étaient des nombres. Le résultat de ces opérations sers encore un
vecteur.

Géométriquement, les symboles ¢, §, & représentent une base o'est
4 dire trois vecteurs de longueur unité et non situds dans un méme
plan. Nous supposerons que cette base est orthogonale, c¢’est & dire
que les trois vecteurs ,7,k sont deux & deux perpendiculaires.

Alors, les frois scalaires a,y, z sont les composantes, ou projections
orthogonales du veeteur, sur les trois vecteurs de la basge.

Les composantes de la somme de deux vecteurs sont les sommes
des composantes de ces vecteurs.

3. - Dingorions

Il est usuel de désigner les vecteurs par des lettres grecques.
Nous nous dearterons pourtant quelque peu de cette notation tradi-
tionnelle en réservant les lettres grecques aux seuls vecteurs unitaires,
c'est 4 dire aux vecteurs pour lesquels la somme des carrds dos com-
posantes est égal 4 un.

Il nous a parn néeessaire d'introduire une désignation plus bréve
pour P'expression « vecteur unitaire ». Le terme « direction » nous o
paru approprid, En effef, puisqu’un vecteur est une grandeur dirigée,
le vecteur unitaire, dont la grandenr est fixée une fois pour toute, ne
fait plus quiindiquer la direction et le terme direction lui convient bien.

4. - QUATERNIONS
Tlidde maifresse d'Hamrmron a été de définir 1a loi de multipli-

plication des symboles 4, , & ot cela de telle fagon que toutes les régles
du caleul algéhrique restent valides & Pexception d’une seule: la pro-
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priété commutative de la multiplication. I1 fonda ainsi I'algébre non-
commuitative,
Dans cette algdbre, la valenr dun produnit pent dépendre de
lordre des facteurs.
Partant de la table do multiplication de deux des symboles 7 et 7,
s0it
P =1 Jr=1 if=-jé==l

on dédnit aisément de ces formules (par 'application des régles or-
dinaires du calenl, en prenant soin de respecter 'ordre dans lequel
se présentent los facteurs) que les formules analogmes obtenues en
permutant circulairement les lettres 4,7, k&, soit ‘

7ﬂ2m——1 jk:—-kjm‘!: ki:z—?:](?:j

gont valables.
Appliquant ces régles de caleul an produit d’une direction de compo-
santes &, y, z, par une autre direction o' do composant &',y" 2’ on obtient

wa' == — (@' + yy' + 22
+(ye —ay)i
+ (2o’ — w2’ §

+ (wy' gy R

Cetto expression ost formde d’une partie scalaire ct d’une parfie
vectorielle.

L'usage a prévalu d'appeler produit scalaive la partie scalaire
changde de signe, tandisque la partie vectorielle est encore ce que
nous appellons lo produit vectoriel des deux vecteurs.

Cet agrégat dun scalaire et d'un vecteur est ce quw'on appelle
un quaternion, '

D. — QUATERNIONS CONTUGUILS
On peut remplacer les trois veeteurs de base 4,7, & par une anirve

base de chiralité opposée, ¢’est & dire présentant avec la premidre
les méme rapports que la main droite avee la main gauche.
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Un telle base ost
£z g J=—j B oo e It

I existe entre les &7, &' des relations analogues & celles gui
existent entre #, 7,k Mais les factenrs y sont transposés c’est & dirve
derits dans Vordre inverse.

Par exemple de

he=ije= — 5§

on déduit
Be=mgi'es — 00§

Supprimant les accents comme inutiles, on dira que le quaternion
conjugué est le méme quaternion mais rapporté & la base de chira-
lité opposée. On obtiendra donc le quaternion conjugud en conservant
la: partic scalaire et en changeant le signe de la partic vectorielle ou,
si le guaternion est éervit comme un produit de quaternions, en mul-
tipliant les conjugudes des facteurs éerits dans Pordre inverse.

0. -~ Venrsegvurs

Le produit d'un quaternion par le guaternion conjugué est un
scalaire, qu'on appelle la norme du quaternion. i

La norme du produit de deux quaternions @ et Q' est la pro-
duit QQ Q'Q. Mais Q'Q produit de Q' par le quaternion conjugué Q'
est la norme N’ de Q', de mdme N = QQ est la norme de Q. La norme
du produit est done le produit des NN’ normes des facteurs.

Un gquaternion dont la norme est dgale & un 'appelle un verseur,
Le produit de deux verseurs est un verseur.

Une direction peut &tre considérde comme un quaternion. (est
un gquaternion dont la partie sealaire est nulle.

En outre c'est un verseur. Tn effet, si dans la formule du produit
de deux directions, nous faisons d'abord «'=wa, ce produit est égal &
moins un, de telle facon que les .directions peuvent &tre considéres
comme des racines de moins un.

"1 Aete, vol. XTI
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Le conjugué du vecteur est ce vecteur changé de signe, la norme,
produit du vectenr par le vecteur conjugué, est donc le carré changé
de signe, c’est & dire plus un. Une direction est done un verseur.

Si u est le scalaire et v vy de grandeur v et de direction y le
vecteur d'un verseur V, on aura

V=u+uvy
avec
w? b vtes

Nous powrrons done éerire

=008 ¢ , v=sinc
ol done

V=cosetysine
81
Veso o

—cosc ost le produit scalaire des deux directions o of o fandisque
le produit vectoriel est un vecteur de grandeur sinc et de direction y.

On peourra done interpréter géomeétriquement y ef ¢ co disant
que v est une direction perpendiculaire au plan des deux directions o
et ' eb que ¢ est lo supplément do l'angle formé par ces directions,
o’est & dire 'angle extérieur de ces denx directions.

Réciproquement, tout verseur est le produit de deux directions
situdes dans un plan perpendiculaire an vecteur du verseur et formand
un angle, dans le sens convenable, égal 4 = —c.

Les formules de la géométrie analytique fournissent un équivaloud
algébrique de ces notions géométrigues. Kiles permettent d’établir le
résultat que nous venons d’obtenir méme si on se place a un point
de vue purement algébrigue.

Le produit de deux directions n’est une direction que lovsque le
produit scalaive est nul, ¢’est & dire lorsque les deux dirvections sont
perpendiculaires.

Si donc « et P sont perpendiculaires, ¢’est & dire si

o) s — fra

alors ce produit est dgal & une direction y qui est perpendiculaire
& o et a p
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7. ~ NoTATION EXPONENTIELLE.

11 est tros utile de représenter un verseur en employant la notation
Vo= et

gque nous ailons expliquer.
Llexponentielle se définit par son développement on série de

puissnnces
' [o's) cﬂ )
e —_ Td
s 7
qui peut se décomposer ex.
o0 6‘2 " oo c‘am-p L

2m 4 z e ap BB L

..... n ..| e
2T 2 @mr1jil
Comme
,\{2111 —_— (__ l)m
ol

w2l Tym
(s (= 1)y
et que los développement du cosinus et du sinus sont respectivement

o0 (_____)mcil,nr
COS € o~
mn (Zm)!
. oo (__)m c‘znwl
N PR A
,,go {2m + 1)
on obtient bien
¢ == gos e + Y sin o
Il est clair que, tant qu’on n’a affaire qu'd des exponentielles qui
contiennent la méme direction, c'est & dire la méme racine de moins
un, on peui utiliser les régles du caleul des exponentielles et en
particulier la loi
e gt — pletcly

Remarquons encore que si « est perpendiculaire & y on a

ae = e a
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on effet, lo premicr membre est

0GOS ¢ - oy 8in ¢ == ¢ 008 ¢ — Yo sin ¢ = (cos ¢ — 7 sin¢)

8. ~ Le rroeranue p'ERLANGEN,

Dans nolre exposé de la géométrie sphérique et elliptique, nous
allons adopter le point de vue proposé par Krrin dans le programme
J"ERLANGEN.

La géométrie est alors spéoifiée lorsqu’on se domne, pour toub
couple de points, une certaine expression appelée I'invariant.de distance.
Deux couples de points pour lesquels Vinvariant de distance a mémes
valeurs sont alors considérds comme congruents ou superposables.

Une transformation gui transforme tout couple de points en un
couple de points ayant méme invariant de distance s’appelle un dé-
placement et Vétude des groupes de déplacements se réduit 4 I'étude
des groupes de transformations qui laissent invariant l'invariant de
distance.

Lo distance elle-méme doit &tre nue fonction de linvariant de
distance, telle que la longueur d'nn segment de droite divisé em denx
segments partiels soit la somme des longueurs de ces segments.

Lia longueur du segment est défirie comme étant la distance de
ses extrémités.

Quant 4 la droite, nous la considérerons comme un axe de ro-
tation c’est 4 dire comme un lien de points laissés invariants par un
déplacement.

9., — L/INVARIANT DE DISTANCE.
Nous supposerons que chague point de Pespace sphérique est spé-
cifié par un verseur V. '
Bi V et V' sont les verseurs représentatifs de deux points nous
définirons invariant de distance de ce couple de points par le scalaire

I= é(v V o+ V' V)

dans cette expression ¥ et V' désignent le conjugnés de 'V ot V'.



ACTA Gh

Ces définitions suffisent pour définir la géoméirie an sens du
programme d’ERLANGEN,

Quoique cela ne soit pas nécessaive pour la suite de 'exposé nous
intercalons ici quelgues remarques qui n’ont d’autre but que de montrer
comment nous avons ét¢ amends & choisir ce point de départ.

St u est le scalaire et @, y, # les composantes dun vecteur du
du verseur V, on a

oyt b2t ot e )

qui peut &tre considéré comme uwne hyper-sphére de rayon un ou
espace sphérique. Ceci montre comment un verseur peut caractériser
un point de l'espace sphérique.

De méme, si les lotires accentudes désignent les quantités analogues
pour le verseur V', U'invariant de distance est

I = aa’ + oy + 22 + ue
Yy

expression qui géndralise & quatre dimensions l'expression du cosinus
d'un angle en fonetion des cosinus divecteurs des directions de ses cbtés.

Nous pouvons done prévoir que Uinvariant de distance sora le
cosinus de la distance.

10. - Panavraxiss,

Un premier groupe de déplacements g’obtient en multipliant le
verseur représentatif des divers points de 'espace par un verseur fixe.
Nous appellerons ces déplacement des parataxies, parataxies & gauche
si la multiplication est faite & gauche, parataxies & droite si elle est
faite &4 droite.

Dégignons par

ottt ea'a’
y

deux points quelconques de 'espace, Soit et le verseur fixe et " et
e”? log deux points en lesquels les points et¢ et ¥« sont transformds
par une parataxie & gauche, nens anrons

alf o pt¥ gt VB gt ptt’e!
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Si T' désigne Pinvariant de distance aprés transformation nous
avons & vérifier que I"==1, Il vient

T = el o-t'0' 4 V' 0B
On a pour les comjugués

eub[! — g gty

et
g~V s gt gty

obtenn en prenant le produit des conjugués dans l'orvdre inverse 1l
vient ainsi

T =™ J e

qui se réduit & T puisque I est un scalaire qui peut tout aussi bieun
étro inscrit en téte du produit.

De ce gque le prodmit de deux verseurs est un verseur résulte
que les parataxies & gauche forment wn groupe.

Pour les parataxies & droife, nous aurons de méme

olB — ptta oy
VB ' gty
et done

DT == ptw oY gty g-t'td ' gty grey geae — Q7

Les parataxies & droites sont donc aussi des déplacements ot for-
ment un groupe de déplacements.

11. - HoMoarNEr: DR L ESPAGE.

Tn verseur dont le vecteur est nul se réduit au scalaive un. Nous
appelerons le point correspondant origine.

Tout point peut sire transformé en Vorigine par une parataxie &
droite ou & gauche, I1 suffit de prendre pour symbole de la parataxie
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le verseur comjugé au symbole du point & transporter a lorigine.
Pour ¢ = ¢~ on a en offet ¥ = 1.

Ii résulte de ceci que Vespace congidéré est homogéne puisqu'il
existe des déplacoments qui transportent tout point & Vorigine,

12, - Rorasion.

51 on offectue successivemont une parataxie & gauche et une pa-
rataxie & droite ayant comme symbole lo verseur conjugué & celui de
la parataxio & gauche, on obtient évidemment un déplacewment, c'est
4 dire une transformation qui conserve Finvariant de distance. Cotte
transformation transforme un point quelconque e® en un point € par

la. formule

ab[} s @Y pfte p—Cy

Si et et 'origine ¢ sora anssi Vorigine. Lia transformation conserve
done Porigine, nous dirons que c¢'est une rotation auntour de Vorigine.

18. - Drorras,

Ceci noung permet de définir -une droite comme une axe de
rotation,

Les points qui sont conservés par la rotation sont compris dans .
T'expression

ﬁ(:'y

ol ¢ peut prendre une valenr arbitraire.

Cotte expression pour ¢ variable est dont I'dquation d'une droite
passant par Porigine.

En déplagant 'origine par une parataxie, on obtiendra I’équation
d'une droite pagsant par le point dans lequel la parataxie a transformé
Vorigine,
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14, — DRo1TEs PARATACGTIQURS,

Les parataxies de méme espéce (c'est & dire toutes & droifes oun
toutes & gauche) de direction fixe vy, mais do paramdtre ¢ quelcongue
forment nn groupe, sous-groupe du groupe de parataxies ceei résulte
de ce que

et gt mm ploted)y

de telle fagon que les denx parataxies de paramétre ¢ et ¢ cffectndes
successivement dans un ordre quelconque sont équivalentes & une pa-
rataxie nnique de paramétre

¢'=ctc

Ce groupe particulier conserve la droite e® (¢ variable) c’est a
dire transforme les points de cette droite en des points de la méme
droite.

Ce groupe conservera (méme s§'il s'agit de parataxies & gauche),
toutes les droites

ot g¥k

(¢ variable, y, x, § fixes.)

Pour diverses valeurs de « et £ mais méme valeur de v, ces
droites sont dites paratactiques entres elles (& gauche).

De méme les droites

avs gt

(¢ seul variable) sont conservées par les parataxies & droite ot se sont
des paratactiques & droite.

15, — Disrancus,
Considérons encore deux parataxies & gauche de direction y ek
de paramétres ¢ et ¢, effectudes sucecessiveinent.
La premiére transforme Povigine en le point ¢%. La seconde tran-
sforme ce point en e,
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Lorsque nous avons trois points en ligne droite, la longueur dn
sogment total doit &tre la somme des longueurs des segments partiels.
La longueur d'un zegment est la distance des extrémités, ¢’est 4 dirve
une fonetion de Yinvariant de distance pour ces deux points. L'inva-
rinnt est cosc et cosc pour les segments partiels et cosc¢’ pour le
segment total.

¢, ¢, ¢ sont done des fonetions des invariants de distance et puisque

H

¢ =c+C

i’

ce sont des fonctions additives.
Pour un choix convenable de Yunité de longueur, ¢, ¢ et ¢

T

sont

done les distances elles-mémes.

16, - DRoreEs pPRRPENDICULAIRES,

Jonsidérons deux droites passant par lorigine, soif,

oS
pour @ variable ot

el
pour y variable.

Supposons en outre que les directions £ et » sont perpendiculaires
entre elles; nouy nous proposons de montrer que les deux droites
sont perpendiculaires,

Ceei peut paraitre évident, mais en réalité cela doit étre démontré.
En effet les directions ont étd introduites sans référence & l'espace
sphérigne et & son invariant de distance.

‘Nous définirons Vangle droit, comme dans Euclide, par la condition
que Pangle est égal 4 Pangle adjacent obtenu en prolongeant un des
cOtés. Autrement dit, i1 doit exister un déplacement (une rotation} gui
transforme la premiére droite en la seconde ef la seconde en la droite
opposée & la premisre.

Le caleul est fort élémentaire, mais nous le donnons en détail &
titre d’exemple de ce type de caleul

Puisque les directions £ et # sont perpendiculaires, ii existe une

direction { telle que

(= Epmm—ank
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Considérens alorg la rotation

ki fad
B = g " gun ¢ TT

qui transforme un point guelcongue e en ¢, Nous devons monbrer
que si nous poSONS ¢t = ¢*8, nous obtenons eB e el que i nous
posong e** = e’ , nous oblenons e == g%,

Dans le premier cas, nous avons

e = (l +0y et (1 f')=w(l |/)(i----/)f-o~=;miﬁ(11/) (1--Dysina

Mals
1L+l -0=2
el
(L+DEL =)= (1t 0 == 20F =2n
il vient donc
e"P = cosx 40 sin @ = ¢

Dans le second cas

61![5 P

(14 em(Lo-{) = e

DOy =

la calcul est le méme, vy romplagant £, mais

(==~

17, — RECTANGLES GAUCGIRS.

Soib et un point fixe; alors pour & et y variables et & perpen-
diculaive & =
et gt
ot
£°f i

représentent deux droites perpendicalaires entre elles.
En particulier si n =1y, la seconde

ey
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est une droite qui passe par l'origine, ¢’est la droite joignant Vorigine
an point e, L premidre droite est la paratactique & gaunche & la droite
&% passant par le point fixe e,

Comme la droite e est aussi perpendiculaire & la droite ¥ nous
voyons que les deux paratactiques ¢ et e® ¢t admettent une perpen-
dieulaire commune.

Effectuons une parataxie & droite de symbole e*% (2’ fixe) les deux
droites e et e ¢*%, paratactiques & gauche, se transforment chacunes
en elles mémes ot la perpendiculaire commune se déplace en conservant
ln. méme lengueur.

La figure formée par les deux paratactiques et les deux perpen-
diculaires communes est donec wn rectangle, en co sens que c’est nn
quadrilataive dont les angles sont droits of les eOtés opposés dganx
chacun & chacun. Mais ce n’est pas une figure plane, ¢’est wn rectangle
gauche (au sens de Vanglais « skew »),

18, - Sunrack nr Crirrorn.

On appelle surface de Crigrorp, le leu dos droites parvatactiques
& ane méme droite, dite axe de la surface, et telles gue la perpendi-
calaire commune avee Paxe ait une méme longeur dite rayon de lasurface.

Considérons d'abord des paratactiques & gauche; les points la
surface de Crasrorp d'axe

o%k
(@ variable) sont
ety gk

olt ¢ est le rayon de lo surfaco ot oht 2 est variable ainsi que la i
rection y qui peut représenter toute direction perpendiculaire & &,
Pour des paratactiques & droite, on aurait de mémo

e'E gy’
Ties deunx expressions sont égales, si on pose

@ = e o= ¢ gty gl
cest & dire 4

we' o ik 2%
Y = [ Y(,
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[y

‘Ceci montre que le lieu des paratactiques & droite est Je méme
que celui des paratactiques & gauche.

La surface de Crirrorp est le lien des points & distance constante ¢
de V'axe do la surface. C'est une surface régliée qui admet deux sysiémes
de génératrices, les paratactiques 4 gauche et 4 droite & l'axe de la
surface.

Si on effectue des déplacements paratactiques qui conservent ’axe,
la surface de Crrromp se transforme en elle-méme, les génératrices
d’nn systémo se transforment en elles-némes et les géndratrices de
Vantre systéme se permutent.

Deux couples de génératrices de chacun des deux systémes forment
donc des parallélogrammes, les angles sont égaux ou supplémentaires
et les cotés opposés sont égaux,

L’angle de ces parallélogrammes se calcule aisément; en effet les
deux génératrices passant par le point e sont

ety etk
(« variable) et

gm'g et

(z' variable). Une parataxic & gauche de symbole ¢¥ améne le sommet
do Vangle & Porigine, les droites se tranforment en

gt
ot
e~ em’E ety

qui se transforment I'nne dans l'autre par une rotation d’angle 2e¢.
Peut-8tre ce dernier point n’est-il pas parfaitement éelairei, nous y
reviendrons dans un instant aprds avoir étudié le plan.
19. - Drorrms coNIuGURERS,

.. . s
Dansg le cas particnlier ot cm—g—— on a

e ==y
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et done, puisque y et § sont supposés perpendiculaires
eﬂ.)'g Y — -Y e—:v’lg

les deux paratactiques, celle & droite et celle & gauche sont done iden-
tigues. Leurs points correspondent pour

Considérons un point quelconque sur ls droite
N
V= 'ty

(¢’est & dire une valeur particulitre de la variable ') of un point
queleonque sur la droite
‘ V oz gt

Ces deux droites sont paratactiques & droite pour le cas excep-

' b1y
tionnel ¢ = 5

Nous allons monfrer que ces denx points quelconques sont &
" ; ™ v qs ) o .
la méme distance 5 c'est & dire que lsur invariant de distance est

nul, On a en effet

. 1 : . . .
I:% (VV' 4 V’V):a ok (__.T) ey %e—m’ET ok :% [,,,e(.'ww’}‘g 1+ gltralE Y j =0

On montrerait facilement que la droite joignant V et V' clest &
dire tont droite coupant les deux droites v et ¢ (pour = et @' variables)

ost perpendiculnire commune & ces deux droites. Mais sans doute
avons-nous donné assez d’exemples de ces caleuls.

, . . ™ . Co,
Les droites paratactiques pour €= sont dites conjuguées ou
polaires absolues.

20, - Pran.

Le plan peut étro défini comme le leu des droites perpendiculaives

4 une méme droite
evr e:vE

(x variable)
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Lies points du plan sont done représentés pay les verseurs
V o=z ety gt

y est arbitraire et v aussi mais perpendiculaire & .
Nous allons montrer que le plan est le leu des poinfs situés &
la distance % d’'nn point
V' =ewi
appelé centre du plan.
Il nous faut vérifier que I'invariant de distance des deux points V
et V' est nul. Nous avons

I :é« (VV'+VV)= ; ecf e (—Ey et éc"“" Eemim oy

qui ost bien nulle, puisque pour £4 == —nf on a
EeomiM o g 7

On peut mettre en évidence dans I'dguation du plan, le verseuy V'
représentant le confre
Posant

On a
Ve V(=e =V {(~fcosy—{sinygy=Vy

il ost facile de ce rendre compte que y est une direction ef une
direction arbitraire. Jin effet ¢’est la divection dont les projections ortho-
gonales sur les divections —& et —{ sont rospectivement cosy ob siny.
y est done dans le plan de & et { ot fait un angle y avec — & Mais 4
est une direction arbitraire perpendiculaire & & et gy est arbitraire
done y est arbifraire.

In particulier si le cenire est & Yorigine, nous voyouns que les
directions représentent les points d’ua plan, d'est & dire dune sphere
de rayon m:;u centrée sur lorigine.

Comms les théorémes familiers qui montrent que les angles au
centre sont mesurds par l'arc intercepté sur la sphére s’appliquent ssus
modification, il s’en suit que langle de deux droites issues du centre
¢*t ot e est la distance dos deux directions £ ot «.
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Tiorsque les verseurs se réduisent & des divections, linvariant de
distance se réduit au produit scalaire des deux directions. I’angle des
deux droites est donc Yangle des directions de ces droites,

Tin particulier, dans une rotation

ébﬂ = el pUT oY

™
on a pour ¢=>b= 5

Be=est aety
et st « cst perpendiculaire & vy
P=e*ra=acos ¢+ yasin e

b a done tourné dun angle 2¢ dans le plan perpendiculaire & y.
Ceci achéve de justifier la fin du paragraphe 18.

21. — Points ANTIFODES,

Lorsque @ varie de zéro & 2%, Vexpression
@k

représente successivement les divers points d'une droite en partant de
lorigine et en y revenant pour parcourir ensuite dans le méme ordre
les points déja parcourus. On a en effet

e{:u-l—?:t) E o ok

La droitc est done une ligne fermée dont la lenguenr est égale
8 2w,

Si nous considérons toutes les droites passant par Porigine c’est
a dire lorsque nous considérons différentes valeurs de la direction &,
nouy voyons gue pour =% toutes ces droites passent par le point —1.

Ce point est dit le point antipode de 'origine.

Si nous considérions de méme des droites passant par un point
et nous verrions que toutes ces droites passent par le point - ecv
point antipode de e,

‘Les points antipodes sont done représentés par des verseurs de
signes opposés, toute droite passant par un point passe aussi par le
point antipode de ce point.
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99, — HESPAcE ELLIPTIQUE.

§i, au lien de Yinvariant de distance I, nous avions pris comime
invariante distance, I* ou la valeur absolue de I, alors deux verseurs V
ot V== —V auraient comme invariant de distance plus un. Au lieu de
les considérer comme représentant des points distincts de espace, les
points antipodes, on devrait les considérer comme deux représentations
d’un seul et méme point de l'espace.

A part cetbe circonstance relative & Ja disparition des points anti-
podes, toutes les formules dtablies pour l'espace sphérique demenrent
valables pour le nouvel espace.

Celui-ci est appelé Vespace elliptique.

Certains auteurs Vappelle pourtant espace simplement elliptique
de fagon & laisser au terme «espace clliptique» un sens géndrique
qui s’applique 4 Yun et l'autre des deux ospaces considérés comme des
« formes » diverses de Pespace elliptique.

98, - REPRESENTATION RUCLIDIENNE DE L'ESPACE ELLIPTIQUE.

Remarquons tout d’abord, que des figures infiniment petites de
l'espace elliptique peuvent, & la limite, étre considérés comme des fi-
gures euclidiennes.

Ceci apparait déjd dans le fait que Vangle de ganchissement du
rectangle gauche ost égal aun coté; il tend done vers zéro si ce cdté
est infiniment petit ot alors le rectangle devient plan et Ja géométrie
euclidienne.

On peut aussi montrer que lorsque @, ¥, z et ', 3, 2 sont infiniment
petits, Pinvariant de distance I, devient en négligeant les quantitds
d’ordre supérieur au second

P - -%—[(wmm'}z Y-y —E)]

comme 1 est lo cosinus de la distance », celle-ci est & la mdme approxi-
mation égale & la valeur cuclidienne

R R DN R
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Nous pouvons utiliser cotte remarque, pour représenter la totalité
de Vespace elliptique, dans une sphére de rayon infiniment petit e,
Notons que, par exception nous employons cette leitre grecque, dans
son sens traditionnel d'un sealaire infiniment petit.

Un point

ok

pourra étre représenté & Iintérieur de la sphérve par le point
em"g — eeaﬂg
soit, on négligeant les termes en ¢ par le point
) A
1iemé

Comme la géométrie peut dire considéré comme euclidienne dans
la sphore, nous auroms, en prenant ¢ comme unitds dos longueurs
cuelidiennes, qu’un point de 'espace elliptique % est roprésentd par’
un vecteur euclidien de’ direction £ ot de longueur .

Nous obienons fous les points de la droite’ en considérant toutes
™

2

& : .
sentds sur la sphére do rayon 5 ¢ sont les points antipodes de cette
sphére et représenteraient les points antipodes de I'espace si nous consi-
dérons Pespace sphérique. Comme nous considérons I'espace elliptiqne
ces deux points son deux représentations d'un méme point de Vespace
elliptique.

. ™ . .
les valeurs de @ de moins - & plus 5 Lies points extrémes repré-

Tous les points de cot espace sont donc représentés & Iintérienr
de notre sphére euclidienne et les points situés sur la frontidre de la
représentation y sont représentés deux fois.

On 1'a done jamais de difficnlté & suivre sur la représentation un
contour qui en afteint le bord, puisque tous les points du bord ont
deux représentations de telle fagon que, au lieu de sortir de la sphére,
on peut toujours passer & lautre représentation du méme point et
conbinuer & cheminer vers intérieur de la sphére.



78 PONTIFICIA ACADEMIA SCIRNTIARVM

“

24, — REPRESENTATION DE L'ESPACE SPHERIQUE.

On peut utiliser une représentation analogue pour l'espace sphé-
vique. On suppose maintenant qu'a l'intéricur de la sphére, il y a
doux sortes de points. Nous dirons les points bleus et les points roses.
Les points de la frontidre ne sont pas plus d’'une espdce que de l'autre.
Nous dirons que ce sont des poinfs mauves.

Nous supposerons qu’on ne peut passer d’un point rose & un point
bleu que par Uintermédiaire d'un point mauve.

En d'autres termes, il y a, & Uintérieur de la sphere, deux espaces
distinets, l'espace bleu et l'espace rose et ces deux espaces sont rac-
cordés par la frontidre mauve, surface de la sphére.

Cette représentation peut étre modifiée de diverses fagons qui en
respectent la topologie en la faisant resembler aux projections de la
sphére, telle que la projection stéréographique ou la projection ortho-
gonale. Mais ces dévelopements nous enfraineraient en dehors de
notre sujet.





