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- ACADEMIA
SCIENTIARYM

FORZE IDINERZIA
NEI SISTEMI LAGRANGIANI E LORO CARATTERE
CONSERVATIVO IN TALUNI CASI PARTICOLARI ()

LUIGI CASTOLDI

BvMMaRIvM, — Ostondit Auctor virium inertias proprietatem conservationis
sulr condicionibus opportune vineulis impositis.

1. = 1 carattere di dipendenza dal sistema di riferimento della

" nozione di forza risulta, nel caso di un punto materiale libero e di

riferimenti cartesiani, dal teorema elementare di Conrorrs esprimentesi;
con notissimo significate del simboli nella relazione

{1] ar — a’(p - aﬂc - 2 Hrc

fra le accelerazioni assoluta, relativa, di trascinanento e complementare.
Questa, infattl, si traduce in una analoga rvelaziome tra le forze:

[2] Foe=F,—F,—2F,,

dove 1 fermini

—F,—2F,

. costituiscono complessivamente lo cosidetle forze deinerzia.

{*) Nota presentata dall’Accademico Pontifieio 8. B, Giovanni Giorgi il
126 aprile 1947,

B deta, vol. X1,
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(i proponiamo qui, dapprima, di mostrare che un analogo ca-
rattere di dipendenza dal sistema di coordinate di riferimento appar-
tiene alle forze attivo applicate & nn generico sistema dinamico soggetto
a vincoli olonomi senza atirito, dipendenti o meno dal tempo; e cid
in conseguenza della struttura stessa delle equagioni dinamiche lagran-
giane (1). Riconosceremo poi che, in particolari condizioni di vinecolo
e di riferimento, le forze d’inerzia gemeralizzate cui cosi si perviene,
presentato in un senso da definirsi lafo, carattere conservativo.

2. — Ricordiamo infatti che denotando con g, (h=1,2,...,n) coor-
dinate lagrangiane indipendenti caratterizzanti le possibili configura-
zioni del sistema olonomo considerato ¢ con @, le rispettive componenti
delle forze attive, l'energia cinetics del sistema assume la forma:

1 . . . 1
(3] Te — S Andnnt+ ZALG+ 5 Aoy
2 hk I 2

dove le Ay, le A, od A, sono quantith note, funzioni generalmente
delle ¢, e del tempo ¢. Le A, ed A, si annullano notoriamente allorchd
i vincoli applicati al sistema sono indipendenti dal tempo {0 non esi-
stono affatto), sotto I'ulteriore condizione che le coordinate g, abbiano
carattere solidale rispetto a tali vincoli fissi; intendendo con cid che
la. definizione delle q, & di tal naturs che ad una determinata confi-
gurazione del sistema corrisponde un insieme temporalmente invaria-
bile di valori delle g, (*).
Lo corrispondenti equazioni lagrangiane

: d [oT oT

. #(55) 54

scritte sotto la forma esplicita cui si perviene tenendo conto di [3],

= Q (j=1,2,..n) ,

assumono l'aspetto:

[B] %A-Jh a +% [, i qudn + }%ww G+ Dti — ag‘:" —=q,

{1} Sotto ipotesi pitt restrittive sulla natura dei vincoli, I'osservazione del
tesbo trovasi anche, per es., in P. Frasx und R, v, Mises, Die Differential-und
Integral gleichungen der Mechanil wnd Physik. Vol. II, pagg. 52-5b.

(*) Diversamente, pur con vincoli fssi (0 in assenza di essi), il secondo
membro della {4] non si riduce a forma cmogenen. '
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dove si & posto:

(DAj,, + DAJ,B 0 A,,‘)
2f, 2 2 4

[6] [k, j] ==

o A, 04, 0A
[6] = 5ot Sk S
0 og ot
Nol caso di vincoli fissi ¢ di un riferimento solidale le [5] si ri-
ducono a

5] 3 Anihot S0 1 0= @

dove le Ay e lo [I%,4] sono sttualmente indipendenti dal tempo,
Ma anche nel ceso di vincoli e di riferimenti qualunque & possibile
dare alle [b] la forma [5) purché si annoverino tra le forze applicate
1 termini

. N . 0A, 1 0A,
{7} Py — %’wkﬂr" ¢ Ty B
Posto infatti
) A, 1 92A .
(8] Q' =Q,— *55" g '5—;“ - % Wiy Qe
le |b] assumono la forma :
(9] EAﬂ G+ %ﬁ[lk:j] G g= Q" -

I evidente Vanalogia formale tra le {2] e le {8], ed & ovvio in-
terpretare in quest'ultime, rispettivamente i primi membri e 1 termini
DA 104,
+ 2 ng
tmscmamento, ¢ complementari; complessivamente, le quantird [7]
come forze d’inerzia.
L'unica differenza tra le [6] o lo [9] consiste nell’indipendenza
delle quantith ay o [1%,7] dal tempo, che sussiste per le prime e, in
generale, non per le seconde.

%wkdrj,‘ come forze relative al riferimento ¢,, di
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D'altra parte importa qui rilevare, per quanto gi dird in seguito
attorno alla natura delle forze d'inerzia in questo caso particolare,
che esistono vincoli (sia fissi che mobili, o, in particolare del tutto
assenti) e, con essi, particolari sistemi di coordinate lagrangiane, per
cui si verifica la circostanza che, melle corrispondenti equazioni [9]
le Ay e (quindi) le [IF,j} risultano esplicitamente indipendenti dal
tempo. In tal caso le [6] e le {9] si identificano, per quanto riguarde
la loro strutbura, completamente, salvo il diverso significato di forze
assolute (nelle [B)) e velative (nelle [9]) dei secondi membri,

Come esempio di riferimento mobile in assenza di vincoli, per cni
i verifica la circostanza accennats, si consideri, per un punto mate-
riale, guello costituito da una terna cartesiana ortogonale 0&«{ uni-
formemente rotante con velocitd angolare o relativamente ad une
terna di uguale origine O wyz ritenuta fissa, essendo asse di rotazione
Yasse O coincidente con Oz 81 ha infatti allora:

P e (@ g 47 =

o} —

= % i [52 b C Qo —nE) 4+ 0 E ‘ni)] .

Come esempio, ancora per un punto materiale, di vincolo mobile,
e, con esso, di conveniente scelta di coordinate, per cul ancora gussiste
la, proprietd accennata, si consideri quello costituito da una circonfe-
renza in pisno fisso e centro fisso, il cui raggio, partendo da un va-
lore iniziale 7, cresca linearmente col tempo:

r=kt+r,

Assumendo come paramotro Varco s contato da un punto A delln,
circonforenza scelto istante per istante in modo che il raggio OA
mantengs direzione fissa nel piano, si ha infatti:

Lo, '\ s
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8. — Riprendendo in generale I'espressione [7] delle forze d'inerzia,
nasce spontanen la questione se csse possano presentare carattere
conservativo,

Poiché i primi termini delle [7] dipendono dalle §,, il problema
va naturalmente posto attribuendo alla noziono di forza conservativa
non il significato ristretto che solitamente si dd a questa denomina-
zione, ma quello pitt ampio gecondo cui una forza si definisce conserva-
tiva allorchd esiste una funzione (potenziale generalizzato) V{(g,, ¢., )
~ degli argomenti indicati per cui le componenti I, della forza in que-
stione possono mettersi sotto la forma

. oV d oV

La [10] & l'espressione pilt generale di cul sono suscettibili le
componenti lagrangiane delle forze atfive compaflibilmente alla con-
dizione che introdotta una funzione lagrangiana

L=T+V,

sia possibile attribuire alle equazioni dinamiche [4] la forma

d (oL oL
3*@ﬂ~55m
Por distinguere, attribuiremo a forze del tipo [10] la denomina-
zione di forze conservative in semso lato o derivanti da wn potenziale
generalizzato,
_ Le condizioni gonerali affinchd una forza di assegnate componenti
lagrangiane I'), posss dorivarsi da un potenziale generalizzato sono
state date da Henimmorrz () ¢ Muver () e, limitatamente al caso di
forze dipendenti soltanto dalle derivate prime delle g, (oltrechd natu-
rglmente dalle ¢, e da #), dal Racau (*). Con riferimento a quost'ul-

(*) H, HouMuornrz, «Journal f. Math. » (1884).

(*) A, Muver, «Loipzaiger Berichte » {1896).

(*) G. Racam, « Atti lincei» (1937), vol. XXV, pag. 223, Forze del tipo {10]
si prestano anche ad una trattazione quantica, come & stato rilevato dal CALDIROLA,
«Rend, Ist, Lombavdo» {1989}, vol. 72, png.379 e, por sstensioni: «Nuovo eimentos
(1941), pag. 898,
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timo caso che, solo, attualmente ci interessa data la forma dello
forzoe [7}, tali condizioni sono:
19) che le T, siano lineari nelle §,, ciod della forma

{11} ij % Cph+ ¢y

colle ¢, o ¢ funzioni soltanto delle ¢, e di ¢;
9°) che lo ¢y lo ¢ verifichino le condizioni

[12] Cp == — Oy

) e Pe ¢

8 po, Ot Ooy

[13] o0, 4 O '
‘a 4

[14] oo 2% 24 g,

ot + Dg{,_’c)qh

T2 anche dovuto al Racan (nota (*), pag. 225) il riconoscimento che,
nel caso di una sola particella materiale libera, le uniche forze soddi-
sfacenti alle condizioni [11], [12], [18], [14] sono del tipo di LoruNrz,
ciod, sotto forma vettoriale, del tipo:

F:e(E+—i»~VvB)

dove B o B sono vettori soddisfacenti le equazioni:

div B=0
[16] 198
cur1E+—é—-—,a—tmO ,

v & la velocitd dells particella ed ¢ e ¢ sono costant sealari. Cio pud
formalmonte interpretarsi dicendo che le forze del tipo ora considerato
possono sempre assimilarsi a quelle che la particella in questione su-
birebbe gualorvs fosse dotata di una conveniente carica elettrica ed
immerss in un opportuno campo elettrico e magnetico,
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4, — Premesso ¢id non o difficile verificare che le forze d'inerzia

* introdotte colle [7] del n. 2 soddisfano a tuite le condizioni [11]-[14]

sotto la sola restrizione di indipendenza esplicita dal tempo delle A,
Abbiamo dunque il risultato:
«Le forze d'inerzis cui & soggetto un sistema dinamico a vincoli
olonomi lisci per cui sia possibile un riferimento a coordinate lagran-
giane verificanti la relazione

24,
o1

[17] =0,
gono congervative in senso lato »,

Con rignardoe al risultato particolare del Racam, citato alla fine
del n. 3, possiamo anche dire che:

« Le foze d’inerzia cui & soggetto un punto materiale libero ri-
ferito a un sistema di coordinate soddisfacente la condizione [15] sono
forze del tipo di LonrenTz ».

Nel caso considerato come primo esempio nel n. 2, con riferimento
alla [7], si ha

Py = 2mon+medl; ¢ﬂ:W2ma)E+mm2-n; O =0 ,

da cuf, per confronto colla [15), ¢ indicando con X il versore del-
Vasse fisso O = Qz, risulta:

E=  o*(P—Q)
[18]
B:m—;wk )

dove Q & la proiezione ortogonale di P sull’asse Oz.

Le [18], una volta scelti, in modo del resto arbitrario, i valori
delle costanti ¢ ed e, determinano univocamente i veitori B o B, ed
& facile verificare che per essi risultano senz’aliro soddisfatte le con-
dizioni [16].





