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SULLA GEOLOGIA DELLE ALPI APUANE ()

{Con wna favela)

FELICE IPPOLITO

SvaarivM, — Exponit Auctor ut, ex geologicis investigationibus in Alpibus
apuanis peractis, duae laciniae (buscanica et ligustica) tegimenti inventae sint
supra antoctonum; qua de re autoctoni of Iacinimrum tectonicam perhibet, et
orogenescos rabiones,

PREMESSA

Riassumo qui per sommi capi talani risultati scientifici degli studi
geologici eseguiti, sotfo la direzione del Prof. Dr. Aurrepo RiTTMANN,
dal Centro Ricerche Gleominerarie dell’l. R. I. nelle Alpi Apuane du-
rante gli anni 1942 e 1948 (*). Come gid per la contigua zona del
M. Pisano (*) lo studio ha dimostrato che tutte la pila dei sedimenti,
a prescindere da quelli piti recenti dal Pontico ad oggi, deve scinderst
in fre serie e precisamente, dall’alto in basso:

8. Serie ligurica, dal Malm all’Eocene Inferiore;
2. Serie toscanica, dal Trias Medio-Superiore (3} all’ Eocene;
1. Serie autoctona ¢ parautoctona, dal Permo-Carbonico all’ Eocene.

(*) Memoria presentata dall’Accademico Pontificio Giorgio Dal Pias il 4 ot-
tobre 1945, _

(*) Lo stadio completo vedrh a suo tempo la lues, assieme a quello del
M. Pisano, in una monopgrafia che ha in preparazione il Prof. A. Rrrrmany.

(%) Per cni vedi alln Bibliografia ai numeri [4], [8], [9], [11].

() Eventunlments con lembi di Paleozoico alla base. ’

1 Aete, vol, X,
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STRATIGRATIA

_ La serie autoctona comprende tutti i terreni, dal Paleozoico fino
all’ Bocene Inferiore, riuniti dallo Zaccaewa [24] sotto le denomina-
wioni: «scisti inferiori», grezzoni, marmi e «seisti superiori». La
successione di questi terreni & in molti punti del tutto normale dal
Paleozoico fino al Liag inecluso (calcari stratificati chiari con selee). T
terreni pifi recenti si trovano racchiusi nei cosidetti «scisti superiori »
di Zacoaana, i quall rappresentano una zoma di miscuglio tettonico e
quindi non mostrano in nessuna localitd la loro successione normale
indisturbata. Inoltre tutéa la serie autoctona & stata sobtoposta ad un
dinamo-metamorfismo abbastanza marcato, Pertanto i caleari puri sono
trasformati in marmi, i calcari argillosi in cipollini, i caleari marnosi
in calcescisti, mentre le arenarie si presentano softo forma di pseudo-
macigno e le rocee pelitiche come filladi. Soltanto i calcari a selce del
Lias Medio e Superiore, i diaspri del Giura Superiore e qualche lembo
'di caleare nummulitico hauno conservato il loro carattere litologico

quast inalterato.

La serie toscanica comprende la medesima serie litologica del-
l’autoctono, non metamorfosata. Solo perd in qualche punto "questa
sorie si presentes completa con tutta la pila dei sedimenti in sovrap-
posizione normale. Per lo pili esistono in essa delle Jacune stratigra-
fiche dovute a dislocazioni tettoniche, di cui si dird pit avanti. Nelle
tabelle delle pagine seguenti & istituito un confronto tra la serie to-
scanica o P'autoctono. :

La serie ligurica comprende soltanto terreni del Giurassico Su-
periore, del Oretacico o forse anche dell’ Focene Inferiore.

Confrontando questi terreni con quelli delle due serie sottostanti,
come & fatto nella tabella di pag. 6, si pud constatare che mentre fra
I'autoctono e la serie toscanica non eosiste alcuna differenza di facies
nel Mesozoico Superiore, cid non & tra i terreni della serie ligurica
o quelli delle altre due serie. .
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.. Ta differenza di facies si basa anzitutto sulla presenza di graniti
e di rocce ofiolitiche nella serie ligurica, la quale & stata percid
anche denominata «formazione ofiolitifera». Quanto ai sedimenti la
differenza di facies mostra a chiarl segni che si tratta di due distinti
'spazi di sedimentazione. In sostanza il Oretacico della serie toscanica
& simile a quello del Veneto, mentre il Cretacico della serie ligurica

ne & ben diverso.

Eta

Autoctono o sorie toseanicn

Sorio ligurien

Luteziano

Caleari grigi e caleari scre-
ziatl con nummuliti, con in-
tercalazioni di scisti marnosi
policromi.

Caleari marnosi grigio-scnri
con intercalazioni di letti ar-
gillosi.

Senoniano

Scisti argillo-marnosi poli-
cromi.

Scigti argillosi e variegati
talvolta marnosi o arenacei
con intercalazioni di caleare
screziato grigio e arenaria
argillosa con inocerami,

Neocomiano

Calcari chiari con solee (cal-
care madolica) con Caipio-
nella alpina Lovenz,

Singoli banchidi calcare max-
noso con Calpionclia alpina
Lorenz.

Malm

Diaspri o ftaniti variegati;
strati di calcari silicel rosso-
marroni o violacel, fine a
calecari grigio scori, stratifi-
cati, con solee scura {dsl Dog-
ger).

Scisti argillosi e ftaniti co-
lorali; strati sottili di dia-
spri rossi con radiolarie del

alm, associati a rocee ofio-
litiche © masse granitiche
dislocate.
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TETTONICA

Per comprendere la tettonica delle Alpi Apuanc & stato necessario
estendere il nostro sguardo anche alle zone limitrofe, dal golfo della
Spezia a nord fino alla valle dell’Arno a sud e fino al’Appennino ad
est. Ii infatti impossibile rendersi perfettamente conto della struttura
geologica di una zona cosl tormentata se non inquadrandola nella geo-
logia di tutta la regione. Questo assunto & stato in particolare faeili-
tato dallo studio di dettaglio da noi gia eseguito al M. Pisano, nonche
da vari sopraluoghi eseguiti in altre zone limitrofe al massiccio apuano,
come ad es. nei M. Oltre Serchio, in Val di Lima, in Garfagnana, ecc.,
e dallo studio della ricca bibliografia di geologia regionale.

L'autoctono compare, come ben si vede mnello schizzo tettonico
della figura, in due finestre di erosioni grandi ed in varie altre pic-
cale. Le due grandi finestre sono costituite dalla zona centrale delle
Alpi Apuane, di cui qui particolarmente di inferessiamo, e dalla gran
parte del M. Pisano. L'una ha forma grossolanamente ellittica con
Vasse maggiore orientata da nord-ovest a sud-est e raggiunge una
lunghezza di circa 25 km ed una larghezza di 16; la seconda ha anche ‘
essa una forma grossolanamente ellittica, incisa bensi profondamente
. dalla valle del Guappero, con l'asse maggiore similmente orientato e
raggiunge, nella parte esposta, una hmghezza di cirea 18 km od una
larghezza di 10. Tn ambedue queste grandi finestre tettoniche, di cui
Uorlo & in parte, specie nella seconda, nascosto da sedimenti guaternari,
si rinviene tutta la serie dell’autoctono, fino ai terreni piu profondi
finora conosciuti, Altre finestre pilt piccole si rinvengono andando da
nord-ovest a sud-est (vedi figura).

'~ La falda toscanica affiora per ‘grandi estemsioni tutto intorno al-
Velissoide centrale delle Apuane ed in vaste zone dell’Appennino to-
scano, come ad es. tra La Spezia e Varese Ligure o nei M. Olére Ser-
- chio. Un affioramento di questa falda forma l'estremiti occidentale del
M. Pisano. In genere i terreni affioranti di questa falda sono rappre-
- sentati dal macigno; altri terreni mesozoici di essa sono perd esposti
. in varie localitd.
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Dall'esistenza di questi affioramenti e dalla presenza del macigno
in un ambito ancora maggiore si deduce che l'estensione della falda
toscanica & almeno di 60 km in direzione sud-ovest nord-est e di ol-
tre 120 km in direzione nord-ovest sud-est.

La falda ligurica & molto erosa, specie ad est delle Apuane, ove
si rinviene soltanto sotto forma di lembi di ricoprimento (Kilippen).
Verso nord-ovest, nord e nord-est essa copre perd vastissime zone il
cui studio esulava dal nostro compito. Ricordiamo soltanto che essa
contiene presso Camporgiano una potente massa di «cfioliti» () con
graniti alloctoni e milonitizzati, ¢ che presso Sassalbo ed in Val di
Serchio si rinvengono affioramenti, probabilmente diapirici, di gessi e
carniole,

LA TETTONICA DELI;AUTOCTONO

Nella vasta finestra tettonica delle Apuane, gia un’osservazione
sommaria mosira che lo stile fettonico varia fondamentalmente dal-
I'una all’alira zoma. La, parte centrale dell’elissoide apuana & caratte-
rizzata da predominanza di pieghe talvolta ampie, tal'altra piu strette
e fino a fittissime o acuminate, la cui vergenza & anche essa forte-
mente variabile. In generale i materiali scistosi del Paleozoico formano
pieghettature strette e acute. In talune zone invece, come ad esempio
in quella del M. Alfissimo, l'erosione ha messo a nudo una serie di
sinclinali e anticlinali: le prime pil larghe, risultano costituite da un
noceiolo di mermi circondato da grezzomi; le seconde, molto pil
strette, e nelle quali sono forse anche degli scorrimenti, dagli seisti
e dalle filladi del Paleozoico.

(*) Tl complesso di queste ofioliti consta ivi di una serie di potenti colate,
con banchi di scorie e tufi, di basalto ora alterato in diabasi e spiliti. Nelle
colate st osserva sovente la forma di contrazions sferica o ellissoidale, detta dagli
americani «pillow », che caratterizza le lave basaltiche softomarine o in genere
subacques, Anche i tufi, intercalati tra le colate, hanno caratberistiche spiccata-
mento subacguee. L'associazione di gueste vuleaniti con galestri e specialmente
diaspri, nonché la loro natura e alterazione, dimostrano inequivocabilmente che
gl trasta di prodotti tipiei di vulecanismo goosinclinale.
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In effetti anche in questa zona, ove, come abbiamo ora detlo,
‘dominano le pieghe, sono frequenti faglie e scorrimenti e c¢id si &
visto specialmente paragonando talune sezioni disegnate dallo Zacosawa
con altre costruite durante il nostro studio. Infatti nella moderna geo-
logia strutturale, come opportunamente ha illustrato G. B. Dan Piaz
in una sua prolusione (*), si deve abbandonare definitivamente la co-
moda consuetudine di studiare la struttura delle catene montuose se-
condo una o al pitt due dimensioni dello spazio: gli elementi tettoniel
si devono osservare in volume, mediante intere serie di sezioni, e non
gid soltanto «secondo qualche insufficiente e spesso artificiosa sezione
trasversale o longitudinale » (%),

Ben diversamente si presenta la tettonica in altri punti dell’el-
lissoide apuana. L.e pieghe tendono quivi a dislocarsi, accavallarsi ed
a sparire del tutto in una zona di scaglie, come si pud agevolmente
osservare al M, Brugiana, nella zona della foce di Mosceta e nella

regione di Farnocchia.

In sostanza, senza scendere ad ulteriori esempi, possiamo affer-
mare che I'autoctono dell’elissoide apuana presenta due stili fettoniei
nettamente distinti: il primo tipo con prevalenza di pieghe, il secondo
con prevalenza di scaglie tettoniche. Il primo interessa la zona cen-
trale dell’elissoide apuana (zona dell’aufoctono); il secondo le zone pe-
riferiche, ma & molto pit sviluppato nella parte occidentale e sud-oc-
cidentale della finestra delle Apuane ed anche a sud, come si pud
vedere in altre finestre minori, ad esempio in quelle di Forno Volasco
o di 8. Anna, mentre all’orlo orientale & assai ridotto o manca affatto.
T questa la cosidetts « zona di scaglie » (Schuppenzone) di Masse, stu-
diata da Swavs {18} e recentemente dallo Scmmupping [13], e che vari
autori indicano opportunamente col nome di parauioctono [17], [18], [22].

Nella zona dell’autoctono lo studio eseguito ha permesso di ac-
certare 1 seguenfi dati di fatto:

a) Le pieghe hanno un andamento ondulato che nel complesso
va da mord & sud e da nord nord-ovest a sud sud-est; esse sono molto
.variabili nella loro ampiezza ;

. {1} Dar Piaz G. B., Melodi ¢ fini della Geologia moderna. «<Atti Ace. Scient,
-+ Veneto-Trontino- Istna.na », XXV, Padova, 1935,
. (" Bi veda ad esemplo_ [12].
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‘ ) la vergenza & prevalentemente verso est nella porzione nord-
occidentale ; prevalentemente verso ovest nella porzione sud-orientale;
pud variare in una medesima anticlinale andando dal nord al sud;

c) le pieghe sono pit ampie verso i lati della zona dell’autoc-
tono pit strette verso il centro;

d) gli assi delle anticlinali hanno forti ondulazioni, ma presen-
tano la loro culminazione verso sud (val di Vezza);

¢} benché la zona sia prevalentemente a pieghe, si rinvengono
varie faglie, anche a rigelto orizzontale,

Aleuni di tali fatti trovano, a nosfro parere, la loro logica sple-
gazione nelle seguenti considerazioni di petrografia strutburale. Alla
formidabile compressione, prevalentemente in direzione dei paralleli,
cui furono sottoposti quei terreni che oggi costituiscono ellissoide
apuana, 1 vart materiali hanno reagito in modo diverso a seconda delle
loro caratteristiche meccaniche,

I materiali del Paleozoico, in predominanza scistosi, nei quali ciod
piu facilmente potevano generarsi scorrimenti secondo una direzione,
hanno dato luogo a piegature fitte e acute, talora a zig-zag, e sovente
" a piceoli scorrimenti.

All’incontro i caleari, oggl marmorizzati, sotto Vazione della com-
pressione sono diventati plastici, in virtth dei cosl defti « movimenti
particellari » (*} determinatisi nei singoli individui di calcite, che assu-
mono una geminazione lamellare polisintetica, o tra individui e indi-
vidui. Per tale fatto un calcare micro e criptocristallino pud, con il
sommarsi di tutte queste translazioni operantesi nel singoli granuli,
divenire addiritéura plastico, pud scorrere secondo le direziomi di mi-
nor pressione, pud infine accumularsi in talune zone ed essere affatto
spinto via, quasi «apremuto », da altre. Non & il caso di descrivere
qui a lungo questo fenomeno, del resto notissimo, ché parlano come
prove di esso la tessitura tipicamente di « tettonite » del marmi apuani,
nonché la tetbonica locale. Basta osservare con attenzione le superficie
pulimentate dei marmi apuani, nelle loro diverse varietd - il che del
resto & enormemente facilitato dall'impiego catesissimo che ha questo
materiale ovunque in Italia — per avere sott’occhio un quadro completo
di questa feffonica fuidale: zone in cui il materiale ha Vaspetto tipico

(1) Vedi DAL Praz G., loc. cit., pag. 4.
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_.di una massa plastica in movimento, ove leiti e vene pilL scure rac-
.. chindono chiazze pit chiare, orvientate secondo la direzione del movi-
mento, si alternano a zone dombra della pressione, ove le chiazze pit
.chiare, meno disturbate, si accumulano in un assieme brecciato, ma poco
‘ « stirato », o fanno sovente passaggio ad altre zone in cui piu forte &
gtato lo scorrimento e la massa tutte del marmo appare torturata da
vene e venuzze pil chiare e pill scure che si accavallano, si piegano e st
ripiegano l'une sull’altre, accartoceiandosi in mille guise e dando alla
pietra quella grande varieta di aspetto che la rende tanto accetta nei pit
gvariati usi avchitettonici (). Rare invece sono le plaghe lenticolari
ove il marmo presenta i veri carabteri statuari di uniforme e fine grana,
e sono quelle forse ove pil sensibile fu l'azione della pressione idro-
statica e della temperatura e lieve all’incontro 'effetto dello stress,

Tra gli scisti paleozoici ed i marmi, Ja pit rigida messa dei cal-
cari dolomitici (grezzoni) ha in parte seguito il movimento di questi
ultimi formando talora pieghe, ma pil di sovente si & fortemente frat-
turata. Alle volte nel seguire, rompendosi bensi, i1 movimento plastico
dei marmi, i grezzoni hanuo subito dei fenomeni di scorrimento, rela-
tivamente alla massa di scisti paleozoiei, dando luogo a brecciature ed
a varl fenomeni di frizione, In alcuni luoghi si rinvengono infatli
al contatto tra marmi e grezzoni delle brecce, costituite da elementi
* di grezzoni in un cemento calcitico marmoreo, che dimostrano appunto
il diverso comportamento deli’uno e dell’altro materiale di frounte alle
sollecitazioni tettoniche.

Nel loro complesso l'autoctono ed il parautoctono formano una
specie di «Horst» limitato Jungo il diametro minore - est ovest -
da due serie di faglie a gradinate, lungo il diametro maggiore - nord
aud - invece, da flessure o solo da poche faglie.

(1) Analoghi fenomeni di «pieghe di taglio» (Scherfulien) furono osservati
nel marmo di Lasa in Val Venosta da C. ARpRBATTA (=« Atti Acc, Veneto-Trem-
tino-Istriana », 1336), :
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L4 TETTONICA DELLE FALDE

La falda toscanica presenia nel suo asgsieme una singolaritd ; mentre
la sua parte inferiore, costituita essenzialmente da terreni meso-trias-
giel {1}, forma una coltre continua, i terreni pill recenti sono rappresen-
tati solo localmente. Soltanto il macigne forma di nuovo una coper-
tura ininterrotta, sebbene di spessore variabile e nel complesso ten-
dente ad aumentare verso oriente. Un’analisi accurata mostra che le
lacune sono distribuite irregolarmente, ma in genere si rinvengono in
grande prevalenza nel Giurassico e nel Oretacico, raramente nel Trias
¢ mai nell'Eocene Inferiore (macigno).

Tali lacurne non & stato possibile spiegare altrimenti che ammet-
tendo 1’esistenza di movimenti tettonici, avvenuti durante il movimento
delle falde stesse o in epoche successive, che si sarebbero verificati in
vari livelli della successione stratigrafica. Questi movimenti rientrano
in quelli detti di avanscorrimento (Vorschiebungen), i quali sono appunto
caratterizzati dal fatto che, ad opera di essi, scompajono taluni membri
della successione stratigrafica e che la superficie di scorrimento passa
con grande facilila dall'uno all’altro livello, specie in dipendenza delia
natura dei materiali. Tracce molto ben visibili di questo avanscorri-
mento si rinvengono in vari punti, specie. in Garfagnana (in localita
I'Eremita) e al M. Pisano (M. Maggiore).

Per quanto concerne la tettonica della falda ligurica, che non é stata
oggetto di particolare attenzione nel nostro studio, nulla resta da aggiun-
gere a quanto ha sintetizzato in proposito G.B. Daw Prag [6], [7]. Dalle
nostre sporadiche osservazioni resta peraltro confermato il carattere pla-
stico che i materiali di questa falda avevano durante il loro movimento;
il che conferma altresi la preponderante influenza che nel movimento
stesso ebbe la graviti. Per effetto di questa i terreni liguriei si sono
come sparpaghiati al di sopra della falda foscanica, sconvolgendo e
laminando talvolta, durante il loro moto, 1 nuclei pit resistenti in essi
contenuti, quali Ienti calcaree, rocee ofiolitiche, graniti.

(Y) Non & il caso qui di considerare i lembi di Paleozoico che eventualmente
furono trascinati a letto della falda per cui vedi pilt innanzi a pag. 14,
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ANALISI MECCANICA DELLA TETTONICA

Una importante deduzione, scaturiba dal nostro studio, & quella
ohe concerne il diverso accorciamento che hanno subito le varie unita
tettoniche.

Mentre infatti autoctono si presents intensamente corrugato, con
an accorciamento che pud al massimo stimarsi da i/, at/y della esten-
sione originaria, la falda toscanica o la ligurica appaiono poco corru-
gate, presentando soltanto lievi ondulazioni d’assieme o anche piegature
" od accorciamenti di caraftere locale.

L’autoetono presenta una vergenza delle pieghe secondo due diverse
direzioni e precisamente verso est nella parte nord-occidentale e verso
ovest nella parte sud-orientale. Un tale fenomeno, unitamente al forte
raccoreiamento, & un chiaro indice del fatto che la regione & stata
sottoposta ad una compressione bilaterale secondo la direzione est-ovest.
Secondo le nostre vedute rul meccanismo della orogenesi (*}), la geo-
sinclinale apuana sarebbe stata oggetto di un fenomeno di «inghiot-
timento ». Il che spiega agevolmente non solo la compressione bilate-
rale od il forte raccorciamento, ma altresi — come vedremo subito —
il soprascorrimento della falda toscaica.

I fenomeni connessi con la formazione della falda toscanica pos-
sono infatti meccanicamente spiegarsi nel modo seguente. Durante Ia
fase di corrugamento della geosinclinale (« inghiottimento»), si genera in
profondita, sui'due lati dell’orogene, un afflusso plastico di Sial verso la
zona di « inghiottimento ». Questo movimento plastico del Sial genera,
a sua volta, per effetto di trascinamento sulle masse degli strati sovra-
- stanti pit rigidi, delle spinte dirette verso la zona del corrugamento.

Queste spinte continue provocano, ad un cexto momento, su di
una superficie di minor resistenza allo scorrimento, 0ve cioé ¢ presente
un qualsiasi materiale che possa fungere da «lubrificante tettonico =,

(*) Si vedain proposito: RrrrMany A., Vuleant, atlivité e genesi, « B, P. 8, A,»,
Napoli, 1944 (Appendice, pag. 277); Ip., Le lemperature nefla crosta ferrestie e
- Poragenesi, < Rend. R, Ace. Sc. Fis. Mat. », serie 4, XIIT, Napoli, 1945 ; Irvouiro F.,
Intorno ad una nuove teoria sull’origine del Sial e sull’orogenesi, « Rend. R, Acc.
‘Sc. Fis. Mat. », serie 4, XIII, Napoli, 1845, '
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un distacco, in modo che tutto un intero gruppo di strati viene len-
taments a sormontarne un altro ed a scorrervi sopra.

It questo il caso della falda toscanica: il distacco & avvenuto nella
formazione anidritica de)l Trias Superiore {5], che rinveniamo oggi alla
base della falda, e talvolta, 14 dove mancava 'anidrite ed i caleari del
Trias erano saldamente uniti ai sdttostanti scisti paleozoici, proprio
in questl ultimi terreni. Ad un tal fenomeno deve atfribuirsi il lembo
di Paleozoico di Rupecava al M. Pisano [8], [9]. Alle Apuane non
abbiamo in alecun punto riconosciuto, tranne forse nella zona di Ponte
Stazzemese, un simile fenomeno, che d’altro canto deve ammettersi, sia
sulla base di quanto affermano Tirmanw [21] e TrrcamBrrEr 18], sia
perchd & difficilmente individuabile a causa della grande rassomiglianza
tra gli scisti paleozoicl a quelli eretacici, sovente confusi dallo ZaccaGNA
nella zona degli «scisti superiori».

Se per avventura la superficie di scorrimento trova ad un certo
punto una maggiore resistenza all'avanzamento, le spinte, perdurando
nel tempo, possono provocare, nel corpo stesso della massa in movi-
mento, ulteriori distacchi, }a dove sono presenti materiali atti a fun-
gore da «lubrificanti tetioniei»; talché una parte della falda scorre
sull’altra ed avanza pil rapidaments, donde il nome di avanscorrimenti
dato a questi movimenti. Caratteristica degli avanscorrimenti & che
sovente la superficie di distacco attraversa obliquamente, secondo la
minor «competenza» dei terreni, gli strati; come anche il fatto ~ vi-
sibilissimo alle Apuane — che sono spesso soppressi localmente, in questi
movimenti, taluni termini della serie stratigrafica.

Alle Apuane e al M. Pisano & facilmente riconoscibile, alla base
del calcare maiolica, 'avanscorrimento iniziatosi nella formazione dia-
sprina del Malm che fungeva da lubrificante tettonico, ma che poi ha
provocato dei visibilissimi fenomeni di milonitizzazione alla base del
calcare maioliea stesso, come abbiamo potuto constatare in Garfagnana
e al M. Pisano ().

Tl nostro studio ha permesso agevolmente di riconoscere anche che,
dopo il corrugamento e lo scorrireento delle falde, la regione Apuana

(Y) Tenomeno analogo & quello descritte da R. HmLpLing per lo falde di
Glarona in Svizzera (cfr. «Beitr. geol. Karte Schweiz », N, T\, Liofg. 76, 1938,
Tafel 21).
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" ha subito un nuovo importante movimento, di sollevamento questa volta,
che ha provocato talune grandi flessure, nella zona di Serravezza, nonché
la zona a faglie dritte visibile ad esempio al M. Brugiana presso Massa.

OSSERVAZIONT SUL METAMORFISMO

Contraviamente all’opinione espressa da vari autori [15}, [17], [18], 1
quali ritenevano che il metamorfismo dell’autocctono giungesse fino alla
mesozona, il nostro studio ha permesso di stabilire 1 due seguenti punti:

_ ) che il metamorfismo dell’autoctono, con formazione di marmi
o filladi, & un metamorfismo epizonale, strettamente connesso col cor-
rugamento : dinamometamorfismo;
b) che il metamorfismo pit spinto & un fenomeno affatto locale

e localizzato, dovuto all'azione di volatili telemagmaticl, ed & — almeno
in gran parte — legato alla nota mineralizzazione di solfuri metallici
(Pb, Hg, Fe, Cu) della regione.

~ Tale mineralizzazions si rinviene di frequente nell’autoctono specie
lungo linee di fratture e poi sovente alla base della falda tosecanica o
nella zona delle scaglie; mai, per quanto ci & stato dato di osservare,
nella falda toscanica.

SUCCRISIONE DEI FENOMENI

Purtroppo i dati cronologici che abbiamo a nostra disposizione
per la ricostruzione della geologia delle Apuane, non sono molto ab-
bondanti.

La stratigrafia mostra infatti:

@) che 'autoctono contiene terreni dal Permo-carbonico all’Eo-
cene Inferiore (macigno);

b) che la falda toscanica contienc, a prescindere dai lembi di
Paleozoico alla base, terreni dal Ladinico o Carnico all’Eocene Infe-
riore (macigno};

¢) che la falda ligurica contiene terreni dal Giura allEocene.

La tottonica, dal suo canto, lascia dedurre:

d) che, dopo la lunga fase di geosinclinale in cui si deposita-

E - Tono tutti i terveni dell’autoctono, il corrugamento («fase di inghiot-
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timento »} comincid dopo gli inizi della deposizione del macigno (Eo-
cene Inferiore), in quanto questa formazione & piegata assieme al tor-
reni sottostanti ;

e) che il movimento che portd alla formazione della falda tosca-~
nica & almeno coevo al macigno (Eocene Inferiore), in quanto questa
formazione si rinviene sotto e sopra la falda toscanice e mostra per chiari
segni (grandi ammassamenti in talune zone, strutture fluidali, ecc.) di
essere stato ancora alquanto plastico a quell’epoca;

/) che il movimento della falda ligurica & certamente posteriore
al macigno {(che non si rinviene mai sopra la falda ligurica) e nella nostra
zong & precedente all’Oligocene che, come poté osservare Brmnmany [2]
lungo i1 torrente Rassina nel Casentino, & trasgressivo sulla falda ();

g) che il sollevamento, con conseguente formazione di faglie
diritte e flessure, & avvenuto all’incirca nel Miocene, come si deduce
da formagzioni litoranee di lignite di questa etd a nord di Canore;

%) che la mineralizzazione & posteriore, o anche coeva agli inizt,.
col corrugamento e perdurd certamente fin dopo il sollevamento (faglie
diritte mineralizzate de! M. Brugiana).

I sembrato pertanto lecito schematizzare nel seguente specchio la
successione del fenomeni:

Sedimentazione dei terreni dell’autoctono.

FASE GROSINGLINALE e della serie toscanica, nello stesso spazio
dal Trias Superiore di sedimentazione; della serie ligurica, con
all’ Hocene Inferiore vivace vulcanismo di geosinelinale di magmi

basici, in altro spazio di sedimentazione,

a) Corrugamento dell’antoctone;

FASE DI INGHIOTTIMENTO b) Scorrimente della falda toscanica {con

Eocene medio ¢ Superiore; formazione di scaglie e avanscorrimenti);_

Oligocene Inferiove (7) ¢) Scivolamento principale della falda Li-
gurica.

Sollevamento ad « Horst » della zona cen-

TFasw pr sonnevamento | trale delle Alpi Apuane, con formazione di

dall'Oligocene ad oggi faglie, flessure, ecc. che facilitarono la mi-
neralizzazione.

(1) BensMaNy ([2] pag. T5) indica la trasgressivith dell’Oligocene sui terreni:
della falda ligurica, ma non precisa il livello di questo Oligocene,
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il mio Maestro Prof. Dr. ALFREDO Rrrryrany, Dirvettore del Centro Ri-
cerche Geominerarie dell’T, R. L., che mi hanno suborizzato a pubbli-
care questo lavoro, nonché tuthi i miei colleghi del Centro con i quali
ho svolto il lavoro di campagna in cordiale ed affettuosa colla-
borazione. Un particolare cordiale ringraziamento devo anche al
Prof. . B. DAL Praz che ha avuto la cortesia di leggere in mano-
scritto la presente nota, dandomi utili suggerimenti.

Napoli, Centro Ricerche Geominerarie dell’ I R.L, agosto 1945,
Istituto di Geologin Applicata e di Arte Minersria della Universita.
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" CONSIDERAZIONI SULLA COMPATIBILITA DI UN
SISTEMA DI POSTULATI E SULLA DIMOSTRABI-
LITA DELLE FORMULE MATEMATICHE®

ETTORE CARRUCCIO

_ SviMMARIVIY. ~— Problema decernendi, an omnes consequentiae quorundam
postulatorum possint, quacumgque semots repugnantia, una simul consistere an
non, pluries oceurrit in historia scientiarum, quousque nostris  hisce temporibus
mathematicus K, Gédel theorema protulit quod ite enuntiatur: Posito, quod ali-
qua de mathematica doctrina nullas contineat interiores contradictiones, impos-
sibile est hane eius propristatem naturamque demonstrare, unico ipsiusmet doc-
trinae adhibito auxilio. Quamvis demonstratio sui theorematis, quam G&del insti-
tuit, rem non adeo evincat, ut nil omnino obiiei possit, tamen in presenti disquisi-
zione nova argumenta exponuntur, quae ipsum theorema roborant, et simul singu-
lares novae consequentine derivantur, quas inter inprimis numerorum existentia,
de quibus impossibile est demonstrare, an rationales aut irrntionales sint appellandi.

81, - In PROBLEMA DI STABILIRE LA NON-CONTRADDISPORIETA DEI
PRINGIPI FONDAMENTALI DELLA MATEMATICA (*) non poteva presentare vivo
interesse per i pensatori dell’antichitd che hanno esercitato influenza
profonda e duratura sulle sviluppo della filosofia e della scienza: per
PratosE, ad esempio, assiomi, postulati, definizioni matematiche riflet-

(*) Nota presentata dall’Accademico Pontificio Ugo Amaldi il 29 marzo 1945.

(1 Sento il dovere di esprimere la mia viva gratitudine al Prof, . Exriquas,
il quale durante 'anno 1844, anchs in ore per iui e per me di pericolo, s'infrat-
teneva & ragionare serenamente intorno a questioni di logica matematica su cui
& ben note la sua competenza, ascoltato dal suo antico allieve che gli esponeva
il frutto dei suwoi studi sugli argomenti trattati nel presente lavoro, nel gquale
quande si riferisce il pensierc del prof. Exriques senza indicare lo seritto in cui
si trove ospresso, si tratte di considerazioni svolte nei dialoghi ai quali si & ora
accennato. i

2 Acte wol. X.
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"tevano una realthy trascendente superiore alla mente umana (*), ed era

quindi eseluso «a priori» il pericolo d'incontrare contraddizioni nelle
conseguenze logiche di detti prineipi.

‘Ma quando in seguito all'evoluzione del pensiero matematico mo-
“derno (%) alla base di ogni sistema ipotetico-deduttivo (®) sono state
poste proposizioni, dal punto di vista della logica formale, arbitrarie,
il problema di garantire la non-contraddittorietd e compatibilitd di un
sistema di postulati divenne d'intercsse fondamentale, acuito dagli
sconcertanti paradossi della teoria degli insiemi(*).

Sul problema che stiamo esaminando vennero conseguiti risultati
particolari assai notevoli: & stata ricondotta, ad esempio, la compati-
bilith dei postulati alla base di ciascuna delle geometrie non-euclidee
alla non-contraddittoriety della geometria euclidea (*) e la non-contrad-
dittorietd di questa ultima a quella dell’analisi ().

I problema generale venne inquadrato da F.Exnriques nella sua
concezione della logica, considerata come un ramo della psicologia, il

(*) V. per os. PLaToN® (n. 428-7, m. 848-7 a. C.) Hutidemo 290bc: «1i geo-
metri ... sono cacciatori; non creanc essi medesimi le figure geometriche, ma
vanno in cerca di quelle esistenti.» (trad. F. Zambaldi, ed. Laterzs, Bari, 1927).
Il realismo platonico si traduce nell'affermazione della oggettivith della matema-
tica (cfr. A. Frnasusw, I dialoghi di Platone ¢ la storia della matematica ; Riv,
«Sophia» Padova, gennaio-marzo 1943), Dal pensiero platonico deriva il realismo
di ArisToTELE (n.384, m.827 a.0): la logica considera 1 rapporti fra gli enti di un
mondo intelligibile. La tesi realistica & stata ripresa dal logico meatematico contemn-
poraneo B. RusseL (v, B. Luvy, Logica matematica, art, dell’Enciclopedia Italiana
Treccani, con relativa notevols aggiunta non firmata: Il significato della logica).

(®) V. I Enriques, Per la storia della logica, {Bologna 1922), Cap. 1, La
riforma detla Logica conlemporanca; e Questiond riguardanti le matematiche ecle-
mendari, rascolte e coordinate da F. Enmiqums, parte I, vol. I (Bologna, 1924),
cart. I di I, Enriques, §12.

(%) La locuziono: sistema-ipotetico-deduttivo & stata introdotta da M. Piert
(n. 1860, m. 1918), efr. F. Exriquus, Per la storia della logica, op. cit,, pag. 208,
. (*) Sulle antinomic della logiea v. p. es. B. Lmvi, art. zid citato, e I Wars-
© MANN, Introdusione al pensicro matematico {Torino 1942), VI, pagg. 101-117.

' (5) V. per es. R. BoNoLa, La geomelria non-euclidea. Isposizione storico-critica
del suo sviluppo, Bologna, 1908; oppure art. XI dello stesso Autore sulle Que-
stioni. .. raccolte da F. ENriQUES (op. cit., part. I; Vol, II, Bologna, 1925); IF, NRy-
ovms, Conferenze di geometria non-euclidea, Bologna, 1917; G. FaNc, Geomelria

mon-euclidea. Introduzione geometrica alla teoria della relativitd, Bologna, 192b6;
T'. Warsmany, op. cif,, I1I, Aritmetica ¢ geometria, pag. Bb-41, :

o : (%) V. B WAISMARN, op. cif., pagg. 41-43,
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quale ha per oggetto la critica dei procedimenti elementari del pen-
siero esatto rispecchiantisi nei principi fondamentali del ragionamento,
e prende in esame non soltanto le formule scritte, ma anche le con-
_venzioni ¢ le norme Inespresse in simboli, le quali reggono i modi di
combinare i simboli stessi(*). Secondo tale visione della logica, intesa
come teoria delle operazioni mentall non completamente traducibili in
un sistema di segni, non devono sorprendere gli insuccessi degli indi-
rizzi logici che intendono fornire un’espressione simholica integrale
‘delle teorie matematiche, '

I tre principi della logica: d'identitd, non-contraddizione, terzo
escluso, vengono considerati come condizioni d'invarianza alle quali
devono soddisfare gli oggetii del pensiero logico; le operazioni logiche
eseguite o partire da oggetti in numero finito, effettivaments pensati,
soddisfaconti a dette condizioni, come osserva IENniqQues, non possono
condurre ad una contraddizione. Pitt difficile & il caso che sl presenta
di. solito nelle teorie matematiche, In eul si tratte d’infiniti oggetii,
non pensati effettivamente ad uno ad uno, ma tali da scddisfare a
certe limitazioni (postulati) ehe definiscono 1 concetti stessi., Un gin-
dizio sulla compatibilité di un tale sistema di postulati pud basarsi,
secondo I'Exriques, sulla esperienza fisica e psicologica, sulintuizione,
su di una dimostrazione logica, attribuendosi solo a quest'ultima il

valore di prova rigorosamente certa di detta compaftibilitd; ma il valore

di tale prova viene considerato relativo, in quanto si tratta di ricono-
scere che dalla supposta compaftibilita dei rapporti che definiscono i
concetti di un certo sistema, segue la compatibilita del rapporti che
definiscono 1 concetti del sistema su cui si deve esprimere il giudizio.
Per quanto riguarda la compatibilita dell’aritmetica dei numeri natu-
rali, la dimostrazione di Exriques si fonda sull’esperienza psicologica,
secondola guale si possono illimitatamente ripetere certi atti del pen-
sierc, in modo di costruire una serie di oggetti che soddisfino ai noti
postulati alla base dell’aritmetica: la successione

a, b, c, ...

(1) V. I. EnriqQues, Problemi della Scienza, Bologna, 1906, cap. IIT, § 3,
pagg. 163, 168, :

2 Acta, vol. X,



Sleg o PONTIFICIA ACADEMIA SCIENTIARVM

ottenuta considerando dapprima un oggetto «, poi b= pensiero di a,
" quindi ¢= pensiero di b e cosi di seguito all'infinito, soddisfa 1 postu-
lati: ogni oggotto della successione possiede un suceessive determinato
ed un deferminato precedente all'infuori del primo che non succede
ad altri, o per questi oggetti vale il principio d’induzione matema-
tica (). Ma VEwmiques stesso, riflettendo sopra le antinomie che si
sono riscontrate nell'uso della proprietd riflessiva del pensiero, e te-
nendo conto dolla teoria dei tipi di B. Russerr (*) preferisce ora basare
la. numerazione sopra un presupposto fisico:
«8i prendano come dafe pitt serie di oggettl:

delle quali si denotino i termini generali con A, M, .... Suppongasi
per ciagcuna serie che:

1) ogni oggotto abbia un suceessivo determinato ;

92) ogni oggetto, all'infuori di uno (il primo), che non succede
ad altri, abbia un determinato precedente;

3) valga la proprieth seguente (principio dlinduzione malen-
tice): se una classe di oggetti o tale che insieme ad ogni 4 contenga
il suo successivo, e so contiene a, essa conterrd tuttl gli elementi della
serie @, b, ¢, ...... (analogamente por le altre serie),

Possiamo formare le serie seguenti: ‘ '

(@) (ab) (abc) ......
(m) (mn) (map) ......

e PR R )

. () V, F. Exriques, Problemi della Scienga, op. cit., cap. ILI, specialmente
pag. 198-203, e Per la Storia della Logica, op. cit,, pagg. 210-212.
(@) V. B. RussewnL, Mathematical Logic a8 based on the theory of types, < Amer.
o J. of Math.», 80 (1808); v. anche D. Hiunurr o W, AcKuRMANN, Grundzige der
- theoretischen Logik (ed. Springer, Berlino, 1928), cap. IV, § B, pagg. 98 e sepg.
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Riunendo in una classe (composta) gli oggetti (classi) che si tro-
vano in une medesima colonna del quadro precedente, definiamo, per
astrazione, successivamente i numeri

1,2 8, ...

Lo sviluppo delle operazioni aritmetiche si lascia quindi fondare
sopra gli assiomi logici e sui postulati 1), 2), 8)» ().

Ma una volfa stabilita la'compatibilita del postulati dell’aritme-
tica, 81 pud dimostrare rigorosamente la compatibilitd delVanalisi? Ta
risposte di K. GoprL in proposito sarebbe negativa: le sue ricerche lo
avrebbero portato a concludere che & impossibile ricondurre la non
contraddittorietsa dei numeri reali a quella del numeri interi ().

Pit fondati dubbi possono sorgere sulla eompatibilith del postu-
lati alla ‘base della teoria degli insiemi, in cul sono state prese da
B.Russrrr precauzioni allo scopo di evitare 1 paradossi noti, ma s’'ignora
se si & al sicuro da nuove antinomie che potrebbero incontrarsi in
sucoessivi sviluppi (3).

Queste considerazioni ¢i riconducono al problema generale della
compatibilitd dei postulati alla base di un sistema ipotetico-deduttivo,
¢ ¢’inducono a chiederci se & possibile superarve il carattere relativo
attribuito dall’Txriques alla dimostrazione logica della compatibilita
di un sistema di postulati. Il problema fu ritenuto sulla via della sua
completa risoluzione in seguito alle ricerche di Hireere (), le quali

(*) V. I'. Exriquus, Problemi della Seienza, op. cit., cap. IIL, §19,

(® V. I'. Waisnann, op. cif,, XIII, E, pag. 288, dove si trova enunciato il
risultato ora esposto, ma non Ia sua dimostrazione, né l’indieazicne del lavore
del GépEL.

(M V. I. WamsMany, op. cit.,, VI, pag. 110,

(*y V. p.es. D, serr und W, ACKERMANN, op. cif., specialmente a pag. 2
e 29-81; alle pagg. 116-118 trovasi una bibliografia sulla logica matematica ; nel
cap. I, §12, pag, 29, un sistema di postulati vien detto non contradditteric quando
non & possibile dedurne due proposizioni X e X (negnzione di X), Nel cap, 1, § 12,
ragg. 29-31 di detta opera, si di una dimostrazione della non-contraddittorietd
de} sisteme di postulati pesto da HinserT alla base della logiea; ma tale dimo-
strazione si hase sa di un’interpretezione aritmetica-del postulati in questione;
Presuppone quindi la compatibility dell’aritmetica. Inoltre v. F. WalsMann, op. cét.,
pagg. 114-117 e pag. 141,
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perd furono seguite dall’Exriques (1) con uno scetticismo che apparve
in seguito pienamente giustificato da uno sconcertante risultato del
GopEL (2) che verrd esposto nel presente lavoro (§ 2) con alcune osser-
vazioni critiche (§ 8); mentre nel §4 si vedrd che dal risultato del
Goper sull'impossibilita di dimostrare la non-contraddittoriets di un
qualsiasi sistema ipotetico-deduttivo, si deducono singolari conseguenze
nel campo dell’analisi matematica.

¢ 2. Risurrart pel (GODEL RETATIVI ALL/ESISTENZA DI AFFERMAZIONI
INDECISE, TD ATLL'INDIMOSTRABILITA DELLA COMPATIBILITA DI UN SISIEMA
o1 posteLATr. — Un’affermazione A si dice indecisa in un determinato
sistema ipotetico-deduttivo quando & impossibile dimostrare tanto 4
quanto la negazione di A, che s'mdica con A. 11 Gooer, nel gid ci-
tato articolo del 1981 fornisce due dimostrazioni del suo risuitato rela-
#ivo all’esistenza di affermazioni indecise: la prima dimostrazione, con-
siderata da) suo autore sonza pretese di rigore, si riferisce ad un qual-
siasi sistema ipototico-deduttivo S che soddisfi a condizioni assal poco
restrittive; la seconda, il pensiefo fondamentale della guale era stato
delineato mnella prima, viene svolta dettaglistamente, ma prosenta tut-
tavia ancora qualche lacuna, rilevata dall’autore stesso, ed & dedicata
in modo particolare al sistema P, fondato sui 5 assiomi delVaritmetica
di Prano, e su quelli alla base dei «principia mathematics » di A. WaIT-
ypan e B, Russmun (Cambridge, 19258) mentre si da un cenno sulle
-applicazioni agli altri sistemi.

I Géprn nel suo citato articolo preannuncia la pubblicazione in
un suo successivo lavoro, della dimostrazione rigorosa e completa deb
risultato in questiome; non mi risulta tuttavia che tale pubblicazione
sia effettivamente avvenuta (nel libro del Warsmaww, Introduzione al
pensiero matematico, traduzione edita a Torino nel 1942, si eita sol-
tanto lo scritto del Gépsn del 1931).

(1) V. F. Enriquis, Problemi della Scienza, op. cit., cap. 111, § 19, pag. 203.

) K. Ggoen, Uber formal unentscheidbare Sdtze der Principia Mathematica
-~ und verwandier, Systeme I (Monatshefte fitr mathematik und physik, Leipzig,
1931, pag. 178-198) o . Waismany, op. cit,, pag. 142-144,
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Per semplicitdh ci riferiremo al ragionamento del Goper esposto
sotto la prima forma, di cui daremo la seguente esposizione, riserbando
al prossimo § le osservazioni critiche in proposito.
_ Un sistema ipotetico-deduttive S & costituito da postulati e teo-
remi (*) espressi mediante un insieme di formule (*), le quali sono sue-
cessioni di segni fondamentali [variabili, costanti logiche, come: ¢ (ap-
partiene), = (significa) ete.] (%); e si ammette di poter riconoscere gquali
sucoessioni di segni hanno un senso e quali non lo hanno. Analoga-
mente le dimostrazioni, dal punto di vista formale si presentano come
successioni finite di formule con speciali cavatteristiche. Possiamo rap-
presentare i segni fondamentali mediante dei numeri naturali, percid
una formula st 'presente_rz‘i come una successione finita di numeri natu-
rali, ed una dimostrazione come una successione finita di successioni
finite di numerl naturali. I concotti e i teoremi relativi alla dimostra-
bilita, delle formule di un sistema S, ed in particolare alla dimostra-

(1) Le definizioni in un sistema formsle si considerano soltanto come modi
di serivere abbreviato e quindi sono prineipi superflui ai fini del presente lavoro
(efr. K. G¢pEL, art. citato, nota (6) a pag. 174 di detto articolo. Sullo sviluppo
storico del concebto di definizione, che nei sistemi ipotetico-deduttivi, secondo la
logica moderna, ha assunto carattere esclusivamente nominale, v. I, Exriquns,
Per Ia storia della Logice (gid citata}, specialmente Cap. IT1; La definizione come
problema scientifico, in «Periodico di matematiches, 1925; Definizione (art. dell' in-
ciclopedic Taliana Treccant).

(®) Tentativi di costruire una ideografia logica, di tradurre ciod in simboli
le velazioni logiche, risalgono a (. G. Leisxrz (n. 1646, m. 1716}, che chinmd detta
jdeografia characleristica universalis. Il programma di LwrsNiz venne raccolto da
G. PeANG (n. 1858, m.1932), che a partire dal 1895, con la collaborazione di amiei
o discepoli espresse mediante il suo simbolisme nel Fermulario Malhematico sstesi
campi del’analisi (v. B. Levi, Peano, Giuseppe, articolo dell’ Enciclopedia Ialiana
Treccant, con bibliografis suil’argomento}.

() Ogni sistemna ipotetico-deduttivo 8 @ cui compaiono simboli $48; ... Sx—y Pud
essere anche espresso mediante 2 soli simboti. Infatti: osserviamo innanzi tutto
che & possibile far corrispondere ad ogni simbolo di § una lettera ¢ serivers queste
lettero con punti e linee secondo 'alfabeto Morse, Ma in guresta scrittura esistono
gllintervalli quindi i simboli impiegati sono 8. Per impiegare effettivaments due
soli aimboli facciamo corrispondere ad s, un punto, ad 8, due punti... ad 8z
« punti. Tra una A queste successioni di punti e l'altra intercaliame une linea;
tra una formula e altro due linee ece. Cosl Vintento viene raggiunto, 8i po-
trebbe obbiettare che il punto e In linea (o duc altri gualsiasi segni diffeventi)
non sonc simboli logiei; tuttavia esaminando la questione, non sembra che esista
una differenza sostanziale tra punto e linea da una parte e gli altri simboli logiel
dall’altra,
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‘bilita della compatibility del sistema stesso, diventano cosi esprimibili
mediante i concetti e 1 teoremi relativi al numeri naturali ed alle suc-
cessioni di essi, '

Dimostriamo ora il Teorema I: Si pud formulare un’affermazione
A tale che né 4, né ld negazione di A & dimostrabile in S.

A questo scopo stabiliamo una corvispondenza biunivoca tra la
serie naturale dei numeri ¢ le formule aventi senso in § e contenent
una sola variabile che varia nel campo del numeri natuvali, ed indi-
chiamo con R(m) I'ennesimd di tali formule (*).

{ndichiamo con [R(m); n} la formula ottenuta a partire da £{m),
quando al posto della variabile si sostituisce il numero naturale n.

Definiamo ora una classe K di numeri naturali nel modo seguente:
Un uwumero naturale n appartiene alla classe K, quando e soltanto
‘quando non & dimostrabile in § la formula f(n) in cui al posto della
variabile & stato sostituito il numeroc n; cid che si esprime in simboli
serivendo

{1] neK = Dim [R(n); n]

Tra, le formule del tipo [R(m); #] dovrd anche esistere quells che s'In-
terpreta: il numero naturale n appartiene alls classe K sia R(g) tale
formula, In simboli:

R{q) = ne X
In particolare per il numero naturale ¢:

[2] ' [R(g); q] = qe K

(%) Il Gopur propone di ordinare le formule R (m}) secondo somnmse crescenti
dei numeri che eompaiono in dette formule, e in easo di parith secondo «somme
lessicografiche », Sembra che questa proposta s'interpreti nel modo seguente: se
s ed & sono le somme dei numeri che rappresentano rispettivamente le formule
fed 7, allora se s < s alfora f precede /', Se pol s=14¢', sostituiamo al numeri
1,2,3,... le lettere a, b, ¢,... in ordine alfabetico {aggiungendo se occorre altre
lettere convenzionali) nelle formule f ed /7, delle queli faremo precedere quella
che precede.in ordine alfabetico {come in un vocaholario),
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Si dimostra precisamente che Vaffermaziane geX & indecisa: sup-
poniamo infatti che sia dimostrabile geX, ciod

3] Dim (ge X)

Allora geX sarebbe valida in & e quindi per la [1] in cui ad =
sl sostituisce q:

Dim [R{q); q]
ciod per la [2]

Dim {ge &)

in contraddizione coun Vipotesi [3].
Se invece fosse dimostrabile la negazione di ge X avremmo:

[4] Dim (geif) |

quindi sarebbe valida in §

gell .

Ma allora sostituendo nella [1] ¢ ad =, e ricordando che due nega-
zioni applicate ad uns proposizione si elidono, abbiamo:

Dim [E(g); 4]
ciod per la {2]

Dim (ge K)

Ma per Pipotesi [4] la formula geX risulterebbe dimostrabile in-
sieme con la sua negazione cid che & assurdo. Si conclude che 1'affer-
mazione geX & indecisa c.v. d.

T) teorema del GiSpEL sull'impossibilitd di dimostrare la non-con-’
traddittorietd .di un sistema ipotetico-deduftivo S, viene ottenuto da
detto autore come una consequenza del risultato di cui sopra sulle affer-
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" magioni indccise, esposte sotto la seconda forma, ciod per il sistema
P o con qualche lacuna. Tuttavia, anche basandosi sull’esposizione pre-
cedente (T* forma) & facile ricavare il risultato fondamentale in que-
stione. Si ottienc ciod il seguente Teorema 1I: Non & dimostrabile la
non-contraddittorietd di un sistema ipotetico-deduttivo, servendosi soltanto
di mezzi offerti dal sistema stesso.

Infatti: nel seorema precedente & stato stabilito che se si ammetic
1a non-contraddittorieta di 8, si deve escludere la validita della formula

5] Dim (qe K) ;

quindi se si dimostra la non-contraddittorieta di 8, si dimostra anche
che la [8] conduce alVassurdo; si dovrebbe dunque concludere che &
dimostrata la sua negazione

5] Dim (g &) .

ma per la [2] e per la [1] nella quale al posto di n & stato sostituito
q si avra che in tal caso risulta dimostrata la formula

qely
clob

Dim (g= K)

che & in contraddizione con lipotesi [6}. Si conclude che la possibi-
lith di dimostrave la non-contraddittorietd di §, conduce ad una con-
traddizione nel sistema S stesso.

Secondo il GoprL la compatibilitdh dei postulati alla base di un
sistema ipotetico-deduttivo S, non si pud dungue dimostrare con 1 soli
mezzi offerti dal sistema S. Si pud aggiungere che secondo guest’or-
dine d’idee & impossibile dare alla dimostrazione logica della compa-
tibilitd di un sistema S, un valore maggiore di quello relativo attri-
‘buitogli dall’Enniques (v. §1 del presente lavoro).

Infatti supponiamo di essere riusciti a dimostrare la compatibilita
di § coi mezzi offerti da un’altro sistema T'; questa dimostrazione rag-
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ginngercbbe effettivamente i1 suo scopo, se si potesse dimostrare la
compatibilita di T; ma cid non & possibile con 1 mezzi offerti da T;
i dovrebbe quindi ricorrere ad un’altro sistema U, e cosi via, Sia che
in questo procedimento s'incontrino sempre nuovi sistemi, sia che nella
successione S, T, U, ... si ricada in qualche sistemn gid incontrato
nella successione stessa, la dimostrazione delle compatibility di § non
pud arrivare ad una conclusione definitiva; ma tale compatibilita pud
soltanto venir stabilita, se si vuole, modiante un postulato in base
all’'esperienza fisica o psicologica od all’intuizione.

§ 8. OsSERVAZIONI ORITICHE SUI RISULTATI DEL GioDEL. - Non i pos-
sinmo nascondere quanto siano delicati 1 ragionamenti esposti nel pre-
cedente § e lo giustificata diffidenza che dette argomentazioni ispirano
al matematicl al corrente delle antinomie gia presentatesi mel mondo
della logica. Lo stesso GODEL (%) rileva Panalogia che sussiste fra il
suo risultato relativo all’esistenze di affermazioni indecise (esposto nel
teorema 1 del presente lavoro) e i paradossi del « Bugiardo» e di
Ricuawo (7).

Bsaminiamo dunque alcune obbiezioni alle quali prestano il fianco
i ragionamenti del GSDEL con osservazioni in proposito.

Ci chiediamo in primo luogo: & possibile riconoscere quali suc-
cessioni di simboli costituiscono formule dotate di senso ¢ quali no?
La questione & piuttosto delicata: nell’opera di Hinserr e AcxmrMany,
gid citate nella nota (%) a pag. 24, la nozione «aver senso », assunta
come primitiva, non vieno ulteriormente approfondita (v. pag. 3 di
detta opera). ‘

Bull’argomento si possono fare le seguenti riflessioni:

Possiamo intendere che un’affermazione ha senso in S, quando si
riferice ad oggetti del pensiero logico, tali cioé da soddisfare alle
condizioni espresse dai tre principi della logica: identitd, non contrad-

(M) K., Goper, art. gid citato, § 1.

(*) Il paradosso del «bugiardo» consiste nel notare che se gualeuno dice
vio mento», egh mente se dice In veritd e dice la verith se mentisce. Il para-
dosso di RIOHARD coneerne «il minime numero e¢he non si pud definire con meno
di cento parole» e che appunto cosi viene invece definito con meno di cento pa-
role, Cfr. sexitti citati nella nota (1) a pag. 22 del presente lavoro.
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dizione, terzo escluso; quindi se 4 & un'affermazions avente senso deve
_essere valida in S una ed una sola delle due affermazioni: 4, A, Cid
significa che haunno senso le afformazioni relative ad oggeftti del pen-
siero che compaiono nei postulati dai quali vengono implicitamente
definiti, oppure sono stati costruiti mediante operazioni logiche con-
sentite dai postulati stessi.

Notiamo che un'affermazione priva di senso in un sistema S puo
aver seuso in un sistema T'. Per ecs. I'nguaglianza

;'1wm2:l/1;m Vi—=x

per f@]>1 & priva di senso nella teoria dei numeri reali ed ha senso
nella teoria dei nwmeri complessi. I postulati ed i teovemi di &, le
loro negazioni, e le altre eventuali affermazioni che soddisfanc le con-
dizioni di cui sopra hanno senso in S: per es. il 'V postulato di Fucripg
‘ha senso rispetto ai prineipi precedentemente introdotti, pur essendo
indimostrabile insieme con la sun negazione, rispetto ad essl. .

8i pud perd intendere la mnozione «avere senso» in modo pitt
restrittivo, dal punto di vista neo-positivista secondo il quale il eri-
terio esposto per stabilire quali affermazioni hanno un senso, viene
yitenuto troppo large ed infido, o se ne sostiene un altro, che attri-
buisce un senso soltanto ai postulati, ai teoromi dimostrati ed alle
loro negazioni, in quanto si possa dimostrare che non sono validi
in S, non attribuendosi un senso alle affermazioni indecise.

Vediamo per chiarire meglio 1 termini della questione come viene
applicato in un caso particolave, ma di notevole interesse, quest’ultimo
eriterio dal WarsMANN, seguendo la corrente neo-positivista del «cir-
ocolo viennese » di cui L. Wrrrgenstey fu lideatore. Si tratta di sta-
bilire quando & che ha un senso un’affermazione relativa ad un numero
reale. Consideriamo ad esempio il numero '

n=m 0,y dy e By e
“dove , & uguale ad 1 se 'equazione di FrryaT
m'n‘! + y'n‘l fo— z‘"

& risolubile con numeri interi, mentre , == 0 nel caso contrario.
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Per il momento non sappiamo se n=10,11 o se & maggiore.

Se il teorema di Fermar fosse indimostrabile ¢ fosse anche indimo-
strabile la sua negazione, seconde il Warsmany il simbolo O,a, 4, ... a, ...
non rappresenterebbe un numero, non avrebbe senso. Lo stosso autore
ritiene che anche se di un decimale illimitato sl sanno caleolare le
successive cifre decimali, non per questo si pud attribuire a tale de-
cimale il nome di numero reale, perché non & detto che si possa sta-

bilive se si tratta di wn numero raziomale o irrazionale (1),

Se noi seguiamo quest’ordine d’idee dobbiamo rinunciare ad at-
tribuire un senso alle affermazioni indecise, anzi dobbiamo bandire dai
nostri ragionamenti quegli enti matematici intorno ai quali si possono
enunciare affermazioni indecise; risulteranno quindi infirmate le dimo-
stragioni dei teoremi I e II del GopEL (v. § 2 del presente lavoro),
perché la classe X non avrebbe senso in S, dato che non si pud sta-
bilire con i mezzi offerti da S, se ¢ apparfiene o no alla classe X
stessa. Una critica analoga potrebbe essere rivolta a gualunque dimo-
strazione dei teoremi I e IT che stiamo esaminande, svelgendo le con-
siderazioni seguenti: se dimostriamo che l'affermazione 4 « & non &
contraddittorio » & indecisa, allora 4 non ha senso, cioé non ha senso
di parlare in § di non contraddittorietd di S; ma noi c¢i possiamo va-
lere in un ragionamento, solo di un sistema per il quale abbia senso
la non contraddittorietd, anzi sia non contraddittorio, quindi noi non
possiamo valerel di & in un ragionamento, in particolare in quello che
conduce & concludere che 4 & indecisa; naturalmente nemmeno po-
tremo dimostrare che 4 & indecisa senza valerci di 8, dato che A4 si
riferisce appunto ad S; si conclude che in nessun modo si pud sta-
bilire che 4 & indecisa, se lo affermazioni indecise si considerano prive
di senso. A rigore sembra che un neo-positivista non dovrebbe accet-
tare la dimostrazione del teorema II del Géper ma restare in dubbio
cirea la sua validitd fino a che si fosse eventualmente dimostrata la
negazione del teorema stesso; nofiamo perd che WAISMANN accetta i
risultati del GopeL (?). Questo dubbio circa le possibilita di dimo-

(1) V. F. Waismann, op. cit., pagg. 178, 286, 287. A pag. 264-286 doll’opera
stessa si esaming wn limite, che secondo I'interpretazione deil’intuizionista Brou-
wor fornisce ’esempio di un numero reale che non & positive, né nulle, né ne-
gativo.

(%) V. T, Warsyaxw, op. cil., pagg. 142-144,
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strare la compatibilith di un sistema ipotetico-deduttivo S, basterebbe
per rendere al neo-positiviste malsicura qualungue sua deduzione nel-
- Tambito di un sistema &S

‘ In particolare il ueo-positivista dovra evitare di trattare di quei
‘numeri per cui non & stato finora dimostrato se sono razionali o irra-
zionali, p. es. dovra bandire dai suoi ragionamenti la costante di Eurero,
perché in tali numeri potrebbe annidarsi un non senso.... Ma la va-
stith del campo & cui si pud estendere la critica neo-positivista non
potrebbe forse costituire una sua debolezza? Dove il matemsatico sa-
rebbe al sicuro dai non sensi? I allora non sarebbe meglio ritornare
ad ammettere che un’affermazione indecisa pud possedere un senso,
purch? soddisfi alle condizioni precedentemente esposte, ed applicando
il pricipio del terzo escluso dire che un sistema & & contraddittorio,
o non non-contraddittorio, che un numero ben definito ¢ razionale o
irrazionale, e cost via anche se non possiamo stabilire quale eventua-
litd si verifica?

Si potrebbe ritornare cosi con una consapevolezza nuova, alla con-
cezione antica dell’obiettivitd della matematica, la quale risulterebbe
costituite da tutti glinfiniti sistemi ipotetico-deduttivi compatibili.

Una seconds questione & la seguente: lo formule I (n) formano
un sistema della potenza del numerabile? Sembra che la risposta debba
essere affermativa, dato che ognuna di dette formule & costituita da un
numero finito di simboli; e se si pud superare la difficoltd di riconoscere
quali formule Lanno senso e quali non 'hanno, & facile poi ordinarle.

Tn terzo lmogo ci si pud domandare: esistono fondati motivi per
dubitare che la formula ne K s'identifica con una delle formule 2 (g)?
Tali dubbi sarebbero fondati, sembra, soltanto nel caso in cui non si fosse
certi che la classe JC & dotate di senso. Ora il modo con il gquale detta
classe & stata definita non & tale da rendere perfettamente tranguilli in
proposito, anzi sembra addirittura che si giunga ad un'antimonia.

Abbiamo gid visto che 'ipotesi di Dim (g¢ X) conduce all’assurdo.
D’altra parte sombra invece che si possa dimostrave che gs /. Infabti:
supponiamo che g non appartenga a X, allora per la [1] e la [2]

gek =Dim(gs K) == Dim (ge X)

- —quindi ge K contro Vipotesi.



ACTA 855

Si pud perd rispondere che questa dimostrazion sarebbe valida
soltanto se si fosse dimostrato che il sistema & & non contraddittorio.

Questo ragionamento non sarcbbe un’antinomia ma viceversa pro-
verebbe che & impossibile dimostrare ia mon-contraddittoriets di 8,
perché qualora questa fosse dimostrata se ne ricaverebbe lassurdo ora
couslderato,

Ma l'obbiezione forse pilt grave riguarda il modo con il quale &
stata definita la classe K, Si nota che in genere una clagse viene con-
siderate ben definita in wn certo sistema S quando & dato un eriterio
in virtlt del quale si pud stabilire in §, con nwmero finito di passagei
logici, so un elemento appartiene o meno alla classe stessa. Ora, proprio
secondo il ragionamento esposto nella dimostrazione del teorema I del
precedente §, non si pud stabilive in S se ¢ appartiene o meno a XK.

Non ostante le riserve di carattere critico cui dauno iuogo le dimo-

~strazioni del Goper dell’esistenza di affermazioni-indecise o dell’impos-
sibilitd di dimostrare la non-contraddittorietd di un sistema § tuttavia
si & indottl a ritenere sostanzialmente ginsto il risultato del teorema I1
in hase alle seguenti considerazioni.

Ammesso, come nota I"Exriques, che abbia un senso parlare di
conseguenze immediate ¢;, di un certo sistema p di proposizioni, svilup-
piamo il sistems ipotetico-deduttivo basato sulle proposizioni p prese
come postulati, facendo seguire alle p le ¢, alle ¢, le conseguenze im-
mediate ¢, di p e ¢, a ¢, le conseguenze immediate di p,c; ¢ ¢, e
cosl di seguito. Si osservi immanzi tutto che per quanto si proceda
in gueste deduzioni senza incontrare contaddizioni, non si pud per
tal via acquistare la certezze di non incontrarne in seguito.

L’Exniques osserva inoltre, che se si pronunciasse in seno ad un
sistema § un giudiiio relativo alla non-contraddittorietsa del sistema &
(giudizio che si riferisce anche al giudizio stesso) si trascurerebbero

" le cautele proposte dalla teoria dei tipi di B. Russer, costruite per
evitare antinomie logicle.

Infine sempre allo stesso proposito si pud considerare a mio parere
la seguente argomentazione: supponiamo di essere riuseiti a dimo-
strare con mozzi forniti esclusivamente dal sistema S che S stesso
non & contraddittorio. Tale dimostrazione anche se formalmente per-
fetta, non pud renderci certi della non-contraddittorietd di S, perché

.30 S fosse contraddittorio, sarebbe dimostrabile in § qualunque pro-
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posizione (*), in particolare che S non & contraddittorio. Perché una
dimostrazione in § sia valida, occorre gia sapere che § & non-contrad-
dittorio, ma se cid & proprio quelio che si vuol dimostrare risulta
che una dimostrazione di non contraddittorietd di S con mezzi offerti
dal sistema S & sempre viziata di circolo e quindi impossibile.

§ 4. — ALCUNE CONSEGUENZE DEL RISULTATO DEL (GUDEL RELATIVO
ALL{MPOSSIBILITA DI DIMOSTRARE LA NON CONTRADDITTORIETA DI UN SI-
STEMA (POTEIICO DEDUTTIVO., - Se si ammette la validitsa del risultato
del Gopur esposto nel teorema IT del § 2, ritengo di poterne dedurre
alcune singolarl conseguenze. Ricordando le considerazioni svolte a
proposito delle affermazioni aventi senso, introduciamo due definizioni
ed un postulato al fine di esporre nel modo pih semplice e chiaro le
deduzioni alle quali si & accennato (teoremi IV, V, VI).

Definizione I. - Chiameremo ben definito un numero del quale ¢é
possibile calcolare valori con un approssimazione prefissata.

Sono quindi ben definiti i numeri per i quali &possibile caleolare
le successive rvidotto del loro sviluppo in frazione continmua, i numeri

(%) Dimostriamo questo risultato soguendo in sostanza ). HiLpert e W, ACKER-

MANN {cfr, op. cit., cap. I, §9, pag. 21). Si dico somma logica di due proposiziont

A & B, ches’indica con A& B o si legge 4 e B, la proposizione che & very quandoe

o soltanto quando 4 e I3 sono entrambe vere. Si dice prodotto logico di due pro-

posizioni 4 e £ che s’indica con A5 e silegge 4 o B, la proposizione che & vera

quando e soltanto quando almeno una delle proposizioni 4 e B & vera. Quindi

" se & vera ln proposizione A, sark vera la AR, (anche so per caso la 13 fosse falsa).
Se si accettano come valide le proposizioni A o ¢ sard quindi valida anche la

proposizione
' AB & OB

o sempre nslle stesse ipotesi si otterrad la proposizione eguivalente:

B4 & C);

(vale la proprietd distributiva del prodotto logico rispetto alla somma logica). In
un sistema ipotetico-deduttivo jn cui si trovassero due proposizioni 4 o A (ne-
gazione di 4), e B fosse una proposizione qualsizsi, si ricaverebbe, ponendo A
in Inogo di O _

. AR & AL
B(A &)

Ma 4 & A & certo falsa; visnlta dungue dimostrata la B,
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esprossi medianle sviluppo in serie convergente, oppure mediante nu-
mero decimale illimitato, di cui si sanno calcolare le successie cifre ete.
Postulato: Ogni numero ben definito & un oggetto del pensiero lo- .
gico; hanno quindi un senso lo affermazioni riguardanti tali numeri.
Definizione II. — Chiamiamo uwltrarazionale un numero intero del
quale non si pud dimostrare che & razionale né che & érrazionale. — Di-
mostreremo nel teorema IV che tall numerl esistono. Alla dimostra-
zione dell'esistenza di numeri ultrarazionali premettiamo il seguente:
Teorema III: Un sistema ipotetico-deduttivo S pud essere sviluppato
in modo che Uinsieme delle proposizioni che ad esso appartengono come
postulati o come teoremi dedotti dai postulati di S venga posto in corri-
spondensa biunivoca con la serie naturale dei numeri.
Infatti: ai simboil fondamentali del sistema & presi in un certo-.
ordine

So8y vie 8ay
facciamo corrispondere i numeri
0,1...ax—1;

o ad ogni formula il numero espresso nel sistema di nwnerazione in
base a, secondo il noto principio di posizione applicato nella consueta
numerazione decimale; ciod se ad una formula corrisponde la suceces-
sione di numeri (tutti minori di @)

oty ... a,

a questa successione e quindi alla formula date corrisponde il numero.

A" + agel + L+ a,

Consideriamo il sistema dei postulati p alla base di S, i quali
verranno ordinati secondo l'ordine di grandezza, dei numeri che rap-
presentano le formule esprimenti detti postulati. Dal postulati p che
sono in numero f{inito, ricaviamo tutte le conseguenze immediate ¢,
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che saranno anch’esse in numero finito (*); tra le conseguenze imme-
‘diate di date proposizioni, annoveriamo anche le proposizioni stesse,
o cid por essere sicurl di poter precedere indefinitamente nella dedu-
zione. Lie formule ¢, vorranno ordinate con lo stesso criterio adottato
per le formule p e dopo queste; dalle proposizioni p e ¢ ricaviamo
tutte lo conseguenze immediate ¢, e le ordiniamo nella solita maniera

{t} Per brevitd rinunciamo nel presente lavoro ad un esame approfondito di
guest'ultima affermazione, la quale risulta evidente, quando i pensi che nei nostri
gistemi ipotetico-deduttivi le consegurenze immediate di premesse in numezo finito
vengono ricavate applicando leggi iogiche in numero finito.

Per esempio nella logica tradizionale dalla proposizione «tutti gli 4 sono
B si vicava «qualche 4 & A»; dalla maggiore @ dalla minore di un sitlogismo
si ricava unna sola conclusione ecc.

Un’analisi del ragionamoento matematico, la quale ci conduce a ritenere in
wumero finito le conseguenze immediate di wn numoro finito di premesse, trovast
in 8. Zanmyusa, La legique des mathématiques, (Mémorial des seiences mathéma-
tigues, fase. XV, Paris, 1826); da detto lavoro riassumismo le considerazioni so-
guenti:

8 dice funzione logica ogni espressione F(x, ¥, #, ...) che acquista un signi-
ficato determinato almeno per aleuni sistemi di significati delle @, g, %, ... dotti
punti logict, per eui & definita. Una dimostrazione si dice completa quando ogni
passaggio da una proposiziono all’altra vienc eseguito mediante I'applicazione di
uno di questi dne principi: prineipio di sostituzione e «modus ponenss.

Principie di sostituzione, — Sapendo che una funzione logica F{x,y.%,...)
fa corrispendere una proposizione vera ad ogui punto logico per cui & definita,
51 ha il divitto di portare sulla lista dells proposizioni vere, ogni proposizione
otterinta medinnte la sostitusione ad o, y, %, ... dei simboli 4, b, ¢, ... relativi ad
un quaisiasi significato particolare di @, y,z, ...; per cul (e, 3,7 ...) & definita.

Principio «modus ponens». - Date due proposizioni p e g, sapendo che

Pog

{ciod da p si deduce 4) e che p 2 unn proposizione vera, si ha il diritto di met-
tere anche g nella lista delle proposizioni vere.

Pogtulato. — 81 ammotte che ogni dimostrazione logica corvelta sia sosti-
tuibile mediante una dimostrazione completa, in cai ciod si applicanc sollanto i
principi sopra enunciati.

" Qsserviamo che nell’applieazione di questi due principi {(che si possono ri-
condurre alla teoria del sillogismo) da due premesse si ricava una determinata
conseguenza: per il principio di eostituzione da « F(z, ¥, % ...) & una funzione
: logicn» e da «a, b, ¢, ... & un punto logico per cul & definita Fx,y,2,..)» st
.si deduce F(a,b,¢ ...); e per it «modus ponens» da «ogni conseguenza di una

proposizione vera & vera» ¢ da «g & una proposizione conseguenza della propo-
_sizione vera p» si ricava <g & una proposizione vera». V, anche D, HILBERT e
" W, ACKBRMANN, op. ¢it., cap. I, § 10, pagg. 22 o 23,
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dopo le ¢,; ricaviamo quindi tutte le conseguenze di p ¢, e ¢, lo
ordiniamo, e cosl di seguito all’infinito,

Teorema IV. Esistono numeri ben definiti wltrarazionali.

Infatti: consideriamo Vinsieme delle formule che esprimono i po-
stulati ed i teoremi dimostrabili di un sistema ‘ipotetico-deduttive S,
formule poste in corrispondenza biunivoca con la serie naturale dei
numeri, come & stato indicato nel teorema precedente. Ad ogni pre-
posizione

Fofooe fuv

che non sia in contraddizione con una delle precedenti, facciamo cor-
rispondere con una determinate legge i numeri naturali diversi da zero

(7} Byl oee @y

{1 quali possono anche essere presi per semplicith egu&h fra loro).
Formiamo ora la frazione continua

a -+

ay + ——-
! s+,

[8]

So g'incontra nella successione delle formule di & una formula in
contraddizione con una delle precedenti, s'interrompe la successione [7]
arrestandoci al termine a, corrlspondente all'ultima formula del si-
stema, § che non da luogo ad esplicite contraddizione. La frazione con-
tinus (8] sard uguale in ogni caso ad un numero reale ben definito,
razionale so la successione [7] & limitatea, irrazionale nel caso contrario.
Ora se il sistema § non & contraddittorio non si potrd dimostrare la

sua uon contraddittorietd (v. teorema IT del § 8), nd prevedere quindi
che la successione [7] sart illimitate e che il numero espresso dalla
frazione continua [8] risulterd irrazionale. Neppurc si potrd dimostrare
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che il numero in questione & razionale, perche cié equivarrebbe a dire
che S & contraddittorio, contro quanto abbiamo supposto.

Esistono dunque numeri ben definiti aultrarazionali.

Osservazione. Per alcuni numeri reali ben definiti, nonostante le
ricerche effettuate in proposito dai matematici, non si & finora dimo-
strato che sono razionali e neppure che sono irrazionali. Questo caso
si presenta ad esempio per la costante di Euvrero

. 11 1 ' -
C_mifcln(l T gt +—(k———log ?1):.0,577215

~ Potrebbe darsi che € ed altri numeri per cui si verifica circo-
stanze analoga fossero ultraragzionall.

Teorema V. Esistono coppiec di numeri ben definiti a e b tali che
non si pud. dimostrare che

@==b
e neppure che
az=b .
Sia per fissare le idee
@ = 0077 oo,

(numero decimale periodico semplice di cui la parte intera & 0 e il
periodo & 7). ,

b sia uguale ad un numero del quale la parte intera & zero e le
sucoessive cifre sono uguali a 7, se le formule di un sistema ipotetico
“deduttive S, con cui dette cifre vengono poste in corrispondenza biu-
nivoca, non sono in contraddizione con gualcunsa delle formule prece-
- denti; ma se s'incontra una contraddizione la successione dei 7 s'in-
terrompe in corrispondenza della formula precedente a quella che. da
“luogo ad esplicita contraddizione. Dunque se il sistema & & contrad-
“dittorio a b e lo si pud dimostrare, ma ‘se & non & contraddittorio,
pur essendo a =24, non sard possibile dimostrave dette uguaglianzs,
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perchd se la si dimostrasse si dimostrerebbe anche la non-contraddit-
torietd di & ¢id che & impossibile.

Teorema VI. ~ Esistono serie certamente convergenti o divergents, per
le quali tuftavia non & possibile dimostrare quale dei due casi effettiva-
mente st verifica, - Facciamo corvispondere alle formule del sistema
ipotetico-deduttivo & ordinate nella maniera gid spiegata, i termini di
una serie armonica finché in § non &'incontranc contraddizioni:

1+-;—;1+ +11
2 '_3".-- ......

\

Bara divergente se S mnon & contraddittorio.
Se invece § & contraddittorio, se all'ultima formula prima d’incon-

.. . . 1 .
trare una contraddizione, corrisponde il termine = alla prima formula

\ . . . . 1
che da luogo ad una contraddizione facciamo corrispondere por alla

.1 . . . L
successiva —; e cosl via; la serie da un certo punto in poi si tra-

sformera in serie geometrica di ragione minere di 1; guindi la serie

]_4 1 F**]; + . _1_ _l.._*nl +
tgtg eyttt

sard Gonvergente.

Se la serie & convergente si potrd dimostrare che & convergente,
perchd in tal caso la contraddizione § si dovrd incontrare dopo un
numero finito di passaggi, ma se & divergente non si potrd dimostrare
che & divergente (e naturalmente nemmeno che & convergente).

Esempi analoghi a quelli considerati nei teoremi IV, V, VI si
possono moltiplicare.

I delicati problemi piuttosto proposti che risolti nel presente la-
voro, potranno fornire argomento di nuove ricerche e suggestive me-
ditazioni a chi desidera esplorare le ragioni di confine tra matematica
e filosofia.
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INTEGRALI DI STIELTJES, E VALUTAZIONE
PLANIMETRICA DI ESPRESSIONI SIMBOLICIIE
NEL CALCOLO OPERATORIO®

GIUSEPPE APRILE

SvMMarivM, — Adhibito planimetrico integralium Stieltjesicnorum caleulo,
gecundum Nystrém, Auctor exhibet rationem qua generica expressio symbolica
caleuli operatorii functionalis per numeros perpendi possit, dummodo nota sit
generatrix integralis H (£} operatoris, et operanda V(2.

1. = I1 NysTroM ha indicato (1) un procedimento planimetrico pel
calcolo numerico di integrali di Swierwsms, del tipo:

[1] 8={g(3)dr(®)

Con un metodo derivante da detto procedimento, pud utilmente
venir compiuta la valutazione numerica di espressioni simboliche come
la seguente: '

[2] W) = f(a) V@ — 0[ V(it—3)G()do

(*) Nota presentata dall’Accademico Pontificio Giovanni Giorgi il 8-4-1946.
(%) E.J.NystrOM, Planimetrische Auswerfung von Stieltjesintegralen, « Zoitschr,
f. angew, Math, u. Mech.s, 1934, pag, 276, )

8  Acta, vol. X,
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nella quale G(£) & la funzione generatrice dell’operatore f(4), essendo

AE—(%—, e V() Voperanda (*). (Tanto G(#) che V() si suppongono
- nulle per < 0). '

A é{ A ??

RRRN
L ded

%

Si ha difatti, infroducendo la, generatrice integrale IL(H) = f(A) 1(2)
dell’'operatore f(A}:

(D) = %H(S) . G(9)dY = dH(D)

Bt

[3] W(t)=[ V(E—2)dH(3)
#=0
" con che la [2] & ricondotte alla forma [1].

{1y Vedi ad esempio: . Giora1, Sul calcolo delle soluzioni funzionali, ecc.,
~ ristampato sul « Boll. Tecn. dell'Istituto Mil, Sup. delle Trasmissioni», 1940, n. 8-4,_%
pag. 95. Alle notazioni ivi usate si fa qui riferimento.
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2, - Dato il grafico della funzione y =V (3) in coordinate carte-
giane }3,y!{, si consideri il particolare sistema di coordinate }£,q¢ che
sl ottiene mediante la trasformazione:

E=H() , n=y

Por ogni valore di £, allora, alla curva y=V({—2) corrisponders,
nella rappresentazione &, «{, una curva v,. L'area A, compresa fra v,
e gli assi &, 0, misura il valore W (&), (fig. 1).

Difatti A, & composta di tante aree elementari dw, o striscioline,
ottenibili con rette dividenti parallele all’asse n. Ogni elemento do st
estende sull’ascissa per dH, e la sua altezze media vale &= V{#—3).

Talchs si ha:

A t
A¢=f&m=fV(t——S’)dH(S‘)=W(t) ; e, d. d.
0 0

3. Cid posto, per la valutazione planimetrica della [2] si pud pro-
cedere praticamente come segue, Fissato un intervallo temporale e (pic-

A 7?
@ v,
w Ag
iy
°§ 7 1| 14
A, Uy 4
R eyl

0 V=g 26-- 55--
Mg, 2,
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colo compatibilmente col graficismo da impiegare nel disegno) si con-
siderino i tempi in progressione aritmetica: I,=j x¢, (j=0,1,2,...).
Si portino in ascissa § i valori H(3y), ¢ in ordinata = i valori V(3),
(ﬁg. 9). Por i punti cost ottenuti su ciaseun asse, si conducano le pa-
rallele all'altro asse. Si traccino quindi le spezzate v; come nella fi-
gura 2 & mostrato in modo ovvio M.

Si noti che ogni spezzata v, (la quale tende ad una curva se € - 0)
collega, sugli assi, punti relativi ad mno stesso valore ¢=je di 3.

T valore del risultato W(f), per t=je, & misurato dall’area A,
(nella figura 2 sono segnate, con tratteggio al contorno, le aree A e
A,). Mediante misura planimetrice. delle A,, pud quindi ricavarsi, per
‘punti, I'andamento di W (). '

(*) Nolle figure si & supposto che la H(?) abbia ordinata zero all’origine dei
_tempi, ossia che la funzione generatrice G(#) non contenga all’origine wn ele-
mento impulsive, ma cid non b cssenziale.
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I MATERTALI IGROSCOPICI DELLE PIANTE
E LO SVILUPPO DELLE MUFFE ®
{Con tre figure)

 GIUSLEPPE GOLA

Accademice Pontiflgio

SVMMARIVM, — Auctor observat mutationes quantitatis nquae hygroscopicae
in plantarum textilibus exsicatis, et huius aguae rationem cum mucorum incre-
mento, ostendens mucores non posse frul ea aqua, quae textilibus connexa est
per hygroseopicitatem, sed ea tantum gquae per imbibitionem.

La grande sensibilith all'attacco delle muffe che si verifica nelle
droghe vegetali, e in genere negli organi erbacel essiccati, si manifesta
con une certa variabilith che appare legata allo stato igrometrico del-
I’aria e alle sue oscillazioni.

Accade spesso che droghe essiccate completamente sino a dive-
nire fragili « rinvengano », per cosi dire, se lasciate all'aria, assumendo
una flessibilith ed un evidente stato di umidita senza subire attacchi di
muffe, mentre altri campioni, in condizioni apparentemente eguali, ed
anche apparentemente meno ricchi di acqua, sono invasi da rapido
intenso sviluppo di muffe.

Anche in colture su tessuti vegetall inumiditi non si ha sempre
lo sviluppo di funghi se lo stato igrometrico dell’aria non appare sen-
sibilmente prossimo alla saturazione.

Sappiamo ancora come i legni tenuti nelle cantine o nelle gallerie
vadano soggetti a rapido attacco di funghi, mentre cid non si verifica
so appena sia possibile attuare un certo grado di ventilazione.

{*) Nota prosentats il 2 maggio 1946,

4  Acta, vol. X,
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Sembrerebbe dungue che lo sviluppo di pavecchi di tali funghi
‘si abbia a determinare solo in presenza di una saturazione dell’nmi-
ditd atmosferica, '

Particolare oggetto di indagini in questo campo sono state le
invasioni di Merulins e di poliporei in genere, che provocano il mar-
ciume del legname delle travature delle case e delle gallerie; e il
problema dello stato igrometrico dell’aria ambiente & stato minuta-
mente studiato.

Ma meno studiato e, a mio avviso, di maggiore importanze, mi
sembra sia lo stato di legame dell'acqua col sustrato sul quale si
hanno a sviluppare i disseminuli dei funghi e la possibilitd che questa
possa esserc utilizzata per lo sviluppo e Vaccrescimento dei micell.

Nello studiare tale argomento ho sperimentato specialmente sopra
verdure essiceate, le quali rappresentano un sustrato nutritizio ottimo
per i funghi: sono infatti povere di tannini, di materiali resinosi o
tossici che possono ostacolare l'attecchimento dei saprofiti.

Mo preparato verdure essiccate ad una temperatura non superiore
a 40°C. in condizioni, ciod, assal prossime a quelle che si verificano
nei moderni processi industriali di essiccamento, o che non possono
dar luogo a quei prodotti di naturs fenolica che talora si formano a
temperature pilt elevate e tali da costituire fattori ostacolanti lo svi-
Iuppo del saprofiti. '

In tal modo ho usato foglie di spinaci, radici di carota, cavolfiore.
Tali materiali, essiccati fino a peso costante a 40° senza precanzioni
che ne potessero modificare la carica microbics, furono distribuiti in
matracei clhiusi e paraffinati, nel quali si erano aggiunti o un tubetto
con acqua distillata oppure altri con soluzione a diversa concentra-
zione di acido solforico fino a acido concentrato; le quantita di liquido
erano di ce. 1,b per 4 gr. di sostanza secca.

Tali matracei furono posti in termostato a 22° stabilmente per
10 mesi. Dopo un cosi lungo periodo il materiale non mostrd alcuna
traccia di ammuffimento: evidentemente so si poteva pensare che la ten-
sione di vapore delle soluzioni solforiche concentrate poteva determi-
nare una eccessiva sccchezza dell’aria limitata nel matracei, cid non
poteva essere per i campioni in presenza di acqua distillata.

Una porzione degli stessi campioni dopo un tale periodo, tolta
dal termostato, fu collocata in un laboratoric im un locale a nord ad
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una temperatura media di 14°C. e dove le oscillazioni erano contenute
in limiti abbastanza ristretti. Dopo due mesi non si verified aleuna
comparsa di muffe: cosl che una nuova serie di materiali rimasti in
termostato per 12 mesi fu portata in laboratorio sopra un tavolo esposto
& sud, dove la temperatura oscillava d'inverno tre 1 12° e 28° a seconda
dellirradiazione solare. ‘

In tali condizioni avveniva di osservare sulle pareti di alcuni
matracei delle goceioline di acque di condensazione, ¢id che non si
era mai verificato nelle precedenti condizioni di esperienza.

Solamente nei matracel nei quall si erano osservate le goccioline
di acqua sulle pareti si svilupparono entro pochissimi giorni abbon-
danti muffs.

Le foglie di spinaci furono le prime ad esserne invase, segui-
rono in breve le carote: 1 cavoll non ammuffirvono neppure in fali
condizioni, B do osservare che la quantithy di liquido posto nei ma-
tracci era di ce. 1,5, in misura quindi insufficiente per saturare la capa-
cité igroscopica della quantitd di cavolfiori posta nel matracei.

1 evidente che lo sviluppo delle muffe non poteva aver luogo
che in presenze di acqua in una certe condizione, la quale non si
poteve verificare che dopo saturato il potere igroscopico dei tessuti
stessi, .
 Solamente Vavvenuts distillazione di acqua in seguito agli squi-
libri termici, clod, in pratica, un apporto di acqua liquida sui tessufi
vegetall, poteva apportare a questi queila quantitd di acqua che & neces-
saria per lo sviluppo del saprofiti.

Lea serie di esperienze fu ripetuta adoperando, anziché soluzioni
golforiche, diluizioni diverse di glicerina, delle quali era facile seguire,
colle variazioni dell'indice refrattometrico, la tensione di vapore. I ma-
teriali vegetali differivanc da quelli precedentemente adoperati solo per
essere stati, dopo prolungato essiccamento a 45°, tenuti in diversi am-
bienti igrometrici, cost da potere gli uni assorbire acque in misura
diversa dagli altri. Poiché di ciasoun campione in esperimento ers
noto il peso secco iniziale, si potevano, alla fine dell'espericnza cono-
seere:

@) le percentuali di acqua assorbita durante il periodo di per-
manenza all’aria libera e durante quella in matraccio chiuso in pre-
senza di soluzioni gliceriche;
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b} la concentrazione delle soluzioni gliceriche prima e dopo
P'esperienza o [quindi la guantitdy di acqua scambiate tra vegetali e
soluzioni gliceriche ambienti;

¢) la tensione di vapore che, per effetto della glicerina, si tro-
vave nei matracei in principio e alla fine dell’esperienza;

d) le condizioni igrometriche di equilibrio tra soluzioni glice-
riche e tessuti vegetali.

1 materiali cosi disposti vennero tenuti per sei mesi in termostato
a 20°-29° senza che, anche in presenza di acqua purs, si avesse mai &
verificare aleun ammuffimento; alla fine dell’esperienza, dopo di aver
raceolto 1 dati sopraindicati, i materiali furono posti in condizioni di
assal ampie escursioni termiche, come fu sopra accennato, ed allora,
colla stessa successione (dapprime le foglie di spinaci, pol le carote
e nulla si verificd nei cavolfiori), si verificarono in pochi giorni gli
sviluppi di muffe.

T ovidente che tra soluzioni gliceriche o tessuti vegetali si verifica
immediatamente un gradiente igrometrico, mediante il quale he luogo
ung distillazione molecolare tre tessuti e soluzioni fino a raggiungere
un equilibrio.

Se si ha cura di non eccedere nella quantitd di soluzione glice-
rica si verifica un momento nel quale la soluzione non & piut in
grado di cedere nuova acqua all'arie e quindi al tessuto, o questo a
sun volta non & ancora saturato di acqua.

Senza riferire le tabelle e i numeri che sarebbero ineomodi & leg-
gore, 1 grafici riportati ci dimostrano-come, partendo dalle pilt diverse
concentrazioni di glicerina e de tessuti pili o meno imbibiti di acqua
igroscopica, si arrivi, dopo un certo tempo, ad una condizione di equi-
librio che & sensibilmente eguale qualunque sia il termine di partensa,
e che si aggire intorno al valore di una soluzione glicerina avente un
indice di rifrazione di 1,462, ciod una concentrazione di circa 86 °/,
di glicerina. Tale valore & sensibilmente eguale per itre tipi di organi
che ho sperimentato,

T risultati sono alquanto uniformi per gli spinaci e la carota,
oscillazioni pitt ampie si verificano per i cavolfiori; nei primi i tes-
suti sono omogeneamente ricchi di elementi parenchimatici; nel cavol-
fiore 1 campioni non erano cosi omogenei, poiché in alcuni erano pre-
valenti gli abbozzi fiorali, in altri le porzioni pedunculari, le guali
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SPIBGAZIONI DELLE FIGURE, - I tre grafiei rappresentano le variazioni delle
concentragioni di glicerina e del peso dei tessuti all’inizio e alla fine dell’esperienza.
Sulle ordinate sono segnate le concentrazioni di glicerina rappresentate dall'in-
dice di rifrazione; sulle ascisse i pesi in centigrammi di materiali sperimentati.
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sono ricche di elementi meccanici aventl da secchi una consistenza
quasi cornes ¢ da freschi una singolare o carabtoristica elasticita.
La diversa prevalenza dell'uno e dell’altro tipo di tessuti ha proba-
bilmente dato luoge alla disformitd di risultati.

¥ noto come nei tessuti vegetali i materiali igroscopici vi slano
diffusissimi ed abbiano la capacity di fissare acqua con notevole energia;
Venergia colla quale tale fissazione ha luogo & capace di portare le
soluzioni di glicerina fino a concentrazioni notevoli.

Fino a quando non si sia superato il limite di questo legame
« tessuti acqua », ¢ che non & dipendente dalla vitalitd delle cellule, i
disseminuli dei funghi non possono germinare; ma neppure i tessuti
stessi sono in grado di sottraxrve all’aria ambiente acqua in misura
maggiore a quella di cul siano capaci per igroscopicitd., Occorre T'ap-
porto di acqua liquida, quale & quella che si forma per condensazione
durante sbalzi termici, perché si abbia a superare il limite minimo di
~ acqua sufficiente per lo sviluppo dei funghi.

I ancora da considerare quali siano i rapporti tra teli condizioni
di umiditd dell’aria ambiente e lo sviluppo dei funghi; & il contenuto
di acqua del sustrato nutritizio o quello dell’aria che regolano da tale
sviluppo?

Tl problema & gid stato da parecchi preso in esame, ma mi sembra
si possano ancora sviluppare delle ricerche in proposito.

Ho eseguito un’altra serie di esperienze: in una serie di provette
da colture microbiche avevo posto 10, 9, 8 ecc. goccie di glicerina ad-
dizionate rispettivamente di 0,1, 2 ece. goecie di aequa distillata in
modo da avere delle concenirazioni gradualmente scalari, delle quali
-avevo deferminato refrattometricamente il valore esatfo.

Sospeso poi in ogni provetta un dado di carota fresca e tappate
la provetta con sughero, esse venivano poi sterilizzate n eutoclave;
poi le provette venivanc lasciate a s& per alcuni giorni onde si sta-
bilisse un equilibrio tra acqua dei fessuti e acqua delle soluzioni gli-
ceriche; in pochi giorni era dato osservare come in alcuni tubetfi i
dadi di tossuti apparivano raggrinzati, in altri no, ¢ cié in relazioue
colla concentrazione delle soluzioni gliceriche ambienti; allora su cia-
scun dado si seminavano dei conidi di Aspergillus fumigatus.

_ Lo sviluppo delle muffe ora alquanto ineguale: tutte le provette
confencuti soluzioni di glicerina in concentrazioni superiori al 60 %
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all'inizio della prova, e al BO °/, dopo stabilito l'equilibrio testé accen-
nato, non mostravano alcuno sviluppo di muffa, il quale era invece
imtensissimo nelle altre provette, nelle quali il rapporto acqua-glice-
rina era disceso sotto al b0 %/,

Ho ripetuto i saggi sopra una serie di altri materiali vegetali:
lembi fogliari di Tecoms radicans, Bohemeria nivea, Ipomsges Bona Nox,
Dahlia, Bulalia japonica, Gingko biloba, Heliopsis scabra, Ilex Aquifo-
lium, Mimosa Julibrissin, Nymphaea alba, Nymphaea stellata, Oxalis
corniculata, Sagittaria montevidensis, Pontederia crassipes e Solanum
Liycopersicum e relativi piccinoli, corolle di Tecoma e di Ipomaea sopra
citate; rametti giovani di Gingko, Heliopsis, Ilex, Mimosa, sopra ricor-
dati, semi di frumento, girasole, piselli e giusqujamo, foglie carpellari
ben mature di fagiolo ¢ giusqujamo. Essi erano stati distribuiti in tre
lotti & concentrazioni differenti di glicerina, da quella anidra a quella
pitt 0 meno idratate; materiali appena tratti dalla stufa di essicca-
mento e materiali lasciati un po’ rinvenire all’aria.

In tutti ho avuto nettamente ripetute le variazioni di concentra-
zione delle soluzioni gliceriche fino a convergere verso una concon-
trazione comune per i tre lotti. Clod un comportamento perfettamente
eguale a quello del campioni precedenti e pili completamente studiati.

Irregolarissimi riuscirono 1 risultati riguardanti i carpelli arci ma-
turi di fagiolo e di giusqujamo stati da lungo tempo esposti all’aria, nei
quali i materiall igroscopici costituenti le membrane (verosimilmente
le pectine), eranc gid andati fortemente deteriorati.

Ritengo pereid di poter concluders sopra alcuni dei fatti osservati.

Anzitutto la germinazione delle spore delle muffe ¢ lo sviluppo
suceessivo del micelio & dovuto all’assorbimento di acqua libera, L'acqua
che & contenuta nei tessuti vegetali, anche se morii, deve essers con-
siderata sotto due forme distinte; I'nna legata come materiale assor-
bito dal tessuti vegetali stessi e come tale non & suscettibile di sepa-
rarsene che come vapore quando vi siano le necessarie condizioni am-
bientali; Yaltra & libera ¢ rappresenta un materiale d'imbibizione;
questa pud contenere in misurs varia del meteriali disciolti, cosiceld tali
soluzioni pilt 0 meno diluite sono passibili di penetrare nelle cellule
vive, per esempio di microorganismi, in conformitd delle leggi sulla
permeability della plasma vegetale; legel comunque dominate dal fat-
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‘tore osmotico, secondo il quale goluzioni a forte concentrazione non
possono penetrare nelle cellule vive (sciroppi, canditi, selamoie, eoc.).

Lrulteriore sviluppo del miceli dei funghi germinati non pud aver
luogo che se vi sia a disposizione altre quentits di acqua libera che
‘possa penetrarc nelle cellule assorbenti del micelio.

Quanto alle condizioni nelle quali un tessuto vegetale seceato di-
viene capace di contenere acqué libera, esse- sono determinate dalle
condizioni igrometriche ambientali.

Per procisare: i rapporti continuamente variabili tra tessuti cellu-
lulari essiceati e wmidits atmosferica portano ad un continuo seambio
di acqua tra le parti; ma il potere fissatore dell'acqua per parte dei
vegetali, si arresta al limite della capacitd igroscopice dei tessutl, ¢
non si pud mai verificare, da parte dei tessuti, una fissazione di acque
superiore alla lovo capacitd igroscopics ¢ tale da divenire «libera »,
Quando il tessuto si inumidisca di quel tanto da possedere acque libera,
cid avviene per il semplice fatto fisico della condensazione dell'wmi-
ditd atmosferica conseguente s rapidi abbassamenti di temperatura.
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SINTEST BIOLOGICA DELLA TREONINA.
A. ROSSI FANELLI

Svamarivm, — Cum Kéar et Bore (1941) suspicati sint activationem fer-
mentationis alcoolicae a glycina productam oriri ex huius mutatione in treoninam,
Auctor demonstrat glycinam, saccaromycetia opportuna ratione incubatam, mutari
in treoningm ex dimidia circiter parte. Censet Auctor treoninam ita obtentam,
esse formam laevam naturalem. Etiam acidus pantotenicus excitat fermentationem
aicoolicam, frecninae synthesim fovens.

I, - INTRODUZIONE E SCOPC DELLE RICERCHE (Y

EuLer e coll nel 1924 scoprirono nel succo di lievito bollito un
nuovo fattore che denominarono fattore Z; esso aveva la proprietd di
favorire la fermentazione alcoolica del lievito senza produrre contem-
poraneo aumento delle cellule. Gli stessi Autori dimostrarono subito
che il fattore Z cra caratterizzato dalla grande stabilita all’azione del
calore, degli acidi o degli aleali e che era diverso dalla cozimasi. La
scoperta di questo nuovo fattore nel lievito provoed subito una vasta
fioritura di ricerche atte a individuare ed isolare il fattore stesso.

(*) Nota presentata dall’Accademico Pontificio Gaetano Quagliariello il
14 gingno 1945,

(1) Le spese per queste ricerche sono state sostenute dalla Commissione per
lo studio dei Problemi dell’Alimentazione. Ringrazio vivamente 8. E. il prof. Qua-
gliarelio, direttore dell’Istituto di Chimica Biclogica della R, Universitd di Napoli,
che con tale aiuto e con la larga e cortese ospitalith concessami nel suo Istituto,
mi ha permesso di completare queste ricerche che avevo iniziato nell’Istituto di
Chimica Biologica della R. Universitd di Pavia.

b  Acta, vol. X.
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‘Myreion e FEuimn [2] esclusero che esso potesse identificarsi con il
triptofano, listidina, I'alanina e che l'attivitd dell’estratto di lievito
dovesse attribuirsi al suo alto contenuto in esosofosfato. Una serie di
‘ricerche fu eseguita nell’Tstituto di Stoccolma [3] per differenziare il
fattore 7Z dal Bios o dagli altri costituenti del complesso B e per cer-
~care con metodi di arriechimento di isolare ed individuare il composto
stesso. Queste ricerche riuscirono, per altro, solo a dimostrare che il
~ faftore & ubiquitarioc nel mondo animale e vegetale, come i compo-
uenti del Bics, e in prove di arricchimento si riusei ad ottenere
un preparabto appena 8 volte pilt attivo del prodofto di partenza,
PrripgonN [4], della stessa scuola, dimostrd poi che il fattore Z non
poteva identificarsi con l'aneurina né con l'acido nicotinico.

MyrBicH e coll. [B] in una prima serie di ricerche avevano osser-
vato che 11 lievito secco non si lasciava attivare dal fattore Z. Essi
pensarono percid che l'azione di questo fattore consistesse in una modi-
ficazione della permeabilitd cellulare. Ma gli stessi Autori sperimen-
tando con razze diverse di lievito constatarono che alcuni preparati
di lievito secco venivano attivati dal fattore Z. La diversita dei risul-
tati potrebbe essor dovuta al fatto che 1 preparati di lievito secco
contengono ancora un numero pilt o meno elevato di cellule vive; la
‘questione quindi se il fattore Z & capace di aitivare la fermentazione
di cellule morte, non pit capaci ciod di i‘iprodursi, rimane tuttora
aperta. Nel 1934 BororarRDT o PrivgsHEM (6] riuscirono ad ottenere,
partendo dal lisvito secco sgrassato, un preparato 100 volte pitt con-
centrato e poco dopo Kéar & coll. [7] partendo dalla «imarmite», un
preparato circa 10.000 volte pilt attivo. Nello stesso anno Euvrer
e Lamrson (8], studiando comparativamente le proprietda del Bios e
del fattore %, giunsero alla conclusione che quest’ultime doveva
avere una massa molecolare di 200 circa. Mentre Puirirsow [9] della
stessa scuola credette di identificare il fattore Z con il Bios II di
Lucas [10].

Subito ‘dopo perd van Hursen (della scucla di Kden) {11} trovd
del ftutto inatiivo come fattore Z lestere metilico della biotina (cri-
stallizzato a partire dal Biog II). Le ricerche erano giunts a questo
punto quando nel 1941 Kéar e Bone [12] pﬁbblicarono 1 risultati assai
interessanti delle loro ricerche. Questi Autori, riprendendo antiche
osservazioni di Myreion e coll.,, sperimentarono Vazione sulla formen-
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tazione alcoolica di miscele di aminoacidi che avevano la seguente
composizions :

1) 1{+) ac. aspartico, glicina, 1{4) isoleucina, 1(~) tirosina, 1(+) valina.
2) I(+) arginina, 1(+) ac. glutammico, 1{-)leucina, d, 1-fenilaianina, d, l~prolina.

8) 1(+) alanina, 1(~) cistina, 1(~) istidina, d, 1-lisina, 1(~) ossiprolina.

Gli Autori trovarono Iinatteso risultato che la miscela 1) produ-
ceve un aumento della fermentazione che andava fino al 100%/,. In-
coraggiati da questi primi successi gli Autori saggiarono separatamente
i vari aminoacidi componenti la miscela 1) trovando che la glicina,
tra tutti 1 componenti, si dimostrave straordinariamente attiva, non
solo, ma Veffetto dell’aminoacido si verificave non subito, ma dopo
un periodo di induzione pill 0 meno lungo raggiungendo un massimo
dopo la 1* h. Estendendo le ricerche ad altri aminoacidi allora cono-
sciuti, gli Autori trovarono che solo la treonina, scoperto nel 1935 da
ROSE, mostrava un’azione dello stesso ordine di.grandezza di quells
della glicina, ma che tra 1 due aminosacidi esisteva una sostanziale dif-
ferenza: mentre la glieina per agire aveva bisogno di un periodo di
induzione pii o meno lungo, la treonina si mostrava attiva appena
aggiunta. Gli Autfori conclusero, per questo comportamento, che il
fattore Z molto probabilmente doveva identificarsi con la treonina ed
emisero lipotesi che questa voniva sintetizzata dal lievito a partire
dalla glicina. Purtroppo perd gli Autori non riuscirono o dimostrare
sperimentalmente questa loro supposizione isolando o determinando la
treonina eventualmente formatasi, e conclusero le loro ricerche affer-
mando ehe « die Bildung von Threonin aus Glycin weningstens auf
biologischem Wege warscheinlich zu machen ».

L'ipotesi di Koer'e Bora mi & sembrate molto interessante od ho
ogeguite le presenti ricerche con le quali & stato dimostrato, per via
chimica, la sintesi biologica della treonina dalla glicina.

Dopo di essermi assicurato che il lievito di birra a mia disposi-
zione (*) era sensibile all’azione del fattore Z, ho fatto agire, in oppor-
tune condizioni, una sospensione di lievito su di una soluzione di gli-

(1) Il lievito mi & stato gentilmente fornito dalle Bixrverie Meridionali di
Napoli, alle quali rivolgo il pil vivo ringraziamento,

i) . Acta, vol. X,
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cina in apparocchi di Warburg seguendo il corso della fermentazione
dallo sviluppo di CO, nel tempo e determinando poi alla fine dell’espe-
rienza la treonina formata, adoperando un metodo gié esperimentato
o trovato esatto o specifico. Io, infine, studiato la ripartizione della
treonina sintetizzata tra cellule e mezzo nutritivo e l'azione dell’ac.pan-
totenico sulla sintesi stessa. -

11. — TECNICA SPERIMENTALR

Per le prove di fermentazione ho seguito le indicazioni di Funer
e quelle di Koar apportando qualche modifica come verrd esposto pil
gotto. ‘

.Come terreno nutritivo ho impiegato una soluzione cost costituite:

Glucoso gr. 100 K,HPO, gr. 0,i6
(NIL,}, S0, » 8 Nali » 0,6
Mg80,.-TH,0 = 0,7 Ca(NOy), » 04
KH, PO, » 1

a 1 litro con acqua distillata. La soluzione veniva sterilizzata medianto
tindalizzazione.

Come apparecchi ho adoperato comuni vasetti di Warburg di forma
conica con diverticolo laterale della capacita di circa 30 ce e come
liquido di lvello nei manometri il liquido di Brodie. La tenperatura
* durante P'esperienza & state di 30°, Pagitazione di eirea 100 escursioni
al minuto.

' 1. - Determinazioni del numero delle cellule. Ho proceduto nel se-
guente modo (consigliato da Purrresow [18]). Da ogni prova si pre-
leva esattamente, subito dopo di averla allestita, 0,4 cc di sospensione
e si versa in un palloneino da 10 cc contenente b ce di una soluzione
- di sublimato al 0,1%,, si agita e si porta a volume con la stessa solu-
zione, se ne preleva una gocela che viene posta nella camera del con-
. taglobuli di Thoma-Zeiss, Dopo & si esegue la conta delle cellule con
la tecnice usuale. ITinita Vesperienza si preleva ancora da ogni vasctto
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0,4 cc di sospensione e si determina il numero delle cellule con lo
stesso procedimento, L’aumento percentuale (a) delle cellule & cosi
calcolato

a2 T8 % 100 .
o

dove ¢ & b indicano i1 numerc delle cellule allinizio e alla fine del-
I’esperienza.

2. ~ Metodo per il dosaggio della treonina (). Il metodo si fonda
sulla ossidazione della treonina ad aldeide acetica con tetracetato di
Pb e determinazione fotometrica dell’aldeide.

Reagenti :

1) Preparazioune del tretracetato di Pb (modificazione del pro-
cedimento di Dirore e Scawrrzer [15]: In un pallone a 8 colli prov-
visto di un termometro, un’agitatore meccanico e di un fubo ripiegato
a squadra che peschi fino al fondo del pallone, si pongono 100 ce di
pe, acetico glaciale e 25 ce di anidride acetica, si riscalda a b. m. fino
& 60°, s mette in moto agitatore e si lascia passare, attraverso il tubo
a squadra una moderata corrente di cloro secco (*). Si introducono ora
gr. 20 di Ph; 04 (seccati in stufa a 160° per 1-2 h) in b porzioni ap-

_prossimativamente eguali attendendo prima di ogni nuova aggiunta
che il colore che si forma sia scomparso. Si porta ora la temperatura
a 76-80° (uns temperaturs maggiore riduce notevolmente il rendimento
della reagzione) e si lascia ancora per 90’ circa. Finita la reazione si
filtrs, rapidamente la sospensione ancora calda attraverso un filtro 1i-
scaldato a 70° circa. Il filtrato si lascia raffreddare in pesafiltro. A
freddo cristallizza il tetracetato in forma di lunghi aghi splendenti
che all’aria rapidamente si arrossano e si decompongono. Il residue
solido rimasto sul filtro & riportato nel pallone a 8 colli agitato per
15-20" a 70-80° con altri 100cc di ac. acetico + 26 ce di anidride ace-
tica. La sospensione viene rapidamente filtrata a caldo e lasciata cri-

(1) Adattamento e modificazione del procedimento di Brocek ¢ Borrive [14]

(?) Per ottencre facilmente in laboratorio eloro seceo, in una boceia di svol-
gimento fornita di imbuto separatore, si intreduce permanganato di potassio in
sostanza finemente polverato, dall'imbute si fa gocciolare pol cautamente HCI
conc.; i sviluppa cosi Cl in quantith facilmente regoinbile.
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stallizzare come prima. Il residuo viene trattato ancora una volta con
ac. acetico ed anidride acetica come sopra. I cristalli delle varie pre-
- parazioni si raccolgono alla pompa su di un imbuto di Bichner, si
lavano con poco ac. acetico, si pressano bene sul filtro e si portano
subito in essiccatore dove si conservano nel vuoto. Tutte queste ope-
razioni devono venire eseguite molto rapidemente onde evitare la de-
composizione dei cristalli. Con questo procedimento & possibile ottenere
da 20 gr. di Pb;O, cirea 15 gr. di tetracetato. .

2) Preparazione de! p-idrossidifenile: il procedimento si fonda
sulla preparazione, col metodo di Himsom [16] modificato in qualche
punto, del para + orto-idrossidifenile e nella separazione del composto
- _para & mezzo della cristallizzazione frazionate dall’ac. acetico. Kd ecco
come si procede: in una beuta da cirea 250 cc tenuta in ghiaccio si
misurano 5 ce di anilina di fresco distillata in corrente di vapore,
50 ce di acqua e 15 ce di HCI cone,, si lascia raffreddare poi si ag-
giunge o goceie agitando una soluzione ottenutas sciogliendo gr. 3,76
di NaNO, in 7,56 cc di acqua. Al sale di diazonio cosi ottenuto si
aggiungono gr.15 di fenolo sciolti a caldo con aggiunta di 1,6 cc di
sequa, si agita in agitatore elettrico per 1 h. Dopo tale periodo di
tempo si interrompe l'agitazione si trasferisce il liguido in'un imbuto
separatore: si formano 2 strati, uno sottostante fenolico intensamente
colorato in marrone e uno soprastante acquoso di colore gialletto. La
soluzione fenolica si mette a parte e la parte acquoss si agita ancora
4 volte per 1 h con B gr. di fenolo ogni volta. Un’aliquota delle varie
frazioni fenoliche, riunite assiemse, si trasferisce in un recipiente di
vetro fornite di un refrigerante a ricadere con giuntura s smeriglio
& si riscalda & b.m. cautamente s BO-60° fino a inizio di reazione
(forte produzione di gas). Terminato lo sviluppo di gas si aggiunge
dal refrigerante il resto del liquido fenolico a piccole porzioni atten-
dendo ogni volta che sia terminato lo sviluppo di gas. Si porta ora
la temperatura a 90° e si riscalda per 2 h. Si forma cosi ancora un
poco di acqua che si allontana. Tl liquido si sottopone ora a distilla-
zione frazionate: fino & 200° distilla acqua e fenolo. Si raccoglie la
frazione tra 200-300°. Poiché il distillate solidifica rapidamente & op-
portuno riscaldare cautamente l'apparecchio di distillazione onde evi-

i -tare Vostruzione del tubo di deflusso. Il distillato si scioglie in 15 ce.

~di toluolo a caldo e si trasferisce in un imbuto separatore, si aggiunge
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un eguale volume di una soluzione di NaOH 5%,, si riscalda a 50-60°
e si agita per 10-15". 8i ha un’intensa colorazione azzurra della fase
acquosa. Si ripete Vestrazione a caldo della soluzione toluolica con
NaOH 5%, fino a che questa non dia pilt precipitato per aggiunte
di HOI cone. Ai liquidi di estrazione riuniti si aggiunge ac. cloridrico
conc. fino a complets precipitazione. Il precipitato si raccoglie sul
filtro Jena (G 4) alla pompa, si lava con soluzione acquosa di ac. clo-
ridrico, si pressa bene o si scioglie in ac. acetico conc. Si lascla in
in ghiacciala, In questa maniera cristallizza solo il composto pura,
mentre Yorto resta nelle acque madri. I cristalli si raccolgono su filtro
di vetro e si lavano con poco ac. acetico. Il prodotto della prima cri-
stallizzazione fonde in genere intorno a 146°. Si ripete la cristallizza-
zione dall’acido acetico fino ad ottenere un composto a punto di
fusione costante ed eguale 164-165°. Tl p-idrossidifenile cosl ottenuto
si presents sotto forma di aghi bianchi splendenti come seta, isolati
o aggruppati a fascio, solubili in acetone, etere, cloroformio, alcool
etilico, alcool metilico, aleool n-butilico, tetracloruro di carbonio, inso-
lubile in acqua, ac. solforico conc.

8) Ae. acetico. Per ottenere un ac. acetico che non dia prodotti
che reagiscono con p-idrossidifenile bisogna bollire l'acido puro del
commercio con 1%, circa di bicromato potassico a ricadere per 7-8h
e distillarlo poi in apparccchio completamente di vetro (evitare i tappl
di gomma o di sughero).

4) Ae. solforico. Poichd la reazione colorata dell'aldeide acetica
col p-idrossidifenile & pil sensibile e completa in presenza di tracce
di Pb & opportuno tenere l'ac. solforico puro del commercio su tor-
nitura di Pb puro per 4-5 h prima di adoperarlo per la determinazione.

Descrizione dell apparecchio per la determinazione della treonina. -
Llapparecchio & quello riportato nella fig. 1. Il tubo I della lunghezza
di circa em. 20 e del diametro di 25 mm. contiene 20-2H cc di H, 50,
conc. e serve per fAssave eventuali impuritd dell’aria. Il tubo II &
vuoto ed & adibito a sequestrare eventuali tracce di ac. solforico aspi-
rate nel tubo dal tubo 1. Tl recipiente III in cui avviene Vossidazione
della treonina ad acetaldeide, & costitnito da un provettone della lun-
ghezza di circa 25 cm. o del diametro di 30 mm, con chinsura a sme-
riglio fornito di un sistema di due tubi che permette il passaggio
delVaria nella soluziome cortenute mel recipiente III che deve essere
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mantenuto a 80°. Il recipiente IV viene immerso in un bagno a 3-4°
e serve per fare condensare i vapori di ac. acetico e di acqua prove-
nienti dal tubo III, Nel tubo V, che & simile per costruzione e dimen-
sione al tubo I e II, si pongono perline di NaOH fino all’altezza di
circa 10 em., per fissare i vapori di acido eventualmente ancora pre-
senti, Il tubo VI & simile al tubo TIT, in esso si introducono 10 ec
di H,80, (reagente n. 4) e & 0 6 gocce di acqua o dopo raffredda-

VLA V)

A \_/ \J u

e, 1,

mento 20 mg di p-idrossidifenile che resta in sospensione nel liquido.
Il tubo durante la determinazione viene tenuto in un vecipiente con-
tenente ghiaccio fondente. Lie connessioni tra i vari tubi devono essere
tutti in votro tenmute assieme da tubi di gomma a pressione. La cor-
rente di aria durante l'aspirazione viene mantenuta costante.
Procedimento. — Per la determinazione delle treonina si procede
nel modo seguente: un volume noto della soluzione in esame viene
misurato nel tubo di ossidazione dell’apparecchio e portato a secchezza
tenendo 1l tubo stesso a b.m. bollente e aspirando l'aria mediante un
tubo ripiegato a squadra comnesso con una pomps agpirante e che
gmnge a pochl mm. dalla superficie del liquido. Con questo disposi-
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tivo & possibile portare a secchezza il liquido in pochi minuti. Il
residuo si scioghe in ac. acetico (reagente n. 8), si aggiunge 1gr. di
tetracetato di Pb, si porta il volume a 25 cc con ac. acetico (reagente
n. 8), si immerge il tubo in bagno a 30° si fa passare una moderata
corrente di aria per 1 h. Nel tubo VI si sviluppa un colore rosso-viola
proporzionale alla guantita di treomina presente nel tubo III. Finita

i)
D%
9%
80
7
60
50
a4
30
20
10
5 o 750 706 253 (m 550 500 453 400,
Fia. 2.

Vaereazione il tubo VI & immerso in un b, m. bollente per 2' esatii
per eliminare Veceesso di p-idrossidifenile. Si raffredda a circa 0° o
i lascia a temperatura di stanza. Si legge al fotometro di Pulfrich
col filtro S 57. Il colore rimane stabile anche dopo 24 h.
Determinazione della curva di assorbimento del colore, - Allo scopo
di determinare la zona dello spettro in cui si ha il massimo di assor-
bimento, ho misurato al fotometro di Pulfrich V'assorbimento luminoso
del composto colorato che si forma nella nostra reazione tra A ==7b0 mp.
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o my 434, I risultati di queste misure sono ripbrt&ti nella fig. 2. I
dati riportati nella grafica dimostrano che il massimo di assorbimento
gi. ha a A=¥570 mp. Nelle determinazioni della treonina ho percid
impiegato il filtro S 57.. '

' Prove in bianco. - I opportuno prima di ogni serie di determi-
- nazione eseguire una prova con i soli reagenti. Quando questi sono
sufficientemente puri si sviluppa nel tubo VI una colorazione appena
apprezzabile al fotometro. Questo valore viene peraltro sottraito da
‘quello obtenuto nelle prove con treonina. Se l'ac. acetico non & abba-
stanza puro anche trattato con bicromato di un valore troppo alto
nella prova in bianco. In questo caso & necessario cambiare I’acido.

Con questo procedimento ho determinato la treonina alla fine
dell’esperienza sia direttamente nel liguido nutritive prive di cellule
(trionina libera) sia dopo idrolisi del mestruo in teto (cellule + liguido) ==
== (treonina totale). )

T'reoning libera. - Tinita l'esperienzs si preleva un determinato.
volume della sospensione si raffredda in ghiaccio, si centrifuga rapi-
+ damente, un’aliquota del liquido limpido privo di cellule (esame micro-
. scopico) si misura nel tubo di ossidazione dell’apparecchio per la deter-
minazione della freonina ¢ si porta a secchezza. Sul residuo secco
disciolto in ac. acetico (reagente n. 3) si determina la treonina.

Treonina totale. — Ad un’altra aliquote del liquido di reazione si
aggiungono subito b ce di H,80, 8N e sl idrolizza in apparecchio
di vetro con refrigerante a ricadere per 20 h circa. Finita l'idrolisi,
si trasferisce il liquido quantitativamente in un pallone tarato da 15
o 25 cc o si porta a volume con acqua. Una aliquota si misura in un
tubo da centriftga tarato a 10 ce, si aggiunge acetato di bario (solu-
zione satura) fino a completa precipitazione dei S0,, sl porta a volume,
si allontana il precipitato di solfato di bario per centrifugazione. Su
di un’aliquota del liquido limpido portato a secchezza nel modo sopra
esposto e disciolto in ac, acetico si determina la treonina.

3

La treonina delle cellule & calcolata per differenza:

[treonina totale] — [treonina libera) = [treonina delle cellule]
_ Hsecuzione delle esperienze di fermentazione. — 11 lievito viene ripe-
. tutamente lavato in recipienti sterili, spremuto su imbuto di Bichner
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e conservato in ghiacciaia in pesafiltri sterili. Per ogni esperienza se
ne pesa una deferminata quantitd in una heutine, si addiziona con il
liguido nutritivo, si tappa con ovatla sterile e si lascia a temperatura
di stanza per circa 20 h. Dopo tale pericdo di tempo si rende omo-
genea la sospensione agitando, se ne preleva un’aliquota, si pone nel
vasetto dell’apparecchio di Warburg, si aggiunge un determinato vo-
lume delle soluzioni delle sostanze da sperimentare, si congiunnge il
vesetto al manometro dell’apparecchio che si immerge nel bagno a
30°. Dopo 10-15', raggiunto Uequilibrio di temperatura, si iniziano le
letture, per la determinazione delle produzione di CO,, che si ripe-
tono ogni 15'. Per mettere in evidenza l'eventuale aumento della fer-
mentazione, si allestiscono contemporaneamente prove di controllo a
cui, oltre la sospensione di lievito, 81 aggiunge solo un volume cor-
rispondente di acqua.

L& percentuale di attivazione viene calcolata nel modo seguente:

(mm?® prova attivata — mm? prova controlio)

attivazione por cento = :
mm? prova controllo

100,

Alla fine dell’esperienza si staccano i recipienti dal manometri, si
preleva un’aliquote della sospensione su cui si esegue la conta delle
cellule, e un’altra su cui si determina la treonina.

II1, - RISULTATI SPERIMENTALI .

1. -~ FaTToRE Z NELL'ESTRATTO DT LIEVITO.

Preparazione dell’estratto di lievito bollite. - B gr. di lievito lavaio
e pressato si sospendono in 10 ce di acqua in un recipiente di vetro
. munito di refrigerante & ricadere e si lascia a b.m. bollente per 1-1%/; h.
Dopo raffreddamento si filtra su imbuto di Biichner. Il filtrato limpido,
trasferito in una beuta tappata con ovatta si tiene a 100° per 30/, si
raffredda e si conserva in ghiacciaia. Per saggiare lattivitd si allesti-
scono 4 prove: due con 1cc di sospensione di lievito (10 mg) + 1,2 ce
di HyO e due con 1ce di sospensione di lievito+1ce di H;0+0,2ce
- di estratto di lievito. Si segue la produzione di CO, facendo letture
ogni 15'. All'inizio e alla fine dell’esperienza si determina il numero
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delle cellule con la tecnica esposta precedentemente. I risultati di
queste esperienze sono riportati nella tabella 1.

Come si osserva dai dati riportati nella tabella Iestratto di lievito
ha prodotto un’asttivazione della fermentaziome che va fino all’'8B%,.
Mentre perd Uextraproduzione di CO, che si verifica nei primi 80-90" &

Taerrra I,
Tempo mms €Oy sviluppati o Numero Awmento
. Attivazione
in - o delle collule | percontuale
rninuti . prova prova con estraf o in milioni delle cellule
. in biauco to di lievite
16 190 304 60 150 0
80 - 210 325 bb e —
45 200 330 65 ) —_ —_
60 180 286 B9 166 4
5 216 356 66 — e
90 207 361 70 168 12
105 202 © 358 % - —
120 196 360 8b 173 ‘ 16

da attribuirsi esclusivamente all’attivazione della fermentazione, perche
il numero di cellule rimane praticamente costante, l'extraproduzione
di CO, verificatasi successivamente & dovuta anche all'attivita di nuove
collule formatasi sotto lo stimolo di fattori specifiei contenuti nell’e-
stratto di Hevito. Dopo i primi 80-90° infatti si verifica, nelle prove
" addizionate con lievite un aumento delle cellule che va fino al 159/,
circa. Questi dati confermano P'osservazione analogs fatta da Koeu e
Bora in presenza di «marmite » [17].

2. ~ AZIONE DELLA GLICINA SULLA FERMENTAZIONE.

Assicuratomi che e colture di lievito erano sensibill all’azione del
_ fattore Z sono passato a studiare Vazione della glicina sulla fermen-
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fazione. Lie condizioni sperimentali sono state identiche alle precedenti.
I risultaii sono riportati nella tabella Il

Come si osserva dai dati riportati nella tabella, 250 v di glicina
producono dopo un periodo di induzionme di’ 1.h circa, un’attivazione

Tasrrna IL
Tompo ot T et Atiivasione |y 1o dollo cellule in milioni
in prova in prova con glicina fo
minut binneco 250 500
) (L) @ (1) {c) () &) (e)
15 220 218 222 0 0 160 168 162
80 222 230 229 4 4 — —_ —_
45 237 243 251 3 4 - — —
60 236 318 306 8b 80 s — —
(i3] 228 319 | 3818 40 48 — — —
90 240 351 3171 50 55 — — —
105 245 362 867 48 50 — —_ —
180 | 9250 368 380 | 47 | b2 | 165 | 168 | 169

della fermentazione che va fino al 509/, senze aumento contemporaneo
delle cellule. Una quantith doppia di glicina non produce un’ulteriore
attivazione della fermentazione.

3. - FORMAZION)E DI TREONINA DALLA GLICINA,

Per dimostrare per via chimica la sintesi biologica della treonina
dalla glicing, ho fatte le seguenti esperienze: in recipienti dell’ap-
parecchio di Warburg si introducono 1 c¢e di sospensione di lievito, e
1 cc di una soluzione acquosa di glicina 0,025%; e 0,8 cc H,O. Si
connettono 1 vasetél col manometri, si immergono nel bagno a 30° e
si segue manometricamente lo sviluppo di CO, per per 120.

Altre prove che contengono al posto della soluzione di glicina
un egual volume di acqua servono da controllo. Alla fine dell’esperienza

7
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si estraggono gli apparecchi dal bagno e si determina nel liquido il

~ contenuto in treonina totale nel modo esposto sopra. [ risultati sono

riassunti nella tabella III.
Poiché da 250y di glicina si possono ottenere teoricamente 896 vy
di treonina i dati riportati nella tabella dimostrano che in questa espe

Tanerra IIT,

Treonina formata . Sintesi Extraproduzione GO, Attivozione

o mm# )
215 54 136 50
205 b1 126 46
190 48 1% 43
180 45 124 44
210 53 130 48

Medie: 200 B0 126 46

rienze si & ottenuta uns sintesi del BOY/, circa (nella tabella non sono

riferiti i valori della prova in bianco, ma essi sono stati detratti dalle

prove con glicina).

Viene cost dimostrata la sintesi biologica della treonina.

Resta ancora da chiarire il meccanismo con cui guesta sintesi ha
luogo. Allo stato attuale delle nostre conoscenze non possiamo che

riferirci ai due schemi seguenti (proposti da Kaar, 1 ¢.):

1)

COOH
HzNéwlI
H—é—OH

énﬂ

1(—)trecnina
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Secondo questa schema un derivato non ancors noto della glicina
verrecbbe condensato con una molecola di acetaldeide a treonina me-
diante 'azione di un’aldolasi.

—2H +2H

COOH COOH COOH  COOH
HZN(i}Hs — NH_—.(llH — NHmflj — HQN(I}H
)] _s H(]JOI-I H(LJOH
H-C=0 ’ (j}H3 (lm's
&,

Secondo lo schema II la glicina verrebbe prima deidrogenata ad
acido iminogliossilico, questo poi subirebbe una condensazione aciloi-
nica con una molecola di aldeide acetica allo stato nascente per for-
mare una molecola di freonina,

Dal confronto poi dei miei risultati con quelli ottenuti da Koan
" @ Bora si pud trarre ancora una interessante conclusione. Tale con-
fronto mi sembra giustificato dal fatto che sia il lievito da me impie-
gato, sia quello impiegato dagli Autori olandesi risponde all’azione del
fattore 7Z approssimativamente con la stessa intensitd. Ora Kéar e
Bore avevano osservato che 200 y di d, I-treonina producono un’atti-
vazione del 23°/, e una quantita doppia (400Y) un’attivazione del 45°%,,
mentre 10 ho trovato a 200 y di treonina formata un’attivazione eorvi-
spondente al 46°%, circa. Ora se nella sintesi si fossero formate tutte
o due le forme d e | e se queste fossero ambedue attive come fattore
Z, 200 vy di treonina avrebbero dovuto produrre un’attivazione eguale
a quella ottenuta da Koéar e Bora con 200y di d, l-treonina {=23°/,),
menire 1o ho avuto un’attivazione del 45%, eguale a quella oftenuta
da KéaL e Bora con una quantith esattamente doppia. Questo com-
portamento mi auforizze a pensare che nella sintesi biologica si forma
I-treonina e che delle due forme solo la L sia attiva come fattore Z ().

{) La treonina esistente in natura ed isolata da Rosm dalla fibrina e dalla
caseina ha la stessa configurazione spaziale del d-treoso. Fu percid dall’Autore
designata come d(—) treonina ed assegnata alla serie destro. Ma peiché la dispo-
sizione del gruppo NI, e dell’atomo di idrogeno intorno al C = & uguale a tutti
gli aminoncidi naturali, ciod alla serie leve, & pifl opportunc denominare 1'ami-
noacido naturale come 1(—)ireonina.
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4, ~ RIPARTIZIONE DELLA TREONINA SINTETIZZATA TRA CELLULE ® LI-
QUIDO NUTRITIVO.

KbeL e Bore nelle citate esperienze in base a sole prove biole-
“giche, misurando ciod Vextraproduzione di CO, giungevano alla con-
elusione che la la treonina, che molto probabilmente si formava dalla
glicina, rimane quasi esclusivamente nelle cellule di lisvito ed in ogni
caso passa nel liquido nutritivo solo in gquantitd del tutto trascurabili.

Ho ripetute queste esperienze con metodi pitt sicuri, determinando
eioé per via chimica la ripartizione della treonina sintetizzate tra cel-

Tasenna IV,
Treninag trovata
Totala libera nelie cellule
¥ ¥ % ¥ o
(*) Prova di controlle . . 800 1 2 293 98
Prova 4 glieina , . . 490 180 33 850 67
Treonina sintetizzata . 190 163 80 3% 20

lule e lignido esterno nel modo detto sopra. Le medie dei risultati di
alecune esperienze sono riassunte nella tabella IV.

Questi risultati dimostrano: 1) Che il lievito fresco (pressato) con-
tiene circa il 3¢/, di treonina (nella sospensione di lievito da me im-
piegate sono contenuti, infatti, 10 mg. di lievito). 2) Nella sospensione
di lievito, allestita nel modo sopra esposto, il 98¢, della treonina &
contenuto nelle cellule, il 29/, nel liguide esterno. 3) Della treonina
sintetizzata dalla glicina il 20°/, si trova nelle cellule, 1'80¢/ nel li-
quido esterno.

{*) La stossa rvipartizione & stata frovata in prove eseguite nolla sospensione
Ldi hewto appena allestita.
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5, = AZIONE DELL’AC. PANTOTENICO SULLA FERMENTAZIONE ALCOOLICA E.
SULLA SINTESI BIOLOGICA DELLA TREONINA,

Fra gia noto dalle ricerche di 'Wirrrasms [18] che ’ac. pantotenico
(uno dei fattori del filtrato) favorisce la fermentazione alcoolica del
lievito, Kdex e Bora nelle loro recenti ricerche avevano osservato che- -

100

75

50

25

Attivazione 7

1] 200 300 YY) 500 o0 705 o6

Pantotenato Natr
e, 3.

varie razze di lievito rispondevano in modo diverse all’azione dell’ac..
pantotenico. Cosl per es, 'aggiunta di 10 mg. di pantotenato di sodio
produceve in un lievito un’attivazione della fermentazione del 1009/,
in un altro un’attivazione del solo 10°,. Ho percid saggiato attivita
dell’ac. pantotenico sul lievito da me impiegato nel modo seguente:.
un determinato volume di sospensione in liquido nutritive di lievito
lavato viene misurato, assieme ad un noto volume di soluzione di pan-
totenato di sodio a varia concentrazione, in un vasctto dell’apparecchio
di Warburg, Prove a cui si aggiunge un egual volume di acqua Ber--
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vono da controllo. Nella curva 1 della fiz. 3 sono riportiti i valori
medi di alcune esperienze. Da essa si rileva come l’ac. pantotenico
fino alla concentrazione di 100 y circa non ha azione apprezzabile
sulla fermentazione alcoolice, per quantitd superiori favorisce la for-
mentazione fino & produrre un’attivazione del 1009/, con 700 y. Quan-
tith maggiori non produccno ulteriore attivazione.

Questi risultati sono alquanto diversi da guelli di Kéen e Bora
i quali con 1200 y di ac. pantotenico nmon ebbero aleun effetto ecd il
messimo di aitivazione (==100%/) venne raggiunto solo con 10.000 y.
‘Questo diverso comportamento pud essere dovuto sia al diverso con-
tenuto di ac. pantotenico dei lieviti impiegati, sia alla loro diversa
sensibilitd.

Ho inoltre voluto vedere se l'ac. pantotenico facesse aumentare
Vattivazione prodotte dalla. glicing sulla fermentazione. Ho percid de-
terminato Uextraproduzione di CO, in prove in cui si aggiungeva oltre
a 2560 y di glicina quantitd veriabili di ac. pantotenico. I risultati di
queste esperienze sono riportati nella curve 2 delle fig. 3. I’andamento
di questa curva & molto diverso da quello della curve curva 1: lag-
giunts, di guantitd crescenti di ac. pantotenico fa aumentare l'attiva-
zione della sola glicine sino ad un massimo che per quantitd di acido
eguale & 600-700 y corrisponde a quello del solo ae. pantotenico. Il
tratto pilt interessante della curva & quello iniziale. Da esso infatti si
ricava che l'ac. pantotenico, anche a concentrazioni in cui aggiunto
de solo & inattivo, cioé fino a circa 100 y, & capace di fare aumentare
Vattivazione prodotte dalla glicina. Questa extraattivazione va poi di-
minuendo fino a raggiungere prime la somma delle due attivazioni
(attivazione glicina + attivazione ac. pantotenico) e poi guella del solo
ac. pantotenico, Questo comportamento ci he fatto pensare che l'ac.
pantotenico potesse avere azione sulle sintesi dells treonina. Ho percid
determinato la quantitd di questo aminoacido nelle prove in presenza
e in assenza di ac. pantotenico ed ho trovato in media della prova -
con sola glicina 157 y, nella prova con glicina + ac. pantotenico (10 )
204 v di treonina, un’extra-produzione ciod di 47 y di treonina corri-
spondenti ad un aumento del 30 %/, circa della sintesi (*).

(*) In gueste esperienze non & stato notato alcun aumento apprezzabile del
numero deile cellule. :
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Questi risultati dimostrano che l'ac. pantotenico favorisce la sin-
tesi biologica della freomina; & anzi probabile che esso sia necessario
o addirittura indispensabile. alla, sinfesi stessa. Viene cosi indicata una
nuova funzione di guesta importante vitamina e dato un altro esempio
di vitamine che intervengono nella sintesi biologica degli aminoacidi.

IV. -~ CONCLUSIONI

1) Viene confermata la presenza del fattore Z di EuLEr nell’estratto
di Hevito e l'attivith della glicina sulla fermentazione alcoolica pro-
dotta dal liovito.

2) Viene dimostrata la sintesi biologica della treonina a partire
dalla glicina, Da 250 y di glicina si & ottenuta la formazione in media
di 200 y di treonina, una sintesi cioé del 50¢/, circa. Dolla treonina
_sintetizzata il 20¢/, si trova nelle cellule di lievito e 1’809/, nel liquido
nutritivo.

3) Nella sintesi biclogica si forma solo 1(—)treoniua che si & di-
mostrata essere anche la sola forma attiva come fattore Z.

4) Il lievito fresco (pressato) contiene cirea il 3¢/, di freonina,

b) L'ac. pantotenico aggiunto fino alla concentrazione di 100 y
non ha alcun effetto sulla fermentazione alcoolica. Per concentrazioni
maggiori produce un’attivazione che va fino al 100/, eon BOO-1.000 y.

6) L'ac. pantotecnico & capace di far awmentare Vaftivazione pro-
dotta dalla glicina sulla fermentazione e questo avviene anche per
concentrazioni di ac. pantotenico che da sole sono senza offetio.

7) Allavmento dell’attivazione prodotta dalla glicina fa riscontro
un armento della treonina sintetizzata dimostrandosi che Vac. panto-
tenico favorisce la sintesi Dbiologica della treonina. b possibile anzi
che esso sia necessario o indispensabile alla sintesi stessa. Viene cosi
indicata una nuova funzione di questa vitamina e dato un altro esem-
pio di vitamine che intervengono nella sintesi biologica degli amino-
acidi,



-4 PONTIFIOLA ACADEMIA SCIENTIARYM

BIBLIOGRAFIA

{1] H. von EuLer u. Q. SwarTz., Zeit. physiol. Chem., 1924, 140, 146,

w IC, MyrBAoH., Ibidem, 1924, 141, 297.
K. MyrBACH., Ibidem, 1924, 189 80.
N u. H. Eyspr,, Ibidem, 1928, 176 265,
(8] H. von Eurmg, E. Brumus u. S. Prorrn,, Ibidem, 1928, 178, 202
a u. JoxAnson., Ibidem, 1928 178, 209.
» E. Bruwius., Sv. Brugg. Manadasbl,, 1928, 43, 266,
» T. PHILIPSON., Ibidem, 1931, 198, 1, Bioch. Zeit., 1932, 245,

418, e 1982, 249, 245.
[4} T. PuiriegoN., Zeit. physiol. Chem., 1930, 193, 6.
[6] K. MyrpicH., Bioch. Zeit., 1933, 258, 118,
[6] H. Borcuaror u, H, Pringsumiv,, Bull. Soc. Chim. Biol. 1934, 16, 36,
i7] Koar., Naturw., 1987, 468,
[8] H. von Evrtr u. H. LARSOX., Zoit. physiol, Chem., 1934, 228, 206,
[9] T. Pamarsox,, Ibidem, 1930, 193, 16.
[10] G. H. W, Lycas., Journ. Physiol, Chem., 1424, 28, 1180,

[11] C. D. von HuLsex., Dissertation. Utrecht, 16 Mirch 1936 citate da KoeL.
Zeit. physiol. Chem., 1941, 269, 97.

{12} F. KéeL u. w. A, J, Bora., Zeit. physiol. Chem., 1341, 269, 97,

(13] T. Pririrsor., Ibidem, 1930, 193, 1b.

[14] R. J. Bock a. D. Boruing., Journ. of Biol, Chem., 1939, 130, 865.

[16] O. DimMrorn u. E. Souweiznk., Ber. d. deutsech. Chem. Gesell., 1923, 56, 1375,
W. 8. Mc. CruNanan, R. C. HoexrrT., Journ, Amer. Chem, Soe., 1938, 60, 2061,
R. E. Opseer a. C. L. Deasy., Ibiden, 1939, 61, 972. :

[16] R. Hizscn., Ber, d. dentsch. Chem. Gesell., 1890, 23, 3705,

[17} F. K¢er., L. c. p. 206, ‘ '

[18] R. D. Wirtiams, W, A. Mogrer, E, RoarmaN., Bioch. Journ., 1936, 30, 2036.




. RN, M
" PONTIFICIA pog. 75-54
~ ACADEMIA
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SOPRA UN ESTENSIONE ALLE ECLISSI PAR-

ZIALI DI SOLE DEL METODO DI JULIUS PER

LA DETERMINAZIONE DELL’OSCURAMENTO
AL BORDO SOLARE (

(Con due figure)

MASSIMO CIMINO

Bvmsariva. - Rationem a JuLio concepta ad solavis marginis obscurationem
determinandam Auctor ad ipsius solis minutionem applicare vult. Quod multa
praestiturum est commoda, inter quae illud praecipue, quod facilius eligi possit
excelsus locus ad observationes peragendas.

Haec ratic probatur, satis felici exitu, per dimensiones radiationis solaris,
guas Auctor peregit in Observatorio Montis Marii, inter solis deminutionem
die 9 iul. 1945,

1. GeNERALITA 8UL METODO DI JuLws. — In occasione delleclisse
di Bole del 9 luglio 1945, visibile a Roma soltantc come parziale,
I'Osservatorio Astronomico di Monte Mario ha svolto un programma
di osservazioni inteso a deberminare i tempi esatti dei contatti esterni
con metodi ed osservabori differenti, ed a misurare durante lo svol-
gersi del fenomeno la variazione della radiazione solare. Quest’ultimo
compito & stato portato a termine dallo scrivente, che si era pure pro-
posto di verificare, attraverso tali misure, fino a qual punto fosse prati-
camente estensibile anche ad una eclisse parziale il metodo ideato da

(*) Nota prasentata dall’Accademico Pontificio Ginseppe Armellini I8 gen-
naio 1946,

6 Acte, vol, X.
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W. H. JuLus (1) per la determinazione dell’oscuramento al bordo so-
lare, metodo che fino ad oggi & stato applicato esclusivamente alle
solissi tofali ed anulari.

Il Junrus & stato il primo a rilevare che il fenomeno dell’oscura-
monto al borde solare ~ vals a dire la diminuzione di splendore che sl
osserva sul disco apparente del Sole procedendo dal centro verso le.
periferin — & sensibilmente alterato dalla presenza della atmosfera
torrestre. Questa infatti, col diffondere in parte la luce solare, viene
a formare come un velo luminoso sul percorso dei raggi, il quele
tende ad attenuare i contrasti di luminosita delle varie zone del disco
solare & a mascherare percid una parte dell’oscuramento al bordo. Per
ovviare a tale inconveniente il Jurrus ebbe I’idea di utilizzare le migure
della radiazione solare che sogliono effettuarsi durante le eclissi di Sole.

Suppongasi di dividere idealmente il disco solare in un certo nu-
mero n di corone circolari concentriche e di chiamare con &y, ®z,...
@, le incognite radiazioni (misurate in unitd arbitrarie) che ci proven-
gono dall’unita (pur essa arbitraria) di superficie della prine,seconda, ...,
ennesima corona rispettivaments. Se chiamiamo allorn. con A(Z) la di-
minuzions della radiazione solare riscontrata dopo I'intervallo di termpo ¢
a partive dal primo contatto, e con ay(f), ag()y. .., @,{f) lo aree delia
prima, seconda,..., ennesima corona che, mello stesso istante, risultano
occultate dal disco lunare, dovri ovviamente essere verificata Ue-
quazione: '

‘_1} a{(t) @y aE{t){BE +...1 a"ﬁ{t) &Ly, = A(t)'

Assegnando a ¢ valori successivi - ad es. t=>5, 10, ... minuti -
otterremo sltrettante equazioni del tipo (1), che nel loro insieme for-
mano un sistema lineare nelle n incognite @, &y, ..., @,, i coefficienti
delle quali sono dati dal caleolo delle fasi dell’eclisse, mentre i ter-
mini noti A(f) sono forniti dalle misure della radiazione. Naturalmente,

(Y W, H. Juntus, 4 new method for determining the rate of decrease of the
radictive power from the center foward the limb of solar disk. « Astrophysical
Journal », vol. xxur, 1908, pag. 812828; The tofal solar radiation dwring the
anadar eclipse on April 17, 1812, Ibidem, vol. xxxvii, 1913, pag. 225-288.
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la suddivisione del disco solare in corone circolari sard fatte in modo
che il numero n di queste risulti minore od uguale al numero dei suc-
cessivi valori assunti per ¢, vale a dire al numero delle equazioni. Tro-
vate la soluzionme del sistema, si ottiene subito il rapporto delle lumi-
nosité. delle varie zone concentriche in cui il disco solare & stato sud-
diviso, alla luminositd di una qualsivoglia di esse zone, in generale di
quella contrale.

Come si vede il metodo ideato dal Jurus toglie elegantemente
di mezzo la grave difficoltda che nelle misure dell’oscuramento al bhordo
proviene dalla presenza del velo luminoso atmosferico. Ma non elimina
completamente le influenze perturbatrici dell'atmosfera, le quali per-
mangono sotto altri aspetti. In primo luogo, i successivi valori della
radiazione misurati durante lo svolgersi del fenomeno sono alterati
dalla variazione dell’assorbimento atmosferico derivante dalle variazioni
di altezza dell'astro sopra l'orizzonte. In secondo luogo, poiché du-
rante lo svolgersi del fenomeno si verifica sempre una certa variazione
nella temperatura, questa a sua volta determina un cambiamento nello
stato atmosferico che si ripercuote sulle misure della radiazione.
W. J. Mory e J. van pER Biur (*) hanno messo in luce questa ultima
perturbazione, che agisce in modo diverso nelle diverse lunghezze
d’onda e che si manifesta nella’ curva della radiazione con una dis-
simmetria attorno alla fase della totalitd. Infine sono da temere le va-
riazioni atmosferiche irregolari, a carattere accidentale, che introdu-
cono irregolarits, pilt 0 meno maroate nella curva della radiazione.

Tutti questi inconvenienti hanno il loro peso e possono essere
eliminati o attenuati, con opportuni accorgimenti, soltanto in parte,
Per la correzione (differenziale} dell’assorbimento atmosferico in rap-
porto alle differenti altezze dell’astro sull’orizzonte si pud ricorrere a
tabelle & cid gia stabilite; ma & preferibile eseguire misure della ra-
diazione solare per qualche giornata prima e dopo quella dell’eclisse,
e ricavare dalle curve di radinzione cosi ottenute i coefficienti per la
riduzione dei valori misurati ad una altezza fissa, che pud essere
quella dell’astro al primo confatto oppure al passaggio al ‘meridiano del

. (M W.J.H Moru e J. vaN DER BirLr, « Bullettin of the Astronomica] Insti-
tutes of the Netherlands », vol. 1, 1922, pag. 170,

6  dete, vol, X,
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luogo. Se leclisse ha luogo in prossimitd del meridiano, le correzioni
per laltezza sono esigue o tanto pilt esigua sard la loro incertezza.

Per le variazioni irregolari accidentali ~ qualora queste non siano
tanto rilevanti e frequenti da costringere a rigettare la totalitd delle
misure -~ si & trovato conveniente e logico di disegnare la curva delle
radiazioni durante l'eclisse congiungendo i punti pike elevati. Questa
norma & dettata dalla considerazione che le perturbazioni atmosferiche
hanno la tendenza a far diminuire il valore misurato della radiazione,
mentre gl altri errori strumentali rimangono contfenuti, in tale genere
di misure, entro limiti assai risiretti, '

Quanto infine alla perturbazione sistematica dipendente dalla va-
riazione della temperatura, va notato che per 'applicazione del metodo
si tratta di sfruttare soltanto una parte della curva della radiazione.
Nelle eclissi totali si suole sfruttare quella parte della curva che cade
nell’intorno della fase della tolalitd, che & la pit indicata per la de-
terminazione, che maggiormente interessa, dell’oscuramento nelle zone
pit periferiche del disco solare. Nel corrispondente intervallo di tempo
la. variazione della temperatura & assal piccola; da questo punto di
vista, le eclissi con cortissima durata della totalité sono da preferire.

9, APPLICAZIORE DEL METODO DI JULIUS ALLE ECLISSI PARZIALL — La
stretta dipendenza delle misure dells radiazione solare dalle condizioni
atmosferiche rimane comunque il punto debole del metodo di Jurivs.
A cid si aggiungano le ben note difficoltad di ordine economico e ma-
teriale che occorre affrontare nelle spedizioni scientifiche per l’osser-
vazione delle eclissi totali di Sole, la limitata possibilita di scelta della
migliore localitd per le osservazioni, ed infine la scarsa probabilita di
osservare tali eclissi. Ma poiché d’altra parte il metodo si raccomanda
anche per il modesto corredo strumentale che la sua applicazione ri-
chiede e per la esiguith degli errori strumentali, lo serivente ha voluto
indagare se, estendendone l'applicazione anche alle eclissi parziali di
Sole, non fosse possibile migliorarne le condizioni di applicabilita
senza troppo rinunciare ai vantaggi.

La zona della superficie terrestre dalla gquale un’eclisse di Sole &
- visibile parzialmente & di gran lunga pit vasta della zona della tota-



AQTA 79

lita. Cid significa, in primo luogo, che maggiore & la frequenza con
cul & possibile osservare eclissi parziali. Il compito degli astronomi
durante tali eventi &, in generale, piuttosto modesto, limitandosi per
lo pit alle determinazioni dei tempi dei contatti. Le osservaszioni di
radiazione possono percid essere facilmente incluse nei programmi,
mentre costituirebbero un grave onere suppletivo nelle eclissi totali,
La maggiore frequenza delle osservazioni rivestirebbe un grande in-
terosse per una oconferma o meno dei risultati, fino ad oggi invero
assal incerti, di C. G. Assor (') sulla possibile variazione dell’oscura.
mento al bordo in funzione del ciclo delle macchie. Anche la varia-
zione della temperatura risulta assai minore nelle eclissi parziali, e
percid anche l'obbiezione avanzata da Morr e van perR Binr sul me-
todo di Jurtus nelle applicazioni alle eclissi totali viene a perdere
buona parte della sua efficacia. Ma il vantaggio pite importante dell’ap-
plicazione alle eclissi parziali sta, secondo noi, nella larga possibility di
seelta del luogo di osservazione. Nella vasta zona in cui una eclisse &
visibile come eclisse parziale non & difficile trovare delle localitd a
a quota elevafa. Ora & superfluo illustrare i vantaggi che si ottengono,
nel geners di osservazioni che ci interessa, operando ad alta quota.
Intanto, tutte le perturbazioni nelle misure che derivano dalle varia-
zioni atmosferiche sono, a paritd di altre condizioni, molto meno rile-
vanti che non opersndo a bassa quota. Cid significa che si tende a
superare proprio il punto debole del metodo di Jurius. Vi & anche
la’ possibilitd di usare strumenti pilt sensibili, che le continue piccole
variazioni nello stato dell’atmosfera renderebbero superflui & quota non
elevata, Infine & piu facile estendere le ricershe dell’oscuramento al
bordo anche nel campo spettrale dell’'ultra-violetto, adoperando delle
fotocellule come gis hanno fatto W. B. Brryurmer od B, Mever (%)
durante P'eclisse totale di Sole del 1927,

L'unico svantaggio dell’applicazione del metodo di Jurius alle
eclissi parziali starebbe in cid: che, mentre nelle eclissi totali ed anu-
lari il bordo lunare spazza, per cost dire, il disco solare con un moto
pressoché uniforme, durante una eclisse parziale invece la penetrazione

Y
%)

C. G. ABBOT, «Smithson. Anmn, », 1v, 1929,
W. L. Besvuwvrvor und Mever, «Gottinger Nachrichten », 1929,
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del bordo lunare sul disco del Sole avviene con moto ritardato dal
primo contatto (esterno) alla fase massima, e quindi eon moto accele-
rato della fase massima al secondo contatto (esterno). Ne consegue che
il minimo sulla curva della radiazione & pitt largo nelle oclissi parziali
che in quelle totali od anulari. Cid significa che, in prossimitd della
' fase massima, & pin difficile valutare gli incrementi o i decrementi della
radiazione, Ma, nella maggior parte dei casi, I'inconveniente potra
portare una maggiors indeterminazione nel calcolo delie luminosité delle
zone centrali del disco solare, vale a dire delle zone che meno interes-
sano, La possibilitd di operare ad alta quota con strumenti pit sen-
sibili climinerebbe del resto tale inconveniente, mentre renderebbe assai
pit sicura la curva della radiazione in prossimita dei contatti, cioé
proprio in quella parte che, nel caso nostro, maggiormente serve per
la determinazione della luminositi delle zome piti periferiche del
disco solare.

3. MISURE DELLA RADIAZIONE SOLARE DURANTE L'ECLISSE DEL 9 LU-
arto 1945, —~ Come ho gid detio al principio, ho pensato di utilizzare
le misure della radiazione solare - da me eseguite all’Osservatorio
Astronomico su Monte Mario durante l'eclisse parziale di Sole del
9 luglio 1946 ~ per mettere alla prova la prospettats applicazione del
metedo di Jutrus, 18 perd necessario avvertire: 1) che il luogo di
osservazione, a soll 143 m. sul livello del mare non & il pit adatto a
tale genere di ricerche; 2) che leclisse aveva a Roma una grandezza
di 0,45, cid che significa che il bordo lunare non raggiungeva nep-
pure il centro del disco del Sole. Ora & evidente che per la determi-
nazione dell’oscuramento al bordo sull’intero disco solare & necessario
che la grandezza dell’eclisse sia almeno uguale a 0,60, onde permet-
tere alle zone piti centrali del disco solare di entrare in giuoco megli
inerementi e decrementi della radiazione. A tali condizioni di fatto, —
che le note difficoltd del momento non hanno permesso di superare
con la sceltea di un luogo di osservazione piu favorevole - vanno ag-
- giunte le poco felici condizioni meteorologiche della giornata, che hanno
ostacolato specialmente la seconda parte dell’ecliase.

Per tali ragioni i valori dell’oscuramento al bordo che ho oftenuto
dalle misure della radiazione vanno riguardati soltanto come risultati
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di una prova, e, sotto questo aspetto, possono dirsi soddisfacenti, in
quanto forniscono dei valori che - indicando con 100 il raggio R del
disco solare — da una distanza di R=30 ad una R =286 dal centro
concordano bene con 1 valori ricavati dal Jurivs dalle misure della
radiazione effettuate durante l'eclisse totale del 1905,

Lo strumento adoperato & stato un piroeliometro a pila termoelst-
- trica col relativo milliamperometro di precisione costruito dalla ditta
Krrr e ZoNen, di proprieta dell’Osservatorio. L’apparecchio & provvisto
di una serie di 4 filtri (azzurro, giallo, rosso, rosso cupo) montati a
«revolver ». Il milliamperometro in cassetta ha una graduazione da — 10
a 100 milliampéres; la taratura del costruttore da per ogni divisione
0.0202 cal. gr. em.~® min~!, Poiché ogni divisione & larga quasi due
millimetri ed & facile stimarne con sicurezza il decimo, 'apparecchio
permette di misurare anche una variazione di irradiazione di 2 mille-
simi di cal. gr. per cm® al minuto primo, In pratica, per la bassa
quota alla quale si & operato e per le condizioni meteorologiche par-
ticolarl della giornata non certo ideali, gli errori accidentali sono cer-
tamente superiori ai due millesimi di caloria.

Le misure furono da me offettuate nei giorni 8, 9 e 10 luglic 1945,
dalle 11 del mattino al tramonto. Il milliamperometro, accuratamente
livellato e protetto da ogni urto, non si toccava mai durante la gior-
nata. Ho eseguito leo misure nell’ordine seguente: lettura dello =zero
col milliamperometro non inserito, lettura per la radiazione totale
(senza filtro) e quindi per I'azzurro, giallo, rosso e rosso cupo; quindi
nuova lettura dello zero e cosi di seguito. Ad ogni lettura segnavo il
tempo con l'approssimazione del mezzo minuto primo. Contempora-
neamente alle misure della radiazione venivano effettuati continui ri-
lievi meteorologici. Le letture dello zero hanno dimostrato la buona
stabilitd del milliamperometro. Eccettuata qualehe incertezza al pri-
missimo inizio delle misure, lo zero si & subito stabilizzato dimostrando
soltanto oscillazioni irrilevanti ed una lentissima, ma costante tendenza
a decrescere. Con i valori dells letture dello zero ho disegnato una
curva della guale mi sono servito per correggere le altre letfure.

La giornata dell’8 luglio (precedente a quella dell’eclisse) pud,
dal punto di vista meteorologico, classificarsi ottima, specialmente per
la costanza dello stafo del cielo, senza alcuna traccia di annuvolamento
o di veli, con buona visibilith dell’orizzonte. La regolarita nelle mi-



. 82 PONTIFICTA ACADRMIA SCIENTIARVM

sure piroeliometriche concorda con tale giudizio. Cattiva & stata invece
la giornata del 10 luglio (susseguente all’eclisse}), specialmente nelle ore
pomeridiane, con formazione di veli costituenti, a volte, quasi degli
strati. Mi sono percid servito soltanto dei dati della prima giornata
per disegnare B curve della radiazione (senza filtro e con filtro azzurro,
giallo, rosso, rosso cupo) che mi hanno permesso di ricavare, istante
per istante, il rapporto tra la radiazione osservata e quella della stessa
al passaggio del Sole al meridiano. Con tali coefficienti ho correfto i
risultati delle misure della giornata del 9 luglio (dell’eclisse}, ottenendo
in tal modo i valori della radiazione che si sarebbero osservati se l’al-
tozza del Sole sull’orizzonte fosse rimasta costante.

Per economia di spazio mi limito a riportare soltanto, nella Ta-
bella I, le misure della radiazione effettuate durvante la giornata del-
leclisse gid ridotte al meridiano col procedimento indicato. Do diret-
tamente le letture (corrette) del milliamperometro avvertendo che si
ottengono subito i corrispondenti valori in calorie-grammo al cm® e
minuto primo col moltiplicarle per il fattore 0.0202, 8i noterd come
~ a prescindere dalla diminuzione dei valori della radiazione durante
Veclisse — che ha avuto inizio alle 14» 24™ 49¢, fase massima alle 1568 32
e termine alle 16> 32= 40¢ di T. M. E. C. -, i valori al tramonto (sempre
ridotti al meridiano) risultano pil bassi di guelli del mezmzogiorno, &
causa del progressivo peggioramento del tempo. Dalle 16t 30™ circa
alle 17% 156™ le misure furono interrotte per la presenza di cirri-cumuli
sul disco solare,

Nella Tabella II dé un guadro meteorologico della giornata del
9 luglio. 81 notera il progressivo peggioramento del tempo e la di-
minuzione della temperatura, dell’ordine di !/, grado, durante I'eclisse.

4, DETERMINAZIONE DELL'OSOURAMENTO AL BORDO SOLARE. — Per uti-
lizzare queste misure della radiazione solare in una prova di determi-
" nezione dell’oscuramento al bordo conformemente al metodo di Jurius
gid illustrato, ho disegnato su carta millimetrata un disco di 100 mm.
di raggio rappresentante il disco solare o quindi ho disegnato 6 cerchi
coneentrici di raggi rispettivamente eguali a 10, 40, 60, 70, 80 ¢ 90 mm.,
delimitando cosi 6 corone circolari ciascuna compresa tra le circonfe-
- renze di raggio 10 e 40, 40 e 60, 60 ¢ 70, 70 o 80, 80 ¢ 90, 90 e 100.



83

ACTA

— 875 g8 FT | 083 gL 3| 928 oL | & g'c FL | 9LF ey FT
— 7'V gFg 5’85 078 118 0'gs g'eT §'%g '8P g'1g
— 872 i 8'9% o'gp 108 08P g'al a1y gLy &'oF
— 0'88 057 923 ger 188 0'g¥ gl 0'z7 g1y g%
— 6'e8 o1 9'9% 0’18 098 0'0% gp1 [y 6'av 0’6t
- u7d 0'FT 126 ¢er 9'9¢ 08T 951 231 £'9% g1
— 875 08 er | vz gL g1 | 028 0y et 9gr 09 8l | ¥IF ag gl
— 1'85 ey 8'23 Q'aY 088 - 0’8y g'er ¢'TF 1'L¥ ¢'oF
—_ '8 068 §'03 0'88 R oL & 5l 0'28 ¥'9F ¢9g
— 8'¢s 08 1°98 o'ee gee a'eg 541 0'58 6'9F 18
— 1'8% el 993 03T Rt g1l 8'e1 0TI agy 60T
— '8 0L Z'13 ¢'9 93 0'9 81 g9'g k7 0'¢ Bl
— 8'85 ¢% &l | 695 0% &l | 098 g0 .8l | 98l 00 BI | 89F 0'68
-— 0'8% 088 9'93 c'18 788 019 681 0'0g T'9% a6b
— 778 o'GF §'23 0'Bh 8'98 0T oel a0y Q9% 968
— 068 | O'w¥8 oIt | L98 | 0’88 oIT | 896 | QwBS glI | €8T | Twlf oIf | 9°8F | 0'wl$ 41T
P TN 0 HCH L 0t R L e e DR L
s20x ) 10 ) BIQ 3} €10 3} wI() 3] 10
odno ossoy ossog o[BI olrnzZY oITy BITOS

9587000 7700 DPuL0rl Dyeu supios suczvLpvY — ‘I VITIEY],




PONTIFICIA ACADEMIA SCIDHTIARVM

84

‘QITUYAS .

¥ OUOPUI 9YD O[CS [@P TUIOJUIP TOU 124 ‘GZ°¢r {) - 'o[os [ns oyour TWIssiTeBBoy rpea $7°¢7 () - "OWEQINISIP UWOH 9yo 9[0S [0 BZUBUIA UF 1194 ‘66T (1)

- 091 49'e8 9'LY g8 T'¥e 0'lg g9'6 5’08 508 0os

(s} 79T §'Fe 6°LT o'8e %% 0’2o ¢'6 03 8’18 g'el

(s 891 0L L8 961 pANet 09T &'0T 071 768 0°gT

&) 6'LI o'e gL §L 0% oL £'0T a9 0'es 0g gt

- g'9T a1 gl G'To 0T <t 1’65 g0 91 41T 00 41 2’88 068

- g8l G’ G'ea 0°9g &'08 5'%g g'11 oeg g'eg 5'8%

- £'0% 408 6°30 0°0% m.mw G'6¥ Ler oev 9'e¥ 0'6¥

- ez §'6¥ 6°¥% oey RS a7 L'E1 OF¥ L8F 'y

- RS o1y &'5% oy a8 9’68 LFT €88 g4y 08¢

- 9ge 0'9¢ G456 §'ee 878 0qg 71 e 897 078

- 862 4’68 6’98 068 9°98 g'T8 6'61 018 997 q'ug

- L'88 ¢'8% T'9¢ 0'8e 0°9% 0'Lo L'ET 998 017 §'Ge

- 0¥z g9'ge 998 0'ge L'98 G868 0'FY 066 297 918

- 9ve g'g1 0'9% 08T 1’98 gLl 71 02T LL¥ 09T

- 9'Fe S8l ¥l g'L8 0'mBT 7¥F1 'Le 0Bl oPT ¥rar Sl Pl §'67 w07 4¥T
CH DR L DE WL 0TI WL D CH TR L DETICX

oKt B w0 o 19 D B0 3 B1Q ] =0

odao ossog 0ss0g OBLD OLILZEY oI BTUOF
9582109, 178P DIOULOIS VJow 840408 SUCZDIPVY — T VITEEV(], anbag




‘9J08 TR WUEAR OYOWE {UOPIAS TEESE OUOS I{8A | U

B | o s T s e ot D e I han mosTIRE 16 010t I apeapuedeos v opuoBuigsos rmsiw el O hviiroos wsiques su t oty
— 8'0% 96z 88z 0'¢e 318 7 a1l e 1eg 983
{s) Z'61 00z L1 162 06T AT g08 08T AT PIT T AT 017 g'9T LI
{s) - - — — - - s - - —
- P85 g% 9°67 gge 888 0'gs gel 858 1572 038
() 225 9’62 0'93 88 .| geg 085 18 §'9% 2'L8 0'9%
- 128 4'%3 0°¢3 088 q'eq g3 g'gr e'0g 7' g'gl
(o) 558 g1 0‘es 011 888 091 131 g%l 8'gp 01
= — q08 011 1858 801 908 a6 131 a'g 668 ) ’
< (o) 881 gg et 0% 97 183 0% o1 | 0711 a'g ol g8 gz 91
— §'81 00 ST | 803 g'6g 825 068 9°0T g'8g Fug G'2g )
- gLl 0'eq 661 g'%g 9°9% 0'%g $01 063 938 435G
— — - 691 g'o¥ 192 0"9% 9' o'er TTg 0FF
€, 0'ar 0°'gp A ¢'1% 9°68 9°0F 18 a'68 118 g'8e
— g'¢1 098 8T | <21 Tm%8 ST | 688 | 0'wf8 4CF | &6 SwPs 49T | 908 Qw88 4T
0 H W L o - B AR D CH WL 0 H KL b I S | 3 A
oj0n E3) BIO i34 210 D B0 2 BI( k3] I
odno ossoy 0580 OTIBIY) 0IIDZZY oYY BIUAGY
2851100, 770p DIDUL0IS DYPU 24D]08 FUOWRDIODY — 1 vIEsy], anbiog




PONTIFICIA ACADEMIA SCIENTIARVM

.88

1194 I0d o

somrRryyuy @ oolods 9uouzIIo ‘52°87 {y) - oorods erdwres wr ‘opeaorBiun wIoows o[ewd ‘er°gr (i) » "oorods exdwes ww ‘oywIoTSTon 01910 ‘072 (o)

- 0’18 g.q 168 0Le 218 e'9g g'er 099 o' 1F g'qg

- 712 g'gg 778 0'8g 918 089 B'F1 gIg b 4 018

— 0°2a a6 6'$3 g8y %'ag8 0"8% 98l oLy 6'T% g'9%

— 9'5% 0% 828 0'e¥ 7 g7 571 057 0'gv o' T

- 728 o8 04 078 g8 g'eg ¥l 938 ey 028

{er) 728 o'63 9'ga 062 198 4'8% 191 g'L3 0'gp 023

— 6'23 032 0'9% g'75 198 oea g71 088 187 038

— ¥'¢a ¢¥T 993 g8l 898 gzl ggy 03l L9 g'TT

(v a3 0’6 6'43 g'8 058 0'8 6'F1 g'9 i 09

— 612 0% 81 | a8 g'g 8T | 088 0'¢ 81§ 1Bl g% ST 9TF 08 81

— 961 0'E9 98 ¢'1g 108 809 81T 0'6¥ (157 g'87

— 718 0°9% eged g6y 118 0°g¥ LT g7 6'T% 0%

{o7) 808 K57 eiferd eIy €38 g0% 751 007 &P o688

- §T6 | OwlE L1 | 378 | Twbd T | 888 | O'wbd 2T | 280 | O'wSB g2l | T8V | Smll ol

2 d K L D8 K L D WL 0 MR 9 H WL

oroxt c w10 £) BI) £) 810 © BI0 D BLO

odup 0ss0y ossoyg OITELH 0XINZTY CITY FeULY
3954199 J12P DOUL0I5 DU 2.4pj0s u0WVIPVY — T VIIEAY], u?@m.




87

AOTA

'0IBIqo nid 9JUOZELIN)
‘B1BJUSTINE § BRZOIG BT ~ ‘OF'ZT 940
osouidryes (od un sxdwes oqwoZZII(
"0858q ‘f[Q ¥ O[LWIND OYIBOY) - "HZ'ET MO

"O}UOZZLIO[[AT 0D OUWSW ‘oxil
-edmoos ® apuay emSyeo BT ~ 'gr 9ip)

Bzzo1q B16830] BUL BAS] 1§ - "OF IT o4O

*uiSiyeo ousw ouales sxdwag — gg T 40

‘o uaxsd
-de ejisojngeu punsse)y ‘ogser I 1ed
0S0WiSiyE] ‘eIUWOZZLIO [B OMSBLOTLIQ
o181 “(110t tp nid) =anwerd eep epred
vuong eyour exdoo eyd ‘ojmozziio,]
-8 ®swep ojsonquid emiSi(B) ~ 'HI 40

"BWI[BD 9 BUSISS BIEIUT,S BIBWIOIS ®Br]

2UOIZDALISS)

- - — 0%'9%L | 69°FT 63 189 | 0F aI
ms 0o ¥ 1o mog g9 0%'9%L | I8TI 9¢ |02 | 08 gl
— — - 09°9%L | BIFT ge 1022 | 08 Qar
— — - eagpy | QL'PE e | 128 | or ar
— MmS a'g 029p2 | SLFT g¢ | T8 |0 &
RERYH MM T2 09'9%L | T8CT 9 9B | 0 FI
— - - 09%, | 267D ¢ L9208 | OF &1
f B AEsd ) 09'9%L | FIFI B¢ 08 | 0 eI
- SME L8 0g2FL | TLFT 0 | 9'8% | 9% &I
— - — 08°9%L | Q9er g | P62 | 09 TII
ousIes — — 0F'LFL | I6°TI oF | @68 0 TII
-~ — - B, | E8TI g | L8 | a1 of
OUFIBE SEN 80 0MLFL | FFIT 8% | 023 | w0 o6
e Tac A R A
owes | O w0 | ol | % |
e ©P °p QUOIESII T 1ep BALEIL ~adoea y, w0
SUOIZOINT | myrootep ; snerswey, | BHOITEA

‘CFET onfing 6 jep 0orfiojoucagous ooy — CII VIIEEv,




PONTIFICEA ACADEMIA SCIENTIARVM

88

-9[05 TOp BZUBRUIIIA UI "I — ‘G817 240

oo
~ozedmerim (8p 0%® J9D 31|IqEIS
BI[Bp 9UOUE OJRTISIUGD @ SWOD ‘940198
-1p 1ROIZIPUOD UI BI[OAS € IS OSSI[09]
-1ep wowm emid B[ 80eau] 0TRQINISIP
tesse ooIed 9 039BIUOD of [T "9[0S 1P
B818dRo20 BUOZ ] 9UOUB SPBAUI BIISO]
-0Qeu ¥] BIO Pe ‘f OSI9A ISIB[OATLUUE
DR 0IBOUIMO0 BY 01910 [T -~ “0F9F 940

@R} TOWN'E B WS BZ2OIY B — "0 FF 940

"BZZOXE ‘M P 048Q¥T T[S @
] S}UOZZLIO {8 "I38 ‘00 TWOD ‘M G 03uoZ
-ZTI0,J{® OMISBROWEIY “JIUez Offe osould
-iyge] ouew eredde ofe1o 11 - "OF'EF 240

bR
1egeq 18 0%,

-x38 "0 ¥/,

<138t uo oY,

‘06T - « wm o«
“?je qoT 10108 Ip BIQ ‘§o8F 1 OUEN] § tep xeur -dwe,
‘erzW 9P OTPAT] T8 @ o0 V (4

MEM g'a oy 9%2 9691 62, 9%c § 0 T3

MBS 0% 0L°9%L 86761 9g ¥9% | 0 6T
- - 02,797 06'8T e §°9% | 08 8T
.8 67 a8'9%L FEFL 8¢ g | 0 8l

— — geory | 98FT | es |l ews | 08 2t
— - ggovL | orel o¢ |ews | OF 9T
— — | ogom | Feer | g 025 | 08 9T

M8 Yo 0L°9%L | OF'eT 09 995 | 08 9T
— — | osowr | ooer | we | @9s | OT ot
- — |ogon | 9vel 66 | 895 | 0 o1
— - 04'9%L | QO'eT 88 | 995 | @0S 9T

0 R
ojues oos/w L) A
oasa Ge) exodia BINGEI
UOIFDALIELD o7RID 1op D emotssaL 169 BAWB[AT | durer, BIO
SUOTZOILY RIMICTO N ) QUOISUS ], BITPTOI(] m
‘opgl oubny g pop omboponospws o)y — T VITEEV], anbag




ACTA 8%

La zona interna alla prima circonferenze di raggio 10 & stata esclusa
perché il bordo lunare vi penetra appena intorno alla fase massima
e la luminositd di tale zona entra percid pochissimo in giuoco. Chia-
meremo CON &y, &y, &3, &4, Xy, ®¢ la incognita rediazione che, per
unitd di superficte, ci perviene rispettivamente da ciascuna delle
6 corone indicate. ‘ .

Nella Tabella IIT do le fasi dell’eclissi di 6 in 5 minnti che ho
calcolate in base agli elementi forniti dal Berliner Jahrbuch 1945; la

Taprerra IIT,

Ora g Ora g Ora 4 Ora 4

T. M, E. C, T, B, K. O T, M, B, O, T. M. K. C.

188 25™ ! 0000 |14t oo™ | 0817 |14M 85™| 0480 | 15® 10™ | 0.248

30 0.051 05 0.360 40 0.442 15 .| 019
85 0.100 10 0,364 45 0.425 20 0.146
40 0.147 15 0.408 50 0.402 25 0.090
45 0.190 20 0.451 555 0.372 80 0082
B0 0.286 2k 0.445 | 15 00 0.835 — —_
56 0.276 30 0,452 05 0,262 — —

quantitsa g indica la distanza, in diametri solari apparenti, del bordo
lunare che penetra sul disco solare al bordo occultato del Sole.

- Con questi dati e tenendo presente che il diametro lunare appa-
rente era 1.00068 volte quello solare ho disegnato sul disco solare le
zone d’ombra di 5§ in 5 minuti dall’inizio alla fase massima, ed ho
quindi calcolato i coefficienti delle 6 incognite @,, a,, ..., x; nelle 13
equazioni lineari che qui appresso riporto. I termini noti - che rap-
presentano decrementi della radiazione in unitd arbitrarie - li ho rica-
vati dal grafico della fig. 1, disegnato col eriteri gid dichiarati sulla base
dei dati della tabella I. T decrementi delle radiazioni, misurati in mil-
limetri sul disegno, sono statl contati a partire dalla retta tratteggiata,
che rappresenterebbe 'andamento della radiazione, ridotta alla altezza
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del passaggio in meridiano, in assenza di eclisse. L’inclinazione della
retta sta ad indicare il riscontrato peggioramento progressivo del tempo..

1, 22, . . . = 1
2, 8By 4+ 20um . . = 4
3. d9z; + 8Txy + 18w, . . = 9
4, BB, + 46ay + 83.;, + 18.xy . . = 14
b, Gbay + BBy + 44y, 4 80y + 1l = 21
8 W@ + 62my + B2, + B0y, 4+ 52a, . == 28
7 Tlag + 6Bxy + 60, + 480, + Glaxy 4+ B, = 87
8. 83a; + T4y + Ghogg + Ddacy, + Ty + 18.0y == 44
9. 8lms + Ty + TLa, + 6000, + 9Lay -+ 8L, — 50
10. 9la + B3y + T, + 6day + 100, - 470, = 56
11 94, + 86y + o, + 68y + 1072, + 8lay = 61
12, 96 + 8By + Blwy + 700y + 112, + 0.0 = 64
18. 9%z + B, + B8R, + TLay + 1lbw, + Tiax, = G5
Risolvendo il sistema ho ottenuto i seguenti valori:
2, == 0.046 x, = 0,183 x, == 0.153

oy, == 0,115 g = 0,140 a, == 0.170

coi quali, sostituendo nei primi membri delle equazioni, ho avuto i
seguenti scarti coi secondi membri:

Equag. 1 2| 3 4 b | 6 7 8 9 ) 104 11 121 138

l Searto 00 ] 0.0 ‘ 0.0 |~0.2 —0.1\-5—0.3 +1.3 | 417 -O.li 00 |40.1j-01 | ~12

Occorre tener presente che l'unitd dei termini noti (millimetri)
corrisponde appena ad !/, della divisione del milliamperometro e ciod
a 0.005 cal. gr. per cm® e min~*. Si osservi che nelle equazieni 7 ed 8
che sono le peggio soddisfatte, compaiono dei divisori (coefficienti
di ;) che somo pit piccoli degli altri coefficienti, e che il termine
noto dell’equazione 18 & assal incerto per la vicinanza al minimo.

Poiché non & stato pbseibile ricavare il valore della luminosita
al centro, ho viferito i valori trovati al valore a,, che & stato posto
uguale a 0.966 volte il valore centrale assunto uguale ad 7. Con
questa scelta il valore di xy si fa coincidere con quello trovato dal
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Juuus alla distanza di %%/i00 del raggio solare dal centro del disco;

per gli altri valori abbiamo allora:

2, = 0,966 g == 0.798 6, 7= 0.653
2, == 0.869 10, = 0.766 2 == 0.262

Nella fig. 2 la curva disegnata da Voscuramento al bordo trovato
dal Jurivs dalle osservazioni dell’eclisse del 1905. I valori da me tro-

50 4

0 b —— 1 % T T 1 -
30 40 50 60 kil 80 a0 100

Fie. 2.

I accordo ¢ soddisfacente, meno che

vati sono segnati con dei punti.
presente che una piceola

per il valore as; per questo occorre tener
variazione nel termine noto dell’equazione 1 pud far variare notevol-
meute il valore dell’incognita. Ma per la vicerca dell’oscuramento nel-
P"immediata vicinanza del bordo occorrono misure pit fini, quali pos-

gono ottenersi soltanto con pit delicati strumenti ed operando & quota

elevata.
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ACADEMIA
SCIENTIARVM
SULL'EFFETTO EINSTEIN ®
TITO FRANZINI e MARIO GALLI
SvMMARIVM, - Auctores conati sunt novo experimento theoriam relativitatis

confirmare juxta quam lux corpore magna vi gravitatis attracto emissa aliquan-
teium immutatur. Item qua de cawsa hoc aliaque experimenta ad eumndem finem
perfecta incassum cesserint explicare nituntur.

Lo spostamento delle righe spettrali di una sorgente luminosa
posta in un campo gravitazionale rispetto ad un osservatore posto
nello stesso campo in un punto a potenziale gravitazionale diverso
da quello della sorgente, & stato oggetto di note ¢ numerose ricerche
con risultati incerti. In particolare le osservazioni eseguite sulle righe
spettrali solari, secondo alcuni sutori, avrebbero dimostrato I'osistenza
dell’effetto Einstein, secondo altri lo escludervebbero (V). Effettivamente
i risultati ottenibili sono appena al di qua dei limiti degli orrori spe-
rimentali, cosi che & difficile poter dare nn valore probativo ad essi.

Abbiamo pensato alla possibilith di mettere in evidenza I'effetto
Einstein con campi di forza centrifuga, ossia osservando righe spet-
frali di una sorgente centrifugata con dispositivi di osservazione posti
al centro della piattaforma rotante, Che un campo di forza centrifage
si comporti a tutti gli effetti come un campo gravitazionale, ¢i pare
possa ammettersi senz’altro (%).

(*) Nota presentata fali’Accademico Pontificio Giovauni Giorgi il 29 gen-
naio 1946.

(1) Cfr. SouwanrzscmLy, « Berl. Ber. », 1914, pag. 1201, Gruoe e Bacusy, « ZS,
{. Phys.», 2, 421, EveRsnaeDp, « Observatory», 48, 168; 46, 299, 8. Iomw, «ZS, f.
Phys. », 21, 169; « Mit. Wils, Contrib. », 218; « Astrophys. Journ. Julius, ZS, f.
Phys, », &1, 23, PravesHpiM, « Physik der Sonne», pag. 273,

(®) Cfr. Eppiweron A., Espace, temps of Gravifailion (Versione francese),
pag..18-95.

T Adeta, vol. X,
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TLa difficolté di realizzare un'esperienza del genere ci ha condotii
in un secondo tempo a studiare il dispositivo seguente. Un piceolo
~ tubo di Plicker & posto, ad una trentina di centimetri dall’asse di rota-
zione, in un tubo di ottone, munito di opportuna finestra, rotante con
frequenza superiore a 200 giri al secondo. La luce di esso & osservata
parallelamente all’asse di rotazione con uno spettrografo munito di veti-
colo a gradinata. L’accensione del tubo di Plicker & ottenute ponendo
o masss un elettrodo, mentre l'altro striscia per cirea */; di giro su
di un contatto fisso, cosi che il tubo s’accende fortemente sopravoltato,
guando passa davanti alla fenditura de! collimatore dello spettrografo.

La gradinata nsata come strumento interferenziale & quella grande
dell'Istituto Fisico di Areetri, costruita da Hiremsr e composta da
40 lastre dello spessore di 8,466 mm. ciascuna. Le osservazioni sono
state fatto su diverse righe spettrali. Le frange riprodotte nella seguente
nota sono relative alla riga verde del mercurio (0,6461 p). Fotografando
nella stessa lastra le frange ottenute con il tubo di Pliicker fermo e
quelle ottenute con il tubo di Pliicker rotante, non si riscontra nessun
apprezzabile spostamento delle frange.

Ti dispositivo non & scevro da critiche. Infatti non osiamo affer-
mare che l'asse di rotazione possa costituire un ponte di passaggio
fra il sistema rotante {sorgente). Se il sistema fisso (osservatore), cosi
che si possa parlare di una differenze di potenziale centrifugo fra di
essi e porre il valore di tale differenza di potenziale nella consueta
formola dell’effetto Kinstein.

Indipendentemente da questa e da altre considerazioni, ci pare
perd che il risultato negativo dell’esperienza sia perfettamente giusti-
ficato da una osservazione fatta da Gome1(!) a proposito di esperienze
sullo spostamento di righe di origine stellare. Se il eronometro stellare
(atomo emittente), & trattenuto nel campo gravitezionale, esso dovrd
risentire in pieno la forza di gravitazione e quindi ritardare. Se.esso
invece cade liberamente, per il principio di equivalenza, deve conside.
rarsi sottratto all’azione del campo gravitazionale e quindi dovra andare
" d’accordo con il cronometro terrestre. Nel caso di atomt dell’atmosfera
stellare & evidente che fra un urto e l'altro, essi cadono, ossia hanno

(%) Grorag: G., « Rend. Linc. », 23, 824, a, 1936,
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un’accelerazione in direzione del campo gravitazionale del sole che an-
nulla l'influenza del campo stesso.

Analogamente nel nostro Pliicker centrifugato gli atomi emittenti
non sono solidali con il sistema rotante: fra un urto e 'altro contro
le pareti e contro atomi essi si muovono in linea retta, ignorando com-
pletamente lo sforzo centripeto al quale & sottoposto Vinsieme del tubo,
e quindi sono sottratii all’eventuale azione di ritardamento temporale
per effetto Einstein.

Si potrebbe pensare ad un possibile effetto Einstein degli atomi
emittenti negli istanti in cui urtando contro le pareti o contro gli altri
atomi, ricevono da questi degli impulsi aventi wna componente centri-
peta media del valore mmza"g:i—, ma di durata molto minore di T/,

essendo m la massa di un atomo emittente, # il numero medic di urti
durante il tempo T (pericdo della rotazionoe). I poichd la durats effet-
tiva di ciascuno di questi impulsi & assai piccola rispetto al tempo T/n
che interviene fra due urti consecutivi, Venergia della radiazione osser-
vatate a frequenza diminuita risulta del tutto trascurabile rispetto al-
Penergia emessa dall’osdillatore atomico fra un urto e laltro o osser-
~vata con irequenza inalterata.

Sentiamo il dovere di ringraziare sentitamente i profossori Grorar
o STRANEO, che pit volte da nol interpellati ci sono stati cortesi di
schiarimenfi ¢ consigli.
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SULLA FORMA DI AVVOLGIMENTO
E DI SVOLGIMENTO DI UNA FUNE
DOTATA DI RIGIDEZZA ANELASTICA®)

E, PISTOLEST

Aceademice Pontificio

SvMMARIVM. — Quam formam sumat funis mere anelasticao rigiditatis, qui
trochleae involvatur vel ex ea evolvatur, Auctor perquirit, legom experimentalem
adhibens secundum quam a momento oneris erga funis axem pendet variatio
curvaturae ipsius axis,

i suole spiegare la rigidezza anelastica degli organi flessibili come
una tondenza a conservare la curvatura originaria, dal che segue che
il ramo che si avvolge resta discosto dal centro della carrncola di una
distanza R + ¢, > R o quello che si svolge di una distanza R —e, < R,

Vogliamo qui vedere quale forma assumono i due rami neli'ipotesi

- di rigidesza puramente anelastica. Per far questo occorre conoscere la
legge che lega la variazione di curvatura al momento che la produce,

Riforendosi alle esperieﬁza del Grovawnwozzr (1), che forniscono la
misura della rigidezza globale (allo svolgimento ¢ al’avvolgimento) si
ha che questa pud essere posta con buone approssimazione nella forma:

d 4/
X == X‘l + X.2 et mQ,(-—D—)

(¥} Nota presentata 1'8 marszo 1946,
(") R. Grovawnozz), Prove sulla rigidezza anclastica delle funi meialliche,
s Ricerche d'Tngegneria », Anno VI, n. 4, luglic-agosto 1940,

8  Aecte, vol. X.
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dove Q & lu forza applicata alla fune, d il dismetro di quests, D =2R
il diametro della carrucola, X, la rigidezza all’nvvolgimento, X, quella
allo svolgimento, X la rigidezza complessiva, m un coefficiente dipen-
dente dal materiale e dalla struttura della fune (diametro dei fili ele-
mentari, tipo di avvolgimento). Ne risulta un momento complessivo
(astraendo dalla differenza fra la forze motrice P e la resistenza Q):

43
(X +X) R = mQ (%) R = (g -+ i) QR

Ammesso che un’espressione di questo tipo valga per le due rigi-
dezze separatamente considerate si avra:

[1a] gy == B R-1A
[15] £y == Je, RV
Introdotta la curvatura ¢ == — ?1-— dell’asse della fune, si puo adot-

tare come legge plausibile che lega la variazione di curvatura al mo-
mento la seguente:

(2] M == % Q(c — co) .

Consideriamo dapprima il ramo che si avvolge. Inizialmente la
curvatura & nulla: ¢, = 0; percid:

-3

Disposti gli assi come in figura 1 (a destra):

Qy 3. yﬁ
c:(————kQ 32‘““"{-

&£

avendo posto o' = 2% (e ha lo dimensioni di una lunghezza) e, adot-
ary
dx®’

tendo la consueta approssimazione ¢ == y"=

[

, ' " ¥
1] y 22—:{4— .
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Moltiplicando per y' ambedue i membri e integrando si ha:

o' y' oL

B PO

dove la costante arbitraria C & il valore che y ha per y=0. Se ne
deduce: '

?4
o ==\ /Ct ;’4
e quindi:
dy ©dy

[4:] o= -——‘—5——-—___.“_,_._._;”“ == o? —rrr
\/02_1_%? \/a“(}z-i—y“

La [4] conduce ad un integrale ellittico di prima specie. Se si
pone come limite inferiore dell’integrale lo zero e si pone lorigine
nel capo della fune, reste da determinare la costante C con la condi-

zione che la fune abbia la curvatura ¢, = = nel punto in cui & tan-

, i
gente alla puleggia. & _

Senza svolgere il caso generale, limitiamoci per semplicitd al caso
in cui il ramo pendente & lunghissimo (infinito) nel quale caso i per
y == 0 si pud porre ugunale a zero. Si ha allora C =0 ¢ '

da cui, integrando:

(o C)) = — a«*

ctod la forma della fune & un’iperbole di cui l'asse x & un asintoto,
mentre l'aliro ¢ parallelo all’asse y. Se faceciamo passare 'asse y per
il punto di contatto della fane con la puleggia, si ha per & = O:

2

Sﬂy::““oz““ .
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. 1 .
Ma per y =19 deve la curvatura ¢ essere ugnale a ¢ = percid:

1 33 W 5 Dt'1 9
»—-R-—— - 2 ?" 4 h == V_Q—AR-- = kl{_l"";

e confrontando con la formula precedente:

1 a?
"=
= 2R .

11 valore di g risulta:

' 82 3 OC2

Si he infine: g =8 — p (v. figura), dove p=R(l-—-cos8)-=

6 .1 A ‘ Coas
== 2R sen* - =2 — R®* dove per @ si pud mettere ' e quindi:

2 2
iV
osgin
b=
I 2_8 = _z_kRuuﬁ

dove l'indice oo ste a ricordare che si tratta del valore di ¢, quand

il ramo pendente della fune ha lunghezze infinita. 4
Confrontando con la [la) sl vede che occorre prendere k = —3 [
Tn generale si ha: per y =1,

, ) 5 , 1 bt
¥ = VO'& + _&T , Y= __R_. =9 ,_&;l.,.
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6 quindi:
3
1.,
e posto nuovamento y.gm«gw—l{y ;
e,::S—pu::—%S—— ; »C*

(si ricordi che C =1y per y=0).

Per lo studio del ramo che si svolge occorre fare due casi distinti.
1l primo si ha quando allinizio dello svolgimento il ramo pendente

: C . 1
& di lunghezza nulla. Allora la curvatura iniziale sard ¢, == -—= e la

R

variazione di curvatura sara effetto del momento secondo la [2],

Tenuto conto del segno della curvatura in relazione alla disposi-
zione degli assi (fig, 2); si avra (considerando le curvature in valore
agsoluto):

Q= EkQe, — )P

1 Yt
=9
R ¢ at
e infine, posto per approssinazione ¢ == — y":
3 1
51 ol =
[5] Y 2 ol R
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(K & il valore di § per y = 0) equazione che, integrata, conduce nuo-
vamente ad integrali ellittici, Nella [6] il segno + vale per il tratto
in cui y & crescente, il segno — per il tratto in cui y & decrescente,
1 due tratti risultando simmetrici rispetto all’ordinata pessante per il
punto in cui y ¢ massimo.

Un caso particolare notevole si ha ponendo y' =0 per y = 0. Si
ha allora, posto y == 3:

b % 5oy
TO9R "TVeR

§ )

— R 2
O~2R 2R + K
38
: 2
® ' K'_ER

e quindi, limitandosi al tratto in cui vale per il radicale il segno 4

Vot — 48y + 851

q‘a

f =

Il numeratore si pud decomporre e scrivere:

y = _‘ﬁ?f_;;ﬁ.)_m Vi T3y £ 35°

e quindi:

Yy

e [ (— DV 88y 15
81 vede che se l'integrale & esteso fra 0 ¢ 3, 2 diveuta infinito.
La fune & composta di due metd simmetriche di lunghezza infinita.
Questa soluziome pud valere, per approssimazione, per fune molto
Junga. L'integrale che da la, x & facilmente esprimibile con logaritmi,

Per ¢y — y_\/ . 81 ha poi:

g, = [
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dove:

P »%MR yi= —2 3
percid:
3
Eaoo == Ism = Eypp -

In generale si ha che per y =0, ciod nel punto di contatto della
fune con la carrucols, " == X e quindi:

1
2 2
Ry = 5 RK

e poichd il massimo di K si ha procisamente nel caso precedente-
mente considerato (*), segue:

€3 = Eypo

I1 secondo caso & quello in cul inizialmente alla fune avvolta sulla
carrucola fa seguito un tratto pendente rettilineo. Nel punto di raccordo

dei due tratti si ha una discontinuitsy nells curvatura (da a Zero)

1
\ R
che si conserva nel seguito del movimento e la fune assume Pandamento
indicato in figura 1 (a sinistra). Per il tratto BC vale la trattazione
fatta per il ramo che st avvolge, ossia (tenuto conto dei segni in rela-
ziono ai sensi stabiliti sugli assi):

4
(*} Infatti per y=38, p"=<0 o quindi 63~‘S7;-R—; ma si ha pure 3 =0 da cm

28 G4
B e
Kb == o —

ciod quando y"=0 per y==38.

. f o . at
. Il magsime di K® si ha por 632—2——1-{—,
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Por y = 3§, (punto B)
y*m-—\/(‘jz_{- ;4 7o 22;14‘-

Per il tratto BA valgono invece le formule (6] e [6]:

5,0 5, 1

2R VA el SRR S

e, 1. g, 2.

Poiché i due valori di ' debbono coincidere, segue:

3
2 e (12 2

Questo & pure il valore di g * per y =0 é"quindi:
1 rg ! . -
Ep == p,g-é—Ry :_‘ZRG 48, .
 La fune si trova nelle condizioni det caso precedente con IK*=
e OF 4 2T£_' Se il tratto pendente inizialmente rettilineo & infinita-

mente lungo, C=0 ed e == 5., clos il punto B dista di R dalla ver-

ticale condotta per il centro della puleggia.
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SULL'ORIGINE
DEGILI ELEMENTI LEGNOSI NEL CAULE (*

F, M. GEROLA

SvamarivM, — Postquam breviter exposuit quid plantarnm texturase efficere
possint quod attinet ad wovam ipsarum texturarum generationem, Anctor per-
pendit en quae necessaria snmt nt lignum in caule nascatur, et ostendit quam
naturam et quas conductionis vias habeat stimulus differentians xilematis.

Da cirea un secolo si & ricercato di spiegare il meccanismo della
formazione degli elementi legnosi nelle piante. Alle prime ricerche di
carattere puramente anatomico, vennero in seguito a sostituirsene altre
anatomo-fisiologiche : Saces afferma la presenza negli organi giovani
delle piante di particolari sostanze organo formative (presumenti natu-
ralmento lesistenza anche di sostanze determinanti la formazione dei
varl tipt di tessufi); in seguito da vari sutori vennero emesse diverse
ipotesi, tendenti a dar valore, per la formazione del legno, a questo o
quel fattore di natura fisica o chimica, influente sul metabolismo della
pianta. Nell'ultimo ventennio, corrispondentemente allo sviluppo delle
teorie ormonali, si &: venﬁc&to un ritorno alle primitive ipotesi di
Sacns, dando valore, riguardo alla differenziazione degli elementi legnosi,

o particolari sostu,nze_sleolantl.

Si & ancora lontani perd da una soddisfaconte spisgazione dol
modo di formazione e differenziazione degli elementi legnosi mnelle
piante, sebbene aleuni lavori portino un notevole contributo verse la
sna definizione.

(*) Nota presentata dali’Accademico Pontificio Giuseppe Gola il 24 gig-
gno 1946, :

9 Actw, vol, X,
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" Anche ammettendo la natura ormonale di un tale stimolo, resta:
tuttavia da chiarire se effettivamente si tratta di sostanze di natura
guxinica o di altre differenti da questa; rimane ancora incognita la
via di diffusione di un tale stimolante (specialmente per il modo della
sua diffusione da cellula a cellula o lungo gli slementi conduttori), come
pure la sua maniera di azione.

Por portare un contributo alla risoluzione di questi problemi legati
alla differenziazione del tessuto legnoso nelle piante, allestii numerose
‘esperienze gid dall’anno 1939,

La moaggior parte delle mie osservazioni vertono su trattamenti
esoguiti su plante legnose, in parte minore su piante orbacee. Sia alle
une che alle altre furono arvecati traumi di differente specie, per poter
corcare dallesame dei processi rigenerativi riscontrati, une soluziome
alle numerose incognite pill sopra prospettate. Non riferird qui, nem-
meno per sommi capi, i trattamenti eseguiti alle piante e le osserve-
zioni che ho potuto trarre dall’esame dei risultati alle singole espe-
rienze: tutto cid sarh compito di un lavoro (che spero pofer prossima-
mente pubblicare sul « Nuovo Giornale Botanico Italiano»), mi limiterd
invece a fare una rapide scorsa sui dati di fatto pili notevoli da me
.messi in evidenza.

Dall’esaane dolle capacith neoproduttive dei singoli tessuti delle
piante, ho potuto rilevarc come ben diversa sia tale capacitd a scconda
che i tessuti siano essi isolati o in conncssione con altri tipi di tes-
suti. Nel primo caso solo pochi possono manifestarc una notevole ed
attiva proliferazione; anche il meristema cambiale, se completamente
isolato, va soggotto precocemente alla morte. Altri tessuti (xilema, mi-
dollo, tessuto corticale) del fusto sono capaci di attive mifosi solo se
uniti al cambio. In complesso ho potuto notare che le assise pilt gio-
vani del libro ed il cambio sono i tessuti pil attivi (se uniti fra loro).
AlVinfuori degli organi assili della pianta, si ha nelle foglie il mas-
simo di capacith neoproduttive, od & all’epidermide fogliare che si deve
tale capacitd. Mentre isolando la corteccia dal fusto ¢ la epidermide
fogliare dalle foglia (con uniti alcuni elementi del mesofillo parenchi-
mato sottostante) si pud ottenere la formazione di un nuovo apice
caulinare, gli altri tessuti non posseggono tale facoltdy, ma, se isolati,
i limitano unicamente alla produzionc di -aleuni elementi indifferen-
- miati, ' '
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Per quanto riguarda pit propriamente la differenziazione di ele-
menti legnosi nelle piante, ho potuto mettere in evidenza una netts
distinzione esistente tra tracheidi da ferita da un lato od elementi
legnosi normali dall’alivo, e c¢id sia dal lato mdrfologico, sia, funzio-
nale, sia riguardo al modo di formazione; tra questi due gruppi estremi,
occupa posizione intermedia il legno da ferita.

Le tracheidi da ferita sorgono per lo pitt per diretta trasforma-
zione di cellule parenchimatiche; spesso non si riconosce nessuna norma
che regoli il luogo della loro origine; funzionalmente esse rappresen-
terebbero degli elementi di riserva dell’acqua.

Gli elementi legnosi normali, per potevsi differenziare, abbisognano
invece di determinati fatbori, in assenza dei quali & compromessa la
foro origine. Questi fattori sono:

1° presenza di un tessuto meristematico secondario attivo, che
dia origine alle cellule sulle quali possano agire poi gli stimoli diffe-
renzianti ;

2° presenza di clementi giovani funzionanti;

3° necessitd del collegamento con organi clcs(,entl, almeno per
un determinato tempo;

4° nocessita della continuitd cellulare tra le cellule prodotte dal -
meristema secondario o gli elementi xilematici giovani, o 1 meristemi
primaxi,

Negli organi in sviluppo lo stimolo differenziante sarebbe pro-
dotte dai meristemi primari; alla loro presenza & da riferirsi I'impor-
tanza delle gemme per la crescita in spessore. Nelle gemme perd, come
pure nelle foglie giovani, viene anche prodotto un ormone auxinico,
“che ha importanzs per stimolare lattivith cambiale, ¢ che favorisce
la crescita in spessore del fusto, determinando una maggior produ-
zione di elementi da parto del cambio, di quegli elementi ciod sui
quali possa agire iu seguito lo stimolo pilt propriamente differen-
- mlante,

Sulla natura dello stimolo xilema-differenziante non posso atfual-
mente esprimermi ancora con sicurezza: avrei comunque dimostrato
che esso non pud essere una sostanza di tipo ormonale, essendo esso
trasmissibile de cellula & cellula solo quando vi sia integra la comnti-
tinuitd dei rapporti tra le cellule, e non essendosi mai riusciti ad

estrarve I'ipotetico ormone. Anche la presenza di « organizzatori ve-
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getali » del tipo di quegli animali deve esserc accolte con un certo
risorbo. T da escludere per il legno adulto la capacitd. di centro orga-
nizzatore, ed & invece riconoscibile un tale attributo ai meristemi pri-
mari (organizzatore primario) o ai glovani vagi funzionanti (organizza-
tore secondario). Questi centri induttori, per il loro modo di azione,
devono essere benuti ben distinti perd da quelli messi in evidenze
dallo SremMax nel regno animale.

Lo stimolo proveniente dai centri organizzatori pud essere tra-
smesso per brevi tratti in ogni diresione, la sus maggior capacity di
diffusione & perd in senso basipeto. Tale stimolo pud trasmetborsi at-
traverso 1 vasi giovani (che sarebboro capaci di indurre solo gli ele-
menti a loro sottostanti) e attraverso le cellule giovani del parenchima
(trasmissione possibile in ogni senso).

Per la formazione del legro da ferite non & affatto necessaria la
prosenze di un meristema secondario, nd quella di altri elementi legnosi.
La sua produzione & da riferirsi a modificazioni di proprietd morfolo-
giche, fisiologiche o di semplice orientamento delle cellule. Esso ha
" massimo sviluppo in corrispondenze dei luoghi lesi, od, allontanandosi
ds tale zona,i tessuti che ne risultano assumono carattere serapre pil
normale. La sua formazione perdura fino a gquendo non siano riprese
nell’organo lo normali connessioni tra le cellule ¢ i regolari rapporti
tra i tessuti. _

Non tutto il legno che si ritrove in un determinato punto & for-
mato per lo stimolo differenziante proveniente dalle cellule vicine:
oltre a tale processo normale, ho potuto mettere in ovidenza la insi-
nuazione di nuovi vasi dai tessati superiori a quelli inferiori gid for-

mati.
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CONSIDERAZIONI
SU TALUNE DISPOSIZIONI ARCHITETTONICIIE
E STRUTTURALI DEI VASI DELLO STOMACO )

VINCENZO LEONE

Svamariva. — Breviter de stomachi vasis agens, apud hominem nonnullague
animalia mammata, Auctor demonstrat peculiares artificiosas sorum dispositiones
in variis eius partis tunicis, ot describit quomodo in vascula abeant parvuii ganglii
mienterici plexus in gastrico districtu, et parietum venarum structuratn, quoe
mucosae sanguinem colligunt, qui parietes notabiles habent coartationes,

Nol corso di un vecente studio da me eseguito, nell'Istituto Ana-
tomico di Palermo sotto la direzione del prof. Luna, sulla vascolariz-
zazione dello stomaco ho potuto constatare che, sebbene moltissimo
sin stato scritto sui vasi dello stomaco, pure alcune particolari dispo-
sizioni archittetoniche o strutturali sin ora non sono state messe in suf-
ficlente rilievo o sono del tutto ignorate. Poichs le attuali contingenze
rendono diffieile la pubblicazione del lavoro in emtenso, mi sono deciso
ad anticipare in questa Nota quei dati che mi sembrano degni di es-
sere conosciuti e posti in debita luce.

Ho condotto il mio studio su preparati in sesione ¢ per delami-
nazione di porzioni di stomaci wmani e di stomaci di cani e di ot ;
in essi avevo praticata l’iniezioﬁé intravasale di blu di Prussia SOSPESO
in gelatina o la doppia iniezione. Inoltre, su stomaci in toto, anch’essi
iniettati o induriti in aleole, ho potuto seguire softo il mieroscopio

(*) Nota presentata dall’Aceademico Pontificic Umberto Pierantoni il 10 no-
vembre 1945, '

10 Acta, vol. X,



112 PONTIFICIA ACADEMIA SCIEBNTIARVM

binoculare il decorso dei singoli vasi, sino alle pift fini ramificazioni,
disseccando accuratamente le varie tuniche dell’organo che il vaso an-
dava aitraversando.

Per quanto riguards la tunica sierosa ho potuto notare che il
piano architettonico dei suoi vasi & fondamentalmente simile a gueilo
delle altre sierose. La distribuzione di essi su due piani, uno superfi--
ciale costituito da scarsi ed esili vasellini, ed uno profondo formato
da vasi piti robusti e pih numerosi, mi sembra, d’altra parte, pogsa con-
fortare Vopinione di guegli Autori che nella tunica peritoneale distin-
guono due strati: uno pih interno, connettivale, detto sottosieroso, ed
uno superficiale costituito dall’epitelio della ‘sierosa e dal suo coriom,
che rappresenta lo strato sieroso propriamente detto.

Dol vasi dells tunica muscolare mi sembra degna d’essere messa
in rilievo la loro ricchezza e la molteplicitd delie fonti da cul essi
originano. La muscolare dello stomaco riceve infatti sangue principal-
mente dalla Tete intermuscolare, posta nel connettivo che unisce lo strato
longitudinale a quello circolare; ma & irrorata anche dalle collaterali che
ad essa lascia il tronco primario nell’attraversarla per recarsi alla sotto-
‘mucosa. In particolare, allo strato longitudinale arrivanc inoltre ramo-
scelli che originano dalla rete sottosierosa e allo strato circolare le
collaterali dei rami che, con decorso ricorrente, dalla rete sottomucosa
vanno a formare la rete intermuscolare. Tale ricchezza di vasi e la
provenienza de si diversi sistemi counsente i pifi ampi vicariamenti,
assicurando il massimo di nutrizione alla tunica che compie un note-
vole lavoro durante la digestione. Non & da escludere pertanto che
le vie secondarie si rendano pervie solo nei momenti in cui la richiesta
di sangue & maggiore. -

Degno di rilievo mi sembra anche il fatto che i tronchi primari,
i quali come & mnoto attraversano la muscolare per raggiungere la
sottomucosa, decorrono sempre obliquamente rispetto alle fibrocellule
muscolari. 0id era stato notato anche da Dyorue (1921), il quale po-
neve un parellelo tra U'obliquitd dei rami primari nel loro decorso
nella muscolare dello stomaco e quella della porzioue intramurale del
coledoco nel duodeno e degli ureteri nella vescice. A me sembra che
siffatte disposizione debbe ritenersi come la pih adatte & rispondere
alle esigenze di resistenza meccanica di fronte alle. contrazione delle
fibre muscolari le guali, durante D'attivits dell’organo in questione, ten-
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derebbero a restringere e ad occludere i vasi e, 1'ispettiva.menté, gli
shocchi del coledoco e degli ureteri. '

- Nel connettivo che unisce i due strati dells muscolare, Id dove
si trovano i ganglietti del plesso mienterico e decorrono i tronchi
dell’innervazione estrinseca dello stomaco, mi fu dato notare una ca-
ratteristica formazione vascolare che non mi 1‘1su1ta sia stata descritta
gin'ora da nessun Autore.

Nelle vicinanze di un ganglio o di un tronco nervoso decorrono
uno o pih sobtili rami arteriosi, che provengono dalla rete intermu-
scolare ‘e sono in generale accompagnati da venuzze satelliti. Dal ra-
moscello arterioso si staccano diretfamente numerosi capillari che cir-
condano la forma.zion'qnervosa, penetrandovi nellinterno se si* tratte
di un ganglio (in alecuni casi si coglie I'immagine di una rete o « pa-
_niere » vascolare che avvolge il ganglietto alla superficie), avvolgen-
dolo soltanto a manicotto se si tratta di un tronco nervoso. I vasellini
che penetran'o nel ganglietti hanno decorso caratteristicamente ondu-
lato; spesso si anastomizzano tra loro formando una rete c&pllla,re a
maglie strette.

Deve essere rilevato che gueste formazioni vasali derivano diret-
tamente dalla rete intermuscolare, vale a dire che quei delicatissimi
ed importanti organi nervosi hanno una irrorazione in rapporto con
quella della tunica muscolare e tuttavia indipendente da quella dei
gingoli strati.

La tunica sottomucoss dal punto di vista vascolare assume un
significato particolare che non ha dal punto di vista funzionale, non
partecipando direttamente alla digestione. Tssa infatti deve essere
considerate come la centrale di distribuzione dei vasi, perehd, come &
noto da lungo tempo, dalla rete sottomucosa prendono origine i rami
per la mucosa e quelli per la muscolare. Si deve inoltre rilevare che
nella sottomucosa si trovanc due tipi di vasi:

1° vasi principali, provenienti direttamente dai tronchi del cir-
colo perigastrico, quali ramificazioni dei grossi tronchi primari, che for-
mano la refe principale sottomucosa; essa aa, origine ai ricordati vasi
per le altre due tuniche;

2° vasi propri, destinati alla nutrizione del connettivo sottomu-
coso e delle guaine dei grossi tronchi della rete principale, e che per-
tanto si esauriscono nella tunica stessa.



‘114 PORTIFICIA ACADEMIA SOIENTIARVM

TUn altro particolare ho potute notare nells, sottomucosa: la pre-
gonza in questo strato, ed in questo soltanto - infatti non ne ho in-
contrato nelle altre tuniche dell'organo —, di anastomost arterovenose.
Tsse sono inserite tra i vasi della rete propria, sicchd mi sembra si
possa ritonere che oostituiscano un mezzo di abbreviazione del decorso
dol sangue o di riduzione dell’afflusso sanguigno al tessuto proprio
della tunica sottomucosa che ha scarsa attivith funzionale, & tutto van-
taggio degli strati pil attivi ¢ che lLanno quindi maggiori esigenze
nutritive.

Riguardo ai vasi della mucosa lo studio accurato di questa tunica
mi ha permesso di rilevare aleuni particolari nuovi, Le arteriole cho
originano dalle rete sottomucosa, dopo avere attraversata la muscolarts
mucosae - a oui laseiano sottili collaterali — si piegano al di sopra di
queste e, anastomizzandosi frequentemente tra di loro, formano una
rote ohe si stende nel corion della mucosa, quasi a contatto della mu-
scolaris (rete arteriosa sottoghiandolare). Tali vasi hanno calibro relati-
vamonte cospicuo, e notevoll sono pure i tratti anastomotici che i
uniscono concorrendo & formare lo maglie dolla detta rete sottoghian-
dolare. Non mi pare giustificato quindi, in base ai miei roperti, par-
lare di «sottili anastomosi» come si trova in tutéi 1 lavori in cui sono
doscritti questi vasi della mucosa.

Dalls rete sottoghiandolare si staccano brevi ramoscelll precapil-
lari, diretti verso i corpi delle ghiandole gastriche; tali ramoscelli,
prima di raggiungere i fondi ghiandolari, si ripiegano ¢ si anastomiz-
zano fra loro, costituendo una elegante rete (rete secondaria precapil-
lore) stesa anch’essa nel corion della mucosa, sl di sopra della rete
venosa sottoghiandolare. Dalla rete precapillare alla loro volta trag-
gono origine i eapillari che avvolgono & rete i corpi delle ghiandole
gastriche, sino al colletto.

Non mi risulta che sin ora altri Autori abbiano fatto cenno alla
rote precapillare da me descritta; cid forse per il fatto che nei prepa-
rabi in sezione essa non pud vedersi data la sottigliesza di questi vasi
¢ perchd non si ha una visione panoramica dello strato connetiivalo

in cui essa & collocate, mentre nei preparati per delaminazione viene
facilmente mescherate dalla fittissima vete capillare perighiandolare.

To ho potuto osservarla bene in sezioni oblique, nelle quali quindi
erano oliminati i detti inconvenienti,
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La esistenza di gqueste due reti, secondaria precapillare e arteriosa
softoghiandolare, esclude quindi il carattere di terminalitd che si atbvi-
buiva alle arterie della mucosa gastrica,

Sul concetto della non terminalith anatomica tuttavia vi & oggi
accordo ed -& stato confermato anche ampmmente da recente (Towno,
1941 e 1944).

II sangue della rete capillare perighiandolare, raccolta dalle radici
venose, confluisce in grossi canall verticali o collettori, che presentano
un carattere assal spiceabto non sufficientemente rilovato fin ora: essl,
man mano che dalla superficio della mucosa ci si avvicing alla mu-
scolaris mucosae, presentano delle strozzature clie vanno sempre pilt
accentuandosi. Due se ne notano quasi costantemente nel colleftore
venoso prima che questo si iminetta nella refe situata nel corion sotto-
- ghlandolare (rete venosa sottoghiandolare). Anche la rete venosa s sua
volta & costituita da vasi momiliformi nei quali le strozzature sono -
molto evidenti, Questi vasi sono simili alle « drossel~venen » degli
Autori tedeschi.

Nell’intento di approfondire lo studio delle pareti dei caratteri-
sticl vasi che preseniano le descritte strozzature, ho colorato col me-
todo di MaLLORY-AzAN sezioni di stomaco di cane od ho potuto rile-
vare 1 scguenti particolari. I vasi sono come scavati nello spessore degli
interstizl connettivali interghiandolari; non si nota infatti un ispessi-
mento avventiziale del connettivo perivasale e la tunica muscolare &
costituita dalle fibrocellule; in prevalenza longitudinali, che provengono

dalla muscolaris mucosae ¢ sono comunemente descritte tra le fibve
del connettivo interghiandolare.

I fascotti muscolari, in sezioni longitudinali del vaso, appaiono
ondulati, si da determinare slargamenti o restringimenti nel canale
vagale, e sOno ispessiti nei punti pilr larghi di questo.

Sebbene sia difficile dare uns esatta interpretazione funzionale di
questo particolarc carattere dei vasi venosi della mucosa gastrica, pure
mi pare si possa pensare che la disposizione a fibre longitudinali dells,
componente muscolare della parete di questi vasi, col meccanismo di
~ma diminuzione dell’altezza di essi per contrazione delle fibrocellule
muscolari, favorisca lo scarico del sangue e consenta una pilt aftiva
circolazione nel territorio mucoso.
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SULL’ANDAMENTO DELLA TENSIONE IN UNA

CINGHIA DI TRASMISSIONE TENUTO CONTO

DELLA DIPENDENZA DEL COEFFICIENTE
D'ATTRITO DALLA VELOCITA )

E. PISTOLESI
Accademico Pondificio

SvMMARIVM. — Determinat Auctor qua lege mutetur tensio cinguli transmis-
sionis in arcu qui cirea trochleam versatur, rationem habens relationis inter cosf-
ficientom attxitus et velocitatom relativam {quas relatio lege, cuins specimen est
f=av", exprimitar), et deducens ea quac ex hniusmodi investigationibus conse-
quuntur,

Nella trattezione ordinaria del problema delle tensioni nelle cin-
ghic di trasmissione si suppone un coefficiente d’attrito f costante. In
realta Pesperienza dimostra che il coefficiente d’attrito f & funzione
crescente della velocitd relativa » fra la cinghia e la fascia della pu-
-leggia (salvo che in un brevissimo tratto nell’intorno di » =0) con
una legge che si pud in molti casi mettere per approssimazione nella
forma:

(1] f=av* (n <1

Consideriamo dapprima il caso della puleggia condotta,
_ Se indichiamo con T la tensione generica, con T, la tensione nel
‘ramo meno teso, che si avvolge sulla puleggia, con # la velocitd della

(*) Nota presentata 1'8 marzo 1946.

11 . Aeia, vol, X,
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ocith di scorrimento fra cinghia e puleggia nel
punto in cui la cinghia si avvolge sulla puleggia (velocitd di SCOITI-
mento iniziale) o si considera la cinghia come un solido eclastico, s1
ha nel punto generico dellaxco abbracciato dalla cinghla una velocitd

“di seorrimonto:

cinghia, con v, la vel

I
= RS

. T—T, n
f == ( E"‘—-S‘“‘"— W+ ”0)

Introducendo la tensions efficace

w+ v

e quindi:

TJ::T____.(I”_”Z
g

'

dove ¢ indica il peso per anith di lunghezza della cinghis, si ha poi

la nota equazione

il
d (P foae _fﬁﬁ—

e quindi:

Abolendo per semplicith 'apice, con che T indicherd d’ora innenzi
. , v N .
la tensione efficace, ¢ ponendo T, —ES -2 = T. si pud scrivere:
%

do == dr];._ e —= _____M.Ed__”‘_..w...__
v a:P T}_T u) =~ Ax(r— 1)
BS .
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e quindi:
[2] g PEE) e

dove il limite inferiore r, == —’I—‘Q & Punitd so v,==0, mentre & >1 se

2,>0, Se poniamo:

51 avra

1
p= [T —F )

La funzione I'(r) si pud calcolare in via grafica o numerica, Per
il caso particolare, desunto dalla fig. 7 del trattatello di W. Verisca:
Der Treibriemen, per il quale caso ¢ =08 eod n=023 (velocitd
espressa in metri), si ha per F(r) il diagramma riportato in fgura.
I1 valore di A si pud porre nella forma:

1“0 % L] 1
r=a(5) o

con
— 1
o [ ES o
T, u
pereid:
3] 0 = gt (B~ )]
a Tyu .
Bs

Nel caso in cui non vi sia scorrimento iniziale (v,==0) si ha pih
semplicemente :

o
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- e per T =T, {(tensione nel ramo pilt teso):

*(m)

) B

ES

Nel caso che Vangolo % ‘risultante dalls [5] gin maggiore dell'an-

golo 0 abbraceiato dal cingolo, interviene lo seorrimento iniziale ¥y,
- . T \

da cui dipende Ty; © poiché »f— b cosiente ed uguale a E’I‘i" p,, cal-
0 0

colato mediante la [8] col porre

T,

T:'ri'::.'ro-—-ﬂ
Ty

diviene una fungzione di 7,; funzione decrescente fino ad un minimo
g cul tende asintoticamente Der Ty tendente all'infinito, come rigulta
dall'andamento della funzione

(6] , r:(,“iF (10-,%) — F(«-)l

T

(vedasi figura per i casi M,IT‘— = 1,3; 1,6; 2). Si pud anzi caleolare il

0
valore asintotico della funzione (6], che si prosenta gotto la forma
0.0, o sl trova (applicando la rogola di De I'Hopital dopo avere
posto T & denominatore):

o T\ 1 T, \"
o me(3) koGl

‘Giova osservare che To diviene infinito per T, = 0, ossia per

' T, %
2 %="g§

. Ty y o .1 . . e
o poichd s ° dellordine di 100" < vede che lo slittamento int-

ziple possibile per T,>0 & uns piccola frazione della velocith gene-
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rale del cingolo, . L’abbassamento nel valore di 9, che essa pud
produrre si desume confrontando l'espressione al secondo membro

della [7] con F(—m&) Si ha;

T,
T
"Tf‘ 1,2 16 2
F(%—) 0,3450 06826  0,9498
1]

1 T, \"
_ﬂlm(ﬁa)g 0177 0887 0687

1

. i vede cosl che la ri&uzione nell’angolo @,, che & del 499/, per

—%: 1,2, si riduce al 83¢/, per —%“-‘_ =2, ciod effetto percentuale

0
di uno slittamento iniziale & tanto piti sentito quanto pil piccolo &
. T . " _—
il rapporto TITL’ vale & dire quanto pitt alte sono le tensiowi T, e T,

rispetto alla 1001'0 differenza Q, che & la forza periferica da trasmet-
tere (1), ' '

Ma v, pud superare il valore dato dalla [8]. In tal caso T; diviene
negativa e lintegrale [2] non pud calcolarsi. Occorre allora porre

T = —T,=HES —%"- —T, e v= m%l»,m Segue ancora la [3} in cui pe-
raltro f

dt
F(T):]‘Wj_);— .

(*) 8i pud mettere la Q in evidenza scrivendo la [5] sotto In forma:

()

) T T
{1} - fy = . 7 :
| 85
e 1a [8] sotto la forma:
() Q
(11] B " ,F[To(i + -'T‘;)] - F(“o)& .

a(gs)
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Quando v, & molto grande, o quindi * molto piccolo, © si pud
trageurare di fronte allunitd e allora si ha semplicemente

U . 4

- "
av,

formula che & quella medesima che vale per cocfficiente d’attrito co-
stante ¢ uguale o quello che competo allo slittamento iniziale v, di
fronte al quale risulta trascurabile lo slittamento elastico. Natural-
mente v, non pud superarc . Tuttocid ha valore puramente toorico,
in quanto supporre che la legge [ = av” valga anche per valori molto
“olevati di v, montre essa vale essenzialmente per piccoli valori.

La [5] & molto istruttiva, in quanto mette in evidenza sia l'influsso
di T, (sumentando T, il denominatore della {B} aumenta, mentre il
T +—9—~; vedasi anche la for-
TO T()
mula [I] della nota alla procedente pagina), sia quello della velocitd
u del cingolo (aumentando % diminuisce ¢,), sia quello della rigidezza
o trazione ES della cinchia (aumentando la rigidezze aumenta l'an-
golo ¢, necessario alla trasmissione; per LS - oo il coefficiente d’atbrito
diventa quello che compete allo slittamento iniziale w,). Per quanto
rignarda Vinflusso della volocitd si ha dalla [B] la giustificazione pit

plangibile della note regola pratics che le cinghie veloci possono tra-

_ pumeratore diminuisce, perché

smottere con un medesimo angolo di avvolgimento forze periferiche
maggiori delle cinghie lente (%), cid che trova la sva ragione nel fatto
che la velocitd di scorrimento & proporzionale alla %, ¢ quindi un
gumento di questa porta ad un aumento del coefficiente di attrito. Al
quale proposito & peraltro da 0SseTVATC che tale influsso risulterd in
offetti meno sentito di quanto risulterebbe dalle formule, in quanto,
all'aumentare della veloeitd, diminuisce il tempo concesso alle defor-
mazioni o da cid, date la natura delle cinghie e il loro modo di de-
formarsi progressivamente nel fempo, deriva une diminuzione delle

deformazioni stesse, ossia un aumento virtuale del modulo elastico .

() Dato Ty, scelto in relazione alla resistenza del cingolo, & fermo restandoe
¢;, un aumento di % porta ad una diminvzione di T, e guindi ad un aumento
della forzo periferica Q. ' '
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Per la puleggia conduttrice si hanno naturalmente formule ana-

loghe:
' T, —T "
f=a 7 u + v;)

da oui, posto:

T, + ES 2L =T,
©
R
= i
n Tju n_ r.[.‘;u 7t
B““fﬁg)““(?@”mJ
FegUe :
1 J dr 1 i dr
q}'_—_mf’»“f v (1 — )" ‘d_ﬁmf el =y (r<D
Posto: ’

1
dr

0= S

T

sl ha quindi:

1
o= 3 o — ()]
con.
1 - e\ 1
WETUES o B—“(Es) X
T,
o quindi:
(9] e eI LICELICM
| “Qﬁg)

Tn assenze di scorrimento iniziale (v, = 0)
T
L U
()

{10] ?= T
o ()
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e per T'=

. o
0
(D(f)
11 N Shal 1V A
[ ] <P0 “ Tiu #
S
“ - ) * * -
E interessante notare che, contrariamente a quanto si verifica
nella trattezione ordinaria, non & ¢, == ¢,, ciot gli archi atéivi sulle

due pulegge, condotte e conduttrice, non sono uguali.
Cid si constata ponendo:

T, T, T “
Portanto il confronto va eﬂ'ettua,to fra T T, e @ T ) 2
i

Vedasi in figura l'andamento della funzione fl)(-ro), essendo qui

T
n:om—?—[j‘—“— (= WTQM in assonza di scorrimento iniziale), come pure
; g A T, Ty \* T,
Pandamento di @ [-=% ). { - in funzione di -=*-. Si vede dal con-
T, )\ T, T,

fronto con la I che 4 gsempre minore di @, e la differenza &
_[\ H (PO kS

tanto magglore quanto pilt elevato & il rapporto —T—‘.
0

Se ne deduce che uno slittamento iniziale si verifichera prima
sulla puleggia condotta che su quella conduttrice, se 'angolo abbrac-
ciato dal cingolo & uguale sulle due pulegga.

Occorre ora vedere leffetto di uno slittamento iniziale sulla pu
leggia conduttrice. A questo serve la [9). Occorre ciod investigare
Pandamento della funzione

[12) ”‘-’:”a ¢ (Ti “%“) — P (1)

1

1
Ti =
Tssa ¢ funzione decrescente al decrescere di , e tende a zero pel T,

In funzione di +,. Si veda in figura I'andamento della [11] per
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‘tendente a zero. 1 anzl facile vedere che por =, molto piccolo & (7))
’ 1

tende & — IlnT, e quindi Vespressione [12] a In —%‘L, %", e quindi
. 0

o LI T
Po == 4" To

come nel caso dolla puleggia condotta, valendo anche in guesto caso
Posservazione che il coefficiente d’attrito pud considerarsi costante e
uguale a quello che compete alia velocithy v, di fronte alla quale pud
sragourarsi la velocitd addizionale derivante dallo slittamento elastico.

Tanto per la puleggia condotta quanto per la puleggia condut-
irice lo slittamento iniziale pud assumere qualunque valore, da O al
massimo % (puleggia ferma nel caso della puleggia condotta, cinghila
forma mel caso della puleggia conduttrice). Se chiamiamo slittamento
globale quello che interviene quando la cinghia non pud trasmettere
la forza periferica richiesta, si pud dire che & ha slittamento globale
guando l'angolo 0 abbracoiato dal cingolo & inferiove al minimo di
o, o di g, che si ottiene dando a v, il suo massimo possibile valore
%. Quando invece la trasmissiono & possibile, sia pure con forte’ per-
dite di velocitd, ossia v, <, si ha slittamento iniziale. Peraltro, come
pid si & osservato, queste conclusioni hanno carattere puramente teo-
rico, giacché la legge di variazione di f con la velocita non pud essere
ostesa agli alti valori di guesta, talché In pratica si raggiunge presto
per [ un massino al quale compete pure la massima coppia trasmis-
gibile. Se la coppia da trasmettere & superiore a questa, interviene lo
slittamento globale.

A conclusione delle precedenti considerazioni, notiamo che non
sempre sara possibile porre la legge di dipendenza fra coefficiente
J'attrito o velocitdy di scorrimento sotto la forma [1}. Tuttavia i risul-
tati trovati conservano in ogni caso dal punto di vista qualitativo il
loro valore, il quale deriva dallessere il coefficiente d’attrito f eve-

scente con la velocith di scorrimento.
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SULL’ESISTENZA DI SOLUZIONI PER UN SI-
STEMA DI » EQUAZIONI IN n INCOGNITE (™,

G. BCORZA DRAGONI

BYMMARIVM. — Nova eaque simplicl ratione Auctor demonstrat solutiones
exstarve systomatis n aequationwmn, 7 incognita habentis; haec nova demonstrandi
ratio e topologico quodam thecremate deducta est, quod prascipue a Lebesgue
inventum est.

In questa Nota mi propongo di darve un’altra dimostrazione del
seguento
Trorema A): Se le funziond reali di variabili reali fi(@e, .., 2.), ...,
Jul@sy oy m,) sono continue nel cubo C:0xa,<1,...,0s 3, <1 ¢ se
- tnoltre fi(wyy . @,) & non positive sulla faccia di C contenuta nell'iper-
piano ;=0 e non negativa su quelle contenuta nell’iperpiano x, =1
(i=1,..,n), esiste almeno un punio di C in cui le fi(m,,..,x,) sono
simultaneamente nulle;

ciod: se sulle facecie di C sono soddisfatte le condizioni

fi(mi yerey Wiy O: Ly :‘"_' ’ -’22,;) =0 ?

[1]

]‘,-(.’L'“ g mi~1 ¥ 1. 3 -’.Uz‘.?.i Jreey :EN) 2’ O
(le f; ossendo continue in ), in € esiste almeno una soluzione del
sistema ' :

[2] fi(a:i': "':‘/En) =0, o ';z(wiy veey @) B 0.

{(*) Nota presentata dall’Accademico Pontificie 8. E. Francesco Severi il 21
fobbraic 1246,

12 Adete, vol. X,
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Iides che mi he condotto a costruire quests dimostrazione &
sempre quella che ha servito di guida gid a ZwisNer (1) ed a me (%)
per dare altre dimostrazioni del teorema A); o precisamente, eccola:
Miraxpa ha riconosciuto (*) che il teorema A) é equivalente a quellof"*
classico di Brouwer (*) sull’esistenza di punti uniti nelle trasforme-
zioni continue dell’elemento n-dimensionale in sue parti; epperd &
presumibile che quogli stessi mezzi che sono sufficienti per stabilire
quello di Brovwer debbano anche permettere di dare una giustifica-
zione diretta del teorema A).

fd infatti, nel primo dei suoi lavori citati, Zwirner dimostra la
proposizione in discorso, riconducendola ad un teorema di Pornoami-
Bomnu ed a pfoprietz‘m classiche della caratteristica o indice di Krowmcxer
di un sistema di funzioni, mezzi questi sufficienti anche per dimostrare
il teorema di BROUWER.

Nel mio lavoro citato per primo io do una dimostrazione del teo-
rema A) ancora pill rapida e snella, ricorrendo agli stessi merzi,

Nel secondo dei miel lavori citati, ne dd un’altra, nel caso dei
polinomi (%), avvalendomi appunto di quello stesso lemma, di cui si.
servono Braxmorr e Kurnosa(®) per dimostrare il teorema di Brou-

*) G. Zwirnpr, Sulle radici dei sistemi di equazioni non tineari [« Rond.
dol Seminaric Matematico della Universith di Padovas, vol. XV, in corso di stampa].

" Nel caso n ==2, ZWIRNER aveva implicitamente dimostrato il teorema in
discorso gid in Sw wn problema di valorl ai limiti per le equazioni differensiali
del quarto ordine [ibidem, vol. TX (1938}, pagg. 160-165], pagg. 162-104.

(%) G. Scorza Dracony, Un'osservazione sulle radict di un sistema di equa-
zioni mom lineari, [ibidem, vol. XV, in corso di stmmpal; G. Scorza DrAgONI,
A proposite di un feorema sui sistemi di equazioni algebriche [« Rend. della Acca-
domia Nazionale dei Lincei», in corso di stampal].

(3y C. MimanDa, Un'osservazione su un teorema di Brouwer {«Boll. dell'Unione
Matematien italiana», serie II, wol. IIT (1940-41), pagg. 5-7].

(") L. B. J. Brouwsr, Usher Abbildungen von Mannigfaltigheiien, [« Mathe-
matische Annalen », vol. 71 (1912), pagg. 97-116], pag. 115.

(5} Neal qual ceso il teorema A) & stato giustificato anche da L. BrUsoTTL
in Dimostrazione di un lemma algebrico utile in quistioni ’analisi [« Aunali della
R. Scuola Novinale Superiore di Pisa», serie II, vol. XI (1942), pagg. 211-216]. Vo-
ramente BrUSOT®I suppone soddisfatte lo [1] nel senso forte. Ma questa ipobesi
& elimine facilmente in un secondo fempo, in conformitd di quanto ha osser-
vato MizANDA nella Nota citata in (7).

() G.D. Birkgorr e O.D. KpLroae, Invariant points in function space {« Tran-
sactions of the Amorican Mathematicol Socistys, vol 23 (1922), pagg. 96-115],
nn 1 e 2. '
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wER (7), per trasformazioni che st possano rappresentare mediante po-
linomi, alle quali essi riconducono poi il-caso generale previo l'uso del
teorema classico ¢l WEIERSTRASS sull’a,pplossumazwne delle funzioni
continue (3).

Orbene, in questa Nota mi propongo di giustificare il teorema A)
ricorrendo & quegli stessi mezzi di cui si sono serviti Kwasrer, XKu-
rATOWSKI e Mazunkierwrcz (*) por dare del teorema di BrouwEr una
dimostrazione, die sehr kurz und insofern besonders elementar ist, als
sie keine spezielle Kentnisse aus der 1heorien voraussetet, in welche dieser
Satz gehsrt (%),

La dimostrazione attuale si basa su di un teorema che formulerd
nel modo seguente, seguendo SPErNER (*'), a cui se ne deve una dimo-
strazione molto semplice (*2):

Siano: 3 il simplesso a n dimensioni che ha come vertici Vorigine
U, ed ¢ punti unita Uy, ..., U, degli assi coordinati; o, la faccia a n 1
dimensiont di 3 opposta ad Uy, per j=0,1,...,n; Ty, Ty, .., T, porzioni
chiuse di 3, tali che sia Py 30 +... 410, =3, 0, U, =1, Iy.0,=0,

(") Per altre dimostrazioni dello stesso teorema, oltre a quella che ricorderd
nolla successiva nota (%), si veda: J, W, ALEXANDER, On fransformations with in-
variant points [iidem,; pagg. 89-05), pag. 94; G. Frier, Fimpunkisiize filr spe-
ziclle n ~ dimensionale Mannigfultigiceiten [« Mathematische Anmalen », vol. 98
(1927}, pagg. 360-898], pag. 569.

(%) Naturalmente — e la cosa peraltro & statn gid rilevata in modo esplicite
da 8. CiNQuInI in Problemi di valori al contforno per equaziont differenziali ordi-
narie |« Rend. del Seminario Matematico e Fisico di Milano», vol. XIV {19403,
pagg. 167-170}, nota () a pid dells pagg. 168 e 169 ~ anche per il tecrema A)
si presenta una circostanza analoga: basta ciod dimostrarle per i polinomi perchd
lo si possp ritenere acquisito anche per le funzioni continue §primsa supponendo
le {1] soddisfatte nel senso forte, e poi tenendo conto dell’osservazione di Mi-
RANDA ricordata nella nota (5)}. :

() B.XnAsTER, C Kurarowssl, S. MAZURKIEWI0Z, fin Beweis des Fiopunict-
satzes fibr n~ dimensionale Simplexe {«Fundamenta Mathematicas», vol, 16 (1929),
pagg. 182-187).

(%) Gfl.ALEXANDROFF e Hoer, Topologie, I [Springer, Bexlino (1985}), pag. 874,

(*Y) B.Sprounmr, Usber die fupunlctfreien Abbildungen der Ebene {« Abhandiun-
gen aus dem Mathematischen Seminar der Hamburgischen Universitit, vol, 10
(1984), pagg. 1-47), § 1.,

(%) Ii, SvurNnR, Neuer Beweis filr die Invarianz der Dimensionszahl und des
Gebictes {ibidem, vol. 6 (1928), pagg. 2656-276], §6 2 & 3.
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.pea' Je= O, i,...,n. Allora esiste.almeno un punto (di 3) che appartiene
a tuttt gli insiemi Ty, ¥y, o0, P (9, &
‘speditamente, dard prima al teorema di SPER-

Per procedere pil :
NER ung forma gid interessante di per s& e pitt adatta allo scopo a
cui tendo, deducendone il seguente corollario:

Se By, .., sono n porzioni chiuse del cubo C:0=sa; <1 (=1,
ey 1), tali che @ punti della faccia s; di C contenuta nell’iperpianc ;=0
stano futfi esterni ad I;, mentre invece siano interni ad IS, rispetto «
C (), tutti i punti di quella, 8;, contenuta nell’iperpiano x; =1 (i =1,
oy M), esiste un punto interno a C che appartiene sia alla frontiera di
Ky, ¢he a quella di By, ..., che a quelle di T,

La dimostrazione di questo corollario & data nel n.1 di questa Nota.
Nel n. 2 segue la deduzione, ormai facile, del teorema A).

Me innanzi tutto desidero porre in rilievo che il corollario del
feorema di SremNer non & da considerarsi come nuovo. Mi spiego.

11 teorema di SeERNER si1 presta (**) a dimostrare molto semplice-
mente il cosl detto Plastersatz di Lmenseur (%), che pud essere for-
mulato come segue:

- Sia G un insieme limitato (dello S,, reale euclideo), dotato di punti in-
terni, ed ogni punto di G appartenga ad uno degli insiemi chiusi M, ..., M,
{p infero positivo). Se ¢ dinmetri di questi ultimi sono abbastanza piccoli
(il numero finito p supera n ed) almeno un punto di G appartiens ad
n 4+ 1 degli insiemi M,, ..., M,.

1l Lenesque ne abbozza una dimostrazione in una Nota pubblicata
nei Mathematische Annalen (*7); ¢ ritorna sulla sua dimostrazione, cor-
reggendola e completandola, in nna Memoria comparsa nei Fundamenta

(¥ Nel loro lavoro citato, Knasrer, KURATOWSKI ¢ MarUrkinwioz sostitui-
seona le Uy 4 Uy 4o oo F Dy =X, I5-Uy== Uy, I'yeoy==0 con la seguente ipotesi meno
restritbiva: la faccia »— dimensionale (r==0,1,...,n) di £ di vertici Uy, Uy,. ..., Uy
& contenula, per ogni scelta di Jy, 7y, o) doy 0 U - Ty 4 00 F T

(*) Un punto R di B; & interno ad I rispetto a C, se appartengono ad I,
totti i punti di C sufficientomento prossimi ad R,

(*8}y Cfr. loe. cil. (*%), §1.

(*¢) Cfr. loc. cit, {49), cap. IX, §2, n. 2; §3, n. 1; nppendice.

{(*') H. Lenusqur, Swr la non-applicabilité de dewx domeaines appartenand
respectivement & des espaces & n ef n+ p dimensions [« Mathematische Annalen s,
vol. 70 (1911), pagg. 166-168]. '



AQTA 181

Mathematicae (*%). Orbene, come ho. gid. avato occasione di dire al-
trove ('), nella sostanza 1 ragionaméﬁ'#_i di:Lisrsqur forniscono anche
una dimostrazione del teorema A). E o co‘nsjgl_,e%azioni di LERESGUE
conducono in sostanza proprio al lemma che qui stabilisco nel n. 1.

Un lemms analogo & datvo anche da Broowsr (*%). Ma i ragiona-
menti di Luspsevr e BRouwER non sono cost semplici come quelli con
eni SPERNER he stabilito i} suc teorema.

Non intendo qui approfondirve questi punti, mi baste aver rilevato
che la prima dimostrazione del teorems A), nella direzione seguita in
questa Note, risale in sostanza a Brovwmr-Lusrsque. Anzi, s questo
proposito, non sard inopportuno rammentare ancora uns volta (*!) che
la prima dimostrazione del teoremsa A) & stata data implicitamente
da BrRouwer nel § 1 della sua Nota: Beweis der Invarianz der Dimen-
stonenzahl (%),

I. DimogtrazioN: DEL LEMMA. — Riprendiamo le ipotesi fatte e le
notazioni introdotte nel coroliario del teorema di Srerwer,

E sin E, Vinvolucro chiuso dellinsieme del punti di C che non
appartengano a nessuno degli insiemi E,, ..., E,.

Por le ipotesi fatte, I'origine U, & interna ad E,, rispetto a C;
meéntre i punti unitd U, =(1,0,..,0), .., U, =(0,...,0,1) sono ordina-
tamente ‘interni ad Ky, .., E,, sempre rispetto a C. I punti di 8, +
4 «. 4 8,, e quindi in particolare U, ..., U,, sono esterni ad E,.

Consideriamo ora il simplesso ¥, che ha ecome vertici U, U,
w3 Uy, © definiamo una trasformazione biunivoca e bicontinua T di
¢ in ¥ nel modo seguente.

(*) L. Leprsque, Sur les correspondances enire le points de deux espaces
[« Fundementa Mathematicae =, vol. 2 (1921), pagg. 256-285], an. 8-8,

(*%) G. Bcorza DracoNt, A proposito di alcuni feoremi sulle equazioni diffe-
renziali ordinarie [« Rend. del Seminario Matematico della Universitd di Padovas,
in corso di stampa], nota (39).

(*" L. L. J, Brouwer, Ueber den natirlichen Dimensionsbegriff [« Journal
flir die reine und angewandte Mathematik », vol. 142 (1913), pagg. 146-152; per
una Berichtigung, se ne veda il vol. 153 (1924), pag. 268), page. 160-152.

{2ty Ofr. loc. eit. (W), nota (37), o loc. cit. (2).

(*) «Mnathematische Annalen », vol. 70 (1911), pagg, 161-165.
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Accanto a C consideriamo, ilccubo D o)< 1, .., @] <1 ed ac
canto & 3 Yinvolucro conve, (_93) A dei punti U,,.., U, e dei loro
simmetrici r1spet{-,0 &ll’ongme U Diciamo .P il punto corrente del
contorno di D; @ il punto in cui il segmento U,P 1ncont1a 1a fron-
tiera di A. '

La trasformazione ¢ di D in A definita da,lle condizioni di mutare
' linearmente il segmento U,P nel segmento U,Q, lasciando fermo U,
& biunivoca e continua.

Ebbene, la T sard appunto la trasformazione di C in 3 subordi-
nata da t. .

I punti U,,U,, ..., U, sono uniti nella T.

Inoltre, se Ty, Ty, ..., T, sono rispettivamente lo immagini di L,
E,,.., E,, dalle proprietd di E, e di T segue che I, & chiuso, con-
tiene U, ¢ non contiene nessun punto della faccia o, di 3 opposta ad
Uy, per j=0,1,..;»

Quindi, pel teorema di SpErNER, I'y-Iy.....T, non & vuota, e se
H' & un punto di questa intersezione, la sua immagine H nella T &

un punto comune ad Ey, Ey, ..., E,.
Attesa la definizione di T, il punto H in quanto punto di E,- E,.. K,
& punto frontiera per E, ..., per E,; mentre & esterno ad 8, +...48,,
data la (S 3 ...48,). B, = 0. D'altra parte & anche E{ 8 =0, per
i=1,..,n; epperd H b esterno anche ad & +... 38, ‘
" Ed il lemma & completamente dimostrato.

OssErvaziont 1. — Se si tien conto dell’estenzione che Knasrew,
‘Kunarowski o Mazvrkrewicz hanno dato per il teorema di SpERNER,
non dovrebbe essere difficile sostituire nel lemma precedente le ipo-
tesi fatte su E;, S; ed & con delle condizioni meno resirittive. Il che
dovrebbe permettere di dimostrare il teorema A), senza supporre dap-
prima lo [1] soddisfatte nel senso forte, come invece faremo nel nu-
mero successivo. )

Osservaziont I - Il lemma dimostrato dice, in sostanza, che,
dati in C n continui K, ..,K, in tal guwisa che K, separi (in C) le

{2y Cfr. {oc, cif. (%), pag. 602,
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due faccie opposte S, ed s, esiste un punto di C comune a tufti i con-
tinui K, .., K,.

2. DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA. — Come si & gia detto, e come &
evidente, basta dimostrare il teorema A) nelVipotesi ulteriore che lo
[1] siano soddisfatte nel senso forte (**).

Sotto questa condizione suppletiva, sia E;(i=1,...,n) linvoluero
chiuso dell'insieme dei punti’ di C che possono essere congiunti col
punto unifd dell’asse @, mediante una curva di Jompax sulla quale f,
si mantenga sempre positiva. '

Dalle [1], soddisfatte nel senso forte, o dalla continuitd delle f;
segue subito che gl'insiemi E, soddisfaimo alle ipotesi del lemma di-
mostrato nel numero precedents.

Indi esiste un punto H interno a C o comune a tutte le fron-
tiere di Ey, ..., H,. '

Ma nei punti della frontiera di E,, interni a C, la f; & manifesta-
mente identica a zero. Quindi il sistema [2] & soddisfatto in IL

Osgservazione I ~ Naturalmente, i1 lemma dimostrato nel n. 1 si
presta anche a dare una dimostrazione immediata del feorema di
Brouwer, ‘anche se formulato come alla pag. 480 della Topologie di
Arexavororr ¢ Horr citata. Ma la dimostrazione cosl ottenute non
differisce concettualmente da quella di Kwasrer, Kurarowsxr e Ma-
ZURKIEWICZ o ancor meno da quella data da Miraxpa a partire dal
teorema A). '

OssenvazionE Il —~ Dal teorema A) si pud dedurve il lemma di-
mostrato nel n. 1, Infatti si riprendano le ipotesi o le convenzioni di
quell’enunciato e si ponga B/ = C — E,; o si dica e, 'intersezions delle
frontiere di E, ed E/. I tre insiemi S;, s, ed ¢ sono chiusi ¢ privi a
due & due di punti comuni (per ogni valore di ¢ prescelto fra i nu-
meri 1,2, ..., 2. Eppero, se P = (@,,...,2,) & il punto corrente di C o
se p(P,8), p(P,s,) e p(P,e) sono lo distanze di P da 8, s, ed ¢ rispet-

{#y Ofr. Minanpa, loc. cit, (%),
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tivamente, le somme p(P,8) + p(P,¢;), o(P,s) + p(P,e;) non sono mai
nulle in C, Si ponga ora

. P(P) 3‘)
“p(Pye) + (P59

) 4 3 ’
Pl 5 oviy Xyp) w0 , 80 P & in Ffiz’--

—P(Paei) y s ’
@y ey i,) = ge P &in K/ .
L CTRR (D, e + o (P8 !

La funzione ¢.{w,,...,®,) & allora coutinua in C (*); vale zero in
¢; ed in e soltanto; vale 1 in 8, e — 1 in s;. Pel teorema A) esiste
quindi un punto (interno a C) in cui lo ¢(@,...,a,) sono simultanea-
mente nulle. Questo punto appartiene percid all'intersezione di ey, ...,
e,, clod alla frontiers di X, .., alla frontiera di ,. Donde il lemma,

Le considerazioni del n. 1 si prestano ad essere invertite. Quindi
sono equivalenti anche il teorema A) ¢ quello di SreErvzg.

(*) Cfr., p. es., ALpxanprOFr o Horr, loe, cif., (%), cap. I, §6, n. 11,
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SULLE SUPERFICIE
ILLUMINATE UNIFORMEMENTE
DA UN'ONDA CILINDRICA
GIULIAND TORALDO DI FRANCIA
BYMMARIVM, — Auclor asquationem differentialem partialem cuiusvis super-

“fielet, quae ab unda luminifera eylindrica acqualem ubigue luminis guantitatem
- aceipit, integrat,

1. - Risale alla fine del sceolo decimottavo il problema delle super-
ficie egualmente illuminate da una sorgente puntiforme, ovvero da
un’onda luminosa sferica.

Lia questione & ormai completamente risolta sia per via geome-
trica (1), sia per via analitica (). La presente nota ha per scopo la
trattazione del problema analogo per un’onda cilindrica.

Nel enso deli’onda sferica i raggl luminosi formano una gtella col
centro suila sorgente e l'illaminamento in un punto della superficie &
proporzionale al coseno dell’angolo formato dal raggio con la normale
alla superficie e inversamente proporzionale al quadrato deila distanza
del punto dalla sorgente. Poichd questo iiluminamento & costante, ne
viene che l'area di una porzione gualsiasi della superficie & propor-
zionale all’angolo solido sotto cui essa & vista dalla sorgente.

") Nota prosentate dall’Accademico Pontificio 8. I, ¥rancesco Severi il
14 aprile 1946,

(V) L. Brawemy, Leziond di geometria differenziale, Pisa, 1903, IT, pag. 269,

(*) G. Bansons, Sulle superficie ugualmente luminate da una sorgenie lu-
minose, «Act. Pont, Ac. Scient,», IX, pag. 127. Si vedano in questa nota gli
interessantl ragguagli storici,

13 Aetre, vol. X,
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Invece nel caso dell’onds cilindrica i raggi sono rappresentati da
tutte le normali all’asse dell’onda e l'illuminamento & proporzionale
al coseno dell’angolo formato dal raggio con la normale alla superficie
¢ inversamonte proporzionale alla prima potenze della distanza dal-
Fasse. Le superficie d’illuminamento costante sono pertanto caratte-
rizzate dalla proprietd che l'arvea di una zona (ciod di una regione
compresa fra due piani perpendicolari all’asse dell’onda) & proporzio-
nele all’altezza della zona; ¢ in una stessa zona l'area compresa fra
doe piani uscenti dall’asse & proporzionale al diedro da essi formato.
Questa proprieté :é posseduta manifestamente dai cilindri circolari
coagsialli con 'onda e dalle sfere aventi il centro sull’asse.

Il problems mnon sembra solubile con le eloganti considerazioni
geometriche che valgono nel caso dell’onda sferica. Lo affronteremo
quindi per via analitica, seguendo il metodo tracciato da G. Sansonu ().

2. ~ Riferiamoci da prime ad un sisbema di assi cartesiani orto-
gonali dei quall 2z coincida con asse dell’onda cilindrica. ’

Sia == 2(w,y) Pequazione della superficie. Ta distanza del punto
(0,0,2) dellasse dal piano tangente alla superficie in {m,y,2) &:

o2 } oz
(’B USRI "ll — —
2w ¥ 'c-)y

1VN‘(D,2.. T __(_O_;z_ 7

Pertanto I'ilinminamento sard proporzionaie a

Dato poi che, trovata una superficie soddisfacente al problema,
se ne ottengono infinite altre per mezzo di omotetie rispetto all'owi-

{*} G. Sansone, loc. cit,
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gine, potremo porre semplicemente la eondizions

?sz 1Dz_[
%52 T V7% yj

CoV T

Questa & l'eguazione differenziale delle nostre superficie.

Passando alle coordinale cilindriche cen la trasformazione
e==pCosp § == g 8in g

Vequazione per 2= z(p,¢) diviene

Si tratte dunque di un’equazione del primo ordine non lineare.

8. - Dalla [1] risulta ovidentemente cho p (essenzialmente posi-
tiva) deve mantenersi sempre 1. Pertanto ‘il primo termine sard
sempre positivo ed esisterd un A =2A(p,¢) tale che

oz e

[2] 9'6" o= '.:_;;.::.7.:— (‘O‘:]l A )

l/l 3,1 == p sinh A
{ —— o

¢

La condizione d'integrabilitd di questo sistema ci di Pesquazione
differenziale per »

o 1)} .
[4] -—-1313-}—1-}—- ~--)l- —pcosh) --=sink 2

Vi—g 9% 2

1l sistema differenziale ordinario associato con questa cqnazione
lineare &

V1ot do — 1 I

RV UUNVERIRURVRRN ¢ A, O e d Iy
—P sinh 2 socoshh ginh %
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La eguaglianza fra il secondo e terzo membro fornisce

,ff?‘. o fa,rilg?hl , ovvero d(logpsinhd)==0
da cut

[6] p sinh X =¢,

con ¢, costante arbifraria.
Considerando poi l'eguaglianze fra il primo e il secondo membro
della [b] e tenendo conto della [6}, si ha

V1—p* 1
LA A
¢y “¥ Ve? o dP
per eui
ve [ dp‘ =
¥ i/ 1 — o Ve®+p® :

essendo ¢, una costante arbitraria,
Con la trasformazione p==cos® si ha

(\.10(0'30

!/1 +('1 \/ s e ")‘1112 6

Chiamando allora F(0,%) l'integrale ellittico di prima specie

PO,k = [ d8 h<1)
o Jo VT=TFsin®t

si pud serivere
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‘Allora lintegrale generale dell’equazione [4] ha la forma
(8] flery ) =0

essendo / una funzione arbitraria dei suoi argomenti o rappresentando
¢, & ¢; non pit delle costanti, ma i primi membri delia {6} ¢ della [7]
rispsttivamente, ‘

Infine, una volta fissata la f o ricavata % dalla [8] in funzione
di p & 9, le [2] forniscono.per z

oy ¢ e 2
{91 Z=p [ sinh (g, ¢) + [ T cosh A(p, ;) dp
J o J o V'I‘—P
con @, e py costanti arbitrarie.
E guesta l'equazione di nna superficie avente la proprietd ri-
chiesta, ' ' '

4, - Vediamo come si determina la f quando si prescrive che la
superficie passi per la curva z = @(¢), tracciata sul cilindro p==p,
con g, ocostante. Conviene allora scegliere la costante d’integrazione
¢, eguale a p,. Cosl ponendo p =, nella [9], si ottiene

Pi /‘(Psinh My, @) dg == d(g)
< Po
e derivando rispetto a g
[-l-of £t Sinh R(Pi N (P) == (l)' ((P)

Si ricave in questo modo la funzione di ¢ A(p;, ). Sostituendola
nella {6] o nella [7] e ponendo in esse p=yp,, si ottiene per ogni
valore di ¢ un valore di ¢; e un valore di ¢,. Cid equivale a cono-
scere ¢; in funzione di ¢,, ciod & conoscere la funzione f della [8].
11 problemsa & cosi risolte. In particolare le cose sono molto sem-
pliei se p; ==1, perchd in tal caso la (7] d& ¢,==¢ e dalla [6] e
dalla [10] si ricave ¢, == 9'(0). Risulta allora ¢, = ®’(c;) e questa
rappresenta la relazione [8].
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Clon un analogo ragionamento si potrebbe trovare la f quando si
agsogni il passaggio’ della superficie per una data curva del piano

LA £

B. — Interessante & il easo particolare in cui la f non dipende da
¢, ed & quindi e, == costante. Ora dalla [6} si ha

o
cosh A = 1+ 99

, Sostituendo questa e la [6] nella [9] e prendendo, senza perdere
in generalitd, g, ==0, po==1 si otfiene

C Ly SE
Vc‘ + 9 do

Iz eran

Z==0,0 +

che, ponendo g == cos § pud scriversi

AYD 008 @

- P ) ‘l .‘
(11 = — Ve fo\/l"“'""i'ffgs-sm“@ dy

Allora, se chiamiano T(8,%) Vintegrale ellittico di seconda specie

0 e
E (0, ) == [-1/1 iy Sy Y (k<1)
J0
# ha in definitiva
— 1
z=c,¢— V1+¢* B{arccose, Ve

" I& questa lequazione: della superficie in termini finiti. Ponendo
p = costante ci si convince subito che la superficie & generate da infinite
eliche cilindriche col passo costante 2wc,. Ponendo inveco z == costante,
si vede che le sezioni della superficie con 1 piani perpendicolar: al--
l'asse sono tutte eguali e ruotate Uuna rispetto all’altra attorno all’asse,
Si tratta di una superficie elicoide (*).

() L. Braxony, op, cif., I, pag. 285,
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Per ¢, == 0 poi la [11] fornisce
pm e VIR
ciod oquazione di una sfera col cenlro sull’asse. Sapevamo di dover
trovare anche questa superficie.

6. - Avendo posio isizialmente &= z(p,¢), abbiamo escluso dalla
ricerca le evontuali superficio cilindriche con le genoratrici parallele
allasse 2. Bisogna quindi esaminare a parte questo caso, ponendo che
la. semione normale del cilindro abbia Vequazione p= p(g).

Si sa che langolo formato dal raggio vettore con la normale alla
superficie ha per tangente p'/p; pertanto il suo coseno sard

Dividendo per p si ottiene una quantitd proporzionale all’illumi-
namento, che porremo eguale a 1. Abbiamo cosi

1
Vv ™

Questa equazione differenziale ammette in primo luogo il semplice

=1

integrale p=1, cioé un cilindro circolare coassiale con l'onda lumi-
nosa. Si tratte di un integrale singolare. Inoltre si ha lintegrale:

p == #in (¢ +¢)

con ¢ costante arbitraria, che rapprosents dei cilindri eircolari, aventi
una generatrico coineidente con l'asse dell’onda ().

Nel terminare & mio gradito dovere ringraziare il Chiar.mo Prof.
(. Sansone per I'interessamento o questo lavoro e per gli utili consigli,

(4 I curiosa la proprietd di queate ritime superficie che, qualora si pensino
rifloitenti specularmente, vengono illuminate uniformemente anche dai ragpi che
hanno subito 1, 2, ..., # riflessioni, La cosa pud dimostrarsi facilmente con con-
siderazioni geomsetriche,
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SULLE ONDE DI RAYLEIGH IN UN MEZZO
ELASTICO, FIRMO-VISCOSO INDEFINITO ¢

(Con due figure)

PIETRO CALOI

SvMmMARIVM, ~ Cum Auctor investigaverit quid efficiat firmo-viscositas in
undarum Rayleigh propagationem per aliqguam solidam substantiam, demonstrat,
inter alia, interiorem atbritum vim suam exserere in verticalem motus compo-
nentem, quam valde veducit, pracsertimn si periodus adeo pavva sit ut velatic
inter verticalem et horizontelem componentes ad unitatis ordinem pertineat.
ITaec conclusic magis cum observatis congruil, guam doetrina Railegh-Lamb,
quae respicit ad propagationem per substantiam omuino eclasticam. Animadver-
tendum est undas Rayleigh in substantia omnino elasticn constanti velocitato
propagari; in substantiis antem firmo-clasticis mutata periode velocitas quoque
mutatur, itn 16, ex velocitate quae nulla esseb 8i periodus nulla esse possel, mox
tendat ad eam velocitatem quae propria est enbstantiarum elasticarum, si poriodus
augeatur (guogue magis elasticitas vineit firmitatem eo magis velocitas crescit).

Com’s noto, una delle maggiori difficolta che si oppongono alla iden-
tificazione delle onde superficiali costituenti la cosl detta fase prineipale
di un sismogramma (generalmente indicata con M) con le onde superfi-
ciali studiate da RavreieH, & costituita dalla sensibile disparita fra i ve-
lort osservati per il rapporto della componente verticale a quella orizzon-
tale ¢ quelli calcolati con la teoria di Ravreren. Qust’ultima [17] prevede
un valore costante per detto rapporto, mentre 'osservazione fornisce va-
lori vartabili entro larghi limiti. I valori osservati generalmente risultano
inoltre, e in modo sensibile, inferiori a quello richiesto dalla teoria, che &
dell’ordine di 1,47 (fatto unguale a 0,25 il coefficiente di Poissox).

(") Note. presentata dall’Accademico Poutificio S, K. Francesco Vercelli il
15 giugno 1946,

14 Adela, vol. XK.
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‘Le modificazioni ed estensioni portate alla teoria di Ravirigu non
hanno risolte che in parte la questione, anche se hanno chiarvito altri
aspobti, in apparenze contrastanti, fra teoria ed osservazione. La va-
riahilitd dei valori del rapporto Z/H fra spostamenti in senso verticale e
in senso orizzoniale, & stata cosi giustificata anche in teoria, sc si con-
sidera il fenomeno in un mezzo stratificato, anziché in uno indefinito[2].

Le ricerche finora compiute sul¥’argomento si sono limitate a comn-
siderare un mezzo puramente elastico. I noto perd che la materia
costituente la Terra non & esclusivamente elastica: essa presenta, in
propbrzioni pitt 0 meno notevoli, altre caratieristiche, particolarmente
gensibile quella derivante dall’azione dell’attrito interno, nota sotto il
uome di firmo-viscositd [3].

Ml propongo qui di vedere a quali conolublom conduce lintrodu-
zione nolla classica teoria di Ravimign L pr opagazwne alla superficie
di un solido elastico indefinito, limitato da wuna superficie piana -— dei
termini richiesti dall’azione della firmo-viscosita.

1. - Considoeriamo il caso di un solido Armo-viscoso semi-infinito,
limitato dal piano 2=0 e giacente dal lato positivo di questo piano.

I fenomeno inferessi il solo piano verticale zz. Siano wu, w le
componenti dello spostamento in detto pilano. Sard, al solito,

ou  Qw ow  Ju
=T 0 o T o o

I ed n esprimendo rispettivamente la dilafs&zfone o l'angolo di distor-
siore nel plano di plOp&g&ZlOﬂO Siano %, u le costanti di Lams ed
indichiamo con X', p’ i coeffieionti dell’attmto interno di volume ed
equlvolumlnalc. Le componenti delle tensioni normale e tﬂ,ngenmale
agsumono le espressioni: :

du .., 29 PaLgTA
1277 e 5 -
Nos o 2p g4 Mgy + 20 550
) Qw 03 . %
— b D e e WL QT
[l]. | Ny=253+2p oF bR A7 + 2y 5755

. Qw U , 0 {ow Qu
T e el Bl s vl I
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L equazioni del moto in un mezzo isofropo elastico firmo-viscoso,
di densitd p, divengono allora (limitatamente al piano xz)

OPu D 2 90
P“ﬁg=]()\+2?.) Ao 211 55 (J + 1‘) ,
[2]
Dup ; . "2\
P'f)’zi'=skk+3y.)- (1 +2u) E 9 ({J-i (;5?>é} )

Queste equazioni sono soddisfatie da

_ 2% 2y o0 2§
=3z T Dz ¢

dove @ & funzione caratteristica per le onde longitudinali e ¢ per quelle
trasversall. Con questi valori di #, w lo {2] conduceno alle equazioni

. '5t§ -
[3) f i

% e ;
2)(1:_.—’7\ (' 30) +7\ + 2 gtgﬁz"’ ,

dove A, & Poperatore di LAPLACE.
In case di moto armonico semplice, essendo ¢ il fattore tempo
(p, pulsazione), le [3] assumono la forma

. P o
R T T U Tl
+ &p
»’ b =
- £y ap o
P P
oppure, posto
14] }‘2 . sz . et = ,_‘,AA.E-PUE.M,,

v A 2p ok ip(M + 20 ‘ Tpkipy”

(4 + 2¥) b =0

5
) (8 + ) p =0 .

4" Adcte, vol. X.
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In forza delle [b], le [1] si possono scrivere

’ 2 D2
Ny s (1 +ip p.')‘-— Ty — 2%;; + zzm--‘i—f

e 0z

B . 0P oy
\ - ) i 2 " L) S

(63 M= rip) 0 r e v el

m * J Dz(b ¢ Dz]lr ey
lg = (PA -+ Z})}L)igowoz - 2'5—{:62— —'—k | 2

Date quoste premesse, possiamo senz’altro scguire, con le oppor-
tune modifiche, la teoria sviluppats da Lamn sulla propagazione di
oscillazioni alla superficie di un solido eclastico [4]. Poniamo, a meno
del solito fattore tempo,

P = A oz, pike , ¢ == BBz, gite

dove A, 13 sono costanti i cul valori vengono deferminati mediante
le [6), in base alle condizioni stabilite per le tensioni sul contorno.
Ad ogni soluzione di particolari problemi, legati a determinati valori
assegnati alle tensioni, possiamo sovrapporre un sistema di onde li-
bere superficiali, aventi lunghezza d’onda determinata dall'imposto
periodo 2x/p. Sono queste le onde studiate da Raviemes. Seguendo
un procedimento analogo a quello stabilito da Laws, arrivismo alla
seguente espressione dell’equazione di RAyLEIGH:

2 2 k1 2 3
7 188 s (o —16®VE 61 _EVE Lo,
- i fe?

T TR

Questa equazione, di terzo grado in £%/k* ammetic certamente wia
radice reale fra 1 e oo, essendo (limitatamente alla parte reale) &* > h*;
Lie cosi detie onde di Raynerad corrispondono a soluzioni reali dellaf7],
comprese fra 1 e oo,

Studiando il caso di forze concentrate verticali e orizzontali ap-
plicate alla superficie, LaMs perviene a determinare, in forma esplicita,
le espressioni spettanti alle corrispondenti onde di Ravisicn. A noi
interesse qui limitarci alla considerazione del rapporto delle ampiezze
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degli spostamenti verticali o orizzontali, relativi a queste onde, Tl rap-
porto in questione & del tipo

K+ K

a4+

K, K' riguardando gli spostamenti verticali dei due diversi tipi di
gollecitazione; H, H' quelli orizzontali. 1

. Ez 3
H (Zﬁ“ . 1)
- | £

Tt RN E REVE ]

—— e hz Elz - ! h% Elti t ; .

Vi-f (8- )
Le k2 - )
i RENERE 0 RNEAY T
sjj.m <6m4p)? + 6(1 *7?2')&4(
2

dove "?1% & la soluzione dells [7] corrispondente alle onde di Ravrmrom.

]

2. - Prima di passare alle applicazioni, vediamo che espressione
assume la velocitd delle onde di RavirieH in nn mezzo elastico firmo-
viseoso, Analogamente alle [4], poniamo

;=2 .

e ?

¢ & la velocith di propagazione delle onde di Ravreran, Ricordando
Iespressione di %* e limitandoei alla parte reale si otfiene

- y/ v 1o, /w\E 1.8, pt/p\t 1.8.5 ASFATAY
{ ==\/ a0 U Py (LY Y Suly 2 (- I (. W VIS B
17 C—Ez\/\:J“?k 9(1*) "oa! 92(.%) Yo" (P) (P) ' !

Quando p'=0 si ha per ¢ l'espressione che la velocitd nssume

LAY
nella teoria Ravimien-L.ams. Poicha k”f~(ﬁ« & sempre minore dell-
. p
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nitd (escluso il caso T==0), Vespressione tra parentesi rappresents una
serie totalmente convergente. Pertanto, la velocitd, da un valore teori-
camente infinito (per T = 0), tende rapidamente, per periodi crescenti,
al valore che lo compete in un mezzo puremente elastico; tanto pilt
rapidamente, quanto maggiore & il valore del rapporto p/p’.

|/fix3.'5 B
ye Velocita
onde i Raylergh
0L .
I—in un mezzo elastico (u=0,6=0.25)
2e3—inmezzi firmo-elastics
(9: f%l"‘—‘-‘ 30;: 3 .‘/%/’,::20)
201
1ol e
‘8194 =
g 02 0.5 L2 . 2‘?.0 -

Sa, 1

Ta fig.1 — dove s prescinde dall’assorbimento del mezzo - di
I'andamento del fenomeno per i casi p/p'= 80, p/p'=20. Per l'uso
della [9] si osservi che

et (r_) R
A 2 ( - )
"+ =
Py
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Nei calcoli si & fatto il coefficiente s di Porssox uguale a 0,25,
[ allora, come & noto, % == .81 dimostra inoltre che [5)

' 2,
1-—-*‘—5-}}.

Consegue per il rapporto k*/A%, limitatamente alla parie reale,

B gy B P

[10) & CRE AT
HR

Il valore di %%/A* dipende quindi anche dal periodo, sia pure in
misura rapidamente decrescente al croscere di questo.

Furono assegnati al vapporto p/w’ 1 seguenti valori: 2,3, 7, 20, 30

I valori piti elevati sembrano esprimere in modo attendibile il rap-
porto w/p, relativamente agli strati superficiall della crosta terrestre [6].

I’unita tabella contiene i valori ottenuti per £*/k*, doterminati
risolvendo la [7], tenuto conto della [10] - assegnando al rapporto p/p
uno dei valori su riportati - ¢ facendo variare opportunamente il pe-
riodo T =2=/p. Le [8] consentono di ottenere i corrispondenti valori
K+ K

lel vapporto s
del rapporto R

3. - Dall’esame dei visultati (parzialmente diagrammati nella fig. 2),
81 possono trarre le seguenti conclusioni.

Per p tendente all'infinito (T-0), k*/Ah* tende al valore costante 1,3833.

vy

Tendono quindi a valori costanti le grandezze £,%/k* K+& indipen-
dentemente dal variare del rapporto p/p’. Per p tendente a zero (T-oo),
k*/h* tende a 3, valore che assume nell’'equazione clagsica di Ravreres,
propria di un mezzo isotropo indefinito, puramente elastico. Per valori
intermedi del periodo, V'azione della firmo-viscositd & tanto maggiore
quanto pilt pideolo & il periodo: massima per periodi prossimi ailo zero,
essa tende ad annullarsi per periodi tendenti ad awmentare oltre ogui
limite, giusto il contrario i quanto si verifica per Yazione della viscosita.
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La fivmo-viscosith determina una sensibile riduzione della eompo-
nente verticale del moto, riduzione che & tanto maggiore quanto pitt
piecoli sono il rapporto p/u’ ¢ il periodo proprio dell’'onda: per onde
_originanti con grossi periodi, l'azione della firmo-viscositd sul rapporto

Z
715 1
7,468
1.4
L3+ . 1 p= 0 (60,05
/ d2 Py = 30
/2 34*/%” = 20
4+ fyfy = 6.7
5—:—/&%,, w
,'7 6'"/-/ = Z
ol
7.052
1.0 , . . .
0 05 7 > 357

Frg. 2,

Valori dol rapporto Z/H in funsione dol poriodo por p/=0(1), pj =30(2),
=20 ), wip =T {), pr' =8 5) o pin=2(8), fatto 00,25,

delle ampiezzo & pressocché nulla e il mezzo si comporta come pura-
mente elastico (1),

L'azione dela firmo-viscositd pud quindi far variare il rapporto
delle ampiezze Z/H da un valore prossimo all'unitd a 1,47, valore che
la teoria Ravimien-Lamp assegna a quel rapporto per ¢==0,25.

(*} Por quanto riguarda i periodi, & hene tenor presente che essi sono rela-
tivi alle onde considerate nella loro origine. I3 noto infatsi che un’altra azicne
della firmo-viscosith & gquella di far anmentare, con la distanza, il periodo dal-
Ponda {7]: aumento che, per una larga gamma 4i valori del periodo, & sensibile.
To generale, quindi, i periodi osservati soso, in misura 1)11‘1 o meno apprezzabile,
pitt lunghi di quanto non siano all'origine.
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Come si & defto Yosservazione mostra tutta una serie di valori per
‘quel rapporbo. Gararziy, in una ventina di osservazioni, ottenne 0,90:
Mamza [8), come media di 80 valori, 0,91 e, in una serie di 418 os-
servazioni microsismiche, 0,83 ('), Lo stesso Mamvka, esaminando 280
gismogrammi, ottenne 534 valori singoll, cosi classificati: il 81%, com-
presi fra 0,91 o 1,00; e il 28%, fra 1,21 e 1,60; altri valori furono
compresi fra an minimo di 0,6 ¢ un wassimo di 2,0. Successive osser-
vagioni confermarono la grande warietd dei rismltati, con prevalenza
fra 0,9 o 1,2.

" Llazione della firmo-viscosith in wn mezzo elasbleo indefinito &
quindi sufficiente a render ragione del variare del rapporto Z/H, confor-
momente ai dati dell’osservazione; non basta perd o spiegare i valori di
detto rapporto sengibilmente inforiori ali'unitd, forniti dall’osservaszione.

In un prossimo lavoro mi propougo di vedere se il problema trove
completa soluzione considerando la propagazione in un mezzo elastico,
fiirmo-viscoso stratificato. l

(*) Relativamento ai microsismi, una precedento ricerca {9] avrebbe provato
il pieno accordo fra teoria di RavumiaH e osservazione. Tale risultato & pmo reeo
illusorio dn un’erronea impostaziene dei cu]coh
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AVANZI MORENICI PREWURMIANI
ALLO $SBOCCO DELLA VALLE DEL BRENTA
PRESSO BASSANO

(Con una figura)

GIORGIO DAL PIAZ

Accademice Pontifleio

SYMMARIVM, — Auctor ostendit religuias morenicas prewiirmianas ad os
vallis Modoaci Maioris fluminis Bassanum prope extare.

Il prof. Trmvisan (!) in un reecente ed interessante studio sul Gla-
cialismo dei Sette Comuni pessa in 1'ai)ida ragsegne anche la lettera-
ratura concernente lespansione glaciale della Valle del Brenta vera e
propria. Come egli osserva, oggidi geologi o geografi sono ormai d’ac-
cordo nel ritenere.che durante il periodo Witrmiano (periodo degli
anfiteatrl morenici deil vecchi autori) il ghiacciaio del Brenta non sia
mai arvivato alle pianura bassanese. Infatti, 'se noi prescindismo dal
conglomerato di Bresagge presso Solagne che il SACOO‘(Q)- gindica, un
avanzo di apparato morenico frontale, ma che a nostro avviso ha piut-
tosto lo caratteristiche di un. deposite fluvio-glaciale, o sulla cui na-
ture. od etd porsistono pers. ancora parerl discordi, in messun punto .

(") Nota presentata il 6 agosto 1946.

(*) Trovisan L., Il glacialismo quatemm‘zo nelt’Alfzpzmw ded Sette Comuni
( Vicenza). «Bollettino del Comitato Glaciologico Ttaliano », n.'19, Torino, 1939

(*) Sacco I, Anfiteatri morenici del Veneto % Annah deiiaR Aconrlemla di
Agricoltura », vol XLI, Torino, 1898, '

16 Aete, vol, X.
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dells, Bassa Valle del Brents vennerc fino ad ora segnalati-avanzi di
morene, rivestimenti morenici e tanto mepo apparati frontali che pos-
sano essere interpretati come sicure od indiscutibili testimonianze di
formazioni glaciali witrmiano, La vecchia ipotesi di un’espansione
glaciale del periodo degli anfiteatri raggiungente la planura quale &
rappresentata graficamente nella Carta geologics degli antichi ghiac-
ciai dell’Alta Ttalia dello Sroprant(!), venne ben presto abbandonata,
per ammettere invece che il ghiacciaio del Brenta, durante questa fose,
arrestasse la sua fronte entro Vangusta valle in posizione non molto
discosta da Solagna (*).

Le virie rappresentazioni grafiche date infatti dal Tarasmuiz, dal
PrNog,“da KLEBELSBERG, da Sacco ed infine da Truvisax, ne indicano
tutte la fronte in posizioni poco diverse fra loro, ma tutte contenute
entro la Valle dol Brenta.

Clome & ormai comunemente ammesso, contrariamente alle opinioni
del Frarrmng (%), del D Sreeant (¥), dello Scawinner (%) ed altri, il
ghiaceiaio del Brenta, durante il periodo wiirmiano, attraverso le de-
pressioni di Arsie e di Fonzaso, mandava invece un cospicuo ramo
verso oriente, il quale fondendosi con quello del Cismon, si univa poi
con la massa principale del ghiaceiaio del Piave contribuendo alla for-
mazione dell’anfiteatro morenico di Quero (%), (*).

Maggiori incertozze, dipendexiti dalle. scarsezza delle documen-
tazioni fino ad ora raccolte, esistono invece per la storia di questo
ghiaceiaio durante i periodi che precedono quello wiirmiano.

() SropraN1 A., L'Era Neozoice. F. Vallardi, Milano, 1880. Clarta geologicea
degli antichi ghiccciai dell’ Alta Halia nel periodo degli anfiteatri morenici.

(%) Penok A. e Brooxser K., Dic Alpen im Eiszeitaller. Leipzig, 1909, ta-
vola a pag. 960,

(3t Frarrist F., Sugli antichi ghiaceiai del Feltrino.” « Annuario della Sociotd
degli alpinisti Tridentini~, vol. X, Rovereto, 1884,
(%) Do Srorant C., I ghiaccicio del Brenta e gli altri ghiacciai dei Sette Co-

mund, «Bollettine del C. A, L.», vol, XLI, Torine, 1913.

%} Souwinnor R., Die oberfiilchengestaliung des Ustlichen Suganer (febietes.
« Ostalpine Formenstudien ». Abst. 8, H. 2, Berlin, 1928, ;

(%) Rosst A, Sulla Chiusa di Quero e ¥’ Bpoca glaciale del Piave ¢ del Brenta.
« Bollettino- della Societd Veneto-Trentina di Scionze Naturali», Padova, 1881

(") DAL Piaz G., Nofe sull'Epoca glaciale nel Belluncse. < Atti della Societd
Veneto-Trentina di Scienze Naturali», serie II, vol. II, Padova, 1845.
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Per Pattiguno altipiano dei Sefte Comuni dobbiamo ricerdare perd
che il Neanr (*) aveva gid segnalata la presenza di materiali morenici
appartenenti ad otd fra loro diverse, quando del tutto recenfemente il
Truvisay (*) ebbe la ventura di scoprire numerosi avanzi di morene
di tipo prewiirmisno seguite talvolta da alluvioni cementate fiuvio-gla-
ciali riferibili alla stessa fase. '

Per la Valle del Brenta, e le arec che vi fanno soguito, le nostre
cognizioni si limitano soltanto a vaghi e sporadici accenni del Ross1(*)
riguardanti 1 colli fra 8. Zenone e Romano, del Secco (*) e del Tara-
MeLu, pure per Romano, 11 piede meridionale del eolle del Grado e
le falde delle altre piccole colline mioceniche che lo _pl_*ecédono VOrso
oriente, sulla destra del Brenta, presso lo shocco della valle in pianura.

Ma mentre il Rossr & ineline a riferive 1 materiali da lui segna-
lati fra Romano e 8. Zenone al periodo della massima espansione gla-
ciale, anteriore al periodo degli anfiteatri morvenici, ed accetta le opi-
nioni del Taramerrr (*) che "limmane colata di ghiaccio del Brenta ana-
stomizzandosi al piano con quelia scendente dalla valle del Piave ar-
rivasse fino al mare, il- Secco non fa alenna distinzione né cronofogica
né di costituzione del vari depositi segnalati, ed associa 1 vari materiali
dell’alta ¢ media valle del Brenta, sicuramente wiirmiani, con quelli
indicati allo sbocco della valle presso Bassano, in un unico’ complesso
morenjco di etd non precisada.

In una successiva pubblicazione comparsa nel 1883 il Suceco (%), nel
capitolo in cui tratta degli avanzi morenici della Valle del Brenta,
ricorda nuovamente i materiali di Knego, di Incino, doi Martinotti, ece.,
ma non fa pid alecun cenno a quelli citati tre anni prima per la destra
della valle presso lo shocco del Brenta nella piannra, {ralasciando
inoltre qualsiasi indicazione grafica (nsata invece nello schizzo geolo-

(}) Nmart A., I anjfitéatro morenico dell’ Astico e I Epoca glaciale dei Sefte Co-
mund, « Atti del R Istituto Voneto di 5. T.. A.», sevie VI, tomo V, Veneszia, 1687,

(%) Trmvisaw L., Op. cit. #

(3) Ross1 A, Op. cit., pag. 7.

(") 8ncco A., Guida geologico wlpina di Bussano e dinforni. Stebilimento
Roberti, Bassano, 1880

® TAIMMLLLI T., Geologia delle provincie Venefe. « Atti della R Accademia
dei Lincei», serie III, vol. VIIT, Roma, 1881,

(*) Smoco A., Note geologiche sul Bassmzese Stabilimente S “Pozzato, Bas-
sano, 1883, C

‘1B Aete, vol. X,
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gico delia pubblicazione precedente) nella carting geologioca che accom-
pagna la nuova e pilt ampia deserizione del Bassanese. Col passare degli
anni, rivedendo le vecchie localitd, l'autore aveva evidentemente mo-
dificato lo sue convinzioni sul precedente viferimento a materiale mo-
venico dei vari depositi di Col di Grade o delle altre collme clreo-
stanti presso lo sbocco della Valle del Brenta.

Te osservazioni sia pure generiche ed occasionali esposte dal
Succo nella sua guida geologico-alpina di Bassano ¢ dintorni, successi-
vamente ripudiate in parte dall’autore stesso, furono a torto confutate
o contraddette dal Barmstra (1) e poi dallo stesso Bruoxner nel ca-
pitolo in cui parls della parte terminale del ghiacciaio del Brenta a
pag. 964 della celebre opers pubblicata col Prnex sullo Alpi durante
1Dpoca glaciale. Esse caddero percid completamente nell’oblio senza
che nel lungo lasso di tempo trascorso de quando furono esposte nel
1880, vi fosse aleuno che le riprendesse in esame sceverando l'erroneo
da quello che poteva costituire invece un prezioso indizio, un filo con-
duttore per ulteriori e pilt fortunate ricevche.

Venne confermata cosi l'opinione dominante che nessun avanzo
non solo di etd wiirmiana, ma neppure prewirmiana esistesse allo
shocco della Valle del Brenta quale residuo e testimonianza di un an-
tico apparato morenico {rontale.

Nel 1916 i} collega Fantan: in occasione degli seavi eseguiti per
lo fondazioni del ponte nuovo di Bassano, alla profonditd di circa
sotte motri dalla superficie del terreno, raccolse vari ciottoli di gra-
nito, di porfido, di seisti e di arenarie, tuttl in uno stato di profonda
altorazione. Tl materiale venne depositato nel Museo geologico dell’Uni-
vorsity, di Padova e non fu pifi possibile esaminare col necessario det-
taglio le sue originario condizioni di giacitura, giaccht lo scavo venne
immediatamente chiuso dalle operazioni di riempimento per la costru-
zione della spalla del ponte. Per quanto I esame dei vari ciottoll miavesse
fatto nascere il sospetto che si trattasse di materiale appartenente ad
- pn’sntica morena di fondo, la segnalazione attendeve sempre qualche
altro rinvenimento, che permettesse di chiarire meglio la cosa, allorchd
nello scorso maggio, il collega Barragra ebbe ad accennarmi alla pre-

*) Bacmerra A., Sullo sviluppo dell antico ghiacciaio di Brenfa. « Bollettino
annuale del, Club plpino bassanese», vol, 1, Bassano, 1893-94.
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senza, presso la chiesa della 8, Trinitd di Bassano sulla destra del Brenta,
di un terreno giallo-rossastro, nel quale sono contenuti dei ciottoli che
si sgretolano con grande facilitd,

Recatomi immediatamente sul sito non tardai a rendermi ragione
che eravamo davanti ad un effettivo deposito morenico antico (pre-
wiirmiano), il quale ammanta gran parte della collinetta che fa im-
mediatamente seguito, sul lato orientale, al ben noto colle del Grado
presso Angarano.

Peor poter esaminare meglio la struttura del terreno il prof. Saccn,
proprietario della collineita ricoperta dal deposito morenico, ebbe la
cortesia di permettere che sulla sommitd si aprisse una trincea abba-
sbanza profonda e poi sul versante orientale qualche altro piccolo e
saltuario saggio. Meco 1 rigultati tratti dagli scavi eseguiti e dall’esame
del terreno che si estende tutto all'ingiro della localitd.

Il materiale morenico della collinetta del prof. Saccur forma una
specie di grosso mantello che incappuccia il sottostante basamento roc-
cioso costituito da grossi strati di un’arenaris sabbiosa, giallastra ac-
compagnatl o banchi di puddinga calcarca. Lie stratificazioni sono
disposte verticalmente ed il loro orientamento & da nord-est a sud-ovest.
Trattasi delia ben nota formazione che fa passaggio dal Tortoniano al
Pontico a facies littoranca, nella quale, specialmente nell’attiguo colle
del Grado, non & infrequente rinvenire grossi esemplavi di Ostrea eras-
sissima, Ostrea gingensis, ecc.

Il deposito morenico, che ricopre il dorso della collina, si adatta
.come un mantello alle irregolaritd del softostante terreno in posto
ostendondosi con maggiore potenza sul lato di sud e di osf, mentre
lungo la base del lato di nord lascia scoperta la roccia dello moccolo
in posto.

Caratteristica costante di questo deposifie morenico prewiirmianc
e di quanti altri consimili io ebbi.occasione di esaminare, & la pre-
senza, sulla superficie del terreno, di numerosissimi ciottoli di quarszite,
generalmente piccoli, che tappezzano l'intera area del giacimento, il
quale, a prims impressione, si direbbe un glacimento ‘di terra rossa
cosparsa di ciottoletti di quarzite. Questi ciottoletti di quarzite, talvolta
ammassati dalle acque piovane in brevi allineamenti o piceoli accumuli
nelle depressioni del terreno, rappresentano l'ultimo residuo del pro-
cesso di alterazione che ha trasformato tutti i materiali rocciosi meno
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quelli di natura silices, i quali spiccano sulla superficie del terreno
con molta evidenza specialmente dopo il dilavamento della terra rossa
superficiale determinato dalle precipitazioni meteoriche.

Particolarmente interessante & riuscito l'esame delle pareti dello
scavo, dove i ciottoli di svariate dimensioni di granito, di porfidi, di
arenarie, di scisti cristallini e di quarziti si presentano comungue distri-
buiti, sonza traccia di stratificazione, accompagnati da sabbia guarzoss
¢ da terra rosso-giallastra. L'estrazione dalle pareti deilo scavo div
qualche ciottolo di granito o di poriido nella sus forma originaria
non riesce sempro facile, giacchd la pii piccola prossione b sufficiente
o disgregario ¢ a ridurlo in un materiale sabbioso argilleso. Un poco
meno-intensamente alterati, per quanto sempre profondamente attac-
cati, sono certi seisti cristallini, specialmente se di tipo arteritico.

Assai pitt fresche, ma non totalmente immuni da fenomeni di cor-
rosione, sono in fine, come si & detto, le guarziti, provenienti i gran
parte dal disfacimento delle filladi quarzifere. Del tutto mancantl sono
invece i ciottoli calcarei ¢ guelli dolomitici completamente spappo-
lati e distrutti per decalcifieazione, cid che pud dare ur'idea dell'intensita
dei processi di altexazione e dell’antichitd del fenomeno stesso. Lo stato
di alterazione & cosl intenso e generale che nell'operazione di scavo
'operaio addetto al lavoro esplorativo poteva affondare la vanga nel
terreno © sezionare l'intero deposito morenico, compresi i ciottoli
di granito, di porfido, ecc. come si trattasse di praticare un taglio
atiraverso wn banco di comune argilla. Solo mei casi in cul la vanga
non poteva continuare nel taglio per la resistenza opposta dal terreno
volova dire che ess aveva incontrato qualche grosso ciottolo di quarzite,
messo poi in luce da un ulteriore allargamento della trincea.

A breve distanza verso nord dal colle del prof. Sacour, sempre nei
prossi della chiesa dolla 8. Trinith, sorge un’altro colle, che nella tavo-
letta topografica al 25.000 di Bassano & indicato col nome del Colle del
i Boschetto, mentre gli abitanti del sito, e lo stesso Secco nella guida
geologico-alping di- Bassano ¢ dintorni, lo distinguono col nome di
Colle det Ma,ré.ngonsei._ Comungue, anche questa collina & in buona
parte ricoperta di materiali morenie profondamente alterati in terra
rossa. 11 plintohpiﬁ interessante per I'esame del colle del Boschetto
si trova sul‘lato di nord-est, dove'il taglio praticato per una via cam-
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pestre mette in piona evidenza la struttura del terreno, il quale risulta
costituito da una massa di terra rossa inglobante elementi di quarzite e
ciottoli d’altre rocee eruttive ¢ scistose profondamente alterati allo stesso
-modo di quanto si riscontra nell’attigua collinetta del prof. Saconr.

I materiali morenici provenienti da tutto queste localitd trovano
& loro volta perfetto riscontro per varieth petrografiche e per intensitd
di alterazione con quelli che vennero raceolti ‘in occasione dello scavo
eseguito per le fondazioni del nuovo ponte di Bassano. In tutti questi
casi sl constata l'assenza assoluta di caleari, la presenza di ciottoli
granitici, porfirici, scistosi ed arenacei tutti intensamente alterati o la
persistenza invece di cioftoli di quarzite assai pifi freschi, per quanto
leggermente intaccati lungo lo linee di fratturazione.

La scoperta dei depositi morenici antichi della colling del Bo-
schetto, di quella del prof. Saconr e del colle del Grado permette di
interpretare giustamente la natura dei materiali incontrati con lo seavo
delle fondazioni del nuovo ponte di Bassano, i quali non rappresentanc
che un brandello del deposito fluvio-glaciale del settore di fondo di
un unico apparato.

Ci conforta in quests interpretazione il fatto che anche nel recente
scavo eseguito subito a valle del ponte nuovo, lungo il fianco sinistro
dell’alveo del Brenta per il canale del Medoaco, condotto adduttore
alla centrale idroelettrica della Societd Adriatica, superato un certo
spessore di ghiaie sciolte, fresche, s'incontrd un deposito di terra rossa
con ciottoli granitici e porfirici cosl intensamente alterati da disgre-
garsi al piti piccolo urto. Allo stesso modo lungo la, scarpata flancheg-
giante sul lato orientale la strada che dalla passerella sul Brenta sale
lungo il flanco sinistro dell’alveo verso S.Vito, un chilometro cirea s
monte di Bassano, si pud osservare con molta evidenza come al di
sotbo dei banchi della conoide alluvionale wiirmiana di Rivoltella-
S. Vito, affiori un deposito di terra rossa con ciottoli di graniti, di
porfidi e di scisti, che, come di consueto, si presentano profondamente
- alterati. Tutti questi gincimenti che si susseguono regolarmente lungo
l'alveo del Brenta (scarpata dolla strada fra S.Vito ¢ la passerelln;
fondazioni del ponte nuovo e scavo del canale del Medoaco), si col-
legano in perfetta continuitd e fanno parte integrante del deposito
fluvio-morenico di fondo dell’apparato prewtirmiano del Brenta, il quale
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fa, passaggio ¢ si continua poi sulla destra nel deseritti depositi late-
rali delle colline del Boschetto e delle aitre localitd circostanti.

& naturale che dopo queste constatazioni si presentasse spontanes
1s dowmanda: e sul lato di sinistra dello sbocco della valle in pianura,
ciod sui colli che si elevano ad oriente dei torrazzi del Brenta esistono
documentazioni comproventi che i depositi morenici prewtirmiani di
destra e del fondo valle” hanno la loro prosecuzione anche su questo
lato? Anche qui le nostre cognizioni fino ad ora erano molto vaghe
e contraddittorie.

11 Smoco, nella sus pitl volte citate guida geologico-alpina di Bas-
sano e dintorni, parla dell’esistenza di un’anfiteatro morenico a ri-
dosso del versante nord delle colline mioceniche di Romano, costruito
dalla vedvetta che scendeva & Suo parerc lunge la prospiciente valle
di S. Telicita, profonda incisione torrentizia, del versante meridionale
del M. Grappa. Le opinioni del SEcco, per quanto erronee nella vi-
sione di un anfiteatro morenico e nella sua attribuzione all’opera di
un ghiaceiaio scendente lungo la valle di S. Felicite, ghiacciaio che
non & maj osistito, contenevano perd dei germi di veritd, che mon
vennero riconosciuti neppure dal Rossr (1) o poi combattuti nettamente
dal Banestra (?).

Il Rossr a pag. 7 della sua nota sulla Chiusa di Quero e I'Epoca
glaciale del Plave e del Brenta accenna tuttavia, come si & detto,
alla possibilitd che nella fase di massima espansione il ghincciaio del
Brenta potesse svilupparsi ad oriente di Bassano sui colli di Romano ¢
S. Zenone, d'onde, anastomizzandosi con le propaggini del ghiacciaio
del Piave, si sarebbe esteso fino al mare, come opinava il TARAMELLL
Lo prove citate dal Rosst a sostegno di una tale opinione consistono
nells, presenza di ciottoli o massi di porfide quarzifero ed arenarie
gulle falde e lungo il versante sotbontrionale dei colli di S. Zenone
e di Romano, mentre attribuisce sempre ad alterazioni del sottosuolo
lo ferre rosse pill o meno sabbiose presenti in molti punti della re-
- glone esaminata. La presenza di clottoli gneissiol o porfirici nelle colline

{*) Ross1 A., Contribugione alla geologia della provineia di Treviso. Note sul-
v Epoca glaciole. s Bollettine dolla Societd Veneto-Trentina di Scienze Naturali»,
Tomo 11, Padova, 1883.

(*) BaLmstra A., Op. cit.
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di Romano venne ricordats anche dal Sacco(*) nel suo studio sugli an-
fiteatri morenici del Vencto, ma purtroppo senza sleuna precisazione
topografica.

Comungue, nelle gite ch'io ebbi occasione di compiere nel terri-
torio che si stende sulla sinistra del Brenta, lungo il versante setten-
trionale della Crocotte a sud-est di Romano di sopra, potei constatare
la, presenza, a ridosso delle arcnarie mioceniche costitwenti il nucleo
del piccolo colle, di un abbondante deposito di terrs rossa inglobante
froquentissimi ciottoletti di quarzito e assai meno frequenti ciottoli di
roceo cristalline, in condizioni di alterazione cost profonda, da rendere
quanto mai difficile il loro riconoscimento petrografico.

Materiali del tutto simili, rispondenti pei loro earatteri strutturali
al depositi moreniei antichi della collina della Crocetta or ora eitati,
si trovano anche immediatamente a nord-ovest dell’abitato di Romano
di sopra. Qualche piceolo scavo, come si & praticato nella collina presso
la chiesa della 8. Trinita, potra mettere meglio in evidenza la costi-
tuzione interna di guesti depositi, che allaspetto esterno, causa Ia
profonda alterazione subita, presentano, come si & accennato, Paspetto di
un comune sedimento argilloso. Sulla loro origine non vi pud essere
perd dubbio, data anche la piena corrispondenza coi materiali consi-
mili segnalati sul lato di destra dello sbocco della valle in pianura.

Tenendo conto di tutti gli afioramenti cui abbiamo fatto menzione,
noi possiamo dire di trovarci davanti s numerose testimonianze del-
Pantico fenomeno glaciale della regione, testimonianze che sono fra
loro corrispondenti e legate di perfette unitd genetica. Esse, & guisa
di frammenti di un unico quadro, ci permettono di formarei un’ides
abbastanze precise della posizione e dell’entitd dell’apparato morenico
frontale prewiirmiano del Brenta, che successive azioni distruttive e
di alluvionamento hanno poi profondamente intaccato e quindi sepolto
sotto vaste conoidi ghiaiose.

Finora, trattando di questi depositi morenici antichi, abbiamo
parlato sempre di formazioni prewiirmiane, giacehd maggiori precisa-
zioni presentano inevitabili difficoltd ed incertezeo. I criteri differen-
ziall basati sui caratteri morfologici a linee dopresse e appiattite dei
depositi antichi rispetto quelli pitt recenti, o le deduzioni che si pos-

(") Bacco F., Op. cit., pag. 44.
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sono vicavare dal grado pilt o meno avanzato dell'alterazione degli
clementi costituenti un determinato deposito morenico, quando non ci
gi trovi davanti al caso eccezionalmente favorevole di nette sovrap-
posizioni di materiali o non si abbia a che fare con apparati moreniei
frontali bene conservati e tali da permettere Iindividuaszione delle varie
fasi di sviluppo. glaciale, hanno sempre un valore relativo. Tuttavia,
facondo un confronto coi vari tipi di depositi morenici del grandioso
apparato del Garda e con quelli da me rinvenutl a Curogna, a Cor-
quda e sul Montello allo sbocco della valle del Piave in pianura
alouni chilomefyi a sud dellanfiteatro morenico di Quero {*), appare
ovidente che i materiali dell’apparato prewirmianc passati in rassegne
nel territorio di Bassanmo, presentano, per quanto riguarda I'intensita
della degradazione subita, le maggiori e pill strette affinitd con quelli
che altrove vennero riferiti al periodo Mindeliano.

It ghiacciaio scendente lungo la valle del Brenta durante la fase
mindeliana avrobbe avuto quindi la sua fronte in corrispondenza a
Bassano, nelle immediate vicinanze dello sboceo della velle in pianura,
cid che, per analogia con quanto si riscontra mei rapporti di posizione
di altri depositi morenici e specialmente di quelli della vicina valle
dol Piave, viene ad avvalorare l'opiniome cspressa da vari studiosi,
che durante il periodo witrmiano il ghiacciaio del Brenta non usecisse
dalla valle, ma si arrestesse alquanto pilt a monte dell’attuale suo
shocco in pianura.

stituto di Goologia dell’University di Padova - Giugno 1946,

C () Dan Piaz G, L'Ela ded Montello. < Pontificin Academia Sclentiarum,
Commentationes », vol. VI, n. 8, Citth del Vaticano, 1942.
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SULLA DETERMINAZIONE DELLA VERTICALE
“DURANTE UNA EVOLUZIONE IN VOLO CIECO®).

PIETRO TEOFILATO

. SvMMarivM, — Ad determinandam verticalem in coeco volatn, pro gyroscopio,
qued instrumentum debile et magni est pretii, adhiberi potest perpendiculum,
dummode tempus observationis adeo sit breve, ut campue virium, quae propter
velivoli flexumr ¢ centro fugiunt, paene uniformis et magnitudine et directione
haberi possit,

1. GENERALITA SULL'ESPLORAZIONE PENDOLARE DELLA VERTICALE, —
La determinazione della verticale durante la virate in volo cieco si
ottiene notoriamente s mezzo del giroscopio. Senonché la delicatezza

- di questo dispositive induce a pensare all’adozione di altri strumenti
che, se pure meno precisi, consentano una maggiore semplicita di co-
struzione e minor costo, qualitd non trascurabili quando l'installazione

~ debba eseguirsi a bordo di velivoli ai quali non si 1'1ch1edan0 speciali
acrobazie. _

Ora il pendolo, che & sensibile alla gravitd e alle forze cemtri-
fughe, puod essere efficacemente adoperato come mezzo di esplorazione.
Effettivamente, se il periodo d’oscillazione-del pendolo & molto breve
rispetto al tempo T occorrente a compiere sia pure un“piccolo angolo
di virate, le forze centrifughe, le quali sono proporzionali alle distanze
~dei punti dall’asse, molto lontano, delle virata, si possono considerare
parallele e proporzionali alle massa, ed allora il pendolo, nell’accen-

 nato tempo v si pud pensare come Soggett.ii-ad un campo uniforme
risultante di due campi uniformi di direzione fssa, quello della gra-

Armellini i} 20 lu- .

*) Nota resentata dall’Acendemico Pontifici
Al :
glio 1946.

16 deta, vol. X,
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vith ¢ quello delle forze centrifughe; l'angolo di virata durante le
oscillazioni del pendolo viene cosl a essere considerato come uh para-
metro molto lentamente variabile. A rigore, invece, 'asse del pendolo
che oscilla dentro un velivolo il quale compia una viratea con velo-
cita angolare w o raggio R nel piano inclinato di « sull’orizzonte,
ha, nellipotesi di una velocitd costante, un’accelerazione verticale:
Ro?sena-cosw(f—t,) ed una orizzontale: Rw*[1—sen®a.cos®w (f—&,) |
e queste accelerazioni influiscono sul moto del pendolo anche durante
una sola oscillazione. Esse provengono dalla composizione della gra-
vith o delle forze centrifughe, quali forze di massa, e inoltre dalle
forze areodinamiche.

Orbene se ci si ferma alla approssimazione in cui & consentito
ammettere il parallelismo delle forze centrifughe, si mostrerd qui ap-
presso che basta servirsi di un contatore delle poche oscillazioni com-
piute dal pendolo a partire dall'istante in cul esso venga sbloccato
(istante che deve essere successivo a quello dell'ingresso in virata) fino
al momento in cui per lattrito il pendolo si ferma, per leggere imme-
diatamente la posizione della verticale.

2. Peypor1 pr MINIMO PERIODO, ~ Esaminiamo anzitutto la possibi-
lita di ottenere pendoli di piccolo periodo, quali si richiedono per
rimanere entro i limiti di approssimazione del perallelismo delle forze,
Sospendendo un pendolo per un asse situato alla distanza ! dal bari-

. . \ k)
ceniro, la lunghezza del pendolo semplice equivalente saré: Ti==1+ ——i’——_
dove %k, & il raggio d’inerzia baricentrico,

. . L k2 L

Ore il prodotto dei due termini Z, TO’ che formano L, & uguale

a &k e quindi & costante qualunque sia I, pertanto il minimo di T si

avra quando quel due termini saranno eguali, ciod quando:
E==k,2/l ossia I==Fk,, L=2k,.

Se il pendolo & costituito da un disco di raggio @, avremo allora:
k,=a:V2, L=al?2. In un certo senso questo minimo pud anche
rviguardarsi come un minimum minimorum; si consideri infatti una

Y
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piastrn omogenea e simmetrica rispetto all’origine; essa abbia eome
contorno una linea la cui equazione in coordinate polari sia espressa da:

a=a() V<b<m)
Il momento d’inerzie baricentrico I rispetto all’origine (baricentro)
sara:
n @(8)
I=2/ d%§ r dy
AL
e di questo si avrd il minimo per un’ares date A.:
n @ (0)
H=2/ 40 rdr
=2fd0 fordr
annullando la variazione:
ST4+AA) =0
eiod ponendo:

f:de () + 2a(®)]3a =0

Di qui risulta:

a*(8) + Ra(d) = 0

E quindi @ = costante. La piestre omogenea di momento iner-
ziale baricentrico minimo & dunque un disco circolare. 11 disco non &
che il caso particolare di un ecilindro: ed allora, a titolo di esempio,
si consideri un pendolo costituito de un corpo cilindrico lungo 50 mm.
“ed avente un diametro di 4 mm. e da un indice di forma rombica,
solidale col cilindro, situato nella sezione normale mediana del mede-
simo ed avente le diagonali rispettivamente di mm. 4 ¢ 30 e lo spessore
" di 0,2 mm. Il corpo cilindrico sia munito di due piceoli appendici a
coltello che permettono - al pendolo di oscillare intorno ad una rette
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parailels all’asse del dilindro, che & asse ‘baricentrico del pendolo, e
‘sitiiato da questultimo alla distanza di mm. 8,02. 11 periodo di una
oscillazione complete di va e vieni sard:

T == 11%3 secondi

e la frequenze sard di 6,65 oscillazioni complete al secondo. Ora una
virate molto rapida comporta normalmente un giro completo in 90 se-

condi con una velocitd angolare di virata o = T rad/sec.; percid un

pendolo che faceia 4 oscillazioni complete in un secondo, compira una
oscillaziono completa mentre il velivolo avrd ruotato appena di un
grado. I lecito dunque, in questo ordine di approssimazione conside-
rare Uangolo di virata come parametro lentamente variabile.

3. RETTE DI MAGGIOR PENDIO. —~ Si consideri un piano o, connesso
solidalmente col velivolo, e che nell’istante f, rigpetto ad un sistema
d’assi fissi col suolo, abbia l'equazione:

cax+ by 4-ez2 =10

dove a, b, ¢ siano i coseni direttori della normale =, al piano, per
modo che:

@Bt =1

8i considert une direzionc R di coseni X g v. Chiameremo retta
r di maggior pendio rispetto ad R, la proiezione di R sul piano o.
Il piano ¢, di equazione: ' '

ax + by +ez=0

passante per R e perpendicolare a ¢ avrd una normale @, i cul coseni
direttori saranno: '

_gic-——'-vb - avy — ie - A — ap.

oy == ) bl ey 3 Cy

A N N
sen Ran, sen R, . sen Ry




ACTA 191

I piani ¢ e o, si incontrerauuno secondo la retta s di maggior
pendio i cui coseni M NP sono proporzionali al minori della matrice:

a; b, e
a b e

- Ed allora, secondo che la direzione R coineiderd con quella della
gravitd oppure con quella delle forze centrifughe, si avrd sopra ¢ la
retta di maggior pendio rispetto alla gravitd, oppure rispetto alle forze
centrifughe. Beninteso che questa seconda direzione pud ritenersi fiss
solo per picecole variazioni dell'angolo di virate, ossia fin tanto che il
moto del pendolo possa considerarsi governato da due campi uniformi.
Denoteremo con R, la direzione della gravith ¢ con R quella delle
forze centrifughe; con 2, ed # le rispettive rette di maggior pendio.
Se V'asse z & parallelo ad R,, avremo X=0, p =0, v==1 e quindi:

M, — . ac¢ N be p a*+ b?
i= A 1~ -~ ' e
sen R, n, sen R, n, sen I, ny

Inolire il coseno dell’angolo @{?\u sard !

cos ;1\‘ == MM, + NN, + PP, = [(a®+ b%)v — hac — pbe] : Va + 5*

4, KQUAZIONE DEL MOTO DEL PENDOLO. ~ Si pensi adesso il piano o
solidale col velivolo ed in ecsso oscillante un pendolo. Sia ¢ Vangolo
che questo fo con la direzione 7y, di maggior pendior della gravitd e
sig @ = ?{1\'1 .

Durante il tempo nel quale & si pud considerare mobile con moto
- translatorio uniforme, ossia nel tempo di poche (e molto frequenti) oscil-
lazioni, Vequazione del moto sard:

4] T§ == —Mglsen R:.\na -gen ¢ +-MRw®l sen R/?\z(, - sen (¢ 4-0) ,
con ovvio significato dei simboli, e dove si sono trascurate le forze

destatc dall’accelerazione complementare @, per ragioni che apprezze-
remo ira poco.e, per il momento, si sono trascurati anche gli. attriti.
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Suppongasi la distanza p di un punto del pendolo dal suo asse
di sospensione minore di 20 mm., e la velocith angolare ¢ del pendolo

minore di ——é—:—l%m:Qrad/see. (quale risulterebbe se il pendolo fa-
cesse lo shalzo di »é—md in T di periodo, essendo, il periodo = —Isec).

Ne risulta una velocitd relativa massima v, == pp < 160" 2, e guindi
un’sccelerazione complementare massima:
20 -1

N I T

@< ¥ = 10605214

donde un rapporto:

2 £99.1075 .
g

Tanto basta per essere autorizzati a trascurare, come si & fatto
nella [1], Veffetto delle forze d’inerzia derivanti da a,.

6. PENDOLI OCCORRENT! IN UNA VIRATA OBLIQUA, — Vedremo nei
paragrafi seguenti come sia possibile determinare l'angolo ¢ che fissa
la posizione d’equilibrio relative del pendolo nel piano o solidale col
velivolo in riferimento alla retta #,, di maggior pendio. Annullando
nella [1] l'accelerazione §, si ha:

AN
Rw?®- sen Ra, - sen @

N g ’a)
g sen R, n, — R’ sen Bnr, < cos @

H

2] tan § =

equazione contenente le quattro incognite:
AN\ ™
[3] @, senRn,, senRn,, Ro?.

Si considerino adesso % piani, ¢¢’¢"... solidali col velivolo e for-
manti fascio, aventi ad esempio come asse del fascio l'asse alare del
velivolo od una parallela ad esso. Potremo scrivere altrettante equa-
zioni come la [2] nelle quali, & norma di quanto poi diremo, i rispet-
tivi angoli $§'§"... sono da ritenere conosciuti, Vi compariranno in
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totale 8% + 1 incognite ciod, anzitutto I'incognita Rw® e poi, per ogni
piano, le rigpettive incognite:

. g N
[ bis] sen Rn, , sen Ryn, , @
Naturalmente sono da ritenere dati gli angoli: .
r N 1 N
o =¢d , o =qq ,

per modo che, supposte per un momento note le sole incognite (3 bis]
relative al primo piano e, si possono facilmente calcolare le analoghe
quantity per o', o, ...

Per i k plani avremo dunque % equazioni come la [2], contenenti
le uniche quantitd incognite fondamontali [3], e pereid alla determi-
nazione di queste ultime occorreranno e basteranno 4 piani soltanto
(4 equazioni). Non oi indugeremo ad esplicitare @', ", ... sen Rng,-
sen Ratgr, ... sen R iy, sen Ry ng, ... mediante le [3] ¢ gli angoli o'e”..., né
a risolvere il sistems delle 4 equazioni relative alle [3] e passeremo
subito al caso di una virata orizzontale, che & il caso pili semplice e
pit frequente.

6. Vipara omrzzonraLm, Amrniro, ~ Il oircolo descritto dal bari-
centro G del velivolo & orizzontale, 'asse w di virata & verticale; 'as--
setto del velivolo & lateralmente inclinato rispetto all'orizzonte, ciod
I'asse alare HK fa col raggio OG, perpendicolare all’asse @, un an-
golo tale, che la risultante G-C delle forze centrifughe e il peso risul-
tante GP equilibrano la portanza G A,

Tl pendolo, situato nel pianc verticale HKP =g, solidale col veli-
volo, in assenza di attrito, prenderd la direzione opposta alla portanza
GtA, che & normale all’asse alare HK . Queste particolaritd riguardano
evidentemontoe la virata orizzontale corretta, perchd se ad esempio la
posizione di equilibrio relativo del pendolo non coincidesse con GB,
sarebbe segno di derspamento o di scivolamento d'ala.

Nella virate orizzontale la rette B, e la », coincidono con GP
la retta R e la # coincidono con GC, per cul ® =080 ¢ ¢ & l’angolo
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variabile del pendolo con la verticale GP. La [1] si semplifica cosi:
[4] I$ = —Mglseng + MRw?l.cos¢

Volendo pot tener conto dell’attrito si deve aggiungere un ter-
mine della forma:

{b] =y M (— 19* + g cos ¢ + R’ sen ¢)

dove va preso il segno meno, se il moto & diretto (§>0) oppure il
pify, se il moto & retrogrado (§ < 0) ¢ dove v & un coefficiente di dimen-

gione lineare.s dipendente dall’attrito, Trattandosi di pendoli di dimen-
sioni minuscole la sospensione da adottare deve essere a coltello o
cos). congegnata da non essere disturbata dalle pressioni esercitate sul
pendolo normalfmente al suo piano come fanno le forze generate dalle
acecelerazioni complementari,

Immaginiamo che il pendolo sia bloccabile in una posizione deter-
minats dal suo piano. Il velivolo entri in virata e si”voglia conoscere
la posizione della verticale. Compiuata la manovra necessaria all'ingresso
in virate, si sblocehi il pendolo; esso inizierd subito delle oscillazioni
che andranno smorzandosi in virth dell’attrito. Asswato 7 < Smm.,' come’
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ol §2, e $ < 2rad/soc.,, como al §4, risulta 1¢* < 8,2.10"%, mentre il
secondo termine della [B] oscilla fra == 9,8 ¢ mentre nel terzo term'ne
delle [6] medesima il fattore Ro® pud assumere un valore intorno a
circs 10 nell'ipotesi large di una velocitd periferica Ra = 150m/sec
ediw—'-_—n:ﬂméomé'hel§2. ‘ - '
I;’equn,zione {4], con lintroduzione del termine aggiuntivo [B] nel
quale venga trascurato il termine I$*, va allora modificatn cosi:

[6] * -Ic';i:::~——M(gl+va2)sencp-{-M(Rw"l——vg)cosql
(per il moto diretto)
oppure: A
{71 I$ = —~ M (gl —vRo®) sen ¢ + MRl 4-vg)cos g
(per il moto retrogrado)
7. DETERMINAZIONE Dr v, ~ S1 faccia oscillare il pendolo in un

piano verticale fisse con il suolo, abbandonandone il baricentro da
un angolo ¢, negativo, ben determinato. In luogo della [6] vigerd:

ipm—-%sencp;:—;—%oosq)

ossia:

+ nel moto diretto

= P_Sen (_(P =) —1uel moto retrogrado

avendo posto:

v

[8] %’:POQSG’ T%xgsena (e >0)

Ponendo ancora:

G =¢+0c, ® ==—psen®d, , nel moto diretto

B9 —a, ®y=--psend, , nel moto retrogrado,
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e partendo da:
gp=—7 con >0

gi inizia la prime fase di moto diretto e poi si passa alla seconda di
moto retrogrado, alla terza di diretto, e cosl via alternativamente.

1 fase: ¢iniz, ==—vy ; @, iniz.==-—7y + 0 ;
®, finale ==y — ¢ ; ¢ finale =y — 2¢

2% fage: ¢iniz. =y — 20 ; ®;iniz, ==y —30 ;
&, finale =8¢ — y ; ¢finale = 4o —y

e cosl via:
m™ fage: ¢iniz. == 5= [y — (Bm-~2)c] ; ¢ finale = = [y —2ma]

prendendo il segno in alto quando m & dispari e quello in basso
quando m & pari, Naturalmente la successione continue fino a che:

@, iniz. = — [y — (@m~-2)6] + ¢ <0, per m dispari
®, iniz, == + [y — (2m —2)¢] — ¢ >0, per m pari

ed il fermo si avra alla fine della. n, fase, soltanto se contempora

neaments si ha:
”’“‘“‘[T — (2n,—2)s}+5 <0 per linizio della n, fase

+ [y — 2n,0] —o <O per il non inizio della (n,+1) fase

(n, dispari);
donde:

2n, — jo <y < (n,+ 1) ;

e analogamente per n, pari. Sicchd, contendo, a partire da g,=—1,
le oscillazioni del pendolo fino a che si ferma, si trova:

¢ = ooy /(2ny)
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e conosciuto ¢ si pud ricavare v dalle (8], ciod:
v=1-tan ¢ = cotan [y/(2n,}] .
Fin qui. abbiamo supposto y > 0; un ragionamento analogo si

pud ripetere se y & gualsiasi.

. 8. DETERMINAZIONE DI A ==x ¢, — q,. In riferimento alle equazioni
[6] e [7] si ponga:

. RePle—vg _ Re®l4vg
W T VR S T R

[9]
02/ MP=(Ra*l—vg)*+(gl+vRw?)?; o2/ M?==(Rel+vg)t+(gl—vRw®)? |

Segue dalle [9] con semplici trasformazioni:

‘ vl 2v
10 ti _ [ A
[ ] a1 (62 ‘Ti) 22 I
dove & contiene termini in v, di grado terzo o maggiore. Dalla [10] si
ricave percid A =g, —aq,, essendo v ed I quantitd perfettamente note.

9. DETERMINAZIONE DI §. — L0 sblocco iniziale del pendolo si faccia
avvenire, come si & detto, a manovra gid compiuta, ossia mentre il
velivolo trovasi in virata; allora se lo sblocco trova il pendolo in posi-
zione ortogonale rispetto all’asse alare (eche & la posizione normale
tanto in volo rettilineo orizzontale, quanto in virata orizzontale cor-
retta), di qui esso non si spostera finché non riceve un impulso oppure
venga spostato in posizione prestabilita formante ad esempio I'angolo
— dy(4,>0) con la retta GB. Poniamoci in questo secondo caso; anzi
potremo organizzare il dispositivo in modo che la posizione normale
del pendolo prima dello sbloceo coincida sempre con la direzione che
" con GB forma Vangolo fisso — ¢§,. Le condizioni iniziali sono dunque:

¢ = — 4y, ¢=0,
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.(p essendo l'angolo che la GP forma col pendolo (GP verticale ¢ in-
sieme retta di maggior pendio). -
Valendoci delle [9], le {6] e [7] diverranno:

I == —p, sen (9 —o,) mel moto diretto

I% == — gy 8en (p—a;) nel moto retrogrado
le quali:

. ] . Pi
=9 diverranno P =— eend,
posto Sspotti 6 ‘

Q)g o g — oy rispetiivamente (.I.)s — FE]_:& con (1)2

nella 1* fase: ¢iniz. = — ¢, ; ®,iniz. = — 4, — 0y ;

@, finale == ) + o, ; ¢ finale = {, + 2q, .

nella 2* fase: ¢ iniz. ==, + 20, ; P, iniz, = by + 20, — 0 ;
®, finale == 6, — §, — 26, ; ¢ finale == 2a, — 8oy — ;.

nella m™ fase: ¢iniz, =ma, — (m—2)a, + ¢, ; ¢finale =
= m{s,—a,) -, , per m pari,

| g iniz, = (m~~1) (g, ~ 6,) ~~{, ; ¢finale =
= {m+1)o;—(m—1)s, + ¢, , per m dispari.

Naturalmente la successione continua fino a che:

O, iniz, = me, — (m - 1}a, + §, >0 per m pari

© @y iniz, = (m—1)s, — me, — §, <0 per m dispari

v

ed il fermo st avrd alla fine della n™ fase se contemporaneamente si ha:

"(n—1)o, —na, — §, <0 per inizio della n™ fase dispari

(n + 1o, —no, + $, <0 per il non inizio della (»+1)™* fase pari
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donde :

[11] » A — gy <oy <+ —

che vale tento per » dispari che per a pari. Dunque, noto ¢, una
volta per tutte, un confatore di oscillazioni fornird » e quindi dard-o,
s meno di A, Anzi il contatore, poiché A & noto, pud essere opportu-
namente tarato onde segni addirvitbura:

[12] g, == nd — ¢, — arc tan -~E- .

2

ciod segni appunto quell’angolo che differisce da ¢ == PGB =arctan
per meno di £A (je| < 1); o infatti dalle [9] e da ten® si deduce:

[13] tan (5, ~ PGB) tan (o, — §) = —-
e, siccome o, — o, = A, segue da {12] e [13]:
§ == (n+e)A -y, — arc tan (v/1)

CUonosciamo dunque mediante diretta letbura sul contatore l'an-
A
golo PGB e percid la posizione della verticale rispetto all’asse alave;
o con tanta maggiore approssimazione, quanto minove & v. Natural-
mente non dobbiamo varcare gli opportuni limiti di piccolezza per v,
altrimenti il numero delle oscillazionl occorrenti al fermo del pendolo
diventa cosi grande che, nella durata della segnalazione, le forze cen-
trifnghe non si possono considerare pit come parallele. Supponiamo
A, T
che v/l = tan 'Ql;{’ = g 8l eguale a ~0,023, e quindi sia A ==~ 2°37';
. L. 0, . L N
in una virata rapida compiuta alla velocitd angolare di 4°/sec, con
. : 1 .

una velocite di 360 Km. all’ora e con %:"6“’—2— si avrd o, + § == 42°,
ed un pendolo che compia 4 oscillazioni complete al secondo, permet-
terd di ottenere ¢, dopo 16 oscillazioni (n:=16) con approsmmazlone
s meno di una frazione di 2°87.
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10, Esami eNerGRrioo. ~ La formula [12] dice che a paritd di g,
col crescere dell'aitrito e quindi di v, diminuisce il numero n delle
oscillazioni che si verificano prima di ragginngere il fermo; e questo,
da] punto di vista energetico, ¢ evidente. Non altrettanto chisra a
. prime vista & la circostanza, che pur si rileva dalle [12], ¢ cioé che
aumentando ¢, mentre v rimane inalterato, cresce n. Si tratta di ve-
dere se effettivamente col crescere dell'angolo PGB cresce I'energia.
potenziale posseduta dal pendolo al momento che esso & abbandonato
dalla posizione che fa 'angolo — ¢, con GB.

Ore si rifletta che, se si pensa il pendolo soggetto ad un campo
uniforme del quale si posse far crescere l'infensitd, avverra che, a pa-
ritd di spostamento -— §, contato dalla posizione di equilibrio, col
crescere dell’intensitd crescers anche U'energia potenziale. Ora nel caso
che consideriamo il pendolo & soggetto a due campi uniformi (per
intensitd e direzione} quello della gravitda e quello delle forze centri-
fughe, tra loro ortogonali, i quali si cowpongono in un unico cempo
uniforme risultante la cui accelerazionc sara:

a == g(i+jtan o)
dove i e j sono due versori, il primo verticale, il secondo orizzontale;

o dove o, & la posizione di equilibrio del pendolo, riferita alle verti-
cale corrispondente ad une data velocith angolare e ciod:

Ro®

tan oy == , (R raggio di virata)

Allora, crescendo o, cresce tane,, e quindi cresce lintensita
dell’accelerazione a, ciod:
- H

g

¥
cos Gy

che & generata dal campo uniforme risultente; crescerd pertanto l'encr-
gia potenziale del pendolo. Beninteso che col variare l'intonsitd del
campo risultante ne varia anche la dirczione.
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PRIMA SEGNALAZIONE DI UN MOSASAURO )
. DEL GENERE GLOBIDENS
NEL CRETACEOQ DELL'EGITTO ®)

(Con una tavole)

PIERO LEONARDI e ROBERTO MALARODA
SyMMARIVM. - Genus Globidens primum notatur in Cretaceo Aegypti.

11 dente di mosasauro che forma oggetto della presente note ci
& stato favorito dalla Sig.™ Frawcs DgrcimMa, e venne rinvenuto in
Egitto da suo Padre, il perito minerario Sig. Riccarpo DECIMA.

Secondo le notizie forniteci dalla gentile donatrice, il fossile
proviene dalle formazioni fosfatiche del Crefaceo superiore, e pil
precisamente dal gruppo pili elevato di strati fosfatici (probabilmente
livello a) della miniera di Gebhel Duwi (*), nel Deserto Arabico. Tale
minicra & situats a una trentina di chilometri da Kosseir, sulla costa
egiziana del Mar Rosso, o la sua direzione era appunto affidata al
Sig. DromMa, che possedeva una particolare competenza sulla strati-
grafia. locale (*}.

Denti di mosasauro erano gid stati segnalati nei depositi cretacei
egiziani (¥), ma non ¢i risulta che finora fossero stati rinvenuti vesti

(*) Nota presentatata dall’Aceademico Pontifieio 8. E. Giorgio Dal Piaz il
G agosto 1946.

(") Hune W. I, The phosphate deposits in Egypt. tav. IV.

(*) MarroLny A., Sui fosfati Kosseir, pagg. 18-20,

(*) Priem F., Sur des Vertébrds duw Crdfacd, ece., pagg. 369, tav. X, fipg, 20-25;
GeMmeBLLARO M., Retlili madstrichtiani di Egitte, pagg. 5-7, figg. 1-b.

17  Acle, vol. X.
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del gon., Globidens, dagli strani denti bulbosi, che dovevano servire
o questi grossi rettili marini per schiacciare le conchiglie dei molluschi
e le corazze del crostacel e degli echimi di cui con ogni probabilita -
sl nutrivano.

Secondo Zrrren () e Bourr e Prvereav (*) questo genere & stato
segnalato finora soltanto nell’America settentrionale (Alabama, Missis-
sippi), in Olanda (dintorni di Maéstricht) (*) e nel Belgio (Hainaut).

E poiché il dente favoritoei dalla Sig." Droiva & indubbiamente
viferibile a quesbo interessante genere di pitonomorfi, riteniamo utile
gegnalarne il rinvenimento.

I’esemplare presenta conservate solamente la corona del dente,
la quale ha la forma di un bulbo a base ellittica, pilt allungate in
genso anteroposteriore che nei denti di Globidens alabamaensis GiLmoRrz,
con una cuspide ottusa subcentrale rivolta verso lindietro pilt pro-
nunciate che nella specie suddetta, La superfice dello smalto & fine-
mente rugosa, specialmente in prossimité della cuspide, ¢ presenta
una tinte bruna scura.

Sulla faccia anteriore, a meta altezza fra il colletto e la cuspide,
si nota una faccetta d’usura, dovuta verosimilmente allo sfregamento
con la cuspide di un dente dell’altra mascella,

Sul nostro esemplare non si nota nemmeno una delle creste ta-
glienti o finemente dentellate che ecaratterizzano di solito la corona
dei denti dei mosasauri, a meno che non si voglia considerare come
la traccia di una di esse una ruga leggermente piti pronuciata delle
altre, che dell'apice scende verso il colletto. Parallelamente ad essa
* 81 nota und infossatura poco pronunciata, pi evidente presso il colletto.
La mancanza delle creste suddette indica trattarst di uno dei

(1 Zrvren C., Grundzilge der Palaconiologie, pag. 264,

(*) Bourw M. et Piversav J., Les fossiles, pag. 4566, fig. 775,

(*) Propriamente, ZiTTur, ¢ BOULR-PivBTEAU scrivono: Americe ssttentrio-
nale e Belgio, ma i resti di @4 fraasi deseritti da DoLLo, cui certamente gli
Autori si riferiscono, sono stati rinvenuti nei pressi di Maéstricht, che si trova
nel Limburgo olandese, *
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denti posteriori, poiché anche nella mascella descritta da Girmorz(?)
I'ultimo dente comservato (9°) non mostra alcuna cresta.

Le dimensioni sono alquanto maggiori ehe negli altri denti finora
attribuiti al genere Globidens.

DIMENSIONI DEL DENTI:

Diametro massimo anteroposteriore . . . . mm. 31

» » trasversale . . . . . . » 27

Altezza della corona . . . . ., . . . . . » 24
O TR

Al genere Globidens (Gimore 1912) sono state finora attribuite
quattro specic: la prima, (1. alabamaensis Giumorr, segnalata nel
Senoniano superiore dell’Alabama, del Mississippi (U. 8. A.) e del-
PHainaut (Belgio), possiede denti pili massicel e globosi, mentre la
seeonda, Gl. fraasi DoLro, propria del Masstrichtiano superiore del
Limburgo olandese e dell’Hainaut (Belgio), presenta denti pit gracili
e compressi lateralmente (2). Affine a quest'ultima & la terza specie,
Gl belgicus Woopwarn(*) del Senoniano superiore dell’Hainaut (Belgio),
che perd ne differisce per avere i dentl tricuspidati.

La quarta speeie infine, & rappresentata da tre denti eomiei pro-
venienti dal Cretaceo superiore di Timor (Indie Olandesi), che Erixa
v. Huens descrive col nome di Globidens (P) timorensis (*).

Non & certo che le tre ultime specie appartengano al genere Glo-
bidens; comungue il nostro esemplare & senza dubbio pit prossimo,
sia per la forma complessiva della corona che per la rugosith dello

2

smalto, che non & reticolare, a Gl alabamaensis,

T (Y Giovone C.W., A new mosasauroid, ecc., tav. 40,
(® Dorvo L., Globidens fraast, ece., tay. XX1V,
(®y Woonwann A, 8., Nofe on a tooth, ece., «Geol. Mag. », 1851; Downo L.,
Globidens alabamaensis, ece. « Archives de Biologie », 1925,
(1 Huene L, v., Mosasaurier-Zdhne von Timor, « Zentralbl, £ Geol. u. Pal. »,
Abt, B., 1985, pagg. 412-416,
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‘ Aleuni caratteri particolari, che abbiamo rilevato prlt sopra (baso
pitt allungata in senso anteroposteriore, cuspide pilt pronunciate, ru-
gositd pitt marcata, infossatura laterale, dimensioni maggiori) potreb-
bero far pensare alla possibilith che il nostro esemplare appartenga
ad una nuova forma distinta, afline a Gl alebamaensis.

Ma non sarebbe prudente dare una determinazione specifica pre-
cisa basandosi su un solo dente incompleto: riteminmo sufficiente se-
gnelare la presenza, nei depositi cretacei dell’Egitto, di questo inte-
ressante genere di Lepidosauri marini, che finora non era stato Tin-
venuto nel continente afrieano.

DotLLo, in base ad alcuni confronti con la dentatura di altri rettili
marini, propende a credere che il gonere Globidens fosse echinofago,
mentre altri Autori (Girarors, BouLe e Prveerav, ZyrTEL, WILLISTON)
pensano che esso si nutrisse di molluschi dalla conchiglia resistente,
e di crostacel.

A noi sembra che le deduzioni di Dorro possono essere valide
forse per (. fraasi o Gl belgicus, dai denti pil gracili e compressi,
ma che i donti bulbosi e relativamente appiattiti del GI. alabamaensis,
e particolarmente della forme cui appartienc il nostro esemplare, siano
perfottamente adatti per il regime carcinofago o addiritbura per quello
conchifrago. - '

Istituto (Geologico dell’Universith di Padova, giugno 1346,

.



Leonardi e Malaroda, Globidens dell’ Eyitto Tavora I.

3b

Dente di Globidens ofr, alabamaensis GIIAtoR:
visto dal lato anteriore (fig. i}, di flanco (fig. 2}, e dall’alto (fig. 8).
(¢ in prandezza naturale; U alquanto ingrandite).
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CALCOLO DELLE STRUTTURE COMPOSTE DI ELE-
MENTI IN STATO DI COAZIONE E DI ELEMENTI
ALLO STATO NATURALE NON DEFORMATO *)

FRANCO LEVI

Svmaarivat, ~— Perpendit Aunctor quas figuras sumere possit diagramma ten-
sionum in structurn, quaoc constet ex duobus elementis, quorum alterum sit antes
compressum, aiter non. Mx quo perspicitur quomodo haec strietura se habeat,
si onus super imponatar, ot ratio indicatur qua determinari possit quo onere im-
posite ipsa fragantur; ita statuitur quomodo aptior hujusmodi structurarum ratio
inveniri possit. -

Prendiamo in esamo un solaio in calcestruzzo armate composto
da una trave allo stato precompresso associata ad una soletta allo
stato paturale non deformato. (Fig. 1). 7

Lu figura 2 rappresenta anzitutto il diagramma delle tensioni nella
stratbura in assenza di sollecitazione esterna. Per effetto della preten-
sione T'T, imposta all’armatura, la trave si trova precompressa e il
piano di riferimento A'B si dispone in O'D. Lo tensioni di coazione
tanto nel calcestruzzo quanto nell’armatura vanno leite a partire dalla
fondamentale C'D tenendo conto dei rispettivi valori del modulo (V).

Applichiamo ora all'assieme una sollecitazione esterna ed ammet-
tlamo cho sia ancora verificata lipotesi della conservazione delle se-
zioni piane. ‘

Sotto Vazione dello sforzo esterno, il piano CD che taglia tanto
la trave quanto la soletta, assume la posizione EF. Sempre ché si
tengs conto dei vari valori del modulo, le tensioni salle singole fibre,

(*) Nota presentata dall’Accademico Pontificio 8. 1. G Colonnetti il 29-7~1948.
(1) G. Covonnwrrs, Teoria ¢ caleolo delle travi con armature preventivamente
tese, Pontificia Academia Scientiarum, < Actas, vol, IV, 1942,

18  Acta, vol, X,
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dovute atlo sforzo esterno, saranno rappresentate dalle ordinate ¢¢' con-
tate a partire dalla retta EF sino alla base di riferimento CD. Tali
saranno le tensioni nella soletta. Nella trave invece, queste ordinate
andranno sommate algebricamente a quelle dovute alla coazione e le

[nwn-ﬁ‘—-

r
Fic. 1. . ' TFia. 2.

tensioni risultanti saranno rappresentate dalle ordinate s+ contate a
a partive dalle retta EF sino al piano di riferimento A'B.
Fintantochd, sotto V'azione della sollecitazione esterns, non appaia
nessuna tensione positiva, la determinazione del diagramma di tensione
potra farsi applicando il principio della sovrapposizione degli stati di
equilibrio. Ossia, le tensioni dovute allo sforzo esterno verranno cal-
colate applicando le solite formule di « Saint-Venant» al sistema trave-
soletta considerato intieramente reagente, indi le tensioni ottenute
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andranno sommate nella trave alle tensioni di coazione. Questo & pre-
cisamente il caso rappresentato dalla retta EF della fig. 2. Appena
perd nascano, in un punto qualsiasi della sezione, delle tensioni posi-
tive, secondo le ipotesi correntemente usate nello studio del calce-
struzzo armato, bisognerd ammettere che la sezione si parzializzi.

Nelle figg. 8, 4,5, 6, 7, abbiamo tracciato vari aspetti che potra,
allora assumere il diagramma delle tensioni, secondo la forma del dia-
gramma di precompressione, secondo le caratteristiche della sollecita-
zione esterna e infine sccondo Je posizioni relative dei due elementi
della struttura.

Si nota cosi che, secondo 1 casi, I'asse di separazione fra zona
reagente e zona parzializzata potrd essere reale nella trave e virtuale
nella soletta (fig, 3). Potrd invece avvenire che al crescere della sol-
lecitazione esterna sopravvengano due assi reall di separazione, uno
in ciascun elemento (fig. 4 o fig. 7). In altri casi l'asse di separazione,
potra essere reale nella soletta, virtuale nella trave (figg. 5 o 5 bis),
Infine nella figura 6 abbiamo segnalato un caso particolare dove gia
per valori molto piccoli del momento flettente applicato appaiono due
assi di separazione reali situati vispettivamente al bordo inferiore della
_ soletta e al borde superiore della trave; al crescere del carico quello
relativo alla soletta tende ad innalzarsi come gid negli altri easi esa-
minati, mentre quello velativo alla trave si abbassa.

Nelle varie fignre abbiamo tratteggiato verticalmente le tensioni
di compressione sopportate dalla trave, e orizzontalmente quelle sop-
portate dalla soletta.

In linea generale, si pud dire che, dato ehe la deformazione ri-
sultante & rappresentata da un piano unico, mentre i piani di riferi-
mento dei due clementi sono distinti, vi saranno sempre due assi di
separazione. Ma questi due assi potranno, sccondo i casi, essere reali,
virtuali, in certi casi anche sovrapposti o respinti all'infinito. Data la
grande varietd dei casi possibili, la soluzione generale del problema
della determinazione del diagramma delle tensioni per una sollecita-
zione date appare assal arduo.

Nel caso particolare della fig. 5 nel quale tutte le tensioni di com-
pressione sono riportate sulla soletta, ii problema pud venir risolto
per estensione del metodo gid indicato dal Prof. Covowwerrr per le
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travi interamente precompresse ('). Questa disposizione del diagrammsa -
di tensione & precisamente quella che viene a verificarsi, nella pilt
gran parte delle strutture associate, al limite dells loro resistenza.
Questa soluzione presente dunque un grande interesse dal punto di
vista della determinazione dei margini di sicurezza.

=TT T

JEDEE. N

R SPUpp——

—— e T— A — —

Fia. Bdis.

Invece nel ecaso della fig. Bhis, Vasse R & evidentemente baricen-
trico rispetto alla sezione reagente formata dalla soletta compressa,
dallintiera trave precompressa e dalle armature.

Quando il diagramma di tensione assume Vandaturs rappresentata
nella fig. 3, ossia quando mon vi sia che un solo asse di separazione
reale R situato nella trave, un metodo di ragionamento indiretto per-
mette di determirnare, per questo asse supposto noto, il diagramme di

() G. CoLONRETTI, Teoria e calcolo delie dravi con armature preventivamente
tese. Il problema delle sezioni precompresse solo parzialmente, Pontificia Acadomia
Scientiarum, < Acta», vol. VII, 1948,
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tensione passante per quel punto e corrispondente ad uno sforzo esterno
ridotto ad una coppis. Una volta costruito questo diagramma, sara
facile calcolare il valore della coppia corrispondente; con che per ogni
asse di separazione nella trave, si verrd a conoscere il momento flet-
tente applicato che lo determina, Nella fig. 8, per un asse di separa-
zione R dato, abbiamo tracciato in EF il diagramma di tensione ricer-

F1a, 6.

cato, che corrisponde ad uno sforzo esterno ridotto ad una coppia M
ignota.

Dire che R & Vasse di separazione, equivale a dire che, sotto Vef.
fotto del momento M, gli clementi della sezione della struttura che
reagiscono effettivamente sono: l'area di calcestruzzo AR o le arma-

ture. Ora, se si fa astrazione delle pretensioni TT" e T,”T/, si nota

che il diagramma di tensione ET, riferito nel suo intiero al piano di
riferimento AB, corrisponde ad una distribuzione di tensioni lineare
sulla sezione reagente. La tensione unitaria gy che questa distribu-
zione implica per il baricentro della sezione reagente, sard eguale
all'intensity della risultante della distribuzione lineare suddette divisa
per Parea della sezione reagente.
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5

Llintensitd di questa risultante non & altro che la somma alge-
brica delle seguenti forze: risultante delle compressioni CEC K’ appli-
cate alla soletta, risultante C; delle compressioni fittizie ACA’C’ appli-
cate pure alla soletta, risultante delle compressioni A'I' R applicate
‘alla trave, risultanti delle tensioni T'T, T,”T, applicate alle armature.

NN

TG, 1.

Ora, riprendendo in esame il disgramma delle tensioni effottiva-
mente applicate alle varie parti della struttura associata softo l'azione
del momento M, si nota che la somma delle risultanti delle compres-
sioni CEC'E/ applicate alla soletta e A’TE'R applicate alia trave, de-
vono far equilibrio alle risultanti delle tensioni T"T e T,”T, appli-
cate alle armature.

Con cheé il valore della risultante cercata si potrd serivere:

(Os);’)luthum (rlv-T.v)gi o (TLH Ti ) (Tu )A’t (T ;frJ\ )

(le parentesi ¢ Vindice R significano che il termine va inteso come
una risultante estesa all’elemento di sezione indicato in esponente;
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A; e A, rappresentano lo sezioni rispettive dell’armatura inferiore e
dell’armatura superiore).
Sommando si ottiene:

(Os)islenw - (Tf‘[u)ﬁi - (Ta’l"a)f{s

L'intensitd delia risultante cul equivale la distribuzione lineare
di tensioni BF sard dunque la somma della intensitd della risultante
nota C, e della intensitd della risultante pure nota delle trazioni im-
poste alle varie armature, cambiata di segno.

In pratica, la ricerca del momento M che determina un asse di
soparazione dato R sard effettuate nel seguente modo: si determinerd
il baricentro della sezione reagente g, indi si porterd da questo punto
la tensione: '

g = C, + (risultante trazioni imposte, cambiata di segno)
- Q,

Q, essendo l'area della sezione reagente, Si traccerd allora il diagramma
EF e se ne dedurra il valore del momento M.
A proposito di questo metodo va notato che:

@) se 1 due elementi della struttura si compenetrano, le tensioni
fittizie vanno naturalmente estese n tutta la soletta e non limitate,
come nel caso volutamente particolare della fig. 8, al bordo superiore
della trave;

D) se una parte di queste teusioni fittizie risultano positive, ¢id
che avviene quando il piano CD taglia il piano AB nell'interno della
soletta, la risultante corrispondente va considerata come negativa nel
computo della Cg;

¢) appena nasca un asse di separaziome reale nella soletta, il
procedimento non & pit valide percheé il valore della risultante delle
tensioni fittizie da introdurre nel calcolo della g¢' & diverso per ogni
posizione dell’asse di separaziome nella soletta. -

E facile invece dimostrare che il procedimento pud venir esteso
al casi in cui, pur assumendo il disgramma Pandatura della fig. 4,
non vi sia tuttavia che un unico asse di separazione reale, situato
nella trave, la soletta continuando a reagire elasticamente a trazione.
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Risolti cosi tutti i casi in enl non vi sia che un unico asse di
separazione reale, noteremo ora alcune osservazioni che ci permette-
ranno di renderei conto del comportamento delle strutture composte
negli altri casi.

Anzitutto conviene sottolineare che, come gid nelle strutture intie-
ramente precompresse, la posizions degli assi di separazione non &

¢l \ T

N

Fia, 8.

affatto una proprietd geometrica della sezione, indipendente dall’inten-
sitd dello sforzo esterno e legata soltanto alla posiziome del punto di
applicazione della sollecitazione esterna, come nel caso del cemento.
armato ordinario, La posizione degli assi varia col mutare dells solle-
citazione esterns appena la parzializzazione si estende all’elemento.
precompresso.

Per rendersene conto, basta pensare che l'asse di separazione non
pud rimanere fisso che quando, al variare dell'intemsitd della solleci-
tazione, le variazioni delle tensioni sulle varie fibre della sezione rea-
gente siano proporzionali alla distanza all’'asse stesso. Ed & ovvio che:
questa condizione non risulta -soddisfatta quando l'elemento precom-
presso & parzializzato. ‘



200 TONTIFIGIA ACADIMIA SCIENTIARVM

Questa osservazione riveste una certsa importanza perché condanna
senz’aliro tutti i tentativi che si potrebbero fare di studiare le strut-
ture composte in csame con dei procedimenti analoghi a quelli leciti
mnel cemento armato ordinario: ampliando i vari elementi componenti
secondo certi fattori n. Tale modo di procedere attribuirebbe infatti
alle strutture composte un momento di inerzia fisso in regime di par-
zializzazione della parte precompressa e c¢id sarebbe certamente erro-
neo poiché sappiamo che gli assi di separazione, e dunque l'arca della
sezione reagente, variano col mutare dello sforzo esterno.

Risulta invece molto vantaggioso, per lo studio generale dei si-
stemi composti, il tracciare due poligoni funigolari colleganti rispetti-
vamente le aree della soletta e della trave, supposte equivalenti a
delle forze orizzontali applicate nei rispet.tivi baricentri (fig. 9). Questo
metodo & una estensione ai sistemi associati di quello indicato dal
Prof. CoLonyerTI per lo studio delle travi intieramente precompresse ().

Signo H,, H, le distanze polari utilizzate. Siano 3", ' le ordinate
degli assi di separazione rispetto al bordo superiore della soletta, rispet-
tivamente nella trave e nella soletta.

Indichiamo con %, ¢ y, le ordinate delle fibre generiche della
trave e della soletta contate a partire dai rispettivi assi di separa-
Zione 6 cOn G, G, le tensioni generiche corrispondenti nel caleestruzzo.
Bia o, la tensione al bordo superiore della soletta, o, quella generica
nell’armatura della trave. Sia infine ¢ il segmento compreso al bordo
superiore della soletta fra le rette di riferimento della trave e della
soletta, eontato positivamente nel senso delle tensioni e letto in Kg/em®
mnella scala delle tensioni.

81 avra:
Oep _ Got8

yT - yh’

detto %, il segmento intercettato sull’asse di separazione della trave dai

lati del poligono che racchiudono un elemento di area della trave dA.,.
Si ha:
o Gha
¥ - H,y

{2} G, Covonngrry, Teoria e calcolo delle travi con armature preventivamente
tese. Il problema dei margini di sicureaza, Pontificia Academia Scientiarum, «Actas,
wol. VI, 1942, . :
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e dunque

_ Ay sndAg

T, RY
-y 3/”
. T+
2 GchAaT = H’I‘ O‘yqs 2 A

e analogamente

3 6udhu =R 50,

I primi membri di queste due equazioni non sono altro che io
intensita risultanti delle compressioni sopportate rispettivamente dalla
trave e dalla soletta.

Detta A,, area delle armature generiche della trave, se la solle-
citazione esterns si riduce ad una coppia si avrd:

Get+ & X By
z Gm--A-m - H-I‘ —";;],r"“ z fip + Hs ?j’ 2 Gy

Graficamente (fig. 9) si potrd riconoscere che un diagramma di
tensioni KF corrisponde ad una coppia nel modo seguente. Tracciato
il diagramma delle tensioni e determinati gli assi di separazione,
allintersezione del diagramma con i piani di riferimento AB e CD,
si congiungeranno i punti 8,, S, in cui questi assi tagliano i rispet-
tivi poligoni funicolari(*), con il vertice A, incontro dei primi lati
dei poligoni funicolari con il bordo superiore della soletta. Le rette
A5, AS, determinerannc sulle orizzontali di due punti situati rispet-
tivamente alle distanze H,o, ¢ Hy(o,+s) dal vertice A dei segmenti

{(*) A questo punto va notato che il poligono funicolare che collega le arees
della soletta deve essere continuato, al di 14 del borde inferiore della soletta, dal
suo ultimo lato (tangenie nel suo punto estremoc). Se 1’asse di separazione rela-
tivo alla solettn viene a trovarsi al disotto del bordo inferiors della soletta (ossia
& virtuale}, il punto S5 sard determinate dall’intersezione dell’asse con questa
tangente.
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che, letti nella scala delle forze, daranno le intensita degli sforzi di
compressione sopportati dalla trave e dalla solefta. Se la somma dei
due sforzi di compressione sard egunale a quella degli sforzi di trazione
sopportati dalle varie armature, la sollecitazione che determina il dia-
gramma EF sard effettivamente una coppia. Altrimenti, la differenza
delle due risultanti di trazione e di compressione indicherad lo sforzo
normale cui il diagramma corrisponde. Sul grafico si disporranno pure
di tutti gli elementi per calcolare il momento flettente corrispondente
alla sollecitazione.

Gi studi precedenti consentono di seguire il comportamento delle
strutture sotto carichi gradualmente crescenti. Nel caleolo delle costru-
zioni parzialmente precompresse assume tuttavia una grande impor-
tanza la conoscenza del carico di rottura che caratterizza il limite
della resistenza a flessione. Naturalmente questo carico limite potra
venir ricercato mediante 'applicazione ripetuta dei metodi d’indagine
esposti, sino a trovare che in un punto della sezione venga raggiunto
il limite di resistenza del materiale. Ma il procedimento sarebbe assai
lungo e poco agevole.

Vogliamo invece mostrare come la ricerca del momento di rottura
possa sempre venir fatta rapidamente, ¢ in modo preciso, mediante
Vuso dei poligoni funicolari delle aree che abbiamo tracciati in pre-
cedenza.

Ih pratica, non vi sono che due modi per la struttura di raggiun-
gere il suo limite di resistenza per flessione: rottura del calcestruzzo
al bordo superiore della soletta, snervamento dell’armatura inferiore
della trave,

Si potra allora fissare arbitrariamente uno di questi due punti
come facente parte del diagramma limite. Supponiamo di scegliere il
punto per cui le armature raggiungono il carico di rottura, Con il
metodo gid indicato, sapremo trovare la posizione del dijagramma pas-
sante per quel punto e che corrisponde ad una coppia.

Questo diagramma sard effettivamente il diagramma limite se la
sollecitazione che esso implica al bordo superiore della soletta sard
inferiore al carico di rottura del caleestruzzo. In caso contrario la
ricerca andrd ricominciata prendendo come punto base del diagramma
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limite precisamente quello che rappresents una compressione al bordo
superiore della soletta egualc al carico di rottura.

La ricerca sard ancora pil spedita quando si possa prevederc a
priori il modo di rompersi della struttura: ad esempio mediante l'ap-
plicazione di uno dei metodi di indagine svolti per un valore assai
elevato del carico esterno. A'questo proposite, & anzi interessante os-
servare come l"uso dei poligoni funicolasi delle aree si presti anche
a dare delle utili indicazioni sul proporzionamento delle strutture par-
zialmente precompresse quando, in applicazione del concetto additato
dal Prof. Covoxnrrr: (1), si cerchi di far si che calcestruzzo compresso
ed armature tesa raggiungano insieme il loro limite di resistenza.

Sia ad esempio la struttura composta rappresentate nella Tav. I(®).
So ad essa si applica un momento di 845.000 Kg.cm. si trova, col me-
todo del Prof. CoLonnera un asse di separazione unico R situato nella
soletta a 2,60 cm. dal bordo compresso. Il diagramma di tensione cor-
rispondente L'L" & praticamente il diagramma di rottura poiché esso
determina uha tensione nel ferro di 20,000 Kg/em?® La struttura cede
dunque per rottura dell’armatura quande la zona compressa dispone
ancora di un largo margine di resistenza. Supponiamo allora di la-
sciare, all'atto del proporzionamento, un elemento indeterminato, e
precisamente lo spessore della soletta, e cerchiamo di determinare
quale spessore bisognerebbe dare alla soletta perche, ferme restando
tutte le altre caratteristiche del solaio, la struttura ceda simultanea-
mente per rottura del caleestruzzo alla compressione e dei ferri alla
tragione. Il diagramma di tensione limite & stato tracciato in LI’ sulla
Tav. I, e sono stati determinati in conseguenza i due assi di separa-
zione R, e R,. Lo sforzo normale sopportato dalla trave & cosi intie~:
ramente determinato in nen, . Poiché la risultante degli sforzi di tra-
zione & egualmente nota, si potrd calcolare, per differenza, lo sforzo

-

(1) G. Covonmerry, Teoria ¢ caleolo delle fravi eon armature preventivamente
tese, Pontificia Academin Scientiarum, «Actar», vol. VI, 1942,

(*) Questo esempio & ricavato da: Carvo Cesrirry Guinl. Condribufo al cal-
colo del cemento armato precompresso, « Annali dei Lavori Pubblici », fase. IT, 1942,
Caratteristiche della sezione: armatura inferiore 24 ¢ 2mim.; armatura superiore
45 2mm. Area deila sezione di caleestruzzo emgq. 182,8. Rapporto del moduli 8,
Avea della sezione metallica cmg. 0,875, Tensione unitaria dei fili al momento
dol getto.(depurata dal probabile calo dovuto al ritire) tfemgq. 12, 4
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di compressione che dovra sopportare la soletta. Portiamo allora questo-
sforzo sull’orizzontale del punte K situato alla distanza H,s," dal ver-
tice A, in KK', La congilungente AK' taglierd l'asse di separazione
della soletta in un puntoe K”. La tangente condotta da K" al poligono
funicolare relativo alla solette determinerd senz’altro lo spessore di
soletta necessario, Nel caso concreto st trova 15 mm, invece dei 65 mrn.
adottati. Per questo spessore, il valore del momento limite & di
361.600 Kg.cm., leggermente superiore a quello che si aveva per una.
soletta di 65 mm. T’aumento dello spessore della soletta mon aveva
dunque in aleun modo aumentato la resistenza alla rottura della strut-
tura.

Evidentemente lo spessore trovato in questo esempio & troppo-
debole per essere accettabile. Né& lo scopo di questo studio eva di
giungere ad un risultato pratico. ¢i premeva soltanto mettere in evi-
denza la necessitd di proporzionare queste strutture composte studiando.
in che modo lassieme degli elementi che le costituiscono si comporti
sotto l'azione sollecitazione esterna, sino alla rottura, e non limitan-
dosi ad esaminare separatamente le capacitd di resistenza dei singoli
elementi nelle prime fasi della resistenza.
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CONTRIBUTO ALLA CONOSCENZA
DELLA FAUNA BENTONICA COSTIERA
DEL GOLFO DI NAPOLI ®

{eon una figura)

ENRICO INDELLI

SvMMarIvM, — In ea parte maris Neapolitani, quae est inter Aedes Dominae
Anneae et foram piscarium ad Mergellinam, Invenitur: animalia bentonica prope
litus distribui in fucies scopuli ot facies litoris; animaliom genera inaequali nu-
mero per loca distribui (eunius rei cansas ignorantur); in fundo maris esse regionem
gquamdam arenosam, foraminiferorum comchis refertam.

INTRODUZIONE

Uno dei problemi che si propone di risolvere la Stazione Zoolo-
gica di Napoli nella ripresa delle sue attivitd scientifiche, non inter-
rotte ma soltanto rallentate dagli eventi degli ultimi anni, & quello
della conoscenza della fauna bentonica del golfo di Napoli.

Il problema & del massimo interesse seientifico e le ricerche devono
essere estese, sistematicamente, alle varie zone del goifo in modo da
poter avere una chiara conoscenza deHa. distribuzione geografica della
fauna bentonica,

Precedenti ricerche furono compiute dal Lo Braxco (1902) durante
la crociera del «Puritan» e dal Pamrenzaw (1933-1934), ma essi ese-
guirono tutte pesche di profondith., Percid ho accettato con piacere

(¥} Nota presentatn dal’Accademico Pontificio 8, E. Marcello Boldrini il
16 aprile 1946.

19 Actn, vol. X.
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I'incarico affidatomi dalla Stazione Zoologica di compiere delle ricerche
ohe diano un primo contributo alla conoscenze dells fauna bentonica
costiera del nostro golfo. "

Rivolgo sentiti ringraziamenti al Prof. R. Dohrn, Direttore della
Stazione Zoologica di Napoli e al Prof. G. Montalenti, Vice Direttore,
per Vospitalith concessami e per i mezzi di studio e di pesca che hanno
messo a mia disposizione. Ringrazio pure il Dott. G. Bacei, che attual-
mente si occupa di ricerche bentoniche presso la Stazione Zoologica
di Napoli, che gentilmente mi ha dato indicazioni e consigli.

METODO

Le ricerche sono state compiute nella zona di mare compresa tra
il Palazzo donn’Anna e il Mercato ittico, sito sulla spiaggia del pic-
colo porto di Mergellina. Questa zona & quella che, fino a poohi anni
fa, era conosciuta col nome di banco dell’ Anfiosso per lo straordinario
numero di individui di Branchiostoma lanceolatum (Pall.) che si rin-
venivano sul fondo arenoso, ora assenti forse per sopravvenuti cam-
biamenti di condizioni ambientali.

I dragaggi sono stati eseguiti con I mezzi foruiti dalla Stazione
Zoologica: 1°) Gangamelia con apertura di 1 m. di diametro alia bocea
e con la rete di m. 2,50 di lunghezza; 2°) Draga di zinco con diametro
di cm. 26, altezza cm, 70, con fondo forato.

Nelle pescate sia la gangamella che la draga di zinco, erano ri-
morchiate da una barca a remi per circa 40 metri la prima, per qualche
metro la seconda. .

T saggi sono stati prelevati a distanze varianti tra 50 e 500 m.
dalla costa, con un intervallo di 80 m. tra I'uno e l'altro, come risulta
dalla carta su cui sono segnati i punti di pescata.

It numero dei dragaggi ascende a 30 con la gangamella e a 17
con la drage di zinco, ¢ sono stati eseguiti nel periodo genuaio-lu-

glio 1945,
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ANIMALI BENTONICI COSTIERI
RACCOLTI CON LA GANGAMELLA E CON LA DRAGA DI ZINCO

Dard ora un breve cenno delle specie bentoniche che ho ritrovato
nell’osservazione dei saggi, facendo notare quelle che sono state pi
frequenti e pili numerose,

Prorozor

Foraminiferi. - Lie pesche con la draga di zinco sono stabte eseguite
allo scopo di conoscere la natura del fondo e ricercare qualche specie
animale,

Osservando infatti, la sabbia dei saggi ho potuto isolare, e poi
determinare, i gusel di 17 specie di Foraminiferi.

Fra i pit frequenti ed abbondanti debbo ricordarve quelli delle
famiglie Miliolidae e Nonionidae. :

Ponrirenr

Di questo tipo di animali ho ritrovato, abbastanza frequentements,
la. Suberites domuncola che rivestive la conchiglia di un Gasteropodo,
abitata di solite dal Paguristes oculatus.

CELENTERATI

Antozoi, — Ho rinvenuto spesso 'Adamsia palliata e la Callinctis
parasitica fissate su conchiglie di Gasteropodi in cul aveva stabilito
la propria dimora un Pagurus calidus o un Eupagurus prideauai.

ANELLIDI

Policheti - Tra 1 Policheti ho potuio osservare specie erranti e
specie sedentarie. Le prime le ho rinvenute tra la sabbia del saggi
presi con la draga di zinco ma sempre in numero di specie e di in-
dividui molto esiguo; le seconde tra il materiale di gangamella. Infatti
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sono stati notati frequentemente il Pomatoceros triqueter o ' Hydroides
wncinate nei loro tubi incrostabi su vecchie ‘conchiglie o su ciot-
toli, né si pud tacere della Ranzania sagittaria che, con gl'innume-
rovoli tubi ammassati, forma da sola il fondo di aleuni punti delia

zona esplorata.

MoLLUSCHI

Tn tubti i saggi ho trovato pit o meno abbondantemente dei Mol-
luschi, in prevalenza Guasteropodi e Lamellibranchi.

Gasteropodi. — Fra 1 Gasteropodi, il primo posto, quantitabiva-
‘mente, spetta al Vulgocerithium vulgatum, seguito dal Murex trunculus
o dalla Nasse mutabilis. Per quanto riguarda la prima specie & da
notare che essa, in qualche saggio, ha rappresentato da sola il tipo
animale. _

Lamellibranchi. = Numerosi rappresentanti di guesta classe sono
stati: Tapes aureus, Venus verrucosa, Cerastoderma tuberculatum e Lae-
vicardium oblongum. Di queste specie, quasi tutte eduli, & ricea la zona
che viene sfruttata dat pescatorf locali.

Cefalopodi. — Rare volte hanino rappresentato Ia classe 1'Ocfopus
vulgaris, ' 0. macropus, la Sepiola rondeletii e Sepia officinalis.

CROSTACET

Come i Molluschi, i Crostacet sono molto abbondanti nella zona
esplorata; ne ho osservato infatti 24 specie. _

Brachiuri. — In primo lnogo sono da porsi 1 Brachiuri che sape-
rano i Macruri e gli Anomuri sia per il numero delle specie che per
il numero di individui. Vanno ricordati: Porfunus marmoratus, molto
frequente, Maia wverirucosa © Inachus dorseftensis.

Macruri. — Tra i Macruri si nota Husicyonia carinate.che sl &
rinvenuta non raramente.

Anomuri, — I rappresentanti pill numerosi di guesta classe sono
stati: Diogenes pugilator, Pagurus calidus, P. arrosor e Rupagurus
prideausxi,



ACTA 211

Ecnmnopenrmr

Cloturoidi. — Ho rinvenubo poohl esemplari di Holothuria tfubulosa
ed uno di Phillophorus urna. ‘

Asteroidi. — Esemplari di Astropecten bispinosus e A. aurantiacus.

Ofiuroidi. — Qualche esemplare di Ophisderma longicauda.

Echinoidi. ~ Il pitt frequente rappresentante di questa classe & lo
Psammechinus microtuberculatus, seguito dallo Sphaerechinus granularis.

TuNICATI

Ho rinvenuto alcuni esemplari di Ascidiella aspersa, Phallusia ma-

millata e Tethivm plicatum,

TrrLEosTEL

s

Fra i tipicl pesci di fondo sono stati qualche volta pescati: Scor-
paena poreus, S. schropha, Uranoscopus seaber, Hyppocampus guttulatus,
Syngnatus acus e, pit frequentemente, Gobius pagenellus, ma guesto
non & considerato un vere e proprio pesce bentonico. :

ELENCO SISTEMATICO DELLE SPECIE OSSERVATE

Tipo: Protozoi

Classe: Rizopodi

Ordine: Foraminiferi
Fam. MILIOLIDAE Fam. PENEROPLIDAE
Cornuspira foliacea (Philippi) Peneroptis planalus (Fichtel and Moll)
Biloculina denticulata (H. B, Brady)
Bilocutina globulus Bornemann
Triloculina oblonga (Montagu)
Triloeulina circularis Bornemann
Quinqueloculine vulgaris 4'Orbigny

Fam. OPHTHALMIDEDARE

Vertebralina striaia d'Orbigny

Fam, CAMBRINIDAE

Quingueloculina lamarkianad® Orbig,
Quingueloculina bicostate 1’Orbigny
Quingueloculina seminulum (L.}
Spiroloculina excavata ’Orbigny

Cycloelypeus W. B, Carpenter

Fam. NoNIONIDAR

Polistomella crispa L.
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Fam. ROTALIIDAR
Discorbina globularis {4'Orbigny)
Planorbulina vulgaris ’Orbigny
Tipo

Sycon raphanus {0.8.)
Awinella crista-galll Maas,

Tipo:
Clagse:
QOrdine:

Actinia equina L.

Adamsia palliate Bohd

Anemonia suleata Penn.
Tipo:
Classe:
Ordine:

Aphrodile aculeata (L.)

Bulalia viridis (Muller}
Phyllodoce bruneoviridis Snint-Jos.
Perinereis culirifera  (Grube)

Platynereis dumerili (Andouin & Mil-
ne-Edwards)

Nephthys hombergi Audouin & Milne-
Edwards

Glycere convoluta Keferstein
Diopaira neapolitana (Delle Ghiale)

Tipo: .

Fam. LAGERIDAD

Lagena lacvis, forma laevis (Montagu)

: Poriferi

Suberites domuncola Olivi

Celenterati
Antozoi
Esacoralli

Calliaciis parasitiea (Couch.)
Cerianthus membranacens Gml,
Sagarthia pallide Hold

Anellidi
Chetopodi
Policheti

Ranzania sagitfaria Claparede
Cirratulus lenfaculaius Mc Intosh
Stylaricides eruca (Claparedo)
Capitella capilata (Fabricius)
Hoeteromasius fliformis Clp.
Avenicola claparedei Lev.
Pomatoceros trigueter L.
Hydroides uncinata (Philippi)
Iydroides norvegiea {Gunuerus)
Spirorbis pagenstecheri Quatrefages

Mollusgehi

Clagse: Anfineuri

Chiton olivaceus Spengler

Classe: Gasteropodi

Patella coerulea L.

Caltiestoma granulatum L.
Littorina nertloides 1.
Turritelle communis Risso
Vulgocerithium vulgatum Brug.
Caliptren chinensis L.
Aporrhais pes-pellecant L.
Natica millepunctata Lam.
Murex brandaris L.

Murex trunculus L,

Tritonalia erinaceus L.
Buthria cornea L.

Pisania d’ Orbigny Payraudeau
Nassa mutabilis L.
Fasciolaria lgnarie L.
Bullaria striata Brug.

Philine aperte L.

Aplysia depitans i

Aplysia limacina L.
Pleurobranchaea mackeli Leue
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Classe : Scafopodi

Dentalivm entalis L.

Classe: Lamellibranchi

Mytitus edulis L.

Chlamys varia L.

Lima hians Ch.

Ostrea tarentina Issel

Ostrea tarenting var, plicate Chemn,

Laevicardium oblongum Gmoel.
Cerastoderma tuberculatum L.
Venus verrucosa Li.
Tapes aureus Gmel.

Classe: Cefalopodi

Sepia oficinalis L.
Sepiola rondeletii Leach

Octopus vulgaris Lam.
Octopus macropus Risso

Briozoi

-Bugula avicularic {1..)
Schizoporella linearis MHassal

Selizoporella auriculafa Hassal

Tipo: Artropodi

Classe:

Crostacei

Ordine: Cirvipedi

Balanus perforaius Brug,.

Ordine: Anfipodt

Talorehestia deshayései (Audouin)

Ordine: Tsopodi

Lygia tfalica Fabr,

Ordine:

Decapodi

Sottord, : Macruri

Lusicyonia carinata (Olivi)
Spirontocaris cranchi (Leach)
Virbius lepfocerus Heller

Leander xiphics (Risso)
Crangon vulgaris Fabricius

Sottord : Brachinri

Munide bamifica (Pennant)
Ethusa masearone Herbst)

Iia nucleus (Herbst)

Macropodia longirostris (Fabricius)
Inachus dorsettensis (Pennant)
Pisa armata (Latreille)

Pisa tetraodon (Pennant)

Maia verrucosa Milne-Edwards
Lambrus angulifrons (Latreille)

<

Lambrus massena Roux

Carcinus maenas Leach

Portunus holsatus Fabricius
Portunus corrugatus (Pennant)
Portunus depurator L.

Porfunus marmoratus Leach
Piltumnus hirtellus (L.}

Eriphia spinifrons (Herbst)
Pachygrapsus marmoratus (Tabricius)
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Sottord.

Caltianassa laticauda Otto
Callienassa truncate Giard & Bonnier
Paguristes oculatus (Fabricius)
Pagurus arvoser (Herbst)

Pagurus calidus Risso

Diogenes pugilator Roux

Tipo:

¢ Anemuri

Clibanarius misanthropus {Risso)
Bupagurus excavatus (Horbst)
Fupagurus prideauct (Leach)
Anapagurus chirachanthus (Lilljeb)
Galathea strigosa (I..)

Echinodormi

Classe: Oloturoidi

Holothuria tubulosa Gmelin

Classe:
Astropecten bispinosus Otto

Classe:
Ophioderma longicauda Linck

Classe:

Arbacia pustulosa Gray
Paracentrotus lividus (Lamark)

Tipo:

Sottotipo:

Classe:

Ascidiella aspersa 0. F. Mitller
Phallusia mamillata (Cuv.)

Sottotipo:

Classe:

FPhyllophorus wrna Grube

Asteroidi

dstropecten auranticcus L.

Oftureidi

Echinoidi
Psammechinus microtuberculaius (Bl.)

Sphaerechinus granularis {Lamark)

Cordati
Tunicati
Ascidiozol

. Pethivm plicatum (Les.)

Vertebrati
Pesei s

Sottoclasse: Teleostoi

Blennius teniacularis Briinn
Gobius paganclius L.
Hyppocampus guttulatus Cuv,
Lepadegaster bimaculatus (Bonnat)
Scorpaena poreus L ‘

Seorpaena scropha L.
Symphodus ocellatus (Forsk)
Syngnatus acus L.
Uranoscopus scaber L.



ACTA 216

ALCUNE CONSIDERAZIONI GENERALL
E RISULTATI DELLE PESCHE BENTONICHE COSTIERE

Dai dragaggi eseguiti o dalle relative osservazioni risulta che il
fondo della zona esplorata & costitnito, in alcuni punti, di sabbia pit
o meno fine che raggiunge un massimo di circa 200 metri dalla costa;
a questo fondo sabbioso segue una zona ricca di detriti organici ed
inorganici che si estende fino a circa 400 metri dalla costa, mentre
pitt oltre si trova sabbia mista fango. In altri punfi invece, vicino
alla costa, esiste una scogliera sommersa alla quale segue un fondo de-
tritico prima e poi melmoso.

La profondita, nei punti di dragaggio, oscilla fra 8 e 35 metri.

La distribuzione qualitativa della fauna bentonica & varia da luogo
& luogo e quindi si pud stabilire una facies velativa al fondo marino,
considerando in special modo le forme animali sessili.

Anche la distribuzione quantitativa varia molto da un punto al-
Faltro: ei sono zone molto ricche e zone in cui i rappresentanti della
fauna sono ridotti a pochi individui.

Per dare un’idea piit chiara di gquanto sopra ho detto, ritengo-
opportuno deserivere le varie facies nella loro naturale sunccessione e
dividere il fondo esplorato in diverse zone perpendicolari alla costa.
con una lunghezza di 50O metri (v. carta). N& potrd astenermi, trat-
tandosi di dragaggi costieri, di dare un cenno della fauna di scogliera
e di spiaggia nella zona d1 marea,

Iracies di scogliera: nella zona di marea si rmvengono forme ani-
mali che la caratterizzano: Actinia equina, Sagarthia pallida, Patella
coerulea, Mytilus edulis, Balanus perforatus, fra le forme fisse, o Lif-
toring meritoides, Lygia italica, Carcinus maenas, Eriphia spinifrons,
Fachygrapsus marmoratus fra quelle erranti.

A questa zona segue immediatamente la scogliera sommersa co-
stituita da scogli pilt o meno riechi di alghe, sui quali vivono: dr-
bacia pustulosa, Paracentrotus lividus, Sckzzopoa ella linearis, S. auricu-
lata e Anemonia sulcata. :

Allontanandoci dalla scogliera sommersa, il fondo si -presenta sco-
glioso-detritico. B questa In zona dove si rinviene it maggior numero
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di forme animali sia quantitativamente che qualitativamente. Sphaere:
chinus granularis o Psammechinus microtuberculatus rappresentano gli
Tchinodermi; Phallusia mamillata, Ascidiella aspersa e Tethium pli-
catum 1 Tunicati; tra i Molluschi & abbondantissimo Vulgocerithium
vulgatum e, meno abbondante, Murex trunculus; fra i Pescl tipici sono
Scorpacna porcus, S.scropha, e Blennius fentacularis; infine tra i Cro-
stacel si nota una gran quantith di Pagurus sp. div., Eupagurus sp.
div., Maia verrucosa, Portunus sp. div,, Lambrus sp. div..

Dalla zona a fondo scoglioso-detritica si passa a quella a fondo
melmoso caratterizzata dalla presenza di Turritella communis, Denta-
dium entalis, Stylarioides eruca.

La facies descritta & propria delle zone del Palazzo donn’Anna,
di Villa Sciarra, della Loggetta di Mergellina e del Mercato ittico.

Facies di spiaggia: nella sabbia della zona di marea vivono: Are-
-nicola claparedei o Talorchestia deshayesei. Gradualmente poi si passa
all’'arena litorale dove, ad una profonditd media di B metri e su un
fondo costituito da sabbia fine, si rinvengono: Cerianthus membra-
naceus, Diopatra neapolitana, Nephtys hombergi, Capitella capitata, Cal-
lianassa sp. div. e gusci di molte specie di Foraminiferi pitt o meno
abbondanti a seconda dei punti.

A questa zona ne segue una molto caratteristica; infatti il fondo
di essa & costituito da uno spesso strato dell’anellide tubicolo Ranzania
sagittaria essociata a Tapes aureus, Venus verrucosa, Vulgocerithium
vulgatum e Nassa mutabilis.

Si passa poi ad una zona il cui fondo & detritico e vicco di Cau-
lerpa o Cystoseira. Le forme animali che piu spesso vi si rinvengono
sono Crostacei e Molluschi,

Infine il fondo diviene melmoso e compaiono i rappresentanti
“tipici: Turritella communis, Dentalium entalis e Stylarioides eruca.

Questa facies di spiaggia & delle zone del Bagno Hlena, di Villa
Guercio, del Circolo « Giovinezza» e del «Sea Gardens».

Da questo breve cenno descrittivo si deduce che sia la facies di
scogliera che quella di spiaggia presentano una successione di zone
con una propria fauna tipica e, soltanto nella zona del fango, vediamo
che esse si confondono. Quindi se si prendono in esame le specie ani-
mali sessili, si pud facilmente vedere che ciascuna zona & caratterizzata
da una determinata fauna bentonica e la presenza o meno di altri ani-
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mali, soprattutto carnivori in zone diverse, si pud spiegare col fatto
che essi, per il loro regime di alimentazione, debbono frequentemente
spostarsi in cerca di preda.

Circa la presenza di gusei di Fora.mmifem nell’arena litorale della
facies di spiaggia & interessante notare che essisi trovano in numero
esigno in vari punti della zona mentre sono molto nuinerosi altrove.
Al riguardo ho creduto far cosa utile a chi si oceupa di questi Pro-
tozol delimitandone, approssimativamente, la zona pia ricca. Come si
vede nella carta acclusa, essa sl estende da una distanza di B0 metri
dalla costa fino a 150 metri circa ed & compresa nelle zone di Villa
Guercio e del Circolo « Giovinezza ». I Foraminiferi sono rappresentati
principalmente dai generi Polistomella, Peneroplis, Triloculina e Quin-
queloculing.

Un fatto che & emerso dall’osservazione dei saggi e che mi pa,r
abbastanza importante & questo: man mano che dal Palazzo donn’Anna
el avviciniamo alf imboceo del Porto di Mergellina, la fauna bentonica
va scemando per quantita,

Quali saranno le cause che determinano una ineguale distribuzione
delia, vita animale in una zona cosl ristretta? Certamente diverse ma,
per rispondere con precisione a questa domanda, occorreranno ulteriori
o sistematiche ricerche che facciano conoscere se in questa zona si
hanno successioni di fucies benfoniche che PArEnzan (1934) ha osser-
vato in altri punti del Golfo o se la differente distribuzione quanti-
tativa & dovuta a cause fisiche e biologiche tali che non permettono
lo. diffusione di falune forme bentoniche verso l'entrata del Porto di
Mergellina.

Pur non escludendo la causa dells successioni delle facics bento-
m'che,'io eredo che una notevole influenza esercitanc le condizioni am-
bientali della zona compresa tra il Circolo « Giovinezza» ed il Mex-
cato ittico, diverse da quelle della zona del Palazzo donn’Anna, per
il fatto che nella prima shoccano delle fogne, Evidentemente queste
fogne versano in mare del materiale che inguina l'acqua eircostante,
ne fi diminuire la densitd e la salsedine, cioé alfera le carabteri-’
stiche condizioni dell'ambiente per oui la fauna forse migra nelle
zone vieine,

Infine dird brevemente sulla variazione stagionale quantitativa e
qualitativa della’ fauna bentonica costierva.
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Mentre la maggior parte delle specie osservate si mostra stazio-
naria per la quantita di individui nelle diverse stagioni, alcune specie
presentano un massimo ed un minimo. Riferendomi al periodo gen-
naio-luglic in cui ho comf)iuto le ricerche, si nota:

1°) tra i Crostacei: Maia verrucosa si mostra frequente nell’in-
verno e in primavera, e non compare affatto nei saggi estivi; Portu-
nus marmoratus, che mance nei saggi invernali, appare in quelli pri-
maverili raggiungendo un massimo a metd primavera e diminuendo
in estate.

20) tra i Molluschi: Nassa mutabilis & abbondantissima in inverno
o fino al prineipio della primavers, diminuendo di numero man mano
che ci avviciniamo all’estate; Mures trunculus, non troppo abbondante
in inverno, ha un massimo a metd primavera. _

Si noti che il massimo raggiunto dalle singole specie coincide col
periodo della riproduzione,

Tanto per confermare gualche osservazione del Lo Biaxco dird
che ho osservato individui di Portunus depurator, P. holsatus, Inachus
dorsettensis o Pagurus calidus con uove mabure nel periodo indicato
dal citato autore (v, Bibliografia). ' o

‘CONCLUSIONI

Dalle vicercho da me. compiute sulla fauna bentonica costiera del
Golfo di Napoli, limitatamente alla zona compresa tra il Palazzo
donn’Auna ed il Mercato ittico di Mergeilina, si possono trarre le se-
guenti conclusioni:

19) La zona, in generale & molto povera di specie animalt che
sono relativamente abbondanti soltanto in una fascia perpendicolore alla
costa (zona del Palazzo donn’Anua). _‘

99y I fondo esplorato presents una zona sabbiosa ricca di gusel
di Foraminiferi ben delimitata (v. Carta).

8°) Le specie mostrano una ineguale distribuzione geografica quan-
sitativa le cui cause non sono ben note, mentre qualitativamente sono
equamente distribuite. Le mie ricerche perd hanno dimostrato che la
fauna bentonica costiera & pill ricca nelle acque pure che in quelle
inquinate. i
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4°) Esiste una variazione stagionale della fauna bentonica co-
stiera sia dal punto di vista quantitetivo che da quello qualitativo.
Per guanto riguarda la povertd della fauna bentonica nella zona
esplorata, essa & da attribuirsi, secondo me, principalmente al fatto
che dette zona & continuamente frequentata dai « rastrellari» che, per
raccogliere i Lamellibranchi eduli che sono sbbondanti, scavano il
fondo, sconvolgendolo e costringendo, forse, cosi molti animali a cam-
biar sede,
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SULL ISTOGENESL
DELLE FIBRE MUSCOLARI DEGLI ARTI®)

FRANCESCO BALVIUCCI

SVMMARIVM, — Aunctor planum facit musenlorum fibras in artubus oriri ex
textura quadan: mesenchimatica non discriminata, quas ad culis laninam, guae
csb in somitis labore, pertinet; non ex elementis jam diseriminatis, quae prove-
niant, sub myoblaslorem specie, a musgenloram lamina quae est in ipso somitis
Iatare.

‘ Le cellule formafriel delle fibre muscolari striate sono, come é
noto, indicate col nome di mioblasti. 8i ammoette generalmente che
esso abbiano origine dai somiti e precisamente dalle celiule dello strato
profondo (lamina muscolare) della parte laterale del somite stesso; lo
cellule in questione aumentano in altezza, o presentano un abbondante
citoplasma Secondo gli studi di Goppewszr od AsAT esse non dareb-
bero origine direttamente al tessuto muscolare striato, ma formeveb-
bero dapprima una vete collulare che costituivebbe il tessuto miobla-
stico propriamente detto, dal guale poi, per succossive trasformazioni,
deriverebbero le fibre musecolari striate. In ogni modo, qualunquoe sia
il meceanismo, secondo l'opinione pit diffusa, questi elementi dareb-
bero luoge alla formazione sie della wuscolatura del tronec, sia di
quella degli arti, perché nuna parte di dette cellule penetrerebbe nel.
Pabbozzo delle estremitd superiori ed inferiori. 7

Ora, mentre per la muscolatura del tronco la teoria della derivazione
dello strato profondo, o lamina muscolare, della parte laterale dei somiti
non la incontrato diffiooltd, sone state invece mosse aleune obbiszioni

(*) Notn presentatn dall’Aceademico Pontificic S, K. Dante De Biesi il 19
ottobre 194G, '

20 Comment,, vol. K.
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(Scumpr) cirea la medesima origine della muscolatura degli arti, in
quanto nell’abbozzo di questi ultimi sarebbe stato riscontrato soltanto
del tessuto mesenchimatico, proveniente ciod dallo strato superficiale,
o lamina cutanes, della parte laterale del somito stesso e mon da ele-
menti dello strato profondo.

To ho studiato (*) aleune serie di embrioni wmani e di cavia per
esaminare la struttara dei primitivi abbozzi degli arti allo scopo di illu-
strare meglio la prima origine dei muscoli delle estremita. Gli em-
brioni umani da me studiati avevano la lunghezza vertico-cocciges di
mm, 4, 8, 16, 24, 30, 40, mentre quelli di cavia avevano In lunghezza
di mm. 10 e 15 '

L/abbozzo primitivo degli arti appare come un’estroflessione, che
va sempre pill accemtuandosi, formata superficialmente dall’ectoderma
o internamente da elementi mesenchimatici provenienti dalla lamina
cutanea del somite, fra i quali pertanto non si osserva aleuna pene-
trazione di elementi appartenenti alla lamina muscolare dei somiti stessi,
In un primo tempo quindi gli elementi che costituiscono il primitivo
abbozzo degli arti sono rappresentati all'esterno dall’ectoderma e ali'in-
torno da elementi mesenchimatici, i quali ultimi posseggono un nucleo
rotondo e sono pressoché eguali fra loro, in modo da formare un com-
plesso cellulare cmogeneo, nel quale non si nota alouna differenziazione.
Sucoessivamente si forma un addensamento mesenchimatico in corri-
spondenza della zona dove si svilupperanno i segmenti scheletrici delle
estremitd.; si costituiscono cosi i blastemi precartilaginei cui fara seguito
Vabbozzo dei segmenti stessl. Attorno ad essi, per un certo tempo, rimane
il residuo tessuto mesenchimatico ancora indifferenziato, ma in un pe-
riodo ulberiore appaiono i primi segni di un diffexenziamento di ajcuni
gruppi cellulari verso forme che rappresentano i primi stadi della 1sto-
genesi delle fibre muscolari. Attorno al debi blastemi precartilaginel
si dispone ciod uno strato di mesenchima il quale & pilt spesso di
quello che resta all’esterno; degli elementi pit profondi di questo
strato di mesenchima denso, si forma il pericondrio ¢ suvcessivamente
il periostio con 1 tessuti per‘iar[;iuolﬂri; dagli elomenti meno profondi

(") Lo prosenti ricerche sono stato eseguitie solto la guida del prof, Giacomo
Andreagsi nel Laboratorio di Istologia ed Embrielogia dell'Istituto di Anatomig
Umans Normale dell’Universith di Roma.
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del medesimo strato hanno origine invece alcune cellnle che assu-
mono ben presto i caratteri di mioblasti, costituendo un tessuto, il
quale, in un primo tempo, si presenta senza forma definita, ma succes-
sivamente si divide in varl gruppi, dando luogo al diversi complesst
muscolari, e quindi ai singoli musecoli, La differenziazione del mesen-
“chima in tessuto mioblastico avviene gradualmente. Le cellule mesenchi-
watiche assumono dapprima un aspetto granuloso, snccessivamente si
allungano, diventando fusiformi, ed infine appaiono in esse le prime
miofibrille, :

Dall’'esame dei preparati risulta che la successiva formazione delle
parti connettivali dei mmscoli (perimisio, endomisio, ece.) abbia luogo
per opera di alcuni elementi mesenchimatici, che rimangono in un
primo tempo indifferenziati, tra le fibre muscolari in via di evoluzione
e non per una penetrazione di elementi connettivall nell'interno del
tessuto mioblastico gid formato, a differenza di quanto aleuni Autori
hamio sostenuto, Infine nei segmenti di origine e di terminazione del
muscolo gli elementi mesenchimatiel danno luogo alla formazione del
tessuto fibroso caratberistico del tendine.

Non ho potato osservare aleun fenomeno di degenerazione a ca-
rice delle primitive fibre muscolari, come & invece ammesso da parecchi
Autori, fra i quali Gopruwskr, ma & opporbuno ricordare al riguardo
che 1 miei preparati si riferiscono ad embrioni in uno stato relativa-
mente precove dello sviluppo, mentre Psccennafa degenerazione suole
vertficarsi alquanto piu tardi.

I primi complessi muscolari formati si arriechiscono in seguito
di nuovi elementi, i quali provengono dal mesenchima circostante, evol-
veindo secondo il medesimo processo. Dalle mie osservaziomt risulta
che 1 micblasti aumentano di volume per un acerescimento che si estrin-
seca spoecialmente nel senso dolla lunghezza, unendosi reciprocamente
per le estremitd in maniera da costituirve le fibre muscolari striate, che
risultano pertanto di origine pluricellulare. Circa i fenomeni di cario-
cinesi che si osservano nei nuclei, & difficile stabilire con procisiono
se la divisione nucleare precedén Punicne degli elementi, ovvero se le
divisioni avvengano dopo la formazione di un sincizio.

Net riguardl dell’mterpretazione da dare a questi reperti vicordo
che qualche ricercatore sostiene che le cellule della lamina muscolare
del somiti sl differenzianc, come & stato gid detio, in mioblasti e for
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mano dei complessi, i quali, successivamente, assumono l'aspetto di un
mesenchima, una parte del quale penetra negli abbozzi degli arti, dando
luogo alla muscolatura di questi ultimi. Per quanto l'esame dei miel
proparati non confermi questo modo di vedeve, poiché il mesenchima
degli arti appare provenire dalla Jamina cutanea del somite, ed & costi-
tuito da un tessuto omogeneo, in senc al quale non si notano in un
primo momento differenziazioni di gruppi cellulari particolari, tuttavia
- malgrado, ripeto, tali constatezioni — non si pud escludere in ma-
niera agsolutamonte sicara che alcuni elementi della lamina musco-
lave dei somiti, dopo avere assunto un aspetto mesenchimatico, pene-
trino in un secondo tempo nell’abbozzo degli arti stessi,

Comunque, indipendentemente dalla loro derivazione, & da rilevare
che gli elementi costituenti in un primo tempo l'abbozzo degh arti,
con Vesclusione di quelli dello strato ectodermico periferico, formano
un tessuto omogeneo con elementi eguali, e con le caratteristiche di wn
mesenchima. Le primissime fasi della formazione delle fibre muscolari
striate si svolgono a cavieo dei suddetti elomenti di aspetto mesen-
chimatico; & pertanto da escludere che elementi della lamina musco-
lare dei somiti differenziati in mioblasti prendano parte come tali alla
istogenesi delle fibve muscolari striate degli arti. Se si dovesse am-
metfere, per quanto, come ho git detto, con difficoltd, che alcunt ele-
menti della dette Jamina muscolare pencbrino realmente nell'abbozzo
delle estremitd, tale penetrazione dovrebbe necessariamente avyenire
sotbo forma di celluls di aspetto mesenchimatico e di apparenza eguale
a quolla degli altri slementi mesenchimatici dell'abbozzo stosso.

A questo proposito & cpportuno inolfre rilevare che l'origine delle
fibre muscolari striate da parte di elementi mesenchimatici dimostra
un'affinita del tessuto muscolare strinto con quello liscio, che deriva
anah’esso dul mesenchima, ¢ dimostra altresi laffinith di entrambe
queste forme di fessuto muscolare con i tessuti connettivi, essendo
tutti derivati mesenchimatici.

A conclusione di questn nota si pud affermare quindi che neghi
abbozzi degli- arti non penetrano elementi differenziati in mioblasti
provenienti dalla lamina muscolare dei somiti, poiché nei detti abbousi
vi & originarismente un tessuto mesenchimatico omogeneo, il qualo
sembra provenive dalla lamina cutanea del somite; se tuttavie si do-
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vesse verificare in qualche maniera una peunetrazione di elementi da
parte della lamina muscolare dei somiti, questa dovrebbe avvenire
esclusivamente sotto forma di elementi di aspetto mesenchimatico.
Le fibre muscolari degli arti derivamo pertanto dea un tessuto mesen-
chimatico presente negli abbozzi stessi il quale da origine, oltre che
ad altre formazioni, quali per esempio lo scheletro e i suoi annessi
(pericondrio, periostio, ecc.), anche allo parti connettivali che entrano
nella costituzione dei muscoli.
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" INTEGRAZIONE DELL’ EQUAZIONE
DELLE ONDE SFERICHE SMORZATE E FORZATE:
COL CALCOLO OPERATORIO( )

: P_IER() CALDIROLA e PIETRO SILLANO

SVMMARIVM — Ostondunt Auctores quo modo aequatio differentialis

U
Dt{é‘""‘ 2 ‘-—‘]CU«-—-X,

s1 opporbune condiciones in exordio ot in ambitu statuantur, integrari possit per
celeulum qui vocatuy operatorialis, secundum expressionom a Dootsch datam, quae
Cinnititur proprietatibus trensformatae Laplacianae. Hac ratione sine magna diffi-
oultate endem sotutionis formnla obtinetur, quae antea a ToroLo, per integrandi
' rationem a VoLrsRRA ot TEDONE inventam, constituta est, Formula solut]onls doinde
- mpplicatur ad peculiares quosdam casus, qui summo opere physicorum intersunt.

- Nella fisica matematica interesse notevole presenta l'equazione

' -_'diﬁ’erepzi&le alle derivate parziali: '

Sl Lo . 2 . 2 2 2

o %_ﬁ_.._ U -kU=X (Azm.5%+§?+§?)

:':"d__e_t.ta, delle onde sferiche smorzate e forzate, In quale fra l'altro con-

“tiene ‘come casi particolari l'equazione dei potenziali elettromaguetici

ritardati (k= 0) e quella del campo mesonico (k== —y*® con y realo)

".che si inconira nelle odierno toorie delle forze nucleari.

‘L’integrazione della [1] & stata oseguita dal Toworo (*} seguendo

il metodo di Vorrerra-Tepons. Se ¢ & una superficio chiuse che limita

" una porzione S dello spazio ordinario o se U & una soluzione rego-
~lare della [1}, la formuln finale & cui arviva il Tonovro assegna i valori

di- T imi ‘punti interni di S ¢ per qualsi&si valore del tempo ¢ in

_ (") Nom 1nesanta1m. duli‘Ama.demico Pontlﬂcio S. L. Giovanni- Giorgi .:.ii
7 ‘agosto 1946, ' '
:(*) Toworo, Inteqmnmm dell’equazwne dclle ondc sferiche smmzate e farzate.

-'-Rend Samm Madt. Unlv Padova », IV, 1033,

21 deta, vol. X,
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funzione dei valori che U e la sua derivata rispetto al tempo assum_dno
all'istante iniziale nello spazio S, e dei valori che U e la sua derivate
normale prendono in ogni istante di tempo nei punti della super-
ficie ¢. La formula risolutive in discorso & precisamente la seguente:

2 I 1 al
4x U, o, 20t = B [U'ﬁit _igf‘)”“{éez “d?z‘]f.,ds *

oufoe] |

|23

(2

T4 (L)) L) dU) ., K NCL
U%(————“P )—.vagﬁ-]dt"”ﬁ- U(ti-—?)dndc

1

d— t—r

B B AL ) P P Y P lfﬁﬂxmfx—m—(t*—”ds

r dn dn rdn|, A A P P
! o 8

dove.si & posto:

p=VEV{E 8 —7*

e dove I,(p) vappresente la funzione di Bessel non oscillante di or-
dine uno.

¢4 proponiamo in questa nota di mostrare come sl possa arrivare
con relativa facilith all’integrale [2] di ToNoro facendo uso del cal-
colo operatorio. Il metodo seguito & quello di Dozmwscr (?) il quale
fa uso sistematico della trasformazione di Laplace la cui importanza
nel calcolo operatorio fu perd indicate molto prima de Groner nei
suoi fondamentali lavori (%).

Rinssumiamo in breve il procedimento seguito poiché esso si
scosta alecun poco dal metodo di Dorrson.

. (%) Dontscy, Theorie und Andwenduny der Laplace Transformation. Springer,
"Berlin, 1987. )

(* Oltro che nei lavori fondamentali: I metodo simbolico nello studio delle
correnti variabili. = Atti Ass, Elettr. Ital. », 1904; Sul calcolo delle soluzioni fun-
- wionali originate nei problemi di eletirodinamica. « Atti Ags. Elottr, Ital. », 1905,
Pargomento & discusso pitt a fondo specie per quanto riguarda i fondamenti
matematici, nel corso del Prof. Ghonel, Fisica Matematicu (Dispense litografate),
Roma, 1928. o : :
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1. INTEGRAZIONE DI UN'EQUAZIONE DIFFERENZIALE COL METODO DI
Dozrscn. — La trasformazione di Laplace:

(3] f(p) = L{F#)] f e R (f)di

lo cul proprieta sono ben note, pud essere pensata come uns trasforma-
zione funzionale che ad una certa funzione F(f) (che chiameremo bre-
vemente funzione L) fa corrispondere un’altra funzione f(p) {che chia-
meremo brevemente funzione 7). Ricorrendo alla nozione pilt generale
di spazio funzionale la trasformazione di Laplace pud essere interpretate
come una trasformazione che allo spazio funzionale delle funzioni L
nella variabile reale ¢ (spazio A) facela corrispondore lo spazio delle
funzioni Z (spazio }) nella variabile complessa p. Fssa viene impiegata
per la soluzioune, per vie indiretta, di numerosi problemi secondo lo
sehema seguente:

a) Dato un problemsa (Problema 1Y) nella variabile reale ¢
(ed in eventuali altre variabili o parametri) csso pud esscre pensabo
come ung relazione fra funzioni I, nello spazio funzionale A. Applhi-
cando ai legami analitici che esprimono il problema 1° la trasforma-
zione di Laplace si ottiene un nuovo legame fra funzioni dells variabile
complessa p (e delle rimanenti altre variabili o parametri che in ge-
nerale permangono) e che pud essere interpretato come un problems
fra funzioni 7 nello spazio % (Problema 2°);

b) Si risolve il problems 2° ottenendo per soluzione una fun-
zione risolvente #(p) che & ancora una funzione /;

¢) A mezzo dells trasformazione inversa di quella di Laplace:

o+i00

31 (o)) = gos [ 20 (p)dp = R()

0—ico

si ritorna nello spazio L ottenendo la corrvispondente R{#) della fun-
zione 7(p). La R(f) in moltl casi (ciod quando sono verificate op-
portune condizioni) & la risolventie del problemn originale 1°,
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Ti: procedimento pud essere sintetizzato mello gschema seguente:

Spazio A Problema 1° . . . ... Soluzione R{} @, ..)
(oggetto)

Spazio X Problems 9° ~———— Soluzione 7(p, x,...)
(immagine) . .

“e pud essore applicato con successo alla soluzione di numerosi pro-
‘blemi in quanto il «problema 2°» & in generale pii semplice del
« problema 1° ». )

Nel caso delle equazioni alle derivate parziali, che ci interessa,
'applicazione & senz'altro vantaggioss perché la trasformazione di
Laplace riduce di uno il numero delle variabili e trasforma il pro-
blema 19, con condizioni iniziali e al contorno, in un problema 2° con
sole condizioni al contorno, e quindi pin semplice. i

“Nel caso particolare dell’equazione [1] per l'applicabilita del me-
todo si 11chlede‘ ' ' '
dlU 9T

- che le funzioni U, B

converga per ¢ 0 (ciod, come suol dirsi, che esse siano funzioni L);

, ecc, siano tali che l'integrale {2}

_ che lo funzioni trasformate siano tali per cui ghi integrali
che compaiono nella soluzione della equazione corrispondente nel pro-
blems 2° convergano per t>0 (e ciod siano funzioni 7);

— che tutte le funzioni siano teli per cui le trasformazioni L

o L~* risultino commutabili con A;, con T oon le integrazioni

eseguite nelle variabili spaziali, ¢ con l'operazione di possaggio al
limite per PP, (indicando con P=P(z, y, z) un punto generico di 8
e con Py un punto del contorno c).

T, interessante notare come i metodi del calcolo operatorio ordi-
nario si presentino come un caso particolare del metode suesposto.
Ad esempio, s6, noll’equazione in oggetto, le condizioni iniziali fossero
nulle l'equazione I corrispondente all'oquazione date & la stessa che
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si scriverebbe colle note regole e sarebbe risolubile coi classici me-
todi operatort (*).

In pratica il procedimento da noi seguito nell'integrazione della [1]
si sposta lievemente da quello del Domrscr nel senso che, nell’appli-

N .

care la trasformazione I, -cl sl & giovati di integrali gid eseguiti
~ c106 di operatorl gid valutati ~ combinandoli con le regole dell’or-
dinario calcolo operatorio che, in sostanza, interpretano le proprietd,
della trasformazione L% (%), ().

(*) Come es. di applicazione del caleolo operatorio ordinario nll'integrazione
di equazioni differensziali alle derivate parziali in uno spazio a pitt dimensioni
si veda:

D. Gzarri, Sulla dimostrazione della formula dei potenziali ritardati col
~metodo degli operatori funzionell. «Rend. R, Ace. Lincel», IX, pag. 997, 1929;
P. Carpirona, Integrazione detle equazioni del campo mesonico, = Ln Ric. Scient. »,
XIIT, pag. 195, 1942,

(® 13 noto come la valutazione di un operatore f{p) posea portare & due
funzioni: <Funzione genoratrice» G(f) e «Funzione caratteristica» IH{¢) se-
condo che Voperatore si immagina applicato alllimpulso unitario 7u(f) o alla
funzione unitaria 1(¢), La definizione matematica di questo due funzioni :

o+i0o

G(Y) =5 f fip)evtdp =L [F(p)] = 2, Bt
a—icD
o+ion ¢
Ht) = zi“;j“]%fi) 91 dpp = LA [f%il] = [G(i)dt
a—ico "0
(tenuts presenti aleune restrizioni)

In molti trattati di «Caleolo oporatovio» vengono dnte fe funzioni H e G
per gli operatori pitt comuni e delle regole por dedurre le H o G di operatori
che non si trovano sulle tavole di quelli noti, La formula [§] alla nota (%) del
§8 & appunto una di queste. Tavole di operntori valutati si trovano nei trattati:

_Gawrson, Hleciric cirewit theory and operational Calcrulus, Me Graw Hill,
New York, 1928; BuscH, Operation cirewit analysis, Jon Wyhley, New York, 1929;
Mo Lanray, Complex variable and operational Caleulus, Cambridge, 1985 e nelle
altre pubblicazioni speciali: Axariing,, Calcolo operatorio e studio dei civeuiti
eletirici in regime transitorio, Monografia da 1'« Elettrotecnica » , Milano, 1986;
CaxrprLn, Fourier indegral for practical applications, « B. 8.T. J, +, ottobre 1998,
Mo Lanvan-Humnerr, Formulaire pour le Caleul symboligue de Heaviside (1959),
che contengono eimscuno diverse continaia di formule, nonchd il trattate del
Donrrscn [loe. cit. (%] il quale di una tavola di trasformazioni di Laplace che na-
turalmente pud essere usatn in senso inverso per la valutazione degli operatori.

(%) L'inversione della trasformazione di Laplace fatta con questo metodo
porte la mecessith di manegginre anche funzioni improprie (impulsi, ecc.). L'use
di gueste funzioni potrebbe perd anche essere evitato ricorrendo per es.ad ar-
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9. "TRASFORMAZIONE DEL PROBLEMA 1° NEL PROBLEMA 90, - Per quanto
detto nel paragrafo precedente, il problema 1° consiste nell’integra-
zione. dell’equazione differenziale [1]:

*U

(1 : s — MU —kU=X(P1)

assognate le condizioni (iniziali e al contorno):

U@, Oea=0® [ )
(4

{u, t)]a = (P, t) l%%}c‘: G (P, £)

Applicando la trasformazione di Laplace la {1] si trasforma nella (7):
4} Ay —(pt— k)= (@+py+¥)

con lo condizioni al solo contorno:

: . ) - Cdu (P, g 5
{4;] | (P, p)lo== f(Pq, P) \‘[Ei{éﬁ;"pl‘L: g(Pq, P)

tifiei del tipo Ai quelli da noi impiegato (vedi §3A) per valutare 1'operatoro
T l/‘;% c'“f"‘}; pard, dovo possibile senza oltrepassare i limiti dell’necottabilith,

talo uso b stato conservato perchd molto rapido e carntteristico del metodo ope-
ratorio. Ad ogni modo una discussione solln legittimith e convenienza dell'in-
troduzionoe o dol maneggio delle funzioni «improprie» nonchd dei limiti di va-
lidith del loro caleolo si trova, per 8., in : Grorer, Fisica Matematica (Disp. litogr.),
Roma 1998 {gid cit.). D'altronde F'uso della funzione impropria detta da Gromaz
funzione impulsiva & diventato coneueto anche in altri rami della fisica teorien
odiorna, dove tale fungzione s nota sotto il nome di funzione di Dirac.

(%) Si ricordi la formula che ai 1a trasformate delln devivata di una fanzione:

{ LEO )= LEQ]—POpt - PO pt .~ Ferh ©)
dove: .' '
o Fon(l) = o F(t)  F®(0)=Lim P (t)
ot t=>+0

Tasn et ottieno ricordando ia [8] o integrando per parti, Si dimostra che
sa per £2> 0 esiste ln F(f) & so per Py venlo ¢ >0 la L[IF()] converge, a * &
valida per ogni R(p)> po. :
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dove, secondo l'uso, si & indicato con le lettere minuscole le trasfor-
mate delle funzioni del problema 1°, indicate con le corrispondenti
lettere maiuscole,

11 problems trasformato (Problema 2°) consiste quindi nell'inte-
grazione dell’equazione differenziale [B] (equazione di Helmoltz) con
le condizioni al contorno [4). ¥ pertanto nots la formula risolutiva
del problema trasformato, che del resto si stabilisce immediatamente

d e—-m‘ e--ar
}m( ; )'f"‘ ; 9]‘“

ricorrendo al teorema di Green; essa o:

4w(P;p)=ff;:[m+pq>+¢]ds +f
_ o A

d
essendosi fatte la posizione:

2

pP—k=d

3. RiTonro DAL proBriMA 2° AL rroBLEMa 1% -~ Si tratta ora di
trasformare la soluzione {6] del problema 2° nella soluzione U(P, )
del problema primitive 1°; si tratta ciod di valutare 1 vari termini
che compaiono nell’espressione [6] tenendo conto delle note proprietd.
dell’operatore p

Formalmente si ha:

e—{H‘

4n U (P, t_)———fL"*[ p -(w+m>++)]ds +
A _

Le due funzioni integrande sono il risultato della valutazioni di sin-..
goli operatori che & necessario valutare uno per umno.

A) Considerinmo la funzione integrands del primd integrale:
quello di volume. lvi si hanno tre termini: S

e—-ai‘

SRR e

e—ﬂ?'
'S

[ L

»

e ae} o) Lt [
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11 termine [9] si presenta come prodotto di due operatori (oltre che.
del fattore costante —;L) | . . |
I.F‘[.e‘7 P’—k} e L"_[m(P,p)] .

@G1li operatori fattori del prodotto si valutano immediatamente ricor-
rendo alle apposite tavole (*) e ricordando la definizione {3}, Si ha cosi:

il 7 Lk YEDR '
Lrtle ] =f, (t—7) + kr it Veme: ) 1t—2); L {2 (P, p)| =X (@, ).
La valutazione dell'operatore prodotto si consegue poi immediatamente
ricordando le proprietd del prodotto integrale (Faltung) di due fun-
zioni rispetto alla trasformazione di Laplace (*). Si ha:

t
L“‘[e"‘”‘w]m.[ﬂ((r-—w)X(P,tﬁ'r)dH-
Q

|4 e N
"1 I 2 .t i
Hh ].,l(/;_{;,/ug:% L@, 6016~ mds 5

il primo termine al secondo membro (per le note proprietd della £} vale:

t
(=) X(Pt-ydr =X (Pt —2)
4

(*) Bi veda ad es. CaMepaLy, loc. eff. {9), form. 843 di Tav. 1. L’operatore e-er
b stato disensso a fondo da Giorar, Sull'integrale dell’equazione di propagarione i
una dimensione, « Rend. Cire. Mat. Palermo», LII, pag. 255, 1928,
(*) Ricordinmo che dicesi predotto integrale (Faléung) di due funzioni T(?),
G (2} Vespressione
f{; P() Gt~ ) dt

e che tale prodotto gode della proprieth:
[4) L[ [T @@~ ds]=T.[F0)] - L[a@)] =) -9(p)

Questn relazione fu stabilita originariamente da: Bonrmr, Ldgons sur ley séries
Divergentes, Paris, 1901, o poi proposta e impiegnta nel calcolo operntorio in
modo sistematico dn: CARSOR, loe, cif. (%), pag. 41. Domtscn, foc. cil. (!}, ne com-
pletd lo studio considerandola come un’equazione integrale rigolubile n mezzo
delln trasformazions di Laplace. Le condizioni generali per la sua validith non
sono semplici; esse rienltano perd soddisfatie nei casi da noi studinti.
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mentre il .secondo, operando la -gostituzione T==¢—2% e ricordando
che la funzione 1[¢— (X +7)] & nulla quando l'argomento & <O o
ciod per A>t-~7, diviene:

t-1

I WVEVE—NE=+F) L (p)
Vi X N1t (0 +9)]dr = '[TX(P,);)dR

(dove si & fatto uso di notazioni analoghe a quelle della formula [1]
e colla posizione ¢ ==0), In definitiva per l'operatore [9] si ha guindi:

(12) L~1[9_"' w]m X(P’;”"") +kf-£f~éﬂ)~ X (P, dh .
[t}

a

Veniamo & valutare il termine [10]. Ricordando che se f(0)=0

5 _pm% la [*] della nota (") da:

i

18] .L"*{p .

-;m-J [U(P l) 0 I,‘Ep) -

?] ?ML '
dove si sono trascurati i termini impulsivi per {=0(*) e si & ri.
cordata la definizione di ¢,

- T termine [11], trascurando al solito gli impulsi all’istante ini-
ziale, dd (per ¢>7): '

[14) 1—1[,.‘:’:1 ] p LWEVEDS)

. L(P) ouP, )
VEVE-—® L 7)‘]’ BTV

B) Veniamo ora u.l ca,lcolo del secondo mtegmle della 8.
Eqso si pué senvexe

1

{16] Lt e —— dn ‘?‘f. e e p da ;

dn P
[+

(*) It trascurare i termini impulsivi per ¢ = 0 costituisce una regola assai
usats, di caleolo operatorio, che si giustifica subite intuitivamente osservando
che per le funzioni I, che si ottengono trasformando le soluzioni del problema 2°

non & richiesta 1'esiatenza per ¢ =0 ma solo del lim, Si assume ciod come so-
C 40

luzmne all'lstaute iniziale quelln data dal detto lim. A questo rxgum-(’(o i veda
Gronai, loc. eit, (%),
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la. funzione mtegra,nda. sl spezza quindi ancora nella. somma di tre
termini : -

it

o e weft] )

r

di cui ei proponiamo la valutazione,
Il primo termine [16] d& immediatamente, con il ragmnamento
glé, fatto per il termine [9] del primo integrale:

_d%

a7 =

Ny A

d; _[fu('r-e')+k7‘Ll(/Vl}_klZ:_:f )]1("""?‘)5'(5'0:‘“")‘1"”.
1 1 Ly

d—  d= 't—f() : d= k ar
=F(Pu,t—-r)-t—i—a~+krmé%cj%F(Pu,l)dh:F(Po:t*?‘)% 1

(dove si & chiamato con I l'integrale al seconde termine del penul-
timo membro), '

11 secondo termine [17] & pilt difficile da eseguirsi per via dirette
perchd presenta derivazioni spaziali di elementi impulsivi rispetto
all'argomento (£—7). Si pud perd eseguire facilmente ricorrendo ad
un semplice artificio: ’ '

!

—anr

valutando separatamente i due operatori pf e e componendoli
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per mezzo della formula [%] di nota (°)..Si ha allora successivamente:
Lt [pf|=F'(®, &) — L [F(0)] = F'(Bo, &) = F (s, O fu(?)

t

L-ale*“']: [ Lt [eme]dt =1t~ 1) {1+a-k.ﬂ[‘t LRV 1) dre ]

P VEV 785k

"‘d‘)

L~ [pf ] fFf(Pa,tmfr)quI‘(Pa,om t—m)] -
. 0
: 11(1—7')+4-k 1(¢—¢-)[ L%GIZ%? dS]d

Sviluppando il prodotto sotto il segno di integrale si hanno cosi
quattro termini, ciascuno dei quali dovrd poi essere ancora derivato
rispetto la normale n. Si ha cosi:

a) per il primo termine:

1 dr

1 d '(Pﬂ,t~ﬂl(fr—-1 e [I"(Pﬂ,t ~tYdr= -———F(P.,,t —);

T dn

b) per il secondo:
d t d
-dsz’(P,,, O)l(fr—r)f;‘(t—-fr)drma—ﬁF’(Pu, Olt—rm=0
[¢]

¢) 11 terzo termine da origine a caleoli un poco complessi. Si ha suc-

cessivamente, integrando per parti 11001dando che F’—fﬁm* 3x F,

® ponendo p'== ' V'3 —1?

4 . T
fF’(P.,,t—fr) 11’?5-1(1—*7-)[%?—) dfﬁ}dfr:

(]

T t
(] i ’
m[a-kF(Pu,tmf)f—I%st ] + ok 1(t~—¢‘)fF(Pa,t——3) L) go

4 t
= 9'kF(PU,O)[}—5—§,E—)—dS + a'kl(t—ﬁ')fF(Pﬂ,t—S)EifE—,g)-dS ;
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~vihoond) per -quarto termine si-hat

4 : ’ ) T . ; - i >
a-kdelF(Pa,O)ﬁe(tm'r)l('rmw)f;—ﬁldﬁ] kR (P,, 0) [w{iﬁﬁl ds .
- e A A
Eseguita lo derivazione normale si vede ‘che la somma del terzo e
_quarto termine di [20] risulta uguale a:

t
d . L) o 4 & +_,pdr o dI
E?’T? kfF(Ps, t"”&)"""’;‘;"""d&—n ]C—a‘?—{? I= ]CI-J'*"'fk? "“&’;‘I" H
T
I'uitimo termine al 2° ‘membro pud ancora trasformarsi nel seguente
modo:

kS ke ST (R, £ 1) lim ’(P)+krfI‘(P,,,t-3) d II(P)ds_
dn 040 ¢

k  dy d I
. =m‘§mq‘ﬁuﬁ“F(P°’t—?‘)+k” fF(PG,)\) 1(9) dh .

In definitiva quindi la valutazione del termine [17] che compare
nell'integrale superficiale [15] d& come risultato:

[ de™ 1dr © _]c__
» dn | 7 dn E)t T(P‘”t -t I-

[22] . | |
- LS T 4)--+ka(&,>>

s

d Ii(P)
P

dh.

Resta cosi da valutare il termine [18] che compare nella fun-
zione integranda dell’integrale suporﬁcmle {156]. Con il solito proce-
dimento si trova:

L—*[m e g] _— %f{ﬁ,(s )+ e Iéhéﬁl 1(3 9-)] G(P,, t—9)d5 =
Q

frr
=GRyt —7) ka%(fl G(P,, W) d> .

(]
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Esplicitando finalmente le funzioni integrande che compaiono
nella formula [8], che costituisce la soluzione formale dell’equazione [1},
si ottiene dopo facili trasformazioni la formula [2] che rappresenta
Vintegrale trovato da Toworo col metodo diretto di Volterra-Tedone.

4, —~ CASI PARTICOLARI.
a) equazione dei potenziali eleftromagnetici ritardati,
Ponendo nella {1] Z==0 si ha l'equazione:

Kal')

[24] -

“"‘"AQU::X

nota sotto il nome di equazione del potenziali elettromagnetici ritar-
dati. Il suo integrale (**), sempre colle condizioni iniziali e al contorno
espresse dalle [4], si otterra dalla [2] ponendovi Z=0. Si ha:

_ [ X = 1dU dr 1 droU
47:U($1)ynzi:tl)_‘fm__?, a8 — a7~ Ugn+ ?—,%*5}"&?
5} o
b) equazione del campo mesonico.
Ponendo nella [1] % =:—x® (con y reale) si ottiene l’equazione:
D!
[26] . Q—;J—wAQU-i*ny:X

detta del campo mesonico e che interviene nello studio delle forze
nei nuclei atomici. H suo integrale (1*), sempre colle condizioni [4],

{*) L’integrale della [24] con le condizioni: Ugy== (%}g-) s (%-g-)toz 0 &
[}
Btato ottenuto col caleolo operaterio ordinario da Grarri, loe. eit, (4).
{¢*} L'integrale della [2B] con le condizioni: Ug= (%%) = (%g){ =0 &
o e

atato ottenuto col calcolo operatorio ordinario da CALDIROLA, [g¢. ¢if. (4).
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.g1 - otterrd dalla {2} ponendov1 b= o ,( Dopo facili trasformazioni
g1 ha: o : . T '
AU, gy 2yt = 1 f[u_ﬁg(ifalgfl>)_ml<;fi> 20 15 -
o[O3 e [
d

1dU ____[ 1 drdU qupz) X (t,—)
—H‘;"JE"U g dtLH Ide 2P gy, [“—""‘r s

denotando J,(|p]) la funzione oscillante di Bessel di ordine uno.
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IL CALCOLO DELLA PIASTRA ANULARE SPESSA *)

RENATO GIOVANNOEZI

SyMmarivs, - Solutiones adhibens, quae jam notas sunt quod attinet ad
funetiones cylindricas st ad functiones rativnales et trascendentes, Auctor poer-
pendit laminam anularem spissam, quas inaeguali oneri el vineulo sit sublecta.

Functionum cylindricarem, guae erebrius in calculis adhibentur, evolutiones
in seriem persequens, concludit Auctor eas tarde convergere, ideogue formulas
obtineri qunae commodius in doctrinae elucublablombus, quam in artium usu,
adhlbeu poesint,

1. PrEMBESSE GENERALI. ARGOMENTO DEL PRESENTE LAVORO. - 1l pro-
blema della piastra di spessore costante ma non trascurabile rispetto
alle altre dimensioni, ¢iod, come suol dirsi, il problema della piastra
spessa, & stato finora fatto oggetto di numerose ricerche che hanno
condotio a un certo numero i soluzioni esatfe o approssimate del
problema stesso. Una completa frattazione del problema generale dal
punto di vista matematico si trova in un ampio lavoro di Wonowsyy-
Krimasr ().

Per il caso, particolarmente importante nelle applicazioni, di- piastra
circolare caricata con simmetria assiale, le equazioni generali si sem-
plificano notevolmente o se ne conoscono finora due tipi di soluzioni.

(*) Nota presentata da 8. 15, PAceademico Pontificio Enrico Pistolesi il
27 gingno 1946.

(H) 8. Woixowsky-lirmecur, Der Spannungssustand in dicken elasia.sclwn
Platien, «Ingenieur Archiv»; IV Band, 1933, pagg. 203-226 o 305-331,

22 defa, vol. X,
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La prima soluzione, indicata da A.I. Love(}) e successivamente
sviluppata da A. TmdpE (*) per un buon numero di casi importanti, &
una soluzione in termini finiti, basata sull'uso dei polinomi di LEGERDRE;
e si presta a risolvere il problema di un cilindro circolare pieno o cavo
sulle cni facce cilindriche siano assegnate le tensioni normali e tan-
gonziali in serie di potenze della coordinata assiale z.

Lo seconda soluzione, applicats da N. Frmow (*), A. Napar(*), o
recentomente, da R. Omrra (%), si basa sull’uso delle funzioni di BesserL
e si presta a risolvere il problema quando siano assegnate lo distri-
buzioni del carico normale ¢ tangenzisle sulle facce piane di un ci-
lindro circolare pieno o cavo.

Ambedue le soluzioni si basano sull’ipotesi che il carico assiale
complessivo sia oquilibrato da tensioni tangenziali agenti sulle facce
cilindriche, ma con leggi di distribuzione diverse in ciascuna soluzione;
e ambedue le soluzioni sono in un certo senso incomplete, perche
permettono che siano soddisfatte certe condizioni arbitrarie solo sulle
facoe cilindriche (1* soluzione) o sulle facce piane (2° soluzione). Occorre
percid in generale combinare le duc soluzioni, benchd eid a rigore
non sia esatbo, essendo, come &i & detto, diverse nei due casi lo di-
stribuzioni di tensioni tangenziali sulle facce cilindriche.

Gl studi finors compiuti con le soluzioni del secondo tipo si sono

limitati al caso della piastra senza foro centrale, vincolata sulla faccia

cilindrica; nel presente lavoro estenderemo la ricerca al caso prati-
camente pit importante della piastra spessa cou foro centrale, tenendo
conto sia di condizioni di vincolo gii considerate in altri studi, sia
di altre che riteniamo di maggior interesse pratico. Hsamineremno
infine lo possibilitd di applicazione pratica dei caleoli svoltl

Yy A, B, H. Lows, A4 Treatise on the Malhematical Theory of Elasticity,
Cambridge 1927, pag. 276.

(®) A.'Tiuen, dchsensymmetrische Deformation von Umdrelungsidrpern, Zeit-
schrift fir Angewandte Mathematile und Mechanik, IV Vol,, 1924, pagg. 361-876.

() L. N. G. Fivon, On the Blastic Equilibrivm of Circular Cylinders under
Certain Practical Systems of Load, «Philosophical Transactions of the Royal
Society of London », Serie A, Vol. 198, pagg. 148-233.

(*) A. Naba1, Die FElastische Plaiten, pagg. 305 e segg., Editore Springer,
Berlino, 1925.

%) R. OuriG, Die achsensymmetrische belastele dicke Kreisplatte, « lngenieur
Avchivs, XIII Band, 1942, pagg. 156-162,
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2. L EQUAZIONI FONDAMENTALL DEL PROBLEMA. — L8 equazioni fon-
damentali del problema sono note. Detti ¢,p, gli spostamenti di un
punto generico della piasira rispettivamento in senso assiale ¢ radiale,
» il raggio generico, #z la coordinata secondo l'asse della piastra, mi-
surata & partire dal piano medio della piastra, v il reciproco del mo-
dule di Porssown, valgono le equazioni indefinite di equilibrio seguenti:

Oe
(1--2v)af + 9—ng

[1] )
é
(1—-2\;)(;;9_;?2-)«».97&0 ,

in cul A & l'operatore:

{2] A= '“";"g + T

[3] \ e:%+—-—-

che soddisfa alla:

[4] | _M_‘?"ek?_ﬁ_e+193_
' T 02t o Ty O

Da queste equazioni, con opportuna separazione delle variabili,
si deducono per &, e ¢ le duc equazioni separate del quarto ordine;-

AAL =0

[6] | (A-%)(Ap—-—;%):(),

di cui sono soluzioni particolari le seguenti, prodotti di una funzione
della sola # per una funziono della sola z:

[T} o= %\- (A Cosrz+BrzCosre+ CSenhe + DAz Sendra) %, (0r)

(8] £= %m (A’Cos 2z + Braz Cos hz + O Sen hz + ' Az Son 1) Z (W) -
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In esse n: A, B, .., A, B, .. sono. costanti di determinare con
le condizioni ai limjti; mentre Z,, 7. sono fanzioni cilindriche di ordine

rigpettivamente uno e %ero:

ig] ZL (-}\3') o= J‘j (7\?") |- kN, ()\ ?’)
oy Zo 1) = T, 000 + kNG ()

aiod combinazioni lineari secondo uno siesso coefficiente k& (anch’esso
do determinare con le condizioni ai limiti) delle funzioni di BrssEL
o di Nrusaxy dello stesso ordine.

Sostituendo nella [4] e nella prima delle [1}, si trovano quattro
relagioni fra le costanti A, B, .., A, B, .., di cui pertanto solo 4 ri-
sultano in definitiva indipendenti. Tenendo conto A tali velazioni e
posto per sempliciti:

le espressioni di p e i £ agsumono. Vaspetto segunente:
[12] =3+ (A Cos¥ +BLCos{+ CBenl + DY Sen L} %, (a7}

118} £z S ; {(—A Sen? + B[(B —4v)Cos{—1 Sen {—CCosl+
‘ + DB —4v) Sen L — L Cos [} Z (7).

~ Per ogni valore di X s trovano corrispondentemente certi valori
delle costanti A, B,C,D, & Perché le soluzioni del tipo [7], 8] pos-
sano soddisfare alle condizioni ai liniti del problema, 2 deve ossere
in generale radice di una certa equazione trascendente. La sommatoria
si intende, ora e in seguito, estesa a tutfe le infinite soluzioni del
tipo {7}, [8}, che chiameremo per brevitd « solnzioni elementari », cor-
rispondenti alle radicl dell’cquazione relativa al problema particolare
eho si considera, poste in ordine di grandezza crescente. Le costanti
A, B, G, D, sono adimensionali.

Nel caso della piastra piena le funzioni di Nuomaxx, infinite
nell’origine, sono evidentemente da oscludere e le funzioni Zg, Z, s
riducono alle sole funzioni di BrssiL. S
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Lo {12], [18] possono seriversi pitt concisamente nella forma:

4y o= "i RQ2) 2y (0r)

{18] :

~;- Za) By (hry

Indicando con apici le derivate delle funzionmi R{iz), Z(%z) ri-
spetto all’argomento %z, lo espressioni delle tensioni normali Gy 0y B 6,
(rispettivamente tensione radiale, tensione in senso tangenziale e ten-
sione assiale) ¢ della tensione tangenziale 7 si serivono come segne:

o {?e ve 26 oo Lo
16] o= 20 (ar "17.-75).” 20 2\}3[(1_@ B9} =205 < RZ,

kK ol ve . 2G TP 4 AN, DY 1
[17] o ==2G (1;; + 1“1"-‘2) =y SR AV 6,1 26 3 - R,

[18] ag_z-;‘ze(g: + 1";)—- i() SIVRY (L= %1%,
r)P
9] = = (;(%% + 5 )_ GS (R -—-2)3,

8. Lm coNpiziowt ar ramins. — Per risolvere i vari problemi. possi-
bili relativi alla piastra anulare spessa occorre disporre delle sei co-
stanti X, k, A, B, C, D, che si hanno a disposizione per ogni soluzione
elementare in modo da soddisfare alle condizioni ai limiti.

In generale, nei casi pitt comuni di sollecitazione e di vincolo,
dovranno su ognuna delle quattro facce delln piastra anulare BSSCro
soddisfatte due condizioni rignardansi: sulle facce piane, i valori delle
tensioni normali e tangenziali; sulle facce cilindriche, 1 valori di tali
tensioni, oppure 1 valori degli spostamenti assiali e radiali.:

Mentre lo quattro costanti A, B, C,D, permettono di soddisfare
a tutte le quattro condizioni detie sulle facee piane, manca invece la
possibilita di fare altrettanto sulle facce cilindriche, nelle queli riman-
gono disponibili due sole costanti, % e &, per soddisfare a quesLe con-
dizioni. o

‘29 Acta, vol. X.
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Per la risoluzione completa dei vari problemi occorre percid in
generale combinare le soluzioni cosl ottenute con le soluzioni di Tumex,
relative appunto, come si & detto, a varie condizioni di carico sulle
facce cilindriche.

Negli studi precedenti prima citati eseguiti mediante soluzioni
del secondo tipo & stata agssunta come condizione ai limiti per la piastra
spessa senza foro «appoggiata liberamento al contorno» Vannullarsi
dello spostamento assiale in tutti i punti della faccia cilindrica, con-
dizione questa che corrisponde poco allides di un appoggio, dato che
da luogo a tensioni tangenziali sulla faccia cilindrica, e non si vede
nemmeno bene come potrebbe essere realizzata in pratica.

Anche la soluzione di Timpr per il caso della piastra appoggiata
ol contorno o caricata da un carico ripartite uniforme, oppure da un
carico ripartito sopra una circonferenza, pur non coincidendo esatta-
mente, per le ragioni prima dette, con 1a soluzione analoga del secondo
tipo, da sempre luogo & tensioni tangenziali sulle facce cilindriche.

Il caso che si presents in pratica e che pertanto abbiamo ritenuto
opportuno di prendere in esame nel presente lavoro, oltre ai casi, gid
considerati da altyi, prima detti, & invece quello in cui il carico agentoe
su di una faceia piana & equilibrato da un carico con rigultante uguale
ed opposta agente sull'altra faccia, non ossendo le facce cilindriche
sottoposte ad alcuna tensione tangoenziale.

4, SrupIo DI VARI OASI POSSIBILL DI VINCOLO B DI SOLLECITAZIONE, —
Con queste preinesse, passiamo allo studio del nostro problema. Siano 24
lo spessore della piastra; @;¥, 1 raggi esterno ed interno. L’asse z
abbia, come si & detto, Uorigine a metd spessore della piastra stessa.
Consideriamo in quanto segue un certo numero di casl possibili

" di vincolo e di sollecitazione.
A) Piastra anulare, vincolate sulle facce cilindriche secondo lo

condizione
[20] (=0 per r=a; £=0 per r=0,

caricats sulla base z=h da una pressione p=p(r) e sulle base g=—h
da una pressione p'= p'(1).
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© Dalla {20], tenendo presente Vespressione [18] di £ e la [10], segue

per X Vequaziono trascendente:
[21) Jo(ra) NO('{\I)) e Ty O N (0 6) == O

e per & il valore:

J, (e} T, ()
TN,y N,

[22] Jo s

La determinazione delle costanti A, B, C, 1), corrispondenti a una
data soluzione elementare si effettua dopo avere sviluppato le fun-
zioni p(r), p'(») in serie di funzioni ecilindriche di ordine zero:

[10 rip.] Zy Oy =T, (A0 + BN, ()

essendo X o & definiti dalle [21] e {22], mediante gli sviluppi:
(23] O p) =— 4G S SE,00)

[24} pPoy= 4G IS L0000 .

Comse gia detfo, le sommatorie si intendono estese a fubti i va-
lovi di & che soddisfano alla [21] in ordine di grandezza crescente.

Per una data soluzione elementare, le condizioni determinntrici
delle costanti A, B, C, D sono allora le seguenti (con o,* indichirmo
adesso la sola parte di g, che corrigponde alla radice 2):

[25] per z== & e =4 GSZ,0r) ,

[26] per z=:--h ol 4 GS'Z,0r) .
Posto:

fery . Yhe=o,

dalle due condizioni esprimenti Vannullarsi della = sulle facce piane

si deduce:

28] C=B[(l-2v)—nTge Aw=D[(1~29) - 0 Cota] .
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Sostituendo melle [12], {13}, [18], si trova:

[29] Bl(1+0Tgo)Senl-{ Cos’j+D[(1+0 Cobw)Cosl-,Senl].

g
OGZ, ()
Facendo quindi uso delle due condizioni relative alla o,*, si ha:

.. g ,' s
0] B= D= S

2w 2o
Sen 2o

Sen m(l S ) Cos o (1 +

Sen 20

Lo espressioni complessive deile fensioni risuitano le seguenti:

&) -%=§3B[(1+m'rgm) Senl — Cos (]} +
+D[(L+ » Cot w) Cos 7 —{ Sen {4 Z,(0)
[32] §%= 9vS[B Sen? + D Cos (] Z,(2) +

+3 %_ {B}{Cosﬁ%—[(l—‘Zv)»—ngnﬂSenZ% +D %ﬁSenﬁ+{(1—2v)—cu00tw]008'§{} 7, (hr)

-3 %{B 7 Cos?+[(1-2v)~wl'gu]Senl{+ 1) ¥ Sen?+](1-2v)-0Cotau] Cos{, {}Z ()

134] "EEG’ ~SIB(Senl-wTgw- Cos{)+D{ Vos -0 Coto-Senl)] Z,().

Da ogservare la perfotta simmetria dei coefficienti di B ¢ di D, che
si ottengono 'uno dall’altro scambiando ovungue il seno e Ja tangente
iperbolici col coseno ¢ con la cotangente rispettivamente e viceversa.

Por il caso particolare in cui una sola dello facce, ad esempio la
superiore, sia caricata, basta fare ovungue p'==0, 8'=: 0.

Tl sistema di tensioni cosi oftenuto non soddisfa alla condizione
di avere tensioni normali nulle sulle facee cilindriche. Per realizzare
approssimativamente fale condizione, occorre sovrapporre al sistema
trovato un sistema che . abbia sulle facce oilindriche di raggi «, b,
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forze radiali risultanti R{a), I{b) e montenti Hettonti risultanti M{a), M(®)

(forze e momenti si intendonc naturalmente riferiti all’'unitd di lunghezza

delle circonferenze di raggi a,b) uguali ed opposti a quelli del sistema

trovato. '
81 ha facilmente:

[85] R;((L) = (GJ)T-:'(.: dd == 8 G Y E-D Z" O\ (L)
' ~h
{36}
h
M ()= /fa,)? S S ZO )4 1(705) 49y lwaCoton ’
-k (20
Sen 2w
o, analogamente:
7] R@)=86y3D 2
S S’ Zi (A0} L—wCotw
[38) M@)= 2,00y + = [ 142y A TR
T Hen2w

Dalle [35], [36), [37], [38), appare che le forze radiali dipendono
dalle somme dei coefficienti degli sviluppi in serie di p, p’; 1 momenti
flettenti dalle loro differenze. Se le duc facco piane fossero caricate
ngunalmente, mancherebbere i momenti fiettenti.

Si vede anche che nel nostro caso, in base alle ipotesi di vincolo
ammesse, le [36], [B8] ¢1 semplificano per essere Z;(Aa)=2,(2b)=0.

Lo tensioni corrispondenti alle forze R(a), R{}) o ai momenti
M(a), M) valgono, come si deduce dal citato lavore di A. Tmrer:

forza IWa) al bordo esterno.:

Rie) a® b* Ra) o° b*
B9 . o gy (i) =gy oh W (bege)

A lf‘m'za R(b) al bordo inferno:

RD ¥ [a* __R@y ¥ (o i
[40] gy gt g (——ml) = ~ g g +1).
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Momento M(a)==M al bordo esterno:

» 3 B\ 2 3 0\ 2

Momento M(Dy=M al bordo interno:

£ 2 q 2 -
[42] g M(iiw1) .. M({‘—2 +1)4 :

L 2 1.% h:}
B Piastra anulare vincolata sulle faccia cilindrica esterna se-
condo la condizione:
[48] E=0 per r=a,

caricata da wna pressione p(v) sulla faccia z==h e do una pressione
P () sulla faccia z==-— I
Per definire il valore di %, alla condizione:

[44] J,000) + BN (W) =0

aggiungeremo V'altra che siano nulle lo tensioni tangenziali sulle faccia
¢ilindrica #:==5, ciod la condizions:

(44} ‘ T+ RN, () =0
Dalle [48], [44] seguoe per % Yequazione tragcendento :
{461 J,0) N, (10) — T, 0N, Q)= 0,

e per k il valore:

Joat)  J(A0)
TN, N (b))

[46] k=

Tutte le altre formule sono formalmente identiche a quelle del
easo A). Continueno pertanto a valere le formule da [23] a [41], purché
si intends che in esse 1 valori di X o di %k siano adesso definiti
dnlle [46], [46] anzichd dalle [21], [22]. Le [36], [38] si semplifieano
per essere nolla [36] Z,(ra)==0, nella [88] Z(2b)=0. Lo R(b) date
dalle {37} si annulla.
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Q) Piastra anulare vincolata sulla faccia cilindrica interna se-
condo la condizione:

147] . £E=0 per =0,

caricata du una pressione p,(v) sulla fuccia z="h e da una pressione
p'(r) sulla faccia z=h.

Imponendo la condizione v=:0 per r=a, si trova ancora che
valgono tutte le formule del caso A), purché in esse si intendano
adesso X e & definiti dalle relazioni: '

[48] T,00) N, (h&) —~ T, (ha) Ny (hb) = 0

Ji(ha)  J,(AD)

149] b= NG T T NG

Lic [86], 188] si semplificano per essere nelia [38] Zy(ha)=0 e
nella [36] Z,(20)=0. La R(a) data dalla {35] si annulla.

D) Piastra anularve, libera sulle facce cilindriche, carvicata sulle
facee piane 2=t k rispettioamente da distribuzioni di pressione (), p'lr),
tali da avere risultante complessiva nulla, ciod tali da soddisfare alla
relazione !

 [50] [l —p)rar=0.

Per dofinire » e %k assumiamo adesso le condizioni:

[b1] =20 per r=a o per r=b,
clod
(62] J @) N, (Z) —~ T, (A5 N, (ha) =0

J.08) _ T0B)

03] SRS WEv R iY)

Clontinnano a valere tutte le formule relative al caso A) in cul perd
si intenda che A e % siano definiti dalle [62], [63] anzichd dalle [21], [3].
Lo [86}, [88] si semplificano por essere Zy(ha)==%,( b} == 0.
Le R{a), R(d) date dalle [35], [37] si annullano,
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Occorre tener presente che in questo caso il sistema i tensioni
corrispondente a una data radice 2 non & in generale equilibrato.
Si ottiene lequilibrio solo tenendo conto della sommatoria di tuthi i
sistemi di tensioni corrispondenti alle radiei .

Come caso particolare, potra essere caricata una sola facc,n da una
distribuzione di pressione avente risultante nuila, essendo Valtra faccia
scarica. Supponendo che la facein carica sia la faccia z=h, sard clod:

(60 P)==0 [ peyrdr=0.

Te formule relative a questo caso particolare si ottengono facendo
ovungue 8'=0. '

E) Piastra anulare caricate da wna distribuzione di tensioni tan-
genziali ©(v) sulle faccia piang z==h e da wna distribuzione —1'(»)
sulla faccia z=—Ah.

T valori di % e % sono ancora definiti dalle {52}, {58]. Le condi-
zioni per la detzm‘minaziond delle costanti A, B, C, D sono le seguenti:

{B54] per z=2h 6,=0 t=7(r)
5] Cper ze—h 0,=0 Te=t() .

Dalle condizioni relative alle s, si deduce, per una data radice A:
(66] A=D[2(1-v)—wTga] C=B[2(l—v)~oCota].

Sostituendo melle [12], {13}, {19] si ftrova, indicando con % la
parte della © totale che corrisponde alla radice.-h:

o7 =Bt 4 - -
[67) QGZi(M) [ 8ent+(1-0Cotw) Cos? }FD (COSC+(1 wTgw)Senl],
nella quale cspressione & da osservare che si passa dal coefficiente
di B a quello di D sostituendo ovunque coseno e cotangente a seno
e tangents e viceversa.

Sviluppate in serie di funzioni ecilindriche di primo ordine le di-

stribuzioni 7(r), 5'(r) mediante gli sviluppi:
B8y ' (M ==Ad G ST Z ()
{BY] _ =4 G T T O,
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per una data soluzione elementare si hanno quindi le condizioni se-
guenti determinatrici delle costanti A, B, C, D:

[60] per 2=k - =4GTZ ()
[61] o per  z=-—h F=4GTZ 00 .

Con sempliel caleoli si trova:

- T . T . ' . v
62 B _.DFTQM D T 12
Cos o (1.“ k__w) Sen (14 _ae )

Sen 2w Scn A

Lie espressioni complessive delle tensioni risuitano le seguentl:

[63] ;E; - S [B (0 Cotw-Senl~-L{CosD+D(wTgw- bost 78011()]20(19)
{64} 20_ S(BSen? + D Cos) Z, () + 5 2 1(1?){ 3L Cosl + [2(1—~v) -

~wCotes] Sen L]+ D¢ Sen +(2 (1wv)mngm]00szg}
[65] -2&_ 2{ [ CGSZ+(2—mGotm)Sen'C]+D[ﬁSen'ﬁ+{2—-w'f[‘gm)Oos‘C]}Zo()\?*)+

+S 71;%1) {B}f(}os L+ 21w Cotw) Sen 4D Senl+{2(1-v)-0 Tgo] Cosﬂ}

[66] —M-Z}B [tSen’+(1-wCotw)Cos ]+ DL 0s'ﬁ-|-(f1A»—w'l‘gcu)Sen‘Q(ZL(M').

Le forze radiali risultanti che occorre applicare al sistema trovato
" per avere risultante radiale nulia, sono, tenuto conto che, per le [bl]},
Z,(day="7,000)=0:

(67 R@w4G3 %00  RO)=4G 31

7o (WD) ;

mentre 1 momenti da applicare pel avere momento 11511113&111;9 nullo
valgono:

[68] M(a)=4GhS EM;E Z,0a) M@ =4GLS f,ll_i_' (WD) .
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Si vede dunque che le forze radiali dipendono dalle differenza
delle distribuzioni di tensioni tamgenziali sulle facce superiore e infe-
riore; 1 momenti dalla loro somma.

Nel caso particolare in cui la sola faccia superiore sia carica e
la inforiore scarica basta fare ovungue T'=0. Dal confronto delle
[67), [68] appare anche che le distribuzioni di tensioni tangenziali
applicate sulle facce z== =% dinno luogo a forze radiali risultanti per
unith di lunghezza del contorno agenti nei piani di tall facce.

B. G'Lr SVILUPPI IN SERTE DI FUNZIONI CILINDRICHE. — La soluzione
del problema nei vari casi considerati importa sempre, como si & visto,
uno o pit sviluppi di determinate funzioni f(r) in serie di funzioni
cilindriche di ordine zero ed uno mnell'intervallo bsr<a:

[69] ) == 3 ¢ 2 (37) [70] fry=73 (M7}
essendo gli « autovalori » %; del problema definiti da deterninate equa-
zioni trascendenti (le [21), [46], [48], [62]). ‘

Lo formule di tali sviluppi sono note, me raramente riportate nei
trattatl; riteniamo pereid opportuno riportarle qui nella forma che esse
assumono per i casi che a noi interessano.

Per lo sviluppo [69] valgono le relazioni seguenti:

[71] ¢= %: f : ) Zo () rdr

Cyo= %: { a*[Zo* (hea) + Z (N )] —

[72]
— DY Ze* (0, ) + Zﬁ(hb)}} ;

mentre par lo sviluppo [70] valgono le relazioni ;
1 o

[73] e E[ f L () rdy
iJ o

= ",:L af| 7 ) + B2 () 2 Z, (@) 2y Gy a))—
2 3a .

[74] L ;
- b?\zozo\ib) + 2y (b) — < Zo(MiD) ZMM)} } .
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Le espressioni [72], [74] di C; si possono naturalmente semplifi-
care quando, por le condizioni ai limiti, si annullano per #=a o r=0b
le funzioni Z (a7} o Zy(x#).

La possibilith di calcolare la funzione primitiva degli integrali
che compaiono nella [71], [73] dipendo naturalmente dalla forma ana-
litica della funzione f(r). _

Per il caso f(r) =cost, Pintegrale [70] si caleola subito, essendo:

{76] qu (h#) v dy = {.',, Z (1)

mentre 'integrale [73] si riduce, mediante la relazione:
o " 1

[76] fa' Zy(hw)dy =~ -;: Z,u7) + »i:?fzo(m,r) d(x7)

al calcolo dell’integrale:
[Zy()

integrale che non si sa fare in forma finita.
Se la funzione [(r) & lineare si presentano gli integrali:

f’:‘* ZoOv)dr == -51— ¥ (M) _f'r Zy () dr

[77) 1, o, 1 (. '
— {, Zu(h) + 5 Za 07 1—{2/’ Zo Oni2?) d(miw)}
A2
[78] [’?’9 Zy(hr)dr = %—— {)\—J? Zy (e#) — Lo (i1

il primo dei quali si riduce ancora al caleolo, da farsi per integra-
 zione numerica, dell'integrale f Ziy (1) dr.

Apli integrali fondamentali considerati ci si riduce anche, con
integrazioni per partl, quando devono eseguirsi integrali del tipo
f 7 2o (37 di” [ ™ 4 () dr, esgsendo m un numero intero maggiors di 2.

6. I, caLcoro DEGLT AUTOVALORT A ~ Lio oquazioni trascondenti |21},
[45], [48], [62], di cui per lo svolgimento dei caleoli occorve determi-
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nare le radici, sono sostanzialmente, posto ('}:

@

(79} | ek b=,

dei tre tipi seguenti: -

[80] folw) =T, () Ny(bw) - J, (ko) Ny ()
[81] @) = T (@) Ny (o) — T, (o) Ny ()
(82) Fila) =T, (@) N, (k) — T, (o) Ny (i)

Consideriamo dapprima il caso di una radice a cosi piccola che
non possano usarsi per lo funzioni di Brssen e di NmUMANN di eul
essa & argomento gil sviluppi asintotici. '

In tal caso, calcolato un valore approssimato & della radice ®
posto: ' '

[83] .’B::E-i-a,

si pud scrivere, axvestando lo sviluppo in serie di Tavrom ai primi
tre termini: ‘

2

84) Flw) = [(E +6) = f(B) +of (@) + 5 [ (&) =0 .

Si ha cosi una equazione di secondo grado, cho risolta fornisce
il valore di . In questo caso un tale procedimento sembra preferibile -
all'uso ripetuto della formule di Nmwrox, per il fatto che lo tabello
(Kuuxt Kavasur, Funfstellige Funktionentafeln, Springer, 1930) danno,
per argomento fino a 16,00, i valori delle fungioni J,, N, J., N; con
b decimali, di 0,01 in 0,0L.

Prendendo ‘come valore di partenze un valore delle tavole, il
trascurare il cubo di e porta a uu errore cortamente minore di 10~

(*) Allo scopo di conservare le notazioni di JAMKR Bumpw; Funlktionentafein,
sl usn in questo paragrnfo, e in guesto paragrafo solumente, un simbelo 7 defi-
nito dalla prima delle [79], che ha un significato diverso dal & definito dalle {97, [10},
che compare in tuéti gli altri paragrafi precedenti o seguenti il presente paragrafo.
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ciod minore dell’errore con cui sono riportate le funzioni nelle tavole
stesse. Si ottiene percid il valore esatto (nei limiti della precisione
delle tavole) fino dal primo calcolo, mentre invece con la formula di
Newron occorre calcolare successivamente funzione e sua derivata
prima per valori di @ non contenuti nelle tavole.

Le espressioni delle f'(x), /“(w}, che per brevitd non stiamo qui
n scrivere per i vari casi possibili, si trovano facilmente ricordando
che valgono le relazioni:

[85)] I, () = — T, (%) Jo"(w)ﬂ—Jo(m)‘*g!“‘g.@

[88]  J.(@)=— T, () Jf’(m)—(iwl)m) o)

e le analoghe por le funzioni N {x), N,{x).

Per trovare un primo valore approssimato di @ si pud, per le fun-
zioni f,, fi, interpolare nelle tabelle che dinno le loro prime set radici
per varii valori di % in Jamus-Exor, Funltionentafeln, pagg. 274-270.
Por la fo, si pud far uso delle citate tabelle di Kuimomr Havasur

Per il calcolo dei valori pilt elevati delle radici @ si propone
come pitt conveniente il procedimento seguente, basato sugli sviluppi
asintotici di HARKEL.

Por le funzioni di Bmsser J, e di Nmumann N, di oidine’ P tall
gviluppi si scrivono notoriamente nel modo qeguento

1871 J,(2)= \/ ;“25 (A, (@) cos 0, () — By() sen 6,()]

[88] N, (x) :\/_7?5— [A,, (x) sen 0,{x) + B,(w) cos 81,(:1:)]

n eui:

[89] _ eﬂ,(w)_m Py —

_qo G 1N (p-5T) | (4pP-17) (4p™-8°) (4p°--BY) (4232 (8
" &l =1 5T R ey AT 2
9

L -1y (4pP-1%) (4p°—B7) (4p” — B
Bo(@) = = 5 rmay * 5% 31 Gy
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Sostituendo nelle [80], [82], in cui si intenda che sia rispettiva-
mente p=0, p=1, si trova, tenuto delln [89], Vequazione seguente
determinatrice delle radici @:

A, (k) B,(@) — A, () B, (k)
A, (ka) A, (z) + B, (kx) B, ()

o1} tg [(k—1)x] =

Poichs gli A, sono dellordine di grandezza dell'unitd, mentre
i B, sono dell’ordine di grandezza di —, clod, essendo per ipotes

2 grande, piccoli del primo ordine, il secondo membro della [91] &
piccolo del primo ordine. Percid anche la tg [(k—1)a] sard piccola
del primo ordine e potrd quindi confondersi col proprio argomento
diminunito di mw, essendo = quellintero che fa pil avvieinare alio
zero la differenza [(—1)x — m=].

Calcolati per un valore approssimato & di @ il primo e il secondo
membro della [91], Vincremento:

{92} ee= i — &

da aggiungere al valore # di prima approssimazione per ottenere un
valore pitt approssimato @ della radice produrrd, per quanto gi &
visto, nel secondo membro della [91] una variazione dell’ordine di

grandezza di —F clod piccola del sccondo ordine e quindi, nelle

nostre ipotesi, trascurabile, e nel primo membro una variazione uguale
circa a [(k—1)¢e].
Il valore di ¢ risulta percid definito dalla relaziome:

(93] cmmeo b [AeFB B @) Ay(@) By(EE)
B =NT0 A.j, (kﬁ) Am(ﬁ) + B”(kﬁ) B?)(%)

~(k--1ya+mw

Per radiei molto grandi si ha, ancora pilt semplicomente:

, _ B@=B,Ex . mT
[937] i
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A un risultato perfettamente analogo si giunge sostituendo gli
sviluppi [87], (88] nella [81]. La condizione determinatrice delle radici
risulta adesso la seguento:

% A, (k&)B (&)~ A, (&) B, (kZT)
g | — Do — —=| =1 g 0 .
|6 - o= 3|~ D e bR

{94]

L’incremento & da dare a un primo valore approssimato della x
per trovare un valore pili approssimato dalla radice stessa & dato
adesso dalla:

1 [ A& B, (&) — A (%) B, (k&) _ 0w
L d — e — T
(98] &= gy { AU K (3 B B, - hEs g +me
e, 5o @ & molto grande, dalla:
, By — By (k®) . ™ mE
[95) g ) TETH T RS

essendo s il numero imtoro cho fa maggiormente avvicinare allo zero
la differenza

(k—1)a - -% — |

Al tendere di a all'infinito le radiei tendono ai valori limiti:

[96] ' a::-?«é% per lo equazioni [80], [82]
[97] E%i_)ﬁ por Vequazions [81],

egsendo # un numero intero positive. I valori delle radici dati dalla
[96], [97] possono servire in ogni caso per avers 'ordine di grandezza
‘o addirittura un valore di prima approssimazione delle radici cercate.

APPLICABILITA PRATICA DEI RISULTATI OTTENUTI. — Pur facendo uso
degli accorgimenti e dei metodi sopra esposti per il calcolo degli
autovalori e quindi dei coefficienti degli sviluppl in serie di funzioni
cilindriche, si deve purtroppo constatare clhie 'applicazione delle formule
ottenute richiede, salvo casi speciali, una mole di calcoli numerici
cosi imponente, che pud esscre giustificata solo dalla particolare im-
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portanza del problema che interessa risolvere ed esclude in generale
una comoda applicazione tecnica delle formule stesse.

Questo fatto & dovuto essenzialmente in primo luogo alla estrema
lentezza della convergenza degli sviluppi in serie di funzioni cilin-
driche (i trattati matematici omettono di solito di chiarire questo punto,
fondrmentale per le applicazioni teeniche), in secondo Juogo alla man-
eanza di tabelle abbastanza estese per i valori delle fanzioni di Busser
o di NEUMANN.

Ii primo motivo & il pilt grave, i vede facilmente, tenendo
presenti le espressioni asintotiche [87], [88], che. i cocfiicienti degli
gviluppi in serie sono dellordine di grandezza di L/ &, ciod, poiche,
per valori abbastanza clevati delle radici @, esse crescono circa pro-
porzionalmente al numeri naturali, 1 coefficienti decrescono con propor
zionalitd inversa alla radice guadrvata del pameri naturali, Siccome
poi, negli sviluppi, essi sono moltiplicati per funzioni eilindriche, che
sono dell’ordine di grandezza di 1/V&, in definitiva ogni termine
dello sviluppo decresce con propoyvzionalitd inversa al numeri naturali,
ciod molto lentamente. . '

~ Per veder meglio la cose, consideriamo ad esempio il easo in cui
valgano le condizioni ai Hmitl (51]. Por valori di x abbastanza grandi,
tall condizioni, ricordando le [87], [88], si soerivono:’

cos 0, (0, B) + & sen 0, (3;) == 0

[98]
cos 0,02 a) + Tt sen §,00) =0
. 0 anche: .
sen 8, (W 0) — & cos 0,(hD) =0
199]

sen 0, (A ;@) — & cos B, (}a) = 0
Per lo [87], {88] in cui si faccia p=0, B,=0, si ha allora’
o/ 2 ; .
Do (3 ) == \/Tmﬁ [cos by (h; D) + % sen O ()\g‘b).] : .
: o 5 | :
[100] e \/m (1 + %*) cos 0, (2. D)

ZioOa) = vg—a (L + _k?) cos O, (hvat) .
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Sostituendo nella [72], in cni si tenga presente essere Z, (A 0) ==
=7 (0a) =0, e tenendo presente che, come si deduce subito dalle
[99], &

w1 ' Ccos?0,(0,0) == cos® 0,00 a)
si ha: |
[102] Ci= F_b) (1+E*)? cos® O,(00) (_%_ - l)' .

e quindi, per la prima delle {99
1 o _ b 3 (
[1027% C"—"ﬂ:(lJrk}(z; —_].) .

Nell'ipotesi f(#) == cost.=1 si vede poi facilmente che il mume-
ratore della [71] risulta non superiore a: .

“ T oL
—2\/— e (14 K
A W Vl;_”F L .

¢ pertanto 1 coefficienti dello” sviluppo risultano non superiori w:

o

Qa Vs 1 14|k

TR n4
. A am ("(?:— - 1)

‘D'altra parte essi sono pol moltiplicati per le funzioni Zo(A7),
le ‘quali sono, in valore assoluto, non superiori a:

Peorcid in definitiva 1 termini dello sviluppo non superano il
valore: '

da 1 (1xk) da | 2k
— o = SRR | [
bla—0) & (1+E% bla—Db) A 1+k

T poichd il valore del termine entro paremtesi varia poco, oseil-
lando fra O o 2, Pordine di grandezza dei termini dello sviluppo &
definito da 1/}, cioé dal reciproco dei numeri naturali, come si era
affermato,
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Por avore termini dell’ording di grandezza di 1/100 cccorrs dunque
calcolare 100 termini della serie, cid che, evidentemente, non & affatto
pratico.

La geconda difficoltd a cui si & accennato richiede che per valori
dell’argomento superiori a 16 le funzioni di Bmesen o di Nrumawy
venganc calcolate mediante 1 loro sviluppi asintotici.

Per avere il diagramma completo delle tensioni e degli spoqta,-
menti occorre dunque, anche conoscendo gid i coefficienti degli svi-
luppi in serie, calcolare un gran numero di valori di tali funzioni
mediante tali sviluppi. Questa difficoltd potrd osscre superats medianto
-la costrueione, tutt’aliro che difficile, di estese tabelle delle funzioni
di Brssen o di Nrumawy, ma allo stato attuale sngsiste o non ¢’é
mozzo di evitarla.

8i conclude pertanto che, come gid affermato in precedenza, la
solugione ottenutn, come pure, pilt generalmente, le soluzioni che ri-
ehiedono lo sviluppo di funzioni arbitrarie in serie di funzioni cilin-
driche, non si presta & una comoda applicazione tecnica e pud percid
essere conveniente farne uso solo in casi di grande importanze, quando
gl disponga di speciali sussidi per i complessi calcoli numerici che
occorre svolgere,
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(Con una tavola)

G. GIORGIE

Accademico Pontifleio

SvMMARIVM. — Significatur nova quasdam ratio exprimendi prospectum, a
prof, FRAROSCO LA GRASSA inveuts, qua vitantur nonnulla olassicarum prospectus
expressionum incommoda.

 La rappresentazione prospottica che da tufti si adopers consiste -
nel proiettare da un punto di vista gli oggetti esterni, sopra un piano
verticale; ed & un caso particolare della proiezione centrale, Si ottiene
un disegno in cui le rette sono rimaste rette, in cui le lunghezze in
direzione perpendicolare al piano di proiezione vengono accorciate
sempre pill quanto pil rimangono lontane, il che d& appunto I'effetto
prospettico della distanza. Questo effetto prospettico viene ‘perd a
mancare per le Junghezze prese lungo rette verticali e cosl pure lungo
rette orizzontali od oblique che siano parallele al piano di proiezione;
nelle prospettive di progetti architettonici le conseguenze si risentono
particolarmente nocive per le rette verticali: se si ha una torre o un
edificio molto alto, diviso in tanti piani di uguale altezzn, i successivi
segmenti che ne misurano le altezze vengono rappresentati tutti uguali
anche nel disegno, e questo produce un effetto falso, perché un osser-
vatore che guardi mel vero quei diversi segmenti, li vede sotto un

{*} Nota preseuntate il 8 gonnain 1947, -

23 dcte, vol. X,
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angolo visuale sempre pitt piccolo quanto pitt si allontanano Verso-
'alto; e quindi si aspetterebbe di vedere rappresentati sempre pit
impiceoliti i segmenti alti, nello stesso modo come quelli che si allon-
tanano dall’osservatore in direzione normale.

11 risultato & lo stesso quando si fa una fotografia di un monu-
mento con un buon obbiettivo rettolineare, e tenendo la lastra ver-
ticale, sccondo le regole classiche; i campanill in fotografia appaiono pii
lunghi che in vealtd.

Vi & qui un assurde? No, Pocchio vede diversamente da ¢id che
vede apparecchio fotografico quando & adoperato mel modo usuale;
porchd l'occhio quando & fisso ha un campo limitato di visione (un
grado o due appena); o guando noi osserviamo pel esempic un cam-
panile, giriamo Focchio verso l'alio & mano a mano che guardiamo in
alto, e quindi non facciamo la proiezione su un pianc fisso. Soltanto
gli apparccchi fotografici cosl detti panoramici fanno qualche cosa di
simile a cid che fa 'occhio, perche ruotano in tutto il loro insieme
intorne al punto nodale posteriore dell’obbisttivo, e proiettanc su
wno strato sensibile collocato su una saperficie cilindrics, anzichd
piana; generalmente cid si fa con la rotazione intorno a un asse ver-
ticale, @ serve per riprodurre pacsaggi estesi in orizzontale, ed evita
l'inconveniente lamentato per le lunghezze che .si estendono in senso
orizzontale, a destra o a sinistra di chi guarda. Con un tale apperec-
chio, disposto in altro modo, st potrebbe ottenere lo stesso per. le ver-
ticali, ma non per le verticali e lo orizzontali simulteneamente. .

L’architetto risente lo comseguenze dellinconveniente di cul par-
liamo, specialmente per le verticali, e pili raramente per le orizzontali,
quando facendo il progetto di un monumento, ne costruisce a priori
la rappresentazione prospettica col metodo tradizionale, per poter pre-
vedere quale effetto fara il monumento dopo fabbricato. Se gl tratta
di edifici sviluppati verso l'alto, accade che a costruzione eseguita,
questi si presentano pit bassi di quanto uno si attendeva. Questo
disappunto fu lamentato nella esecuzione del Teatro Massimo di Pa-
Jermo, progettato dall’architetto Basius (padre): a edificio quasi ulti-
mato, 81 vide che i fastigi della cupola e del timpano retrostanto si
presentavano come schiacciati verso il basso, non rendevano pil Vef-
fetto che dovevano; ¢ fu dovuto modificare il progetto in sede di
ultimazione, o adattarlo, con gpesa; addizionale non lieve, Notiamo poi
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che 11 non si fratta -di forri-o di costruzioni di grande altezza; la
sproporzione. era gid sensibile in un-edificio di quel tipo.

L’architetto prof. Lia Grassa sl & preoccupato di questo incon-
veniente, a cul di solito non pensiamo, ¢ ha ideato, in modo molto
gemplice, un - procedimento di rappresentezione prospettica che vale
ad ovitarlo.: La sus regola & questa: dal punto di vista prescelto si
proietti la veduta, non su un piano, me su una sfera avente per centro
il punto di vista, Un punto-oggetto sard rappresentato ds un punto-
immagine, il quale avrd la latitudine ¢ rispetto al piano equatoriale
orizzontale condotto pel punto di viste, e la longitudine 6 rispetto
al piano verticale passante pel punto di vista o per quel punto-oggetto
che deve corrispondere al centro dell'immagine. Assunta allora una
opportuna costante di proporzionalité X, la rappresentazione in un
piano si fa assumendo come coordinate cartesiane del punto rappre-
sentativo, questo:

x=FKg ; y=K4

La rappresentazione che si ottiene non & fra quelle che in car-
tografia si classificano fra le equivalenti, le conformi o le prospet-
tiche. Inevitabilmente, le linee refte non sono rappresentate rigorosa-
mente de linee rette; ma questo non savebbe possibile senza venir
meno alle altre finalith che si vogliono raggiungere: la geometria
proiettiva lo vieta. Perd, nei casi pratiei che interessano I'architetto,
la deviazione riesce insensibile: se le rette pitt lunghe dell’oggetto
non sono troppo discoste dal centro della figura, rimangono sensibil- :
mente rettilinee. Questo metodo pud paragonarsi, sotto certi aspesti -
8 quello della rappresentazions Bonne usate dai cartografi, la quale
anche esse risolve il problema di conciliare approssimativamente certe
finalitd, ehe sarebbero a rigore incompatibili.

Pitt di ogni ragionamento, interessa gindicare a occhio il risnl-
tato. Riproduco qui due figure che mi ha dato il prof. Lo Grassa,
e che riproducono ls chiesa di 8. M.in Cosmedin, di Roma. Quella
a sinistra & fatta con la prospettiva tradizionale, ed & la stessa che si
ottiene con la fotografia; quells a destra & riprodotta con la prospetiiva -
nuovo tipo (prospettottica nella terminologia dell’inventore). Se qualche
dubbio rimane attraverso il resoconto teorico, scompare guardando
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quelle figure. E evidente che quella-di destrs da 'l’impressioné della
vealth: in quella di sinistra il campenile appare sproporzionatamente
alto, e fa perdere quellimpressione gradevole che si ha del monu-
mento nella realtd. ' '

Ho creduto necessario segunalare o confermare col ragionamento
e con la dimostrazione pratica, la proposte di queste innovazione, che
si deve al prof. Lia Gmassa, e che & tanto 1ntelessante, cosi per: la teona
quanto per le applicazioni pratiche. :




G. Groret., Nuove tipo di rappiesentazione prospettica. Tavora I,
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ACTINISCUS NEI MARI ITALIANI®
(Con set figure)
D.VITO ZANON 8. O.
SvMuARIVM, — Dantur notitiae cirea genus deliniscus Lhr., algem unicel-

g _lulmem -endoschelslro. siliceo praeditam, Silicoflagellatarum familize propinquam,
-~ cuius praesentia in mari Adviatico et Tyrrbemico primo indicatur,

".'_Ac(_:en:naii\n un mic studio edito nel 1931 [10] sul « Mare sporco
del Goifo i Fiume », alla presenza in Adviatico dell’dctiniscus si-
a'ms Ehr, '

Avondone recontemente rinvenuto un congenere anche mnel Tir-
16110, e pmmsamente in Sardegna, credo utile dirme gualche cosa per
1spronare i ncelcaton nostrani ad oceuparsi di questi microorganismi
ancor poco conosclutl nella lore citologia e biologia.

I genere “fu istituito nel 1840 dall’Eanunsmse che per primo li
rinvenne fossili in un calcare terziario di Grecia, e viventi nel fango
del porto d1 Crlst.mm&, nominando quello fossile : Dichtyocha (Actini-
seus) pentastevws, quello vivente: Dichtyoche {Actiniscus) sirius. 5

L’EHRENBERG riteveva questi microorganismi appartenenti al 1egno._- _
animale come 1 Radiolari, di cui hanno qualche rassomiglianza, QOII!__G_.
la. Dichtyocha, che oggi & positivamente riconosciuta come alge um e :
cellulare a scheletro siliceo della Famiglia delle Silicoflagellate, e como:
le Diatomee anch’esse decisamente riconosciute per a,lghe. _ _' 5

Pilt tardi, nel 1844, i1 Kvrzine [8] 1i ascrisse fra le alghe, blcche_'-_:'_ s
anche il nostro sommo algologo G. B. DE Tom i _menmona nellg\_s_u_a,

(*} Nota presentata dull’Acoudomwo Pontificio 8, E. Gmseppe Gola i1 20 no-
vembre 1946,

24 Acta, vol. X.
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Sylloge algarwm omniwm [3), ponendoli tuttavia fra i generi da. esclu-
dersi dalle Alghe Bacillariacce o Diatomee, e ¢id dietro le osservazioni
dello Scrter [11] che nel 1911 credotte di identificare nell’ Actiniscus lo
scheletro siliceo di una Flagellata chiamandola a sua volta Gymnaster.

Sono microorganismi delle dimensioni di circa 40 ., formati da
o scheletro siliceo che ha per base un disco dal quale si partono
ordinariamente cinque raggi, talora biforcati, & forma di stella, pitt o
“meno curvati in sotto, formando concavita. Sopra il disco sorge una
placca pentagonale, pitt o meno regolare, che regge tante creste quanti
sono i raggi della stolla. I raggi sono riuniti fra loro da espansioni
silices e della loro nervatura mediana ispessite o fornita talora di
creste silicee s partono ramificazioni pitt o meno ispessite a retico-
lato decrescente verso la punta.

Hovasse e Dernavore sono 1 Protistologl Francesi modeml che

hanno studiato pitt a fondo tali microorganismi.
' Hovasse d’accordo collo Scutrr, ammette che il lore guscio &
formato da due stelle poste una contro Paltra, punte contro punta,
concavity contro concavitd, ma non & ben certo che la cosa sia cosi,
perché ha osservato anche stelle incastrate una entro Valira, ed alla
osservazione dello Scmvrr che si possa trattare di endoscheletro di
Peridinee, dice che so cosi fosse realmente, esse sarebbero Peridinee
 tutt’affatto diverse dalle altre, e, considerata la loro costituzione cel-
lulare e nucleare, essi {1 Gymnaster) attirerebbero fra le Dinoflagellate
tutto il gruppo delle Ebrizcee che sono ritenute universalmente come
Silicoflageliate. '

L'Hovassk appoggia la sua teoria, che gli Actiniscus constino di
due valve anche all’osservazione fatta dal Wrianr [12] che mel 1907
rinvenne nel plancton della Nuova Scozia un simile accoppiamento
di due valve di Gymnaster pentasterias. '

Ora, la figura da me data nel citato lavoro del mare sporco di
Fiume, mostra appunto due stelle unite fra loro per mezzo di due
punte, e appartengono all’Actiniscus sirius Khr.

Faccio osservare che questo materiale proviene dal fondo del
mare, mentre la forma rinvenuta a Capo Sperone in Sardegna pro-
viene dal lavagglo di Corallina formante un voluminoso ammasso sul-
Vospite Cystosira mediterranea, o quindi costituente un ambiente simile
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al fondo di mare, impregnato com’era di fango e di sabbia. Questo
per dire che gli Actiniscus olire trovarsi nel plancton marino, pilt spesso
vivono nel fondo.

Il «mare sporco » & un fenomeno frequente nell’ Adriatico, per cui,
in certe circostanze, si ha uno sviluppo stracrdinaric di Diatomee di
fonde, le -quali, nel processo di repentina e stragrande riproduzione,
“emetfono per l'azione clorofilliana una grande quantitd di hollicine
di ossigeno che ad un certo punto funzionano da aerostati, portando
seco alla superficie del mare che inguinano per immense distese, Dia-
tomee, muco e fango del fondo stesso.

Il materiale di studio & stato da me trattato per poche ore con
acido nitrico a freddo, processo che adotto per Vesame delle Diatomee
marine che, per la magpior parte oggendo poco silicizzate sarebbero
facilmente intaccate dagli acidi forti a caldo.

Non sarebbe ¢uindi improbabile che almeno una parte della so-
stanza che ordinariamente serve anche di sostegno ai guseci delle Dia-
tomee opifitiche e che forse si trova anche nell’ Actiniscus, ciod il
coleoderma, sia andato esonte dalla corrosione dell’acido anche nel
nostro caso, per cui troviamo le due stelle ancora in parte aderenti
per alcune delle loro punte. A meno che non e¢i trovassimo in pre-
senza di un caso di copula fra doe individul distinti.

Lemmeryany [9] nel 1901 riteneva che VActiniscus pentasterias
potesse essere una Silicoflagellata, ma con dubbio potendo anche es-
sere unito alle Peridinee ma con pill spiccati caratteri di Radiolario,
mentre Birar [1] nel 1926 sarebbe ancl’egli stato propenso a situarlo
fra 1 Rodiolari e le Peridinee.

Gememngarpr [6] nel 1981 propende pum a- colloca,llo fra i Ra-
diclari e i Flagellati.

Derrawpre [2] nel 1932 non sarebbe d’acc,mdo con P'flovassn di
unire Vdetiniscus alle Silicoflagellate della famiglia delle Kbriacee,
- perché troppe sono le differenze fra la struttura degli scheletri silicei
e fra il loro modo di sviluppe che comporterebbero una certa etero-
geneitd attuale nella stegsa famiglia. Tgli le aseriverchbbe piuttosto
alle Dinoflagellate. )

Allo stato attuale degli studi st sarebbe dunque quasi universa-
mente d'accordo mel ritenere il genere Actiniscus come un’alga flagel-
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lata vicina alle Silicoflagellate, e giacchd il Frenavmrwr (5] nel 1900 ha
messo in evidenza che la impalcatura dello scheletro & formata da
silice perforata, egli ne farebbe una famiglia a s& chismandola delle
Actinisceae. Bgli inoltre propende a mantenere il nome di Actiniscus
del"EHRENDERG, anzichd quello di Gymnaster dello Scmtrr. -

I’EnreNerre ha stabilito diverse specie del gemere Actiniscus di
cui aleune perd potranno passare in sinonimia, aleune delle quali sono-
fossili, altre ancora viventi e fossili.

Bsse sono:

A, pentasterias Ehr. - Mikrog. taf. 85 A, XXIII, fig. 1; taf. 83, XVII;
fig.1; taf. 36, fig. 18, fig. 61; taf. 19, fig. 45; taf. 20, fig. 48, Rin-
venuta nel ghiaccio proveniente dal Mare Artico presso Assi-
stence Bay. Fossile nei depositi tripolacei di Virginia, Is. Nico-
bari, Egina, Zante.

A. tetrasterias Ehr. - Mikrog., taf. 18, ﬁg; 62. Fossile ad Egina.

A. sirius Ehr, ~ Ber. Berl. Akad,, 1844, pag.68. Mikrog., taf. 18, figg. 59-60;
taf. 38, fig. 1. Vivente sulle coste della Norvegia, nell’Oceano
Atlantico. Fossile in Virginia. '

A. discus Ehr. ~ Ber. Berl. Akad., 1844, pag. 46. Mikrog,, taf. 18, fig, 49,
Kiitzing., Species algarum, pag. 141, Fossile a Oran.

A. rota Ehr. - Ber. Berl. Akad., 1844, pag. 76, Mikrog. taf. 21, fig. BO.
Kiitzing, Spec. Alg.. pag. 141, Fossile o Oran.

A. lancearius Ehr. — Ber, Berl. Akad., 1844, pag. 199. Kiitzing, Sp. Alg,,
pag. 141, Vivente nell’Oceano Antartico.

A. vicenarius Ehr, — Abh. Berl. Akad., 1839, pag. 160; 1872, tef. VI, 2,
fig. 11, Vivente nel plancton del Golfo Panaragna, in Brasile,

A. stella Bhr. - Mikrog. taf. 22, fig. B2, Fossile a Caltanisetta.
A. elegans Ehr. — Mikrog. taf. 22, fig. 51, Fossile a Caltanissetta.

A. heptogonius Ehr. -~ Mikrog. ta,f 20, fig. 40. Fossile a Zante.
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IL Mgunier {10] ha rinvenuto nei mari artiei una specie vivente
nel plancton, chiamandola Gymnaster striatum. La specie ivi pure tro-
vate e da lui chieamata GY Jmnastee' heliz & probabilmente una Diatomea
del genere Bacteriastrum, ,

I depositi tripolacei di Egina e Zante in Grecia appartengono al
Miocene superiore. Quelli di Caltanissette ed Oran appartengono al Mio-
cene medio,

Recentemente il Freneusnri, loc. cit., rinvenne le specie: penta-
sterias, stella ed .elegans nel deposito tripolaceo di Moron in Ispagna,
agcritto dai geologi al Miocene inferiore.

L’ 4. sirius venne- dallo stesso rinvenuto fossile anche a S%, Mo-
nica, (Califormia), deposito appartenente al Miocene medio.

L’Aquiteniano adunque, al quale appartiene il deposito di Moron,
& Poriezonte pilt antico in cul vennero ritrovati fossili questi microorga-
nismi, giunti invariati fino ai nostri tempi.
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SPIEGAZIONE DELLE FIGURE

— Actiniscus stella Ehr. — Rinvenuto nel fango del « Mare sporeo» di
FiFme. La fig, b mostra il diseo torminale sotto altro punto di messa
a fuoco,

— Actiniscus stella Ehy, — Del « mare sporco» di Fiume, forma anomala
con un sesto raggio,

3. — Adctiniscus pentasterias Bhr, — Del « mare sporcos di Fiame.

4. - Aetnigcus sirius Bhr. ~ Dol « mare eporco» di Fiume. Due gusci ancora
aderenti per dus estremitd dei ragpi.

B. — Actinircus clegans Ehr, - Nel lavaggio di alghe mavine di Capo Sperone,
in Sardegna.

6. — Actiniscus sp., differisce dell’@. Sirius per avere le nervature mediane

dei ragpi fornite di creste Sopra il disco basale si eleva il disco
texrminale che mostra in parte la sua divisione in creste prominenti.
Rinvenute nel «mare sporco» di Fiume.
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CON’]‘RiBU’I‘O ALLA CONOSCENZA =
DEI PHORIDAE (INSECTA, DIPTERA)
TERMITOFILI DEL BRASILE®

~ (Con sei ﬁgm'e)

. FILIPPO SILVESTRI

Accademico Pontifieio

A SyaMARIvHL " Dipterorum Pheridarum speeies 7 Auctor nominat in Brasilis,
in.Termitornm nidis Jectas, gquarum dres ul especies novas describit et :duss ad
genera nova etiam refert.

: medo in questa nota 7 specm di Phoridae da me trovate nel
o Bmsﬂe el viaggt del 1936 e 1937, tra le quali figurano 3 specie nuove
6 2 genen nuovi: (qu]zlophm ina o Pawrophora) presentanti caratteri
'--molto palucolarl. Di queste specie le seguenti: Typhlophorina psoci-
fg_p_ mis, - Ternitophorides heterospinalis, Oryplophora coeca, Paurophora
Bm'gmeie?i sono. da, . considelmsi come Termitofili. eumeni, mentre le
- altre (l’ulwq)ko?'a ossuaria, Puliciphora. (Ternitometoccus) . mquwenda
"_Acantzstoptem sp) come Lermlt.ohh accidentali, .

1, Puliciphora ossuaria Schmitz

0ok Raccolsi‘un esemplare femmina di questa specie, nei “dintorni 4
_S “Paolo;(Brasile) in una galleria di conservazione di erbe’ secche dl-_-
By Jnteﬁ'mes' grandis ‘(Ramb). Quosta speclo deve considernrsi come ter-
- _mltoﬁlo accidentale, perchd itipi, che servirono per la descnzmne della} : S

L ecle furono 1'a0c,olt1 s ossa m Purac Novo Bra,bﬂe meudlonu,lo s
+ y o

_ *) -ﬁNots_J. -pra_sentata 11 .80_ -genmt_io.:lﬂéﬂ.‘-:_;. '

.26 0 Aeta, vol. X,
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2. Puliciphore (Ternitometoecus) inquirende sp. 0.

(Fig. I-T1)

Femina. Corpus capite et thorace cum antennis pedibusque um-
brinis, abdemine lamine mediana tergiti 8! (2! apparentis) subtestacea,
. eiusdem tergiti parte laterali et tergitis 4° ad 7"" isabellinis, ventre

et segmentis 8° ad 10" pallidioribus. ’

Caput macrochaetis typicis 8 + 8 robustis, minutissime spinulosis,
oculis magnis, brevissime setosis, antennis aristae articulinis 1° et 2°
brevibus subaequalibus, 8° parte proximali vix hirta, cetera multo et
brevissime plumata, palpis brevibus (mm. 0,20 longis), parum arcuatis,
margine convexo macrochaetis brevibus robustis spinulosis b-6 et ma-
crochaetis parvis 2 proximalibug nec non setis brevioribus nonnullis,
rostro brevi (0,20 longo), labro lateribus convexis labii laters parum
superante, acuto, labio subrectangulari, labellis latiusculis, setis paucis
brevibus et brevioribus instructis.

Thorax. Pronotum perparvum fere perpendiculare lateraliter sublo-
bato setis numerosis brevissimis instructum; mesoscutum transverse
siubrectangulare setis brevissimis sat numerosis et macrochaetis 6 longis,
(mm. 0,28) robustis nudis, quarum 2 anticae laterales et 4 posticae,
alis nullis, halteribus nullis. ' '

Pedes omnes macrochaetis nullis, setis brevissimis numerosis,
1! paris tibia inermi, tarsi articulo 1° setis paucis (¥} per marginem
internum gquam ceterse parmmn longioribus; pedes 2! paris tibia cal-
care interno longiusculo, spinuloso, tarsi articulo 1° setis ¢. 12 quam
ceterae parum longioribus sed robustioribus, pedes paris 3' tibia calcare
brevi externo et interno longo nudis, tarsi articulo 1° facie interna
setarum pectinibus 9 aucto.

Abdomen praeter laminam tergalem medianam tergiti 3' (2! ap-
parentis) parum corneam setis brevissimis transverse 6-7 irvegulariter
seriatis instructam, dermate molli aciculis minimis omhing obsesso eb
setis brevissimis sparsis, a segmento 8° valde attenuatum subeylindra-
ceum, tergito 6° (5° apparente) glandula mediana antica parva in-
structo, tergito 10° parvo subtriangulari setis proximalibus 2 et api-
calibus 4 brevibus instructo, sternito 10° minore, setis apicalibus bre-
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e, 1.

LPuliciphora (Ternitometoecus) inquirenda, femine: 1. corpus pronum; 2. corpus
lateraliter inapectum; 3, caput pronun; 4 rostrum pronam; 5. rostrum Sapinun;
6. pes 1! paris; 7. eiusdem tibia apox et Larsi articuli 1" et 295 ox facie interna
ingpecti; 8, pos 2! paris; Y. eiusdem tibiase apex cb tarsi arliculi 1'* ob 2% ex
facie interna inepecti; 10. pes 81 paris; 11, eiusdem tibiae apex eb tarsus ol
practarsus ex facie interna iuspecti; 12, abdominis pars postica a segmento 100
lateraliter inspecta; 13.14. abdominis pars postica a seginento 9° prona et supine
(figg. varie ampliatae). ' oo s

vioribus 4 et minimis proximalibus utrimque 8-4; cerci breves apicom
versus peaullum inerassati setis brevibus apicalibus 3 et pm_aa,_Pi_ca-_
libus. 2, _ .

Long. corpdris mm, 2,10, lat, capitis 0,20, long. antennarum 0,50,
rostri 0,24, lab, abdominis segmenti 5! 0,66, long. pedum paris 8' 2,20.
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Mas. Corpus brunneum pedibus parum pallidioribus, ahdomine parte
ventrali avellanea; alne hyalinae pallide brumneis. '

Palpi quam feminae macrochaetis parum brevioribus; mesoscuto
macrochaetis lateralibus utrimque 6, quarum 2 posticae quam ceterae
parum . longiores, et macrochaetis 2 sublateralibus (utrimque 1), scu-

Fia, 1I.

Puliciphora (Ternitomeloccus) inguirenda, mas.: 1. animalculum lateraliter
inspectum; 2. antenna; 3. palpus maxillaris; 4, ala: 5, abdominis apex supra
inspectum; 6. abdominis pars postica a segmento 8 prona; 7. abdominis pars
postica a segmento 8° (109 abrupto) supina; 8. sternitum 8™ a facie interna
inspectum ¢ 9. organum copulativum ; 10. psedoflagelli pars distalis: I' organi
copulativi psendoflagellum, litterae ceterae ut in fig. I. (figg. varie amplintae).

tello mocrochaectis 2, tegulis maorochaetis brevioribus 2 et setis paucis
minoribus. Alae subcosta brevissima ad costam subperpendiculari, Rl
brevi et angulum obtusum pone medio formante, R2-R4 fusis, R obso-
leto, M1 et M2 integris, Cu integro, 1A obsoleta; halteres breves ali-
quentum clavati.

Abdomen quom caput et thorax simul sumpta parum longius,
usque ad segmentum 7' gradatim parum angustatum, segmento ge
angustiore, 9° quam 8" ot 10° praesertim quam 9" multo angustiore,
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tergitis 8° et 7'™ quam cetera parum longiorvibus, tergitis 8° ad 7
setis nonnullis brevissimis instructis, segmentis 8° ot 9° asymmetricis
ut fig. 11, 6 et 7 demonstrant, segmento 10° depressum duplo longiore
quam ad basim latiore, setis brevissimis e, 11+ 11 instructum, spice
anguste aliquantum sinuoso, sterniti apicem rﬁunifestum relinquente,

 Organum copulativam (Fig. IT, 9) flagello longo sub sterniti noni
basi oriente instructo. o

- Long. ébrporis mm 2,10, long. alarum 2, alarum lat, 0,90, long. pe-
dum 3! paris 1,60, -

Habitat, Brasilia: Campo Grande (Matto Grosso); exempla descrlpta
in nidi cuniculo a Syniermes grandis relicto legi.

Observatio. Speciem hanc ad subgen. Termitometoecus Borgm. et Schmitz
- refero, quia feminae thorax rudimentis alarum et halterum caret,
et ad speciem novam quia maris metatarsus primus haud dila-

tatus est. '

Gen. Typhlophoring nov,
(Fig. I11)

Corpus elongatum abdomine ovali parum convexo a segmento 6°
gra,da,tiin parum angustato, segmentis o 9° ad ultimum angustioribus.

Caput parvum, pronum 1/4 longius quam postice latius, supra setis
brevissimis numerosis instructum linea apodemali mediana signatum ot
antice - setis submedianis 9 brevibus et 2 subanticis vix brevioribus,
setis duabus posticis submedianis brevibus nec non setis brevibus max-
ginalibus anticis utrimque 3, ocellis et oculis nullis, antennis anticis
sublateralibus, quam capifis latitudo duplo longioribus, articulo 8°
subpyriformi, parum longiore quam latiore, flagello articulino 1° quam
2" paullum longiore, arista quam articulini 1% et 2 simul -sumpti 8/4
longiore plumis brevibus ad apicem gradatim brevioribus, palpis por-
vectis parte distali paullum dilatata, superficie -praesertim marginali
externa setis brevioribus nonnullis subtilibus et apice macrochaetis
brevibus duabus brevissime spinulosis, rostro brevi, palporum apicem
haud superante, latiusculo, labro quam labium -vix breviore..

Thorax quam caput aliquantum sngustior, pronoto membranaceo
dermate aciculis minimis obsesso et setis nonnullis brevioribus, me-
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Pyplhophorina psociformis: L. animaleulum pronum; 2, eapuf pronum;
‘8. eapub supinum; 4. eaput et thorax lateraliter imspecta; 5. rostrum
lateraliter inspectum; 6. pes 1i paris; 7. pes 2! pavie; 8. pea B paria;
9, pedis B! paria tibia et tarsi artienli 18 et 293 ex facie interna inspecta;

.10, tarei articulns ultimus et prastarsus lateraliter inspecti; 11.-13 abdo-
minis pars postica o segmento 3¢ supra, lateraliter et subtus inspecta: G
cerci, LA laminae anales, LI labium, LS labram, B, stigme thoracicum,
UT urotergitum, US nrosternitum (figg. variae ampliatae). e

soscuto subrectangulari fere 2/6 longiore quam latiore superficie lae-
_:viga,ta, setis brevissimis sparsis sat numerosis et postice setis subme-
dianis brevibus utrimque 2, quarum interna quemn oxterna perum lon-
gior -est, scutello perparvo nudo. '

Alae obsoletae (mm. 1,60 long. et 0,40 latae), vena tantum forsan
radiali simplici usque ad medium marginem auticum extensa et setis
brevioribus nonnullis longitudinaliter biseriatis, superficie alari tote

setis minimis- obsessa; halteres nulli
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Pedes 1! paris coxa longiuseuls sed quam femor breviore, praster
setis marginalibus externis nonnullis brevissimis, nuda, femore setis
paucis brevissimis sparsis, ad apicem parum longioribus et magis nu-
merosis, tibia breviter et sparse setoss et per marginem internum di-
stalem setis parum magis numerosis et parum longioribus, tarsi arti-
culo 1° setarum breviorum, pectinibus longitudinalibus duobus (margi-
nali interno et submarginali interno); pedes 2 paris tibia calcare
interno longiusculo, attenuato, tarsi articulo 1° setarurm breviorum
pectine marginali inferno et submarginali longitudinalibus aucto, pedes
3’ paris tibia calcaribus 2 (breviore et brevi), tarsi articulo 1° brevi,
articulos 2" et 3" simul sumptos longitudine paullum superante, mar-
gine interno pectine setarum breviorum et facie interna setarum pecti-
nibus transversalibus 4, practarso forma typica.

Abdomen elongatum subellipticum convexiuseulum segmento §°
quam caput 2/3 latiore, tergito 2° (1° apparente) brevi setis brevis-
simis  uniseriatis posticis et paueis lateralibus, tergitis 8° ad 8™ lon-
gitudine subsimilibus latitudine a 6° gradatim angustatis, superficie setis
brevissimis transverse 8-4 seriatis instructis, 6° (5° apparente) glandula
mediana antice parva, sternitis 2° ad 8™ setis nonnullis sparsis bre-
vissimis, segmento 9° brevi et quam praecedens multo angustiore, gupra
gotis brevioribus 8 posticis et ¢. 10 praecentibus; cerci breviores api-
cem -versus parum latiores, setis brevioribus apicalibus 3.

Mas ignotus.
Typus: Typhlophorina psoczformzs sp.n.

Observatio, Genus hoc valde peculiare est et capitis, thomcls, abdo-
minis forme a Puliciphora et a generlbus p10x1m1__s___fao11_e di-
stinguendum est.

8. Typhlophorina psociformis sp. n. -

Oorpus pallide avellaneum totum, notis ceteus Vld@ generls de-
seriptionem et figuras.

Long. corporis mm. 1,80, long. capitis 022 emsdem lat, 020 ro-
stri long. 0,12, long. antennarum 0,24 ; lat. thp_la_,cl_s 0,1_8_, long. pedum
paris 38' 0,80. . L .
Habitat. Brasilia: Jabaquara (8. Paulo); exempla nonnulla in nido 4no-

Plotermes hypogei inter operarios et larvas ambulantia legi.
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Fermitophorides heterospinalis Borgmeier
(Tig. 1V) N

Riferisco_a questa specie due esemplari che raccolsi in un nido
di Cornitermes lagoasinus Silv. e la rideserivo colle necessarie figure.
Ta descrizione del Borgmeier fu fatta su esemplari raccolti a Morro
Velho (Minas Geraes) in nido di termite indeterminato.

Caput cum antennis et trophis, thorax cum podibus brunneis,
abdomine strantineo.

Corpus elongatum: antice parum, postice & segmento 7° multo at-
tenuato (segmentis 7° ad 10" maxima pro parte retractilibus).

Caput breve postice latum, si pronum (in positione naturali) duplo
postice latius quam longius, circumlitione subsemiovali, macrochaetis
superis 14: posticis 6, prasocularibus utrimque 1, frontalibus subanticis
submedianis 1+ 1, lateralibus utrimque 1, anticis submedianis i+1;
ocellis sistentibus; oculis sat magnis, hirtellis; antennis geticulo 8°
subpyriformi, flngello quam antennae pars proximalis aliquantum magis
quam duplo longiore, flagelli articulis 1° o 2° subaequalibus brevibus,
parte ceters quam articuli dicti paullum magis quam duplo longiore
brevissime plumosis, palpis porrectis, macrochaetis b longis robustis
brevissime plumosis instructis, rostro subtili quam palpi (macrochaetis
exclusis) paullum longiore, labro triangulari acuto, labellis attenuatis,
tractu longo separatis et singulo apice ramo externc latmsculo ot in-
terno angustiore diviso.

Thorax mesoscuto macrochaetis 4 + 4, quarum 2 submedianae sub-
posticae et utrimque 3 laterales (subpostica, submediana, lateralis),
scutello macrochaetis brevibus 9; alae brevissimae (cum macrochaetis
mm, 0,40 longis), lamina parve irregulari ut fig. 1V, 16 demonstrat,
macrochaetis longiusculis robustis b aucta; halteres longiuscnli (mm. 0,20
longis), elongam gubovales,

Pedes 1! paris coxa quam fomor parum breviore, facie extenw, getis
brevissimis instructs, tibie macrochaetis externis superis robustis (sub-
proximali et subdistali), 2! paris tibia macrochactis superis 3 et ma-
crochaetis 2 apicalibus (internis supera et infera) longis, 8! paris tibia
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Termitophorides helerospinalis: 1, fomina prona; 2, caput pronum; 3. caput
lateraliter inspectum; 4. antenna; 5. rostrum supinum; 6., pes 1 parie;
7. einsdem tibiae apex et torsi artictlue 19 ox facie interne inspecti; 8. pes
2 paris a femore; 9. eiusdem tibine apex et tarsi articulus 1% ex facie interna
jnspecti; 10, pea 81 pariz o fomore; 11. eiusdem pedis Libine apex et taxsi
.artienlus 1%° px facie interna inspecti; 12.14. tarsi apex et practarsus supra,
lateraliter et subtus inspecti; 15. ala; 16. halter; 17. abdominis pars postica
a segmentc 3% (8% apparente} proma: C. cerci, LI labivm, LS labram, 0T,
arotergitum 0w, TS, wrosternun 109m (fige. varie ampliatae).
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macrochaetis ut 2t paris, tarsi articulo 1° facie interna setarum bre-
vium pectinibus 6 sucts, tarsi omues articulo ulfimo attenuato, prae-
. tarsi unguibus attenuatis modice arcuatis, pulvillis utrimque singulo
ad oppositum cum laciniis tangente, empodio seta brevi mediana com-
posito. - _

Abdomen tergitis et sternitis totis membranaceis, segmentis 2-H
setis nonnullis brevissimis et macrohaetis posticis 4,6,8,8 (ad mm.0,12
longis) subtus a 3° setis nonnullis brevibus per partem laten media-
nam et setis paucis sublatoralibus et lateralibus parum longis, tergito 6°
(b° apparente) apertura glandulari medians subantics parva, tergitis 7°
ot 8° setis brevibus et macrochsetis nonnullis longiuseulis irregula-
riter transverse biseriatis, 8° setis 3 + 3 superis, 9° supra setis 2, 2, 2
submedianis ot 2 tateralibus, subtus setis 8 proximalibus, segmento 10°
tergito perparvo subsemiovali setis 4 instructo, sternito civoumlitione
subtriangulari superficie practer peluriam setis brevissimis c. 16 in-
structo; cerci breves subcylindracei, singulo setis brevibus 6.

Long. corpis cum segmentis posticis extroflexis mm. 2, cum seg-
mentis dictis introflexis 1,60; lat. capitis 0,30; long. antennarum 0,34,
rostri 0,24, alarum cum setis apicalibus 0,40, pedum paris 8! 1,40.

Habitat. Exempla tria legi ad Lagos Santa (Minas Greraes) Brasilia in
nido Cornitermes lagoasinus Silv. inter larvas et operarios, sed
pedum articuli ultimi forma speciem hanc etiam super termitidos
corpus insidientem suspicio.

Cryptophora coeca Borgmeier

Di questa specie raccolsi pochi esemplari i un nide di Syatermes
molestus presso Bomfim (Bahia) mentre si trovavano a cavallo sopra
il corpo di larve o di piceoli soldati e li ricordai in altra nota (1), nella
quale detti anche le figure delle parti piu caratteristiche del corpo.

) Sinvestar F., Primo contributo alla conoscenza dei Termitofili viventi
con specie di Syntermes. « Commentationes, Pontificia Acnd. Scient.», IX (194b),
pag. b5, fig. XVIIL. . . o
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I'a. V.

Acanthistoplera sp.: 1. animaloulum pronum; 2. capat pronum; 3, antenna;
4, pes I pavis a femore; 5, pes 2i paris a facie externs inspectus; 6. einsdem
tibine apex et tarsi articulus 1% a facie internn inspecti; 7. pes B paris a
femore ox facie externe; B, eiusdem tibine npex ot tarsi articuli v st 9% ax
facie interna; 9. tarsi apex et prastarsus lateraliter inspecti; 10. aia; 11. uro-
tergiti 8! dermatis particula molto amplints; 12.-13. corporie pars posticn ab
urito 8% prona et snpina. (figg. varie mnpliatae).
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6. Acantistoptera sp.

(Fig. V)

L'esemplare da me raccolto si trovava in un nido di Nasutitermes
arenarius ver. presso Jabagquara (S. Paolo) in una galleria periferica
tra operai e nasuti, ma non si potd studiare nelle suc relazioni col-
Vospite. Le altre specie finora descritte furomo raccolte in nidi di
Formlcho, percid fino a che non saranno ossorvati altri esemplari col
detto termite & legittimo il dubbio che l’esemplme trovato nel nido
di Nuasutitermes vi sia arrivato accidentalmente.

Del genere Acantistoptera si conoscono 6 specie molto affini o
distinguibili con certezza solo col confronto di esemplari tipiei; in
mancanza di questi io coll'esame dell’'nnico esemplare Taccolto mon
sono riuseito a viferivlo ad alcuna delle specie descritte, né a rilevare
le differenze per fondarne uns specie nuova; percid mi limito a dare
qui le figure dell’esemplare esaminato affinché coloro, che gvranno pitt
ricco materiale, possano decidere in proposito.

Gen. Pawrophora nov.

Corpus elongatum antice parum, postice usque ad uritum 6™ in-
clusum magis angustatum, segmentis sequentibus angustioribus subey-
lindraceis.

Caput pronum saliquantum postico latius quam longius, supra con-
 vexiusenlum setis tantum brevissimis numerosis instructum, tantum
antice setis marginalibus duabus brevibus (sublaterali et laterall), ma-
erochaeta parva marginali pracoculari et setis brevibus aliis 8-9; ocellis
nnllis; oculis parvis cornenlis paucioribus; antennis subsnticis, subla-
teralibus, articulo 3° subpiriformi, flagello articulo 1° quam 2" aliquan-
tum longiore, articulino 8° quam 1% et 2% simul sumpti -aliquahtum
magis quam duplo longiore, plumato, plumis longiuseulis; palpis quam
rostrum aliquantum longioribus, apicem versus aliquantum latioribus,
margine externo convexo, superficie distali macrochaetis inferis 3 et
margine antico macrochaetis 3 et seta nonnulla breviore proximali, ro-
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Fig, VI

Paurophore Dorgmeteri: 1-2, animalentum pronvm et lateraliter inspectum ;
3.4, capul pronum ol supinum; 5, caput lateraliter inspectum; 6. palpus ma-
_xillaxis; 7. pes 1! paris a facie interna inspectus; 8, 1i pavis tibia el tevsi
articuil 1"* et 2% a facie exlerna inspecti; 9. pes 2! paris a fomore e facie
externa inspecta; 10. eiusdem pedis tibia ot tarsi articulis 1#8 ot 29 a fhcie
interns inmspecta; 11. pos 3! paris a femore ex facie eoxternn inspecta;
12. siusdem pedis tibia ot tavsi artieuli 1u¢ ot 2% o faeie interna inspecta;
13.14. abdominie articulus ultimus a dorso (obligue) ot a ventre inspectus
{(lgg. variae ampliotae, - ‘

stro perbrevi (ad mm, 0,26 longo), lato, certe tantum ad cibum a ter-
mite recipiendum apto.

Thorax pronoto tantum lateraliter breviter distincto, cetera parfe
dorsuali mesoscuto tantum distincto, capitis latitudinem aequante, pa-
rum magis quam duplo postice latiore quam longiore, setis brevissimis
sparsis numerosis instructo ot setis brevibus (mm. 0,06 longis) submaxr-
ginalibus posticis uniseriatis numerosis inter sese parnm vemotis aucto
alae nullae; halteres nulli '
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Pedes 1' paris coxa femoris longitudinem subaequante facie in-
terna pracier margines nuda, femore sparse et breviter setoso, tibia,
praeter setas brevissimas sat numorosas, setis nonnullis brevibus max-
ginalibus et serie setarum brevium apicali transversa, tarsi articuli 1°
setis brovioribus sat numerosis et seric setarum brevium marginali in-
terna; pedes 2' paris coxa “brevi, femore setis brevioribus instructo,
tibia praeter setas breviores caleari brevi et caleari longiusculo api-
calibus interni instructs, 3! paris tibia margine supero (externo) setis
brevibus robustis 6-7, calcaribus ut tibia praccodens ot seta broviore
apicali robusta supera interna ad calearis longi latus, facie interna,
sorie apicali transversali setarum brevium, tarsi articuloe 1° facie in-
terna pectinibus 6 setarum brevium, setis 2 apicalibus internis robu-
stioribus, ut tarsi articuli 2% et 8%, practarsi omnes unguibus pulvilli
laminaribus breviter plumatis, empodio seta simplici constituto.

Abdomen segmento 2° (1° apparente) quam thorax paullum latiore,
tergito lato ad mesoscutum thoracale setis etiam simili, segmentis 3° et 4°
tergitis quam 2" paullum latioribus similiter corneis et praeler setas
4° macrochaeta robusta laterali, 5° macrochaetis sublaterali et laterali,
tergite 6° parte cornea parum lata setis ut praccedentia vestita et ma-
crochactis postieis submedianis utrimque 1, paratergitis area angustiore
cornea setis brevioribus et macrochaeta postica auctis, tergito 6° area
mediana angusta cornea setis brevioribus et macrochaetis posticis subme-
dianis 1+ 1, paratergitis eisdem 4' similibus, 7° parte cornea mediana
angustissima, areis submedianis angustissimis corneis parte membranacen
a mediana superatis, brevissime setosa et macrochaeta longa (mm. 0,12)
apicali et paratergitis sublaterali et laterali, sternitis membranaceis,
8° macrochaetis 2 submedianis, sternitis 4° ad 7*" macrochaetis po-
sticis 2 + 2 (submedianis et sublateralibus) nec non seta nonnulla brevi;
segmentis 8° el 9° quam praecedentia angustioribus elongatis subcy-
lindraceis, setis nonnullis apicalibus brevioribus, 10° tergito perparvo
postice subsemiovali setis brevibus 4 instructo, cercis ~brevioeribus
(mm, 0,04 longis), parum clavatis, setis 7 brevibus instructis, -

Observatio. Genus hoc ad Chonocephalus Wand. proximum est, sed fronte
' m&Gl‘OGh&GtIS nullis, seuti thoracalis ot abdominis fmm& et ma-
crochaehs facile distinguendum est.

Typus: Pawrophora Borgmeieri sp. n.
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7. Paurophora Borgmeieri sp. n.

Caput, thorax cum abdominis partibus dorsualibus corneis brun-
neis, cetero avellaneo; notis ceteris vide generis descriptionem et
figuras,

Long. corporis mm. 1,60; lat, capitis 0,28; long. antennarum 0,20,
lat. nbdominis segmenti & 9,86; long. pedum paris postici, 1,10.

Habitat, Brasilia: Manguinhos (Rio de Janeiro); exemplum descriptum
inter operarios Amnoplotermitis reconditi logi ot ad Collegam
D1, Thomaz Borgmeier, qui primus multas legit et descripsit
Phoridarum species, dico.
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SUL MOTO DI UN SOLIDO IMMERSO IN UN FLUIDO ()
Nora 11 .

 FRANCESCO SBRANA

Svmmarive. — Nonnulla animadvertuntur de quibusdam seriptis ab Anctore
ante paucos aunos editis, civea motum solidi in fluido submersi.

In una Nota con questo titolo, pubblicata qualche anno fa ('),
riprendevo tra l'altro il noto problema del moto di un solido evente
la forme di un ellissoide di risoluzione, immerso in un fluido incom-
primibile nell'ipotesi che il moto indotto nel fluido sia irrotazionale.
Consideravo in particolare il caso in cui il moto del solido sia elicoidale,
lungo Vasse di figura del solido stesso; se l'ollissoide & accorciato, e
solido e fluido sono sollecitati unicamente dalla gravitd, 'accelerazione
del baricentro G & dafe allora da

[1'1 ) ' a—= —?—Z——m—m‘

H

essendo m la massa del solido, m, la massa di un ugual volume di
fluido, g V'accelerazione della gravitd, e

T B~ sen Beos ’

. (%) Nota presentata dall’Accademico Pontificio S. B. Giovanni -Giorgi il
4 gennaio 1947,

(Y} In: «Acta Pont. Acad. Nov. Linc.», Anno LXXXVILI, (1984-85), pagg. 162-

182. A gueila Nota fanno segnito altre due: Sul mote di un solido ellissoidico oma-

genco immerso tn un lHquide («Rend. del Cire. Mabem, di Palermo =, tomo LX,

1986, pagg.90-101); Ancora sul mefe di wn solido -ellissoidico omogeneo immerso

in wn liguido, {ibidem, tomo LXII, 1938.89, pagg.1 4). In quest'ultima Notadev’essere
goppresso il n. 8,

26  Acta, vol. X,
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dove e=acosf, O<f < g—, ed 4, ¢, (con ¢<a), sono i due semi_u_.ési-_
della ellisse meridiana, S

Dalla [1] deducevo che se l'ellissoide si riduce ad un disco cir-
colare, il moto di G diviene uniforme.

Solo recentemente sono venuto a conoscenza di una rocensione
della Nota anzidetta (1), nella quale riferendosi alla mia asserzione sul
moto del disco & detto:

«Ii guesto caso U'Autore cade in equivoco concludendo essere
possibile soltanto moto uniforme. Dall'essere infinito il rapporto tra
la massa apparente addizionale e la massa del liquido spostato non
risulta infatti che la massa apparente sin senz’altro infinita giacché
in guesto caso la massa del liquido spostato & manifestamente nulla ».

Stimo ora doveroso ritornare sull’argomento per chiarire il mio
pensiero,

Introducendo anzituito le densitd rispettive p e p, del solido e
del fluido, si ha dalla [1], :

9] -  a=tT0

) . . . . . . ™ N
Cid premesso, poiché O tende @ + oo gquando £ tende & o (assu-
£ . '

—2—), clod quando ¢ tende a zero

(rostando naturalmente positiva), fissata una accelerazione e piccolissima,

mendo sempre valori minori di

si pud determinare una lunghezza ¢, tale che per ¢ < ¢, sia
<|e]

Tn altri termini, aceelerazione a si pud vendere piccola a piacere,
scegliendo un’ellissoide suffficientemente schiacciato.

Se proprio si volesse invece passare dal solido a tre dimensioni
al solido a due dimensioni, occorrerebbe riprendere la [1}, ammettere

(}) Cfr. « L’ Aerotecnica », notiziario tecnico del Ministero di Aeronautica e
Atti dell’Associazione Italiana di Aerotecnica, vol. XV, luglio-agosto 1935, n. 7-8,
pag. 829,
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che m vesti costante nel passaggio del solido dalle tre alle due di-
mensioni; sostifuire poi m, col prodofto di p, per il volume gwa”c;
e fare tendere ¢ a zero. Avendosi
.4 4 . senfl—focosB 8 |
lim rna*eC = +mna®lim b—8 o=t

es0 B 3 b @ —senpcosp 3

si troverebbe nel caso del disco 'accelerazione

3] @ e g

m-l-E a®
3 M

dove m & la massa del disco, @ il suo raggio, e p, la densitd del fluido.

E da notarsi perd che eseguondo il passaggio al limite ora accen-
nato anche per le velocitda delle particelle fluide, si trove che diviene
infinita la componente tangenziale della wvelocitd di ogni particella che
rasenti il disco (mentre naturalmente la componente normale si annulla).
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SAGGIO DI UN'APPLICAZIONE DEL CALCOLO
DELLE MATRICI ALLA TEORIA DEGLI ERRORI®™

ALESSANDRO MARCANTONI

SVMMARIVM, — Auctor, adhibito algoritmo caleuli matricum, simplici ratione
invenit notas illas leges de «indirectis observationibus» degue «observationibus
condicioni obnoxiis », Haec via, quae celorior est ot magis perspicua ceteris usqus
adhue adhibitis, per se ipsa varies usus ostendere potest.,

1. Puemussk. - Nel corso di Geodesic da me ultimamente tenuto
per incarico della Facoltd di scienze dell’Universitd di Pisa, ho avuto
occasione di svolgore un breve capitolo sulla Teoria degli errori, ove
ho fatto sistematicamente uso dellalgoritmo del calcolo con matrici,

Un’applicazione di questo genere si pud vedere, por esempio, nel
lavoro del Junsen cilato nella Bibliografic alla fino di guesta Nota,
ma in esso l'argomento & trattato incompletamente, in quanto non
viene espminato il ealeolo degli exvori medi. Ora & appunto nella ri-
corca dei parameiri di errore, e precisamente nolla ricorca dei coeffi-
cienti di peso e di correlazione, che Dnlgoritino delle matrici si mosira
particolarmonte adatio, sia per la semplicita eho esso porta ai proce-
dimenti deduttivi, sia come guida por la pratica del ealecolo numerico.
Ritengo pertanto possa Interessare un breve riassunto dei procedimenti
da me seguiti, che mi propongo di esporre in questa Nota.

Por quanto riguarda le definizioni e lo operazioni elementari sulle
matrict, non & gui luoge di richiamerle perché generalmente note.

{*) Nota presentate dall’Accademico Pontificio §. I, Giuseppe Armellini il
25 Novembre 1946,

21 Acta, vol. X,
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Saré, per altro opportuno tener presente la nozione di défferenziale di
una matrice ad elementi variabili, dandosi tal nome alla matrice for-
mate coi differenziali degli elementi stessi: precisamente, se &

zi Lo zi o
/77 S ,
Zm.l ----- zn;.”
8l porrd
dz, R dz{ s
dZ=1 . ... i
AZipse oo A2

Fra lo proprieth formali del ecalcolo differenziale che vengono
qui conservate, ci basterd ricordare le seguenti:

] d(Y+Z)=dY+dZ, d(AZ)=AdZ, d(ZB)=dZ B,

dove A o B sono matrici ad elementi costanti,
Se si considerano due n-complessi verticali

ty a¥,
t= dZ == '
t?! dzﬂ

rispettivamente di termini e di differenziali indipendenti, la condizione
1] ‘ A2+t dZy + ..+ 2, d 2, =0
che si serive pure brevemente nei due modi
1 t_i;iZmO, dZ_,t=0,
sard sompre soddisfutte (qualunque siano i dZ,) solo se si ba
(2] t=0
Pitt in generale, i dZ, siano anche legati da g (<) relazioni del tipo

Aldzl + .00t Audz,‘mo
3] e
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od anche, brevemente,

(3] M.dZ=0

dove si & posto
y. A,
Mg i,
Qe v Q.

Il metodo dei moltiplicatori di Lagrange porta allorn a concludere
-che, affinchd le [1] ¢ [8] possano coesistere, si dovrd poter determinare
un g-complesso di elementi X, ...K,, tale che risulti '

{4] t=M_ K .

Si abbia ancora una matrice U, i cui elementi .., siano grandezze
osservate, Diremo walore medio di U la matrice

JUNC) . ¢/,
formata coi valori medi dei singoli elementi #,.,. Si verificano imme-
diatamente le identitd

(1) M@U+V)=M{U)+M({V), M(AU)==A-M(U), M(UB)=M(U)-B

dove A ¢ B sono matricl ad elementi costaiti.

9. IL PROBLEMA DELLE OSSERVAZIONI INDIRETTE. - Ammettendo gii
note al lettore le varie definizioni e questioni preliminari, consideriamo
un sistema di n equazioni generate indipendenti gid ridotte alla forma
lincare e all’unite, di peso, con ¢ incognite 2,...2z,(n>g). Siano queste

2+ 2+ B =

o2y + Doyt oo+ JoByF o=y

e T

TR /T SN 1 M- R o Y

97 Aeta, vol. X,
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dove @by, ... g % sono funzioni di quentita direttamente misurate,
e le v, sono i residui. Brevoments, le [B] si potranno scrivere

{6 Az+k=v,

avendo posto

alib’_nnnnngi #y k.l ™
[5.'1] A=, i, y 2={ " 1, k= T
(7908 1 TR G 2, T, v,

In conformits al principio dei minimi quadrati, i valori pit plan-
gibili 2, saranno quelli per cui risulters

[v¢] = minimo

ossis, differenziando

0,00 + Vo dvy + ... + 0, d0,=0 .

Quest'ultime st pud scrivere brevemente
[6] de_jv=0;
d’altra. parte, la [B], tenuta presente la [1] del § precedente, da
va=k_+2_ A, do_=dz A_;,
e pertanto con quest’ultime e la [5'] la [6] diviene
dz_y(A_yAz+ Af,ik) =0,

Come sopra si & osservato, affinchd quests relezione sia identi-
camente verificata, dovrd essere nullo il g-complesso verticale dei
coefficienti delle dz. Posto allora

(7] - D=A_A
81 ricava

[8] Dz+A_ k=0
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Le [8] rappresenta un sistema di g equazioni lineari nelle g in-
cognite %, Lo D (che la [7] mostra chiaramente essere quadrata o di
ordine ¢) & la matrice dei coefficienti e, poiché le [B] si sono supposte
indipendenti, essa & certamente non degenere; il secondo termine &
il g-complesso verticale dei termini noti. Volendo esplicitare la [8],
tenute presenti le [B"], indichiamo rispettivamente con a,b...g,% gli
n-complessi verticali costituiti dagli elementi a,b..g,k (@==1...n).
Avremo allora

[11]
a_y aa a_yb... .. a_, g a_; ak
b bo.... _ b b
D= ‘..:1— 3a|b]...g$= b“ia b“l b Ly s A_Im *:“i' k= .'{k
gt Gort gyl (/) g1 gk

Ora, indicando con p e ¢ due qualsiasi degli n-complessi verti-
cali precedenti, si ha '

[111) Poq=p @t Paget .+ pa.=1{pg].

Risulta pertanto dalla [8] il sistema delle equazioni esplicitato:

[aa} [ab]..... [ag]] [ 2 {ak]
L e
[ga) [g0].--. .. [991 L2 ) gk}

1 probl'ema delle osservazioni indivette viene cost formalmente
ricondotto & quello della risoluzione del sistems [9], facilmente co-
struibile col coefficienti del sistemsa generato [b].

3. — Il sistema [9] dicesi sistema mormale o anche gaussiano.
Lia matrice dei suoi coefficienti, come subito si scorge, & sémmetrica:
& questa, une proprietd, generale di tutte le matrici rappresentabili
come il prodotto (sempre eseguibile} di une matrice qualungue per
la, propria trasposte. Infatti dalle {7] si he

D= (ALA) =A (A ), =D
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ciod D coineide colla sua trasposts, come & appunto per le mafrici
(quadrate) simmetriche. Inoltre, la diagonale principale & formata da
olementi del tipo [mm], che sono essenzialmente positivi, Una tale
matrice verrd dette mafrice normale,

Notiamo che se con a,,., si indica il termine di posto (m,n} in
una matrice normale, poiché esso assume l'aspetto della somma di
prodotti [mn], e stanti lo identitd

[mm] + [nn] — 2[mn} = [(m—n)’} > O
o] [n] — ] = %(m te—mm ) >0
sl avra sempro

: o 24, s
[10] L I R . T
[ 1 + l/a,-.s {179

Di particolare importanza & la considerazione dells matrice D=,
reciproca della D, (che nel nostro caso esiste, essendo D non degenere).
Indicande com «,., gli elementi di D™, si avra

[aa] {ab]..... [ag] T TN Ty 10..... 0
[ballbb]..... [2g] Bly,g Hgig oo v @y, O01..... 0
[galighl..... (991 I PR Vg 00..... 1

ossio gl elementi a,.;, ay.q... #,,; dell'i®™ colonna si possono ricavare
da un sistems di equazioni identiche alle [9], dove lo ™ termine
noto & uguale ad 1, e tutti gli altri sono nulli.

Lea [8], moltiplicata. per D%, di formalmente la soluzione del
sistema: ' *

{87 ' z=-—-D"*A_ %,
relazione che, come subito si scorge, sintetizza le g seguenti

(8] 7= — o [ak] - aga[gh] — . — o [gh]  (E=1...9)



ACTA 807

Si pud immediatamente eonstatare che anche D™ & una matrice
normale, Infatti, poiché D=* & evidentemente simmetrica, tenendo
presente la {7] si ha identicamente

Dt= D= DDt=DrtA_, AD"t= (AD~4)_, (AD") ;

ciod D~* pud rappresentarsi come il prodotto di uma matrice per
la sua trasporta, il che confermon 'asserto,
In particolare, varrd dunque la relazione di simmetria

Bpy == Fgop

e saranno valide pure le [10], ove al posto dello «,., si pongano le «,.,.
1. pure utile notare fin d’ora cho se D & una matrice normale, ogni
matrice del tipo

T: S_iDS 1
potendosi porre sotto la forma
T8 _ AL AS=(AB)_(AB),

& essa pure una maotrice normale,

4, - Vogliamo ora valutare i pesi e gli errori medi delle inco-
gnite z. A tale scopo riprendiamo la formula risolutiva

(8] z=_—DtA_k .

Cominciamo col notarve che, poiché 1 quadrati degli errori si ri-
tengono trascurabili, questi, in sostanza, vengono assimilati o diffe-
renziali. Inoltre, come & noto, i coefficienti delle equazioni genorate
possono ritenersi privi @i errore, mentre gli errori »; possono ritenersi
confinati nei soli termini noti %,. Differenziando percid la [8], ove D
od A si considerino come costanti, si potranno sostituire dz e dk
rispettivamente con @ o », dove » ha il solito significato ed & & il
g-complesso verticale degli errori @, ...w, da cui sono affotte le .
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Si ha cosi:
[11] 2=—DA_ v

Cid posto consideriamo la matrice

2 v
ay @ By ... By B,
‘ @), By, Ll L. @y 2,
mm_i= . ;-leg...‘g€=
, 2
x, Lyily Byily ... Wy

oggia, in base alla [11],
axo,=D"tA ,ov_,AD .
Prendendo i valovi medi, ricordando la [1'] del §1, si ha allora
[12] M{za.)=D"*A , M@v_)AD .

Ora, le v, sono errori di osservazioni indipendenti, ridotte tutte
all’unitd di peso: sard percid
W

[18] Mz,v) =M@ )M(@)=0 (r=s); M@EH)=m? (i=1...n)

essondo m, 'exrore medio dell’unitd di peso. I inoltre

g,
(TR vy Py Uy .. o v,
2
2, X7 Coee e,
TO_ =] [ 100... 0=
P, VU Uy Uy ... ot

,e:quindi per le [12], indicando con I la matrice di ordine n:

m* 0 ,..... 0

0 ’Hla?“'<..

0
M(vv_,) = == Lan,t
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‘Sostituendo nella [12], si ha cosi
M{xz.)=D*A_ mPAD* =D"*A_,AD" . m =D DD tmt
ossia infine
[14] M(za_ ) == D~tm,*

relazione la quale dimostra che gli elementi della matrice reciproca D!
son proporzionalt agli errori medi dei prodotti delle incognite a due a due.
Pili esplicitamente, colle notazioni adottate sard

(147 M(z, ) =, ,m,® .

In particolare, indicando con mu lerrore medio di una 2., o
con pp il suo peso, posto nella [14'] s=7, si ottiene

1

o

[156] m s . met,  pee=

it

Ancors, indicato con a,., il coefficiente di correlazione fra due in-
cognite z, o #,, definito, come & noto, dalla

M (2, x,)
Gr-s -
VM (2, M(z?)
si ottiene
[16] s

Gy ™ V
Qo Fgag

Questa espressione, in generale, non sard npulla, in quanto gli
errori delle z non sono indipendenti, perché legati dalle n (> n) re-
lazioni che provengono dalle [5]. Tenute presenti le gid segnalate
proprietd delle matrici normali ed in partieolare le [10}, si vede che
verrd sicuramente soddisfatte la limitazione

—~1l<ga,s+1,

propria del coefficiente di correlazione.
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Dobbiamo ancora vedere come si valuta Yerrore medio dell'unitd
di peso m,. A tale scopo, introdofti nelle equazioni generate [8] i
valori delle 2 ricavati dal sistema normals {9], si otterrd un n-complesso
verticale % di residui *,...2%,, ossin brevemente si avra:

(IV] E+Ae=1

Siano ora & e 2 1 veri valori, rispettivamente, delle %, e delle z;.
Con esse le equazioni generate rimarebbero prive di errore, e ciod

[v) Ky AZ=0.

Sottraendo la (V] dalla [TV] e ricordando che k —k'=v e 22 =z,
risulte _

ve—Ax

de cui, notando che & fov]=wv_,v & [AA]=12A_,}, si ottiene:
[VI] [ﬁv}ﬂ(lm,—m_;A*,)(7\——Am)={7\7\]mm_‘A_i-}\—-ﬂ)\_.iAC(H.’B__l A._,! A-’B f

Ora, dalla [IV] si ha

A=A Az+A_k=Dz+A _},

e poiché Pultiina espressione sopra seritta non & che il primo membro
del sistema normale [8] da cui le z provengono, ne viene

{17] Ar=0, " yA=0;
inoltre Vespressione z_(A._Aax=x_,Dx rappresenta evidentemente

la forma quadratica costruitea colle x;, e la matrice simmetrica D,
Si vede pertanto che la [VI], esplicitata, diviene

---------------------------
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- Prendiamo in questa velazione i valori medi, tenendo presenti
le {14'] o le [1B]. Avremo cosi ' - :

nomgt= ] ¢ (aa}en, 4 o+ fag]ang) met +

Ori le g quantith messe in evidenza fra parentesi non sono che
i g elementi della diagonale principale del prodotto DD™*=1; essi
sono percid tutti uguali ad 1, sicchd rimane semplicemente o

wman,® == D] + gm*

da. cui scende senz'altro

18] AL
. g

Avuto cosl m,, le [18] permettono di calcolare gli errori medi
tutte le incognite. Pilt in generale, se
T A T SRR Y-

& una funzione lineare delle z, tenuta presente anche la [147], il sno
errore medio risulterd dalla

{19} - M= (P etk O ) Wt
o anche, introdncendo un quadrato simbolico di ovvio significato,
[19] myte= oy b 4 rpa)met

Se y & funzione non lineare delle z, varranno ancors le [19] e [197],

dove el posto di #,...#, si pongano le derivate parziali di y stessa

rispetto a z,...2,.
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5. OSSERVAZIONI CONDIZIONATE, - Supponiamo ora che le quantitd
Z .- %, per le quali si sono ottenute le n equazioni generate [5] o [§],
siano fra loro legate da un certo wumero ¢ (<g) i equazioni di con-
dizione, fra loro” indipendenti, che devono cssere rigorosamente veri-
ficate; siano queste:

[20] filze .2,y =0 (d=1...¢).

Comincieremo allora col fare un calcolo di prima approssimazione,
prescindendo dalle [20]: si otterranno certi walori provvisori z,° )
che soddisferanno al sistema normale
[21] D2+ A k=0,

Introdotte le 2" nelle [5] si ottervebbero dei residui %, ciod

[29] At k=1 .

Indichiamo ora con {,...%, le correzioni da dare alle 2%, afiinchd
le [20] siano ugualmente soddisfatte: sia ciod

[23] =247 .

Sottraendo la [22] dalla (5] risulta intanto
[6"] Altdr=v.

Inoltre, introdotta la [23] nelle [20] e sviluppando con TavLor,
trascurando, al solito, le potenze superiori delle §;, si ottiene un si-
stema di equazioni di condizione ridotte alla forma lineare del tipo

[20] M + M, =0

con
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dove si & posto
[20"] A= i@ 20 ... Qu=/i(2" ... 2"
01 a=(35) o a,=(30) 5 a=(B3E) o 0 (3E)

v
Le %;, oltre che alla condizione

[24] : [vw] = minimo ,

22,/

devono soddisfare alla [20']. Ora, differenziando la [24], e tenntn pro-

sente la [5”], si ha

dv—l v= dc-—l A-—’,(A-C 'I' }\) = 0

ossia, ricordanto la [17] del §4,

[25] dl_, D=0

Differenziando la [207] e trasponendo, si ha poi

[26] al_ M., =0,

Affinché le [25] e [25') slano soddisfafte, in base a gquonto si &
richiamato nel § 1, dovrd esistere un g-complesso verticale

K,
Kol ...
K,
tale che risulti
[26] DM, K.

Ora, la [26] da

[26'] | {=D-M_X ;
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introducendo queste nella [20'] e ponendo
(27} : A=M_ DM,
si ottiene cosi

[28] AR+ M,=0 .

Come mostra la [27], ¢ in base a quento si & osservato nel §38
sulle matrici normali, si vede che A & una matrice normale di ordine g,
mentre ¥ ed M, sonc due g-complessi verticali, rispettivamente di
incognite e di termini noti; inoltre per la. supposta indipendenza
delle [20], & quindi delle [20'}, A & certamente nou degenere. Lo [28]
rappresenta quindi un sistema normale, da cui si possono ricavare le
incognite K. Ricavate queste, la [26] ¢i db modo di caleolare le cor-
rezioni ¢, colle quali, per il modo in cui si & operato, le [20] e [207]
sono rigorosamente soddisfatte.

&
6. — Per quanto riguarda la precisione dei risultati, Verrore medio

dell’unita di peso si dotermina immediatamente, osservando che le [B]
e [20], considerate insieme, si possono riguardare come n + ¢ oquazioni
generate, di cul lo prime col valori z compensati dinno luogo u certi
residui ®, ...%,, mentre le altre hanno residui nulli. La [18] del § 4
si muta cosi nells '

129 /oL
n+g—g

Volendo ora i pesi ed i coefficienti di correlazione per le 2z com-
pensate, osserviamo che dalle [23] {26'] e [28] si ottiene

(30] 2= 2y D M_ A= M, .

Come gid per lo equazionl geuerate, anche per le equazioni di
condizione ridotte alla forma linearve gli errori possono ritenersi con-
centrati nei soli termini noti A B, ... Q, e, al solito, sono assimilabili
ai difforenziali delle rispettive grandezze. In conformitd a eio, comin-
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ciamo col differenziave la {30}, ritenendo variabile nell’'nltimo termine
la sola M;: otteniamo cosi

[VII] dz = de® — D= M_, A~ d M, .

D’altra parte, tenendo conto delle [20] o dellordine di appros-
simazione tenuto per esse, si constata subifo che & lecito porre

Q.de® + ... Q,dz,°
Introducendo queste nells [V1I] ed indicando rispettivamente con

0

&y Xy
Ff = ' .’EO:W"'
by b

a4 g

gli errori della z o 2% che, per quanto si & detto potranno sostituirsi
col rispettivi differenziali, si ottiene cosi

[31] x=I-D"*Tat,
avendo posto
[32] TewM_ A~ M.

Cid posto, consideriamo, al solito la matrice

vssia in base alla [81], notando che per la [32] anche T & una ma-
trice normale,

[VIIT] wa_y== (I — D) w0, (I — TD)

TPoichd gli errori a® derivano delle sole equazioni generate [b],
saranno ad essi applicabili 1 risultati del §4, o ciod si avra

Mz ") =Dtm,* .
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Prendendo nella [VIII} i valori medi, si ottiene dunque
[X] M(zx.,) =~ (L ~D~*T)D* (I—TD-*) m,*
da cui sviluppando e notando che &
TDT=M_,A~*MDM_, At M=M_, A AA*M=M_ A" M=T
si ottiene alla fine
[38] M(xa..) = Bm® ,
ove si & posto
[34] B =Dt —-D-*TD-!
Se dunque indichiamo cdn fi;, gli elementi di B, avremo
{86] . Ma;xy) = Bamg® (6, k=1...9) .

e [38], {34} e [3D] mostrano chiaramente che:
“) i pesi e gli errori medi delle 2 compensate sono 11spett1—
vamente

[36] P, =

—ﬁ:—’ mE= B met
'

2°) 1l coefficiente di correlazione fra due z compensate o

[36,; 7 Bt * g

8°) B & une matrice normale, perchd prodotto di due trasposte,
come si vede per esempio .dalla [1X]: quindi resta verificato che le {36}
e [86'] dénno per i pesi valori positivi e per le &4 valori assoluti
non superiori all’unite;
4°) anche D~*TD-* & una matrice normale, e quindi gl ele-
menti della sus diagonale principale sonc essenzialmente positivi:
indicando allors al solito, con «,., gli elementi di D, la (34] d&

0<[5i-1‘< Oy (@'ﬂl..‘q') ’
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ossia, detti p; e i pesi delle 2° (non compensate)
Pi>p
si vede ciod che la compensazione fa aumentare i pesi.

7. Lasciando al lettore gli sviluppi, del resto facilissimi, del caso
generale, ecspliciteromo i precedenti risultati per il caso di quaniitd
condizionate direftamente osservate. Siano dunque 2,°:..2° i valori
dedotti direttamente dalle osservazioni per dette quantita e p,...p, i
rispettivi pesi. Dovendo soddisfare rigorosamente le [20], al solito,
g1 porrd

[23] 2= 20+,

e quindi, sostituendo, ne verranno eancora le equazioni di condizione
ridotte alla forme lineare {20'). Posto poi

[37} V_:g;:;=h,
le 28, ridotte all’unitd di peso, divengono
Vp 2o Vips 20 =, (i=1...9).
Queste g relazidni si possono compendiare nell’'unice seguente
[88] Az+ Vp2=2

dove z V'p2’ e X sono i g-complessi verticali formati rispettivamente
colle z; le V'p; 2° e le X, e inoltre &

(39] A=

..............
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Ne viene, con calcoli clementari

]_'110 ... 0 ]_/1)£0,.'0|
o) D—ana= ) O O D DD
00 ...p 0 0 1/p,

e pertanto, in base alla espressione {27] della. matrice normale, il si-
stema normale alle corrclate, come risulta svolgendo operazioni sem-
plicissime, acquista l'aspetto

¥y P
[ 4()] ............. 4 ‘ _..—:0 .
[@f’t} N 99} ; :
P P K, 1Q

Determinare le K, dalla [26'), mbltiplicando a sinistra per D, st ha

Di=M K
ossia .
P 0y (& Ay o Qy 1 K,
{ ....... } { H ......... | { : } ,
0...p,0 \&, A, Q) K,
relazione che, esplicitate di luogo alle
[41] pli=AK L v QK (E=1...9)

da eni si hanno le correzioni g, cercate.
Venendo alla precisione dei risultati, poiché in questo caso & n=4¢,
la [29] d& intanto, tenendo presente la [87],

129  mg= \/ [_12;_2]
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Per la ricerca dei coefficicnti di peso e di correlazione, conviene
anzitutto moltiplicare la [84] per D, sia a destra che a sinistra. Si ha

coBl
DBD=D-T,

ossia per le [89], indicando al solito con B, gli elementi di B e
con Ty, quelli di T:

[49) { ....................
PPl oo Py By

dove, in base alla [82], detti £,., gli elementi della reciprocc A, &

Tl-l-"Tl-y A.’_-o-Q{ Eli
[42] { ..... ={ ..... H H ....... }
Tos e o Ty A9 ) . Q...Q

Determinati cosi i T;,. La [42] esplicitata da

Piz Bri==pi— T .
[48) 1 Gh=1...q).
D Big=— Tex

I pesi ed i coefficienti di correlazione risultano pertanto

W:LM I Bir — T,
B 1— T, Vﬁi iPa V(Pi —Toi) (P~ Tur

Buc

8i possono cosl anche in questo caso calcolare gli errori medi
delle incognite e di qualsiasi loro funzione derivabile.

8, CoNoLusIoRE. ~ I procedimenti sopra svolti mostrano con quante
speditezza e facilith, valendosi di poche nozioni elementari il caleolo
delle matrici porti a trovare risultati ed a conoscere proprietd, che
con metodi classici risultano attraverso considerazioni e sviluppi assei
pitt Junghi e prolissi.
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Naturalmente, spetta poi alla Teoria degli orrori dare uno svolgi-
mento pratico alle formule, facendo in modo di trovare per il calcolo
numerico adeguati algoritmi. La parte concettuale, invece, si pud
lasciare, di massima, al calcolo delle matrici, che colla chiarezza deri-
vante dalla sua coincisione, si dimostra un prezioso strumento anche
per altre ricerche in questo campo.
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A PROPOSITO DI UN TEOREMA DI TERASAKA

GlUSEPPE SCORZA DRAGONI

SvmmArivM. — Ostendit Auctor secundum Terasaxa guadrata critica quae
atlinent ad planum sutohonmeomorphismam ¢, qni indicatricem retineat et unitis
punclis careat (id est quadrata quae suam imaginem, cum ¢ mutatur, tangunt),
#i in certa plani regione, libere definita, contineantur, in finitum clagssivm numerum
distribui; quae elasses singulae singulis elementis constare putari possunt, si
respiciamns theorema terasakianum, quo ad quadrain critien extenditur theorema
v, Kergridnro, quod est do segmentis vel radiis praecipuis segmenti translationis
autohomeomorphismi £,

I segmenti di traslazione di un autoomeomorfismo piano ¢, privo
di punti uniti e conservante Vindicatrice, contenuti in un segmento,
costituiscono con un insieme chiuso. Questa & la sostanzs di un mio
lemme ("), dal quale segue (*) che i segmenti di traslazione, contenuti
in un segmento dato, si possono distvibuire in un numero finito di
classi, in guisa che tutti gli elementi della stessa classe abbiano co-
muni due punti ﬁséi, fondamentali uno per wno e laliro per Paltro
dei due campi adiacenti alle {raiettoria generata dall’elemento corrento

(¥*) Nota presentata dall'Accademnico Pontificio 8, B, Francesco Severi il
27 luglio 1047,

(*} G. Beonss Dracowy, Inforne ad aleuni leoremi sulle fraslazioni piane.
[« Memorie della R. Accademia d’Italia», Classe di Scienze fis,, mnt. e nat.,
vol. IV (1933), pagg. 169-212], u. 12,

(?) Loc. cit., §11.

Por la terminelogia rimando alla Memoria citata in ('), oppure a: .

Q. ScorzA Dracon, Una eslensione dell’ulitmo feorema geometrico di Poincare
fibidem, veol. IV (1938), pagy. 218-264}; la lettura del §2 di questn scconda Mo-
nmorio & pitt cho sufficiente.

28 Acta, vol. X.
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di quella classe; segue, ciod (*), che i segmenti di traslazione contenuti
in un segmento dato si possono suddividere in un numero finito di
classi, ciascuna delle quali si comporti come costituita da un golo
elomento nei rignardi del teorema di v. KEREKIARTO sull’esistenza dei
raggi o dei segmenti fondamentali(*), nel senso che tuiti gli elementi
di quells classe hanno comuni o due segmenti o due raggi, o un
segmento e un raggio, fondamentali per essi relativamente uno ad uno
e Yaltro all’altro dei due campi adiacenti alle singole traiettorie ge-
nerate dai singoli olementi di quella classe.

Orbene, TerasaKA ha difnostrato (%) pei quadrati critici della tra-
sformazione #, ciod per quei quadrati del piano che toccano la propria
immagine nella f, un teorema analogo a quello di v. Kumixsineo, ri-
cordato in (%), circa lesistenza di segmenti o reggi fondamentali per
un segmento di traslazione. Inoltre & evidente che i quadrati critiel
del piano costituiscono un insieme chiuso, rispetto ed una conveniente
nozione di distanze. Sicché & naturale domandarsi se per i quadrati
critici contenuti, per csempio, in un rettangolo & ancora possibile una
suddivisione in un nmmero finito di classi, ciascuna delle quali si com-
porti como se fosse costituite da un solo elemento.

In questa Nota preciserd la domanda e le dard una risposta affer-
mativa.

Sicché Ja questione, che posi altrove () per 1 segmentl di frasla-
sione contenuti in un rettangolo ¢ paralleli ad una direzione fissa,
ha una risposta favorevole (e giustificabile in modo abbastanza rapido),
se trasporfata ai quadrati eritici di TERASAKA. _ _

Circa la guale questione, nella sua forma originale, desidero far
rilevare che credo di avere ormai fornito i meazzi per risolveria con

(*) Si avverta cho qui chiamo raggio fondamentale, quello che nelle Memorie
citate in (Y, in (%) o nella snccessiva {9y dicevo semiretta fondamentale.

) B. v. Kersradrro, The plane translation theorem of Browwer and the last
geometric theorem of Poincaré [« Acta Litterarum ac Sciontisrum Regiae Universi-
tatis Hungaricae Francisco-Josephinae », tomo 1V (1938), pagg. 86-102}, page. 94-96,

Ma si veda anche loc. eit. (1), nn. 28 e 29.

(%) H. Teragarxa, Iin Bewels des Browwerschen ebenen Translationssatzos
[« Japaneso Journai of Mathematics », vol, VII (1980), pagg. 61-69], pag. 66, teo-
rema II.

(%) G. Sconza Dracoxri, Sugii archi di traslasione di un autoomeomorfismo
piano e sulle loro curve di accumulazione [« Memorie della R. Accademin d’Italia »,
Classe di Scienge fis., mat. e nat., vol. IX (1987), pagg. 1-75}.
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la. Memoria cifate in (°) ¢ con una Nofa recente (*); e che ritengo
che essa possa esser risolta in senso favorevole, anche se posta per fufti
1 segmenti di traslazione contenuti in un rettangolo dato (5), Non entro
qui ‘in dettagli ulteriori; mi limito ad accennare, cfr. la successiva
nota (*'), che la questione va precisata in modo analogo a quello qui
seguito nei §§ 4 o b, estendendo cioé le nozioni di segmento e 1'u.gg10
fondamenta,le (.

§ 1, - PRELIMINARI

- Nel piano (reale cuclideo) ambiente sia data una trasforma-
zione topologica {, che conservi il senso dello rofazioni e sia priva di
punfi uniti,

Secondo Trrasaxa, loc. cit. (%), pag. 61, un insieme chiuso I del
piano (in partieolare un dominio) & un insieme (un dominio) eritico,
rispetto a t, se T o la sua immagine ¢(B) nella ¢ hanno punti comuni, e
questi apppartengono tutii e alla frontiera di B o a quella di #(E).

In particolare il quadrato T', di contorno v, & un quadrato ecri-
tico, so o T-¢(IN =40 ¢ T-4(F)y==v ¥y). Per il cho occorre ¢ basts
che I'intersezione I'-#(I") sia diversa da zevo ed appartenga a ¥.

2. ~ Orienfiamo il piane, ciod fissiamo un vero positivo delle ro-
tazioni.
Sia I' un quadrato eritico, di contorno y.

(7) G Seonrza Dracosl, Mstensioni alie quasi-traietforic di wn teorema di
Browwer sulle ératetforie di un awtvomeomorfismo piano [« Rendiconti della Ac-
cademin Nazionale dei Linecel», serie 8, vol. T (1946), pagg. 156-1611.

(®) La questione cui si allude nel testo pud osserse risoluta anche coi teoremi
conlenuti in questa Nota o nell'allra mia 4 proposite di wn leorema sugli archi
di fraslazione di un autoomeomorfismo piane, privo di punti wnili ¢ conservantc
i senso delle rotazioni [« Rondiconti dsll’Aceademia Nazionale dei Lincei», seria 8,
vol. I (1947}, pagg, 697-T04]; perd nella soluzione che si ottiene per questa via bi-
sogna soslituire i segmenti ¢ i raggi fondamentali con dello opportune spezzato,
analogamonte a quanto ho fatte nolla Nota or ova citata.

{*} La questione cui si allude nel teste b complebamente risoluta, nel senso
affermativo, in una mia momoria in corso di stampa presso gli « Annati dell’Uni-
versith di Trieste» {nofa aggiunta sulle bouzze].
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- Allors, per definizione, i punti di I' sono non interni a (),

Se T'-#(I) si riduce & un solo punto K, cioe se y-t{MN=K,y—K
b tutto esterno a #(I). Il punto K~! appartiene anch’osso & y 6, m-
sieme con K, divide y in due archi, che sono i due soli archi di
traslazione contenuti in y. Diremo primo quello di questi due archi
che si percorre per primo, quando ci si spostl su y nel verso positivo
a partive da K—*; secondo Valtro; speciali entrambi.

Se I'-#(I') =+-¢(y) non si riduce a un solo punto, v contiene (*)
un arco ed uno solo, che abbia gli estrémi (distinti) su #(y), 1 cui
punti diversi dagli estremi siano esterni a £(I') e possano esser com-
giunti con linfinito senza incontrare ulteriormente 14+t (y). Siano AelB
gli estremi di questo arco; sia . Taltro arco di v, avente gli stessi
estromi. Ogni punto di ., diverso da A ¢ B3, & separato dall’infinito
mediante 4 £(y) ().

1 punti £*(A) e ¢'(B) appartengono a.y, anzi y— p (). Inoltre
& lecito supporre di avere scelti i simboli in modo che, sc si percorre Y
nel verso positivo a partire da ¢*(A), i punti LAY, A, B, t74(B) st
incontrino nell'ordine scritto.

(®) Por le sffermazioni di questo numero si veda loc. cif. (%), pag. 64,

{19 Per queste affermazioni si veda anche: M. Vouraro, Sull’esistenza di
pundi unitt nelle trasformazione topologiche del cerchio [« Rendiconti dell'Acca-
demia Nazionale dei Lincei», serie 8, vol. I (1948), pagg. 704-704].

(1) Questa circostanza si pub dimosbrare anche nel modo che segue.

Rammentiamo che, secondo un teorema di Brouwsr {Iin Deweis des ebenen
Translationssatzes, « Mathematische Anznalen », vol, 72 (1912}, pagg. 87-H, teo-
rema 8]:

1) se P & un punto del piano, la successione P, {(P), =Py, 4 P), 2P}, ...
¢ divergente.

Cid promesso, faceiamo vedere che {—1{A) e ¢~*(B) non possono esgere in-
torni & w. Infatti, i punti interni a p sono separati daii’infinito mediante y4- £(y).
Quindi, se {~'(A) fosse, p. es., interno a w, &~i(y) conterrebbe punti separati
dell’infinito mediante vy £{y). D’altra parte {~t(y) non pud tagliare vy, perchd ¥
& un quadrato critico; inoltre ¢~t(y) mon pub éncontrare ¢(y). sempro perchd v &
un guadrato critico — cofr, loc. ¢it. nota (%), pag. 63, teorema I —; quindi =4y}
sarebbe soparate dall’infinito mediante v i 2(y). E lo stesso accadrebbe allora
anche per #~2(y), £-3(7), ..,, che non incontranc nemmeno loro nd y, né #(y) —
ofr. Toc. cit. (%), pag. 63. T ci si troverebbe in contraddizione con la proposizione 1)
di questa nota (1), Inoitre, dalla i(y)-#*(y) == 0 segue subito che ~1{A) e #~4(B)
nom- possono ossere estremi di p [o la cosa si potrebbe anche oscludere in altri
modi pitt divesti]. Donde in conclusione. :
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Liareo « di y, di estremi ¢~*(A) ed A, non contenente B, & allora
perfettamente individuato ed & un arco di traslazione. Esso & il
primo arco speciale di y. I1 secondo arco speciale di vy & l'arco f di y di
estremi ¢~'(B) e B o non contenente A; anche questo secondo arco
speciale & un arco di fraslazione. Donoti v larco di y, di estremi
t=4A) e £4(B3), che non contiene p.

I punti interni di v sono i punti di y separati dalVinfinito me-
dinnte ¢*(y)4y. Infatti v nella ¢~ he per y e ¢~*(y) Vufficio, che p
ha per vy e ¢(y) nella ¢(*?).

8. - Introduciamo una metrica nella totalitd dei quadrati del piano.
Fissiamo allo scopo un sistema di assi cartesiani ortogonali o ¢ y o,
dato un quadrato, conduciamo per il centro di gquesto due assi £ ed ,
rispettivamente equiversi agli assi # e y; assumiamo £ e » come nuovi
assi cartesiani; dieiamo primo, il vertice di quel gquadrato che appar-
tiene all’insieme &> 0, n 20, secondo quello che appartiene all’insieme
520, n> 0, torzo quello che appartiene all’insieme £ <0, <0, quarto
quello che appartiene all'insieme £330, n <0,

Cid premesso, siano I', e I', due quadrati del piano. Facciamone
ruotare uno attorno al proprio centro di un angolo y, in maniera
che a rotazione eseguita i suoi lati siano ordinatamente paralleli a
quelli dell'altro. La misura in radianti o di y & perfetmmente indi-

viduata in modulo, se le si impoune la condizione 0<|u|< 4 . Dopo

si calcolino le distanze 4,, 8,, 8, §, dei primi, dei secondi, dei terzi,
dei quarti vertici del guadrate rimasto fermo e di quello ottenuto
mediante la rotazione, La somma |o|+ 8, 3,43+, & la distanza
T, diT e,

I evidente che queste nozione di distanza verifica la I',I',=0,
se, 6 soltanto se, I'y==T,; & indipendente dell’ordine con cui si con-
siderano Ty e Ty; soddisfa alla solita relazione triangolare.

4. - Siano Q; e Q; due quadrati eritici del piano (fela,ti:vi_;a 1),
fisso il primo, variabile il secondo.

(%) St rammenti che anche {—* & nn auntoomeomorfismo piano, che conserva
Vindicatrice e non ammette punti invarianti,
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Se 4-=0, oppure ¢=:1, donotiamo con:

g; il contorno di Q;
con

¢; o d; il primo o il secondo arco speciale di ¢;, di estremi ri-
spettivi ¢-4(C), C; e ¢~*(Dy), Dy;
e con:

m, Parco di ¢, di estremi C; e D% che non contiene ~+{C;) e
t=4(Dy), ed n, Varco di g, di estremi ¢~*(C;) e ~*(Dy), che non contiene
C, oD,

8i noti che non si & escluso che possa essere C;= D,.

b. ~ Supponiamo ora che sia Cy==D,. Allora, in conformitd di
quanto si & fatto nel n. 2, indichiamo con une lettera diversa, per
esempio H,, il punto C,.

Indi & chiaro che:

In queste ipotesi, se la distanza Qo Q, & minore di un conveniente
nuwmero positivo, tutti i punti comuni o Q ¢ t(Qy) [a Qu e t71(Qy)] sono
contenuti in un intorno prefissato di T,y {di ¢ (Ho)j;
ciod, che;

Tn ques!e z'potesi pn/z'smto U NUMENO ]w‘.iz‘z"aw 5 sistc wn ! ? poeitivo

10) <, t“‘(l)i}t i(IL,) <c e l’f@pp(m tenuwu a’a e e 2,- rispet-
tivamente agli < — intornt di e, e d,.

- valo a dire, agli insiemi dei punti (del piano) che hanuo una distanza
minore di e rispettivamente da ¢, ¢ dy -,

In particolare, se P, & un punto interno al primo [al secondo]
arco speciale di ¢, e se p c § sono positivi ¢ abbastanza piccoli,
da Q;QI(,S sogue che gli eventuali pnnti di g, aventi da P, una
distanza minore di p, sono interni al primo [al secondo] arco spe-
ciale di ¢,:

~ Quest'ultimo risultato sussiste tal quale, anche se Cy3=Ds.
Infatti, g oventuali punti interni a m, [ad =,] sono separati
dalVinfinito mediante ¢, 4-#(g,) [mediante t~'(q,) Lq]; qmndl se Paffor-
mazions fatta non fosse verificata, il punto P, sarebbs o separato
dallinfinito mediante g¢,i£#(g,) [mediante ¢7*(go)+g,] o contenuto in
t{g,) [in f"(q&)]; o tutto cid contraddirebbe Yipotesi fatta su Dy.
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Di qui e del teorema di Piwwousrie-Boren & facile dedurre che:
Se 1y & un arco tnterno a ¢, [a d,), estremi inclusi, e se 3 & abba-
abbastanza piccolo, 1, ha una distanza positiva dagli instemi deseritti

da m; e ny sotto la condizione Q,Q, < 3. Naturalmente questo vale,
sia se ¢ C,=D,, che se ¢ C,FD,.

§2. ~ ALTRE PROPOSIZIONT PRELIMINARI

7. — Riprendiamo i simboli e le ipotesi del n. 2.
Consideriamo ciod di nuovo il qu&drato critico I' e gli archi
+00
speciali « o § sul contorno y di I'. I8 c(oc)—*-zpl‘?’(a) o (B)=>,(B)
siano le traiettorie genorate da « e B. -
In conformits di cid, se ' & un quadrato critico, porremo

o) =3, (1) -

Allora #a) o t7*(=), #({) e t~*(8) hanno soltanto un estremo su y e,
tolto questo, sono esterni a I. Inoltre una curva semplice e aperta, il
cui interno sia interno a P, non puéd tagliare la propria immagine.

Diqui e da un noto teorema di Brouwrr (**) si deduce facilmente
che & T.o(x)=w; ciot che i punti di I'—a« giacciono tutti dalla
stessa banda di ¢{a), o, in altri termini, che tutti i punti di I'—a
appartengono allo stesso campo adiacente a () (**). Diciamo X{a)

{*¥) Precisamento da questo:

Una linea semplice ¢ aperta p faglic la propria immagine nella §, se § suoi
estremi possono essere pensati come estremi di wn arco di fraietloria, i guale
contenga nell'interno wn areo di traslazione e formi con p una curva semplice ¢
chiusa;

per il quale teorema si veda Brouwmr, loe, ¢it. (), pag. 44 ; v. KERBKIARTG,
loc. eit, (1), pag. 92; G. Scorza Dracont, Crileri per Uesistenza di elementl wniti
netle trasformartoni topologiche del cerchio e loro applicaziont |« Annali di Mate-
matica pura od applicata », in corso di stampal, § 6.

{*) Quest’ultima circostanza seguo da alcuni teoremi di Brouwrr; p. es.
si vedano gli nltimi guattro teoremi a pag. 167 delin Memoria citata in ().
Per maggiors chiarezza dal testo, conviene anche ramumentare esp!smtamente che

1) una traicttoria ¢ unc lmea semplice;
e che

2) wna traietioria non pud riavvicinarsi indefinitamente ad una posizione
per la quale sia gia passata;

a norma di altri due teoremi di Brouwer [cofr. loe. ¢if. (1), teoremi 1 e 8],
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il campo adiacente a s{z), situato dalla bunda opposta di T2 i
spetto a o(«); cioé, non contenente nessmi punto di T e (quindi)
di o(l) - si rammenti che X(2), per definizione, & aperio o quindi
non contiene nemmeno punti di a(2) -.

Allo stesso modo si riconosce che uno, ed uno solo, X(8), dei
due campi adiacenti a {$) non contiene nessun punto di 6(I"), mentre
I'altro contiene tutti i punti di o(I)—a(f).

Diremo cho 2{e) e X(8) gono rispettivamente il primo e il secondo
campo adiacente a o(I).

8. - Consideriamo ora un quadrato critico Q, fisso ed uno va-
risbile Q,, snalogamente a quento abbiamo fatto nei nmn. 4, 5 e 6.
E riprendiamo i simboli 14 introdotti.

Se Q, Q, < 3, con & positivo e convenientemente piceolo, il centro Z,
di Q, & interno a quei campi adiacenti alle traiettorie a(c)) e a(d), ge-
nerato rispettivamente da ¢, e d,, che contengono il centro 7, di Q,.

Inoltre, s norma di quanto si & detbo alla fine del n. 6, e sempre se
riesce Q,Qq <3, con ¥ positivo e conveniente, una semiretta v prefissata,
con Vorigine in Z,, che incontri ¢, lo d,} in un punto interno P, n-
contra ¢, in wn punfo P, interno o « ¢y, 0 « dy, anzi (interno) a ¢
lo a d,). Indi i punti di v esterni a Qq e prossimi P, sono interni
a () [0 a 2(d))], cost come i punti di » esterni a Qq e progsimi a Py
sono interni « X(c)) o a L(dy)}. '

$8. - SuL THEOREMA DY TRRASAHA

9, - A proposito dei quadrati eritici, Trrasaxa ha dimostrato (%)
il seguente teorema: _
Se I & un quadrato critico; % wn arco speciale del contornoe
+00
di Ty X(3) il relativo campo adiccente ¢ x(F) == 3 (1), di guisa che
00

+00
esso & anche un campo adiacente ¢ o(X) = F, (N}, o esiste un qua-
drato critico ®, di contorno 3, che = :
T) & contenuto in X(A) +a(});

(%) Loc, cif. {8}, pagg. 66-68,
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I0) ka comune con s(2) solianto un segmento (ordinario, non nullo)
contenulo in I ed in %, anzi o interno a N, o coincidente con \;

o esiste una regione chiusa e convessa Q, delimitata da due se-
mirette ortogonali aventi Uorvigine comune, la quale o & libera (ciot non
ha punti comuni con le propria immagine) o & eritica, ed inoltre

1% & contenuta in Z(A)-a(\)

II') ha comune con s()) soltanto un segmenlo (ordinario, non nullo),
contenuto nel contorno di Q e interno a .
Le due alternative non si escludono a vicenda. Inoltre
Se X & un segmento, si pud sempre supporre verificata la prima
alternativa ;
e:
Se X un segmento e se J-c(N)==k, & pud senz'altro supporre
che \ sia un lato di ©.
Tutte queste affermazioni somo o enunciate esplicitamente, o di-
mostrate implicitamente nel passo citato nella nota (15).
E poi chiaro che:
Se % non & un segmento esso stesso, il segmento 3 .\, conside-
rato in I1), @ inferno a A.
Se si presenta il caso della regione Q, si pud dire, volendo, che ©
& diventnto infinitamente grande e tocca sempre la propria 1mmag1ne
al finito o all’infinito.

10. - Esaminiamo un po’ meglio che cosa accada nella prima
delle due alternative considerate nel numero precedente.

Consideriamo il quadrato critico © e 1 due archi speciali ¢ e  di 3.

I punti del segmento $==3 .2 sono tutti non interni sia a i*(0)
che a #(@); anzi i punii interni di s sono esterni alle immagini di
O nella f e nella ¢* Infatti & ha comune con (%) soltanto il seg-
mento ¢, eontenuto in A; quindi tutti I punti di ¢(X) —s& sono esterni
a 6, perché altrimenti sarebbe contraddetta la proposizione 1) della
nota (M). In particolare, 1 punti interni a #(s) e t“*‘ (¢) sono esterni a ©.
Donde la conclusione voluta.

In cid & implicito che i punti interni ad ¢ non sono separati dal—
Vinfinito mediante ¢7(3) .1 3 §-£(9); infatti questo insiems & contenuto
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in 2(2) 4+ ¢(}), mentre i punti interni a ' appartengono al campo adia-
cente & o(A) ¢ diverso da X(A) e quindi possono essere congiunti col-
I'infinito senza incontrare X(}) + ¢(}), a norma di un teorema di Brou-
wer [loc. ¢it. (1), lemma 4}; dopo di cié & facile dedurre che un punto
interno ad s pud essere congiunto coll'infinito mediante una semilinen
che ha soltanto l'origine su #; c. v. d.

Ne segue (n. 2) che s & coutenuto o tutto in cp', o tutto in .
Ma ¢ e ¢ hanno al pil gli estremi comuni. Quindi:

Nelle ipolesi poste, o

o) uno dei due archi speciali di 3 & interno a Z(2);
oppure

B) ¢ o & hanno comuni gli estremi e questi cadono entrambi
su a(X); uno det due archi speciali di I & interno a %(3), a meno degli
estremd.

In questa seconda alternativa, 0 ¢, o { coincide con s e quindi
con . Infatti, poniamo per esempio che s appartenge a ¢. Allora,
poichd s=3-a(}), gli estremi di ¢ appartengono a s: donde ¢==s.
Quindi ¢ appartiene all’arco di traslazione X; ma & osso sfesso un
arco di traslazione; dunque ¢ deve coincidere con A I di gui segue
di nuovo che i punti interni di ¢ sono allora interni a X%(2).

In particolare, 'alternativa $) si pud presentare soltanto se % &
un segmento. Anzi (ofr. n, 9, In fine): se si presenta Ualternativa B),
si pud supporre che uno dei due archi speciali di O sia costituito da
wn lato di 3 e Ualtro dalla somma degli altri tre lati.

§4. - Ancora suL TROREMA DI TERASAKA

11. - Sia dato di nuovo il quadrato critico fisso Q,; sia I, un
arco speciale del contorno g, di Q,; Z{{,) il relativo campo adiacente
00 +co
a 6(Q,) == 3,t"(Q,); sl ponga al solito a(fy) = 3,t*(l,).
-0o —C0
Si supponga che V'applicazione del teorema di Terasara a Q, e (7,
conduca & una regione angolare R soddisfacente alle I') o II') del n. 9.
Consideriamo due intorni circolari aperti U, ¢ V,, uno dell'uno
e laltro delValtro dei due estremi del segmento R-e(l,) = R-1,. Suppo-
niamo che U, e V, abbiano raggi ugnali e una distenza positiva fra
di loro.
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E gopprimiamo da R tutti i punti delle semirette che abbiano le
origini in U, e V, che inconfrino uno solo di questi intorni e che
siano parallele alla retta che contiene il segmento R-I,. Diciamo
B’ la figura che si ottiene cosi da I

Consideriamo adesso un rettangolo 4, che abbia R'- [, come lato,
gia situato rispetto ad 7, dalla banda opposta di R, ¢ sia tanto sol-
tile da non contenere nessun punto di o(Z,) diverso da quelli di R'-1,
{ipotesi lecita in virtht della 2) della nota (**) e del fatto che L.I,
e, a fortiori, R'-1, sono interni a I, e da non ineonfrare la propria
immagine [ipotesi lecita perchd R'-I, & interno ad I, ¢ quindi ha
una distanze positiva dalla propria immagine].

Atteso il fatto che " o R’ sono situati da bande opposte di a(lo),
dalle altre ipotesi si deduce che, posto

To = R/ 4 ¢,

risulta £(T,) . Ty==¢(®R") - R ().
In definitiva: .
Linsieme Ty & chiuso, illimitato, delimitato da una linea semplice e
aperta in senso stretto *7), e gode delle sequenti proprieté .
a) Vintersezione di T e o(1,) §i riduce ad un segmento (non nullo)
interno ad {, i cui interno & interno a T;
by Uinsieme T\—T,- 2(1)) & limiiato e non incontra la propria
immagine, inoltre (tppa,?'tiene @& Q3
¢) UVinsieme T, —'T'- Q, appartiene ¢ E(1,);
d) Uinsieme t(T,) - '1‘0 0 & wuole, o & contenuto e ?zeil’mteﬂ'sezwne
delle frontiere di t(T,) e di ', e nell’ingieme X(I,).
Per esprimere tutti questi fatti, diremo che T, & un insieme fon-
damentale velativo a Q, e X{/,).

12. -~ Linsieme T, gode di altre proprietd di struttura, che &
inutile conglobare nella definizione, ma le cul consegunenze sono im-
portanti.

(*¢) Cfr. loc. cit. (%), §8.

(**) Chiamo cosl le immagini biunivoche & continue di una retta ches con-
tengono tutti i propri punti di accumulazione {al finito), ciod ie lines semplici
e aporte secondo Brouwnr. In foe, ¢il. (1), n. 7, dicevo invece lince semplici, aporte,
sorrate.
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Sia @ un quadrato critico variabile; sia I un arco speciale del con-
torno ¢ di Q, e precisamente il primo o il secondo, se e I, & rispotti-
vamente il primo o il secondo arco specinle dl g,; in conlspondenm,

sia $(7) 1! primo o il secondo campo adiacente a o(Q) == Ept?’(Q)

Allora & facile dedurre, dalla costruzione di T, e dalle proprieti

esposte nei nn. b o G, che;
Se Q & abbastanza vicino a Q,, Uinsieme Ty definito nel numero

precedente & fondamentale anche per Q e X(1).

Infatti delle affermazioni implicite in questa, I'unica non evidente
& quella espressa dalla: l'interseziome di T, o della traiettoria ¢(2),
generata da I, si riduce ad un segmento contenuto in {.

Ora dalle proprieté ricordate dei nn. 5 e 6, dalla @), dal fatto che
T, ¢(},) & un segmonto interno e /, e dalla struttura metrica di T,
segue che Vinterseziome di T, o di #())+14+£() & un segmento
interno ad f.

Me allora, di qui e dal fatto che una curva contenuts in T, non
pud mai tagliare la propria immagine segue, in virth del teorema della
nota (%), che Ty-a(l) o T, ¢ coincidono; donde la conclusione {18y,

13. = Si supponga ora che I'applicazione del teorema di Trrasaxa
ol quadrato eritico Q, ed al campo adiacente E(!,) conduca ad un
quadrato critico @ verificante le I) e II) del n. 9 e tale che 1l seg-
mento s, = Q- ¢(Z,) = Q- 1, 0 sia interno ad 7, 0 coincida con &, Inoltre,
in conformita di quanto & detto alla fine del n. 9, se I, & un segmento,
osso sia anche un lato del contorno ¢ di Q.

Si indiehi con ¥ quellarco speciale di ¢’ che (n.10) non contiene
punti di s,.

Si applichi i1 toorema di Terasaks a Q e al campo Z(I) adia-
cente alla traicttoria o (J'), generata da ¥, e situato, rispetto a questa,
dalle banda opposta di Q' - di guisa che visulta %(J)-Q@=0-.

Si perviene cost o a un quadrato critico Q" o & una regione ango-
lare R”, verificanti proprietd analoghe alle I), IT), I') e II') del n. 9 o
a quelle del n. 10.

Dimostriamo che se esiste Q, esso ¢ interno a Z(l,); se esiste R”, R”
& interna a E (). '

'(13) Chr. p. es., foc. cid, (4), nn. 2] e 22,
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Infatti, si supponge che esista Q.

Se 7' & interno a 2(4), o(I') o (') sono entrambi interni e X(Z),
e I'nflermazione & evidente (*%). o

Se I non & interno a 2(l;), esso ha gli estremi su ¢(l) e i punti
interni in X(7)), v. n. 10; inoltre esso & costituito dalla somma di tre
lati di ¢' (v.n.10 in fine e si tenga presente che I, & un lato di ¢).
Ma allorn, v. n. 9, Q" ¢(Z) & un segmento interno a ¥, ¢ quindi a
(7). D’altra parte 2(2) & contenuto in X(Z,), anche in questo caso (*%);
e Z(l,) ¢ aperto, per definizione; epperd Q" & interno a Z(Z,).

Si supponga ora che esista R

I punti di R” o appartengono a 3(7), o appartengono a e{I).
Nella prima alternative sono interni a X(7,), come risulta da quanto
precede. Nella seoconda sono interni a 7, per la II') del n. 9; ma i
punti interni a ' sono sempre interni a Z(l,), come si & gid tho,
dunque, ecc.

14 - Manteniamo le ipotesi e le notazioni del numero precedente.

Consideriamo due intorni circolari (apertl) U, e V,, uno di uno e
altro dell'altro dei duo estremi del segmento s, == ¢ +a(l) == ¢ - I, Sup-
poniamo che la somma, dei loro raggi sia minore di s, o tanto piccola
da aversi U, . Q" = V- Q" = 0, oppure U, R’ == V. R" == 0, se invoce
di Q" esiste I

Gliinsiemi 8'= (Q Q") — (U 4+ V) Q, 0 T'=(Q'i B") — (U, 4 V) Q’,
si saldano sempre o -o(l;} lungo un segmento s == g, — (U0+VO)
interno a s, e quindi a 7, :

Aggiungiamo ora a S’ {a T un rettangolo +, avente il segmento
s' eome base, situato rispetto o s(l,) dalla banda opposta di 8 [di T,
tanto sottile de mnon incontrare la propria immnagine e da non conte-
nere punti di s(f) oltre quelli di s'. E poniamo :

Sy = 8 7’ [T, = T §#];

di guisa che #(8,):8,=¢#(8") 8 [¢(T,) T, =T T, — cfr. n, 11
& proposito della ¢{T)) T, = {R)- R

{*) Auzi In cosn & gid nota: per uva deduzioue esplicita di gueste circo.
stanze, si cfy. loc. cif. (2), n. 11, .

(2% Ofr. loc. cit. (%), n. 14: il fatto che gli estremi di { appartenganc a o(f;)
non ha importanza.
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L’insieme §, contiene Q", quindi incontra la, propria immagine;
anzi non & difficile riconoscere che 5, & un dominio critico [perché
tali sono Q o Q" o perchd Q' e Q" sono situati da bande opposte T1-
spetto a o(l'), mentre {(5,)- S, = t(8) - 8. Inoltre esso & topologica-
mente equivalente ad un guadrato; quindi anche per il suo contorno
vi & lnogo a determinare due archi speciali, cfr. del resto loc. cit. ()
pag. 64, Orbene: & facile riconoscere che uno di questi coincide eon
Vareo.speciale del contorno ¢ di Q", contenuto in X(I), & meno degli
estremi, eventualmente. In definitiva:

Se esiste Uinsieme S,, esso & delimitato da und curva chiusa di
Jordan e gode delle seguenti proprietd:

') Vintersezione di S, e o(ly) si riduce o un segmento, tnterno @k,
e il cui interno & interno @ Sy;

b Vinsieme S;— S, X(l) appartiene Q, e non incontra le pre-
pria immagine ;

&) Vinsieme 8, —8,-Q, appartienc @ %(1,) e contiene il quadiato
critico QF,

d") Vinsieme S, ¢ esso slesso eritico e 1{8,) - 8, appartiene & X(ly);

¢y detto U" Varco speciale di q° speciale anche per il contorno di
Ser 8y — U & contenuto in uno dei campi adiacenti alla traiettoria o(l")
generata da 1', e precisamente & quello che contiene Q' —1",

la ¢) essendo conseguenze appunto del fatto che anche S, &
critico.

Per esprimere tutte queste eircostanze, diremo che Sg & un insteme
fondamentale relativo a @, ¢ (1

Tnoltre & chiaro che la costruzione, data per Qg e X(fy), si pud ripetere
per Q" e per il campo adiacente o o(I") & non contenente punti di Qs
il che in sostanza equivale a dire che quella costruzione si pud ripetere
per 8, e per il campo adiacente a s(I"), o non. contenente punti di S,.

E ancora, si riconosce facilmente che:

Se esiste insieme T, esso gode di proprietd analoghe alle @), b),
) e d) del numero 11.

15, - Anche in questo caso si ricomosce che dalle proprietd di
S, o Ty, implicite nella loro costruzione o esplicite nelle &), .., ¢) ©
nelle a), ..., d), discende nuna proposizione analoga a quella date mel
n. 12. Precisamente la:
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Se X(ly) ¢ i primo [il secondo] campo adiacente a Q,, gli insiemi
8, e T, definiti nel numero precedente sono fondamenitali per il primo
[l secondo) campo adiacente ad ogni quadrato critico abbastanza wicino
a Qq;
od & chiaro che questn enunciato si riferisce a quelli che esi-
stono degli insiemi S, e T.

§5. - SurLA TOTALITA DEI QUADRATI CRITICI.

16. -~ Sia G un insieme lmitato del piano e ne sia F Vinvolucro
chiugo.

I quadrati critici che hanno il centro in G sono contenuti fra 1
quadrati critici che hanno il cenfro in ¥, Sia & linsieme di questi
ultimi,

Inoltre & chiaro che se un quadrato del piano & d’accumulazione
per quadrati critici col centro in F, nel senso che deriva dalla nozione
di distanze introdotta nel n. 8, esso stesso & un quadrato critico col
centro in F. L’insieme & & quindi chiuso.

Un quadrato col centro in I' e che contenga ' e ¢(I") nell’interno
non pud certo esser critico; ma F e {(F) sono limitati; quindi i
lati dei quadrati critici col centro in. I ammetiono un estremo
superiore finito. B di qui & facile dedurre che linsieme & & compatto
(in s&) (*1),

Inoltre & & uno spazio metrico. Indi, per quanto precede, & &
un bicompatto (**); ciod & rientra nell'mmbito degli insiemi astratti a
cui & possibile applicare il teorema di Pincurnrs-BorgL.

17, ~ Bia ora I' un quadrato di & X si dicano:
o e { il primo e il secondo arco speciale del contorno y di I';
Z(a) e X(f) 1l primo e il secondo cempo adiacente a o(I') ==
+00
= Emﬂ,t” (m;
S(2) e S(8), se esistono, due insiemi analoghi all’S, del n. 14 o
relativi rispettivamente a Q e X{a) o Q e X(P);
{*1) Per Ia terminologia che adotto, si veda P. Anmxanprorr e H. Horr,

Topologie |Springer, Berlino {(1935}], pag. 84,
(*) Loe. cif. nota (™), pag. 87, teorema VI,
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T(x).c T(®), se csistono, due insiemi analoghi al T, del n. 11
ordel n. 14 () e velativi risp. & Q e Z(«}, a @ ¢ Z(B).

‘Allora, dalle proposizioni dei nn. 12 e 15 e dalla bicompattezan
di & ¢ facile dedurre che:

Liinsiene G dei quadrati critici coi centr nell’insieme G, chiuso
0 non, ma limitato, si pud decomporre in un NUMEro finito di classi, in
maniera tale che i quadrati di una stessa classe ammettano almeno un
insieme, fondamentale per tutfé, comune a tutti, ¢ relativo ai iispettivi
primi campi adiacenti, ed almeno un insieme, fondamentale per tutti,
comune o tutti, e relative ai rispettivi secondi campi adiacents,

Infatti, attesa la bicompattesza di & e 1 teoremi del § prec., &
possibile scegliere un numero finito At quadrati Ty,..,Fe di & o
determinare gli intorni W,,.., Wi &i questi, in modo che ogni T di
T cada in almeno uno degli intorni W, .., Ww; o che se I' cade in
W (=1,..,w), quelli esistenti degh insiemi- 8(2), e T{e) ovvero
degli insiemi S(8) e T{f;) sl possano pensar come fondamentali, per
I'e £(x) i primi, per ' e X{f) i sccondi ~ naturalmente il- significato
di o e B, e quindi di S(a), T(x), S(B) e T(h) & paleso

Dopo di ¢id & agevole ottenere unu suddivisiono di &, eppero di
@ in un numero finito di classi del tipo voluto; e si pud imporre la
condizione ulteriove che due classi distinte stano prive di elemonti
comuni (**).

(*3) In questo momento applico il postulato di ZunrueLe, Ma, se si vuole,
basta riesaminare le dimostrazioni di Tirasaxa e quelie qui avolte, per convincersi
che 1'uso 4L quel postulate si pab eliminare,

{#) Por suddividere i segnenti di trasinwione contenuti in un rebtangolo
i un nuometo Bnito di classi, clascuns comportantesi comse un solo elemento,
bisogna ostendere lo nozioni di segmento o di raggio fondamentale seguendo
Vipdirizzo qui tenuto nei nu. il e Id: e ciob, sopprimere la condizione che i
segmenti e i roggl fondamontali per un segmento di traslazione e un campo
adincente alls relativa (raisttoria siano ortogonali al segmentoe di traslazione; ¢
sostituire altresl la condizione che quei segmonti ¢ quel raggl fondamentali siano
interni, & mono dell’origine, a quel campo adincents con Ualtra di avers su quslla
traiettoria un punto soltanto {interno a quel segmento di traslazione) e di pe-
netrare netl’sitro campo adiacente a quelia traiettorin con un segmento, che non
incontri la propris immagine (ciod abbastanza corte),
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OsservazioNe, - I teorema di questo nwmnero permette di dimo-
strare V'nltimo teorema geomstrico di Pomvcars, sugli autoomeonor-
fismi di una corona circolare, applicando il procedimento dimostrativo
dato da Terasaxa per il teorema di Brouwer in loe. cit. (®) pag. 69;
cosl come la suddivisione dellinsieme dei segmenti di traslazione conte-
nutl in wn segmento in un numero finito di classi, comportentesi
clggcuna come costitnita da un solo elemento, si presterebbe a dimostrare
quel teorema di Pomvcari col procedimento dato, in questo ordine di
idee, da v. Kurigsirro (*%).

{(®5) Cfy. loc, cif. (*); foc. cit, (%), §5.
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GIORGIO DAL PIAZ

Aocadomico Pantzﬁcio

SvaMARIYM. — Exstare declaratur morvenicas roliquias Prewitrminnas (Ris-
sianas) in Bericorum declivi ad septemtriomem vergente; easdem comprobatur
ortas esse ex vallinm Afhesis ac superioris Medoaci Maioris glaciatis molibus,
quae, superata Lavaronis regione in dorso montis porrecta, ac per Astycl et con-
tiguas valles descondentes, Boricos quidem colles attigerint.

~Un fatto di singolare importanza per lo studio dell’espansione
glaciale nell’ares del Veneto centrale & rappresentato dalla vecente
scoperta -di avanzi morenieci- pl'ewulmmm nei Colli Berici a sud d1
Vicenza., ' '
Nel mese di febbraio dello seorso anno, il prof. Gruserre Pruiw,
benemerito ricercatore e studioso dei fenomeni geologici che interes-
seno la regione collinesca dei Berici, mi spedi in esame alcuni ciot-:
toli di rocce cristalline da Ini raccolti sul monte Lungo e sul monte
Mottolone che fanno perte del settore orientale del gruppo Berico
sorgono a pochi chilometri a sud del lago di Fimon, Gid nel settembre
del 19456 in una breve pubblicazione sull’attivitd naturalistics svolta -
nei dintorni di Costozza vicentina, il prof. Prriy avova fato un fu-
gace cenno all'esistenza, come egli scrisse, di strani depositi alluvio-
niali (o JZacmlz ?) ned pzib alti strati dell’ Olig Jacene berico (*). Liesame

._(‘“‘) Nota, pres_eut_&tu. nella riunione privata del 18 gennaio 1947,
() Periv G., Briciole di aftivitd scientifica a Costozza, « L'amico dei buoni
faneciulli », n. B, pag. 70, Verona, 1945.

29  Acta, vol, X.
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dei ciottoli inviatimi, rispondenti in grande maggioranza a quarziti
accompagnate da elementi di porfiriti, di porfido quarzifero e di qualche
raro granito, tutti pitt o meno arrossati in superficie dal terriccio nel
quale erano originariamente avvolti, richiamd subito alla mia mente
analoghi materiali di natura morenica di Cornuda, e specialmente del
lato destro dellanfiteatro del Garda lungo i fianchi del Chiese.

Por quanto l'idea che ciottoli morenici di origine alpina potes-
sero troversi a quasi quaranta chilometri di distanza dalle pit avan-
zate testimonianze moreniche frontali finora note e rappresentate dal-
I'anfiteatro wirmiano di Cogollo allo sboceo della valle dell’Astico
apparisse a prima impressione fantastica, attraverso l'esame eritico
delle varie ipotesi essa finl col dimostrarsi I'unica interpretazione che
potesse ragionevolmente spiegare la strana presenza di siffatti mate-
riali esotici sui Colli Berici.

Dopo un breve scambio di lettere col prof. Perry, decidemmo di
recarci sul terreno per essminare la cosa direttemente sul posto.

Il conte Arvise pa Scuio volle gentilmente accompagnarei colla
sua automobile nelle varie localith da esaminare, della quale cosa
lo ringrazio sentitamente.

Salendo dal paese di Barbarano, situato al piede del versante
orientale dei Berici, ¢i trovammo ben presto sul dorso del gruppo
collinesco e non fu piccola la mia meraviglia quando in corrispon-
denza al M. Lungo, la cui sommitd tocca la quota 440 metri sul mare,
ebbi a fare la constatazione che tutto il cocuzzolo della collina (che ha il
basamento formato da caleari grossolani dell’Oligocene superiore), & co-
stituito da un vasto mantello di terra rossa, dalla quale emergono, perché
messi bene in evidensza dalle recenti piogge, numerosissimi ciottoli di
quarziti, di porfiriti e di altre rocce cristalline.

In successive gite, sempre con la guida preziosa del prof. Prriv,
potel constatare che analoghi depositi di terra rossa con gli stess
ciottoli di quarzite ed altre rocee cristalline, si trovano in varie loca-
lith. Per spiegare l’abbondanza della terra rosss dei giacimenti mio-
rvenici devesi tener presente che tutto allingiro i caleari oligocenici
che fanno parte della struttara dei Beriei, sono infensamente carsici
e che la terra rossa proveniente dalla loro decomposizione, copre
tuttora il fondo delle numerose doline e, specialmente dove vi & bosco
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che esercita un’szione protettiva, anche i flanchi-ed il dorso-dei colli
Durante il dominio dell'sntico ghiacciaio, essa & stata trasportata,
specialmente per lazione di dilavamento delle acque colanti, e me-
scolata al materiale morenico intensificandone la colorazione rossastra.

Llallegata carting mostra come i vari depositi moreniei, che le acque
piovane e le alire azioni meteoriche non hanno ancora distrutto, oc-
cupino vari appozzamenti di superficie, formando delle piccole colline,
oppure dei mantelli di vario spessore, i quali, nel loro insieme, costi-
tuiscono una specie di semicerchio poco lungi dal ciglio che fa pas-
saggio alla softostante conca del lago di Fimon, esaurvientemente de-
seritta dal Fasrawt nella sun magnifica monografia geologica sui Colli
Beriei {11]. :

Non meno interessante del deposito morenico di M. Lungo, testé
menzionato, & quello di M. Mottolone non lungi da 8. Gottardo. Il ma-
teriale morenico ricopre largo tratto del versante settentrionale e tutto
il dorso di questa picecola collina.

Partendo dal villaggio di Fimon e salendo lungo il bosco in di-
rezione di M. Mottolone, si nota gid come i caleari dell’Oligocene, che
formano come si & detto lo zoccolo roccioso fondamentale della parie
pill elevata di questo tratto di rilievo collinesco, siano essi pure rico-
perti da un grosso mantello di terra di colore rosso-mattone, dalla
quale affiorano con particolare frequenza i ciottoli e i massi di quayrzite
e di altre rocce esotiche. La constatazione riesce pilt facile in corri-
spondenza alle pareti di una trincoa rispondente ad una mulatticra
sui cui flanchi 1 ciottoll morenici spiccano con maggiore evidenza.

1 dorso di M. Mottolone & costituito da un ripianc abbastanza vasto
coltivato a campo. La terra rossa, che forma quesbto campo, in cersi
punti & tutte cosparsa di nwmerosissimi ciotfoli di quarzite di sva-
riate dimensioni, ma prevalentemente piccoli, eircostanza che sta in
relazione col fatto, osservato dai contadini, della forte usura ele su-
hiscono gli strumenti agricoli impiegati nella consnote lnvorazione del
terreno, ' ' o

Dopo i ciottoli morenici di quarzite, considerati in ordine di fre-
quenza, vengono quelli di porfirite rossa; wssel meno frequenti:sono
invece quelli di seisti, di verruceno, di porfiriti verdi, di porfidi quar--
ziferi e di granito. Rarissimi i ciottoli di arenaria, ¢ addirittura ecce-
zionali quelli calcavei.
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Riguardo alle dimeusioni dei singoli elementi, pur predominando
i formati piccoli e di media grandezza, esse sono assai varie. Si riscon-
trano perd anche del massi di ragguardevoli dimensioni, del peso di
qualche quintale, rispondenti generalmente a quarziti ed a porfiriti
rosse normali ¢ conglomeratiche. Abbastanza comuni, specialmente sul
cocuzzolo di M. Lungo, i ciottoli di proporzioni medie rispondenti a
rocee feldspatiche ; frequentissimi, come si & detto, gli elementi silicei di
medioeri e picoole dimensioni, provenientl in gran parte dal disgrega-
mento delle filladi quarzifere, delle quali, non di rado, portano ancora
le tracce. Non infrequenti sono infine i ciottoli basaltici, la cui pre-
genze non porta perd alcun elemento discriminativo, giacché rocce
basaltiche in posto esistono anche in vari punti dei Colli Berici.

Le quarziti sono sempre fresche e, tutte le altre rocce descritte,
porfiriti, porfidi quarziferi, scisti, graniti, assal poco o per nulla alterate.
In nessun caso si & riscontrato quellintima alterazione che si avverte
in altri ciottoll morenici prewiirmiani dei depositi di Bassano e del
Montello, i quali, sotto la pil piccola pressione, si frantumanc ridu-
cendosi in un terriccio sabbioso-argilloso [28].

Esaminati di fresco, ciod appena ricavati dal loro deposito origi-
pario, i ciottoli morenici di M. Mottolone o di M. Lmngo fanno l'im-
pressione di essere pili o meno intensamente alterati. L'effetto & perd
dovuto esclusivamente all’intensa coloraziome superficiale derivante
dalla terrs rossa che li avvolge, la quale, quande sia stato possibile,
gi & infiltrate anche nelle softili fessurazioni della roccia. Basta esa-
minare i ciottoli raccolti dopo averli convenientemente lavati ed even-
tuslmente sezionati, per trarne ben altra impressione. Cosi ripuliti dal
terriceio che li avvolge, specialmente se si fratta di rocce basiche,
egsi presentano una grande freschezza, che li farebbe confondere coi
ciottoli wiirmiani. In altri casi, e cioé guando si tratta di rocce por-
firiche o granitiche, 'alterazione effettiva, ciod non quella apparente
dovata o patina argillosas ed & penetrazioni consimili in corrispondenze
delle fessurazioni, si dimostra appens appena incipiente.

In tutti i casi, 1 ciottoli morenici da noi raccolti sul Colli Berici,
in rapporto alla loro sostanziale freschezza, presentano una corrispon-
dente tenacitd ¢ resistenza alla rottura, come si trattasse di ciottoli
delle comuni alluvioni mnoderne, cid che, fatta eccezione agli elementi
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silicei, contrasta nettamente’ coi materiali mindeliani di Bassano e del
Montello, che sone sempre profondamente argillificati, tanto che, come
gi & detto poco fa, sotiela pilt p1ccola, pressmne esermta,ta, «eon le
dita si frantumano completamente.. SO i SRR
Per quanto il grado di a,ltem.moue del ciottoli non possa avers
da solo valore diseriminativo assoluto per:giudicare :dell’etd del de-
posito morenico che li contiene, non s pud negare:ch’esso fornisce
sempre del preziosi elementi di oriemtamento, specialmente gquando
ci si trovi in regioni dove, & distanze relativamente piccols, ‘esistono
materiali in condizioni di conservazione fra loro nettamente ‘diverse
o sia possibile quindi istituire degli utili raffronti e stablhre dells
serie "cronologiche. ' ' '
Sotto questo aspetto & manifesto che nessuna associazione pud
ossoro fatta tra i materiali morenici dei Berici e quelli segnalati mei
dintorni di Bassano. Trattasi di due fasi o stati {ra loro nettamente
diversi, 11 raffronto & cosi stridents, che non si pud a meno di con-
cludere che per lo stato di conservazione dei rispettivi ciottoli, i ma-
teriali morenici dei Berici appartengono ad un periodo alguanto meno
antico di quello mindeliano al quale vennero riferiti i materiali mo-
venici che si trovano allo shocco della valle del Brenta presso Bassano.
Tenendo giusto conto di gueste circostanze e nello stesso tempo
delle caratteristiche e dello sviluppo assunto dai piu vicini depositi
morenici sia antichi (mindeliani), sia recenti (wiirmiani), si & logica-
mente condotti a ritenere che i materiali morenici dei Colli Berici
appartengono ad una fase intexmedia, rispondente al periodo Rissiano,
riferimento che si accordevebbe bene, come vedremo fra breve, con
la grande estensione assunta dall’invasione glaciale di questo periodo.
Un altro argomento, oltre quelli or ora esposti, che ¢i induce a
ritenere trattarsi di meteriali moreniei prewiirmisui, riferibili con ogni
probabilitd, al periodo Rissiano e non ad un periodo pilt antico (Minde-
liano), sta nel fatto seguente. Tutti i cultor: di glaciologia antica com-
presi i nomi di Heim, Prnor, Derirer, Brex, Kavser, Worpstapr, ece,,
sono d’accordo nel ritenere che le valli alpine, prealpine e subalpine,
gono state fondamentalmente scavate durante il lungo periodo intergla-
cialo Mindel-Riss, che risponde alle formazione dei ben noti Decken-
schottor. Ora, nel caso dei Colli Boriel si riscontra che depositi mo-
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renici del tufto rispondenti a quelli di M. Mottolone e di M. Lungo
si trovano anche non lungi dal fondo della valle di Fimon (Pianezze)
provando che essi appartengono ad un periodo inevitabilmente poste-
riore & quello dell’escavazione valliva, avvenuta subito dopo il Min-
deliano.

Chi §'d occupato di questi argomenti, sa quanto difficile ed alea-
torio riesca lo stabilire un sincronismo delle varie formazioni guater-
narie e quanto ineerto si prosenti il riferimento dei resti di una morensa
prowiinmiana ad una glaciazione piuttosto che ad un’altra. Quando si
tratti poi di lembi isolati o rispondenti ad un unico tipo, come & nel
‘nostro. caso, le difficoltd aumentano. Tuttavia se dobbiamo tentare
un qualche riferimento, tenendo presente il grado di conservazione
.dei singoli ciottoli ¢ i ricordati rapporti fra la morfologia intergla-
ciale e i successivi depositi morenici prewiirmisni, questo mon pud
farsi che per il periodo Rissiano. .

- Cirea la provenienza di questi materiali morenici dei Beriei, tenuta
presente la loro posizione topografica e la natura litologica dei singoli
ciottoli, non si pud o meno di pensare che essa si raccordi col ghiac-
ciaio che scondeva lungo la prospicente valle dell’Astico, il quale era
legato d’altro canto alle masse glaciali dell’alto Brenta ed a quelle
delPattiguo e grandioso bacino dell’Adige, che copre un'ares di quasi
dodicimila chilometri quadrati.

T noto infatti per gli studi di numerosi geologi nazionali e stranieri,
che durante il periodo Witrmiano il ghiacciaio scendente lungo la valle
atesina ‘foccava altezze non inferiori a 1600 metri e che afiraverso la
depressione di Civezzano, I'altopiano di Piné e la valle di Vigolo Vat-
tavo -defluivano da esso imponenti masse glaciali verso la Valsugana.

Per leccezionale affiusso di ghiacei nell’alta valle del Brenta, in
corrispondenza alla conca Pergine~-Caldonazzo doveva formarsi un vasto
ingorgo, tanto pil che l'angustia del tratto successivo della stessa valle
del Brenta e lo sbarramento determinato dalla corrente del Cismon
scendente per le depressioni di Arsid e di Fastro ne ostacolavano i
doflussi, provocando un inevitabile rigurgito.

In queste condizioni di cose, dall’alta Valsugana, gravida di masse
glaciali che durante lo stesso periodo Wiirmiano toceavano anche qul li-
velli fra 1 1600 e 1 1600 metri, 1 ghiacei accumulati alla testata del Brenta,
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-pressati da nord e da ovest dalla potente colata atesina, impossibili-
tati a defluire integralmente lungo il corso naturale della valle, trova-
vano un facile sfogo debordando sul fianco destro, ciod verso mezzodi,
dove, superato il ciglio di M. Rover (. 1261), e l'alta valle Centa, che
ha il suo valico a Carbonare (m. 1076), si distendevano sul largo ed
ondulato altopiano di Lavarone e regioni contigue del lato orientale, per
riversarsi poi nella sottostante ¢ profonda valle dellAstico (vedi fig.1
e 2 della tav. II). .

Di qui, sempre durante il periodo Witrmiano, la fiumana ghiacciata
si stendeva fino oltre Arsiero presso lo sbocco della valle, dove fira
Cogollo e Mosson costituiva il ben noto anfiteatro morenico scoperto
e cosl diligentemente desecritto dal Nmarr [7}. :

Istosi depositi morenici, con frequenti elementi porfiriei, granitici
o scistosi di provenienza atesina ¢ dell’alto Brente, si trovano -infatti
su tutto l'altopiano di Lavarone, nella valle d’Assa e su tutti o due
i versanti, settentrionale e meridionale del passo, cid che attesta il pieno
legame esistente fra l'alto Brenta funzionante per cosl dire da bacino
collettore, e il versante meridionale lungo il quale discendevano le cor-
renti glaciall.

Quanto all’estensione assunta dalle varie invasioni glaciali che
sl sono succedute durante 'Era Quaternaria, le osservazioni compiute
da una numerosissima schiera di studiosi, danno risultati diversi da
pecse - & paese. In qualche locality delle Alpi orientali, nella valle
dell’Ille.r, nella Lombardia, ece., & stato constatato che la glaciazione
mindeliana ha sorpassato talvolte quella rissiana. In altre regioni,
come nella valle dell’alto . Reno, le morene rissiane ogecillano inveece
entro limiti corrispendenti a quelli toecati dalle morene mindelianc,
elle quali, non di rado, esse si accompagnano, mentre in vari altri
casi, sin delle Alpi settentrionali, sia delle Alpi meridionali, la gla-
ciazione rissiana ha sorpassato tutte le altre.

Anche in gquesto campo relativo all'estensione assunta dalle varie
glacinzioni, sarebbe errore ritenere che si possano applicare ovunque
gli stessi criteri, schematizzando un fenomeno per sua naturs vario
o complesso. Le cause che possono aver determinato il maggior al-
lungamento di un ghisccigio in confronto di un altro sono molteplici
e non sempre fali da poter essere valutate e controllate col necossario
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rigore. Sta il fatto ad ogni modo, affermato da vari specialisti in
argomento ¢ dallo stesso Prwck, che la glaciazione rissiana, indicats
dall'HEm col nome specifico della pilt grande invasione glaciale (Die
grisste Vergletscherung), ha assunto un enorme sviluppo. '

L’apprezzamento, che & basato su constatozioni di fatto tratte
dall'esame di numerose localitd specialmente della Svizzers, trova singo-
lare riscontro nell’'sndamento della ben nota curva costruita dal MI-
ranxoviten, dalle quale risulta, fra Valtro, che il massimo abbassa-
mento dei limiti altimetrici delle nevi perenni, ha avuto luogo appunto
nel periodo Rissiano. Con questo non si vuole escludere che anche nei
Berici vi possa cssore stata un’espansione mindeliana nguale od snche
maggiore, della quale perd finora non & nota alouna traccia.

Ora se si pensa che Vinvasione glaciale rissiana ebbe un’estensione
.di-gran - lunga superiore a quella wirmiana, che per l'area da noi
press in esame in guesto studio si & arrestatn presso lo.shocco della
valle dell’Astico, si potrd rendersi conto come la fronte dell’immane
colata di ghiaccio prewtrmians, nell’acme del fenomeno di espansione,
abbia potuto spingersi molto pitt a sud di Arsiero, fino a raggiungere
il versante settentrionale dei Berici

Certo, la corrente maggiore doveve scendere direttamente nella
valle dell’Astico scavalcando Valtipiano di Lavarone, ma non v'ha
dubbio, & mio avviso, clie specialmente durante il periodo Rissiano
-concorrevano- ad ingrossarle masse glaciali talvolta anche ingenti, le
quali, pur traendo origine dall’alto bacino del Brenta, percorrevano altra
via e scendevano lungo la valle d’Assa per i) passo di Vezzena (m, 1402),
invadendo, nel loro percorso, ancho la parte occidentale dell’altopianc
dei Sette Comuni, Alla stessa guisa, attraverso il passo di- S. Seba-
stiano di Folgaria, quello della Borcola (m. 1800) e la depressione
del Pian delle Fugazze (m. 1157), 1! ghiacciaio dell’Astico doveva
ricevere considerevoli contributi atesini, indipendentemente da quell
che per la sella di Civezzano e la valle di Vigolo Vattaro, situate
alquanto pili a nord, vi arrivavano attraverso l'alta conce del Drenta
e quindi il gid menzionato altopinno di Lawvarone,

- Ci conforta in questa opinione, oltre alla presenze di materiali
;erratici a varie quote sni fianchi vallivi alquanto superiori a quelle dei
passi congiungenti i rispettivi versanti, il fatto della grande frequenza
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fra i materiali morenici ‘dei Berici, di quelle: porfiriti micacee, talvolta
‘quarzose,” di- colore rosso-violaceo, degradante fino quasi al bianco-
giallastro; per lo “pilt compatts, ma non  infrequentemente conglome-
ratiché, pitt raramente grigio-verdastre, che sowo peculiari: degli am-
massi di valle Posina, -di ‘M. Alba;-di Fongara e dei Monti Guizza e
Faedo. Tutto cid dimostra il notevole contributo di materiali che, oltre
‘2 quelli provenienti dalla valle dell’Astico, sono discesi-attraverso le
valli contigue: del Vicentino, in modo da ingrossare considerevolmente
la colata, la’ quale, superate l'interposts pianura, raggiunse il gruppo
eollinesco dei Bevrici.

Non si pud pensare che i materiali morenici di M. Lungo ¢ di
M. Mottolone pl"o'v'engano' de quel ramo del ghiacciaio del Brenta cho
scendeve verso Basspno, non solo per le difficoltd topografiche che ne
impossibilitavano il diretto raccordo, ma anche per la composizione
litologica del tutto diversa dei rispettivi depositi. Noi possiamo con-
statare infatti che tanto nei depositi morenici wirmiani, quanto in quelli
prewiirmiani dipendenti dal ghiacciaio del Brenta, i ciottoli granitici e i
ciottoli di porfidi quarziferi sono frequentissimi, senza che si riscontri
alcun elemento di porfiriti micacee del Trias, cosi comuni invece nel
Vicentino occidentale. Al contrario, abbiamo visto che nelle morene dei
Colli Berici si avverte una evidente scarsezza di elementi di porfido
quarzifero o specialmente di granito, mentre le porfiriti micacee compatte
e conglomeratiche sono assai frequenti. Particolaritd facile a spiegarsi
quando si pensi all'intensa azione erosiva e di trasporto che le masse
di ghiaccio, superati i valichi prealpini e l'altopiano di Lavarone, do-
vevano esercitere sui flanchi ed il fondo delle valli entro le quali si
“precipitavano per estendersi poi al piano.

Forse ci fu un tempo in cui le immani correnti di ghiaceio sboce-
canti dalle valli del Vicentino, da quella del Brenta e del Piave si
espandevano ai loti fino a formare un’unica pisstra ghiacclata come
avvenne in vari punti al piede settentrionale delle Alpi.

I oiottoli ed i masgsi granitici e porfirici segnalati dal Taramerrr [2]
gul Montello; quelli scoperti dal Rosst sulle colline asolane [4] ¢ i de-
positi morenici dei Berici indurrebbero o legittimare tale ipotesi che
fu gid ventilata dai menzionati antori.
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Per quanto pallide testimonianze, queste piotre parlanti narrano
le loro interessanti vicende e facendoci intendere tutte la vastith del
grandioso fenomeno al quale & legate la loro storia, ci danno un'ides
dell'immensa durata dei tempi durante i quali si & svolto U'intero ciclo
dei periodi glaciali che caratterizzano VEra Neozoica.

Nel chiudere questo scritto mi & cosa gradita inviare i miei pil
vivi ringraziamenti a) prof. GruserpeE PERIN che mi forni l'occmsione
di occuparmi di cosl interessante argomento e mi fu guide preziosa
nel corso delle escursioni compiute assieme sui Colli Beriei..

Istituto d1 Geologin dell'Universitdh di Padova - gennaio 1947,
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CARTINA TOPOGRAFICA DELLA PARTE NORD-ORIENTALE
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SPIEGAZIONE DELLA TAVOLA 1X

Flg 1, — Parte ovientale dell’altopiano di Lavavone, vista da Nord; essa forma
da spartineque fra la valle dell’alto Brentn e ln valle dell’Astico.
Oltre il margine boscoso precipita la valle dell’ Astico, '

" Fig. 2. — Parte nord-occidontale dell’altopianc di Lavarome vista de Sud-Eet.
B8 onservi it tipo morfologico largo e piatto, & sporgenze arroton-

“'date.

~ (I'due clichés di questa tavola vennero gentilmente concesel a

prestito dal prof. 8. Venzo che ringrazio vivamente).
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ECOLOGIA VEGETALE

1 CICLI DELLE MACCHIE SOLARI & L’ACCRESCIMENTO
DELLE CONIFERE NELLE ALPI VENETE

Dorr. R, VEGHER

SvaMArIvM., — Cum Auctor perspexisset incrementa annorum cireulorum in
arboribus Venetae regionis, eaque contulit cum pluvia quae per hos ducentos annos
Patavii cecidit, eadom ratione se habere invenit arbores in planitie atque in Atesis
fluminis valle, editis loci. Arbitvatur Auctor id evenire propter saepta Alpina,
quae caeli statum summo opere moderantur.

I ormai noto, dalle ricerche del DoveLas, come la misura dell’ac-
crescimento annuale dei cerchi legnosi degli alberi sia legato all'accu-
mulo di riserve avvenuto nell’anno precedente e come tale accumulo

" gia a sua volta legato all’'andamento pluviometrico dell’annata; I'anda-
mento pluviometrico presenta poi dei ritmi 1 quali corrispondono al
ritmo dei cicli delle macchie solari. 11 DoveLas esamind in un primo
tempo delle sezioni di trouchi di conifere della Germania centrale,
dove da oltre 200 anni si tenevano, & Berlino, esatte osservazioni plu-
viometriche. . C A

Le strette relazioni da lui rilevate tra le condizioni climatologiche
degli ultimi 200 anni in Germania ¢ lo sviluppo degli alberi nelle
atesse regioni: il parallelismo di sviluppo tra le conifere cresciute in
Germania e nella planura nord-americang, 1o autorizzarono ad esten-
ders, per estrapolazione, il metodo escogitato anche agli alberi di etd
assal meaggiore.

Si ha cosl un metodo per determinare andamento del clima sulla
Terra nel periodo postglﬁ,ciu,le.

Sulle orme del DoveLas sone state eseguite altre ricerche su questo
argomento nell’America settentrionale, nella Germania centrale e me-

(*) Nota presentatn dalP’Accademico Pontificio 8. F. G..Gola nella riunione
privata del 13 gennnio 1947, o

B0  Acte, vol. X,
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ridionale e anche in Norvegia. Nulla a quosto riguardo & stato fatto
in Ttalia. A Padova si hanno le piti antiche osservazioni meteorolo-
giche eseguite in Italia, iniziate nel 1713, da Grovann: Porewy, profes-
sore di questa Universitd. Le osservazioni del Porexr sono poi state
rivedute presso 1'Osservatorio Astronomice di Padova da CresTans,
Rampoxnr, Venrurerrr (Roma, 1985). Si hanno quindi a Padova tutte
le condizioni per uno studio su tale argomento.

Il presente lavoro, eseguito nell’Istituto Botanico di Padova, &
dedicato all'esame dello sviluppo dei cerchi annuali del legno di aleuni
alberi in relazione alle variazioni del regime pluviometrico riscontrate
& Padova dalle osservazioni meteorologiche.

Oltre ad una collezione di tronchi di conifere di diverse specie
dell’Orto Botanico di Padova, ho studiato un grosso tronco di larice
da me raccolto nella alta Val di Non, di oltre trecento anni, altri tre
abetl pure di Val di Non, nonché una collezione di cembri raccolti
nella Val di Fassa e per interessamento del Prof, Lixo Bowoar di Trento.
Infine ho tentato di analizzare dei campioni provenienti dal villaggio
palafitticolo del Lago di Ledro (Trentino meridionale).

I’esame era eseguito sopra sezioni trasversali dei tronehi, state
opportunamente lisciate e sulle quali erano state scelte tre linee ra-
diali; un episcopio scorrente sopra queste tre linee proiettava sopra.
une striscia di carta le immagini dei singoli cerchi annuali i sl pote-
vano cost avere tre misure di ciascun cerchio annuale la cui media
servive di base per i caleoli, Come gia & stato dimostrato, la semplice
musura dello spessore di ogni cerchio non da risultati attondibili, ma
occorre una misura dell’aren di ogni cerchio. I diagrammi da me trac-
ciati lo erano sulla base dell’ares di ogni cerchio risultante dalla medis.
delle misurazioni dei tre raggi.

Riporto le caratteristiche dei campioni studiati:

4) Campioni dell’Orto Botanico di Padova:

1) Picea execelsa: etd anni B0 parte utilizzatn a. 1849-1898

2) M » » » bl » » » 1850-1897
3) s > » = B0 » » » 1859~1923
4) Pinus Laricio: » » B0 s > » 1859-1923
B} Cryptomeria japoniea: » 70 - » » 1875-1922

6) Cupressus fastigiata: » 5O » z » 1844-1927
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iy Oa,mpioni el Trentino

1) Picea excelsa: da Rumo in Val di Non 1941 etd a. 50 parte utilizz. 1897-1937

2) » » > » » 1941 »  » 110 » 1853-1984

8) » » » » "» 1941 % » 100 » 7 » - 1878-1985

4) Lariz decidua: da M. Pellor in Val di Non eth ».300 » » - 1BO6-1814
alt, m, 1800 '

6} Pinus Cenbra: da Val di Fassa 1048 » 2 110 » 5 1826-1902

6} » » » » 1943 a o» 110 » » 1806-1952

IR » » » 1948 » » 100 o« » 1896-.1936

I' diagrammi da me eseguiti sulla base di tali esami eranoc accom-
pagnati da quelli relativi all’andamento pluviometrico di Padova dal-
Vanno 1715, come risulta dalle osservazioni del Porest sopra citate,
Vi aggiunsi le indicazioni rolative alle macchie solari tratte dal reconte
volume di Aserrr: « Il sole ».

Le maggiori frequenze delle macehie solari che ho considerato
sono quelle degli anni: 1750, 1761, 1787, 1804, 1816, 1830, 1837, 1848,
1860, 1870, 1883, 1893, 1905, 1917, 1998.

‘Riferisco ora sopra i 1'1su1mt1 otbenuti,

Orro Boranioo pr Panova

A) Picea excelsa: esemplari n.1, 2, 8. - I1 n. 1 presenfa magsimi
di acerescimento a intervalli di 12, 11 ¢ 12 anni; il n. 2 1i ha rispet-
tivamente di 11, 18, 11 anni; il n. 8 i presenta, o distanza di 13 anni
ciascuno.

Poiché le misure ricavate dai tronchi: rignardano l'aitivo dei bi-
lancio di una annafe intera e i cicli annuali sono di 11 anni o fra-
zione d’anno, i numeri interi sopraricordati riguardanc sempre qualche
valore In eccesso o in difetto; ne risulta che Pandamento nei tre esem-
plari si pud consudewre egu&le o tutt’al pit le lievi differenze si pos-
sono riferire ad un tempo di reazione diverso nei singoli individui
rispetto alla caduta della piogeia. Tutti i massimi sono legati ad una
pregressa caduta di grandi piogge.

B) Cupressus fastigiata, Pinus Laricio, Cryptomeria Japonica, —
I tre campioni, pure cosi differenti, si comportano con una evidente
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uniformitd. Lie punte di-acerescimento si verificano con una generale
regolaritd, un anno o due anni, dopo una punta di piogge; poiché,
come accennai, non & possibile valutare i periodi altrimenti che ad
anni interi, i periodi di 11 anni non appaiono ben chiari, e per lo pilt
sono meglio evidenti i periodi di 33 anni.

" () Regione trentina:

Pjcea excelsa: esemplari n. 1, 2, 8. - I tre campioni presentano
una certa uniformitd nelle curve di accrescimento e pressoché tutti i
masgsimi pluviometrici di Padova sono seguiti da un massimo di accre-
scimento ; nell’esemplare n, 2 si possono osservare periodi di 22, 33, ¢
45 anni ed anche corrispondenze colle massime di macchie solari del
1888, 1917 o 1928, :

Lo stesso si pud dire per il campione n. 3 guantunque con mi-
nore evidenza; il campione 1 & assal pint affine al n. 2.

D) Pinus Cembra di Val di TFassa: esemplari n 1,2, 8. - In
questi tre sono notevoli le coincidenze nell’andamento delle curve tra
i tre esemplari, ma non appaiono molto chiare coincidenze né con i
periodi di pioggia a Padova nd con i massimi di macchie solari.

E) Lariz euwropaea di Valle di Non. -~ Ii lungo periodo di vita
mostra V'andamento delle curve nel guale non si conoscono regolari
rapporti né colla cadute di pioggia a Padova, né coi cicli delle mac-
chie solari.

In tali diagrammi i cieli elimatiel di undiei anni non sempre si
presentano evidenti a causa di interferenze con cicli minori, e gli stu-
diosi delle macchie solari tendono a considerare prevalentemente del
cicli di ventidue anni. Inoltre si deve tener conto che la media dei
cicli non corrisponde a undiei anni esatti, ma a undici e un decimo,
e quindi anche quelli di ventidue anni non sono considerati esatti,
ma addizionati di una frazione di anni.

1 risultati da me ottenuti fanno rilevare con una certa evidenza,
ancora pitt che quello di ventidue anni, multipli di questi periodi.

_ Altri autori, specialmente in Norvegia, hanno anch’essi osservato
il ciclo dei ventidue anni; MoserLiy nel Canadd ha osservato un ciclo
intorno ai ventidue anni; ma & da rilevare che il mio studio & fatto
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prevalentemente su periodi troppo -brev1 pBl‘OhB.,Sl poa-,sano avere Ti-
sultati corrispondenti. RS - .

Vorrei dai dati raccolti trarre alcune conclusmm. SRR s

Riguardo agli alberi crescinti a Padova, dove si dlspongono dit dati
pluviometrici abbastanza precisi si pud dlre:-oqnf'e_rma,_t(_) ‘quello:che 6
stato osservato da altri relativamonte agli stretti vapporti ira regime
pluyiometrico e curve di misure dell'sccrescimento ‘dei cerchiannuali;-

I saggi sui legni raccolti nelle montagne trentine dimostrano senza ..

dubbio, come gid a Padova, che la misura dell’accrescimento aﬁ_nua,le -
non & in dipendenza di un fattore individuale, ma & comune ai tro indi-
vidui esaminati ‘e ciod di natura esteriore. Ma essi indicano anche che
il regime pluviometrico & ben distinto da quello che contemporanea-
mente si & verificato a Padova; né i rapporti tra i massimi di macchie
solari e curve di accrescimento appaiono, per i legni della grande val-
lata alpina, cosi legati fra loro, né cosl periodici (come & ben noto per
le macchie solari), cosl da poter avvicinare questi risultati con quelii
ottenuti- altrove.

T noto come la catena alpina costituisca un singolare fattore di
modificazione del clima sudeuropeo. Lo osservazioni gid fatte con tanto
successo nol Nord-Americs, nella pianura germanica, sulla costa atlan-
tica dells Norvegia, riguardanc regioni soggette ad un comune regime
climatico, e cosl hen noto nei suoi sviluppi, da permettere persiuo, con
uua nofevole approssimazione, una buona previsione del tempo.

Pure ¢ noto come la Vallo del Po costituisca un ambiente clima-
tico a ‘s, nel quale andamento dei fenomeni meteorologici ¢ influen-
zato non solo da quanto si verifica nel campo che interessa la regione
nord-americans o nord-europea, ma anche nel’Africa settentrionale;
il diverso comportamento pluviemetrico nei diversi punti delle diverse
vallate della catena alpina, sia in relazione alis vicinanza col mare, sia
colla configurazione della catena stessa e colla direzions delle singole
vallate, determina una localizzazione climatica della quale risente certa-
mente lo sviluppo dei cerchi annuali del legno.

B a ritenere che una regolare indagine sul problema che ho stu-
disto estesa a tutta la catena alpina, e gpecialmente un confronto tra
i dati che sl possono raccogliere sui versanti sud e nord della catena
stessa, potrebbero illuminarei molto su questo importante problema
di climatologia.
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Nuovi elementi di giudizio potrebbero essere forniti per esempio
dall’esame del millenario Cipresso di Somms Lombarda, del gquale credo
una sezione sia stata conservata in un Museo di Milano, e dall’esame
dei tronchi d’albero che & dato incontrare qua ¢ 14 nel fondo di alti
laghi alpini, i quali testimoniano di una pil elevata esteusione della
vegotazione arborea aleuni secoli fa. Kssi ci permottorebbero di far ri-
salire molto addietro l'indagine degli elementi climatici del postgla-
cialo, con un metodo che si dimostra sensibile e sufficientemente esatto.

Ho accennato in principio di aver avuto a disposizione dei legni
delle Palafitte del Lago di Ledro.

Le sezioni di tali legni non sono,a dire il vero, molto ampie; cid
probabilmente & dovuto al fatto che i tronchi ussti dalle triblt pala-
fitticole devevano essere scelti di dimensioni non molto notevoli, date
le difficoltt di trasporto. In secondo luogo la parte esterna di questi
pali si presentava fortemente corrosa per il lungo soggiorno nel lago,
cosl da non poterla usare nelle ricerche, Il ciclo di anni utilizzato &
stato quindi assai breve, ma mi ha colpito il fatto dells estrema omo-
geneitd dei cerchi di questi campioni.

Nonché un ritmo, non era apprezzabile quasi alcuna differenza di
spesgore tra cerchio e cerchio; verrebbe fatto di pensare che questi
legni sono stati sottratti all'influenza pur cosl generale, da quei fon-
damentali fattori climatiei sulla Terra, che sono le precipitazioni atmo-
sferiche e le macchie solari.

Io penso piuttosto, deducendolo da altri elementi di studio in mio
possesso, che tali alberi dovevano far parte di una foresta talmente
fitta da costituire un complesso di condizioni cosi stabile per tali gio-
vani alberi da sottrarli, slmeno per il periodo che poteva essere valu-
tato nel materiale d'esame, ad ogni influenza inerente all’umiditd del
bosco.
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SvMMARIVM. -— Quaerit Auetor num, adhibita formula quae exprimit Fre-
suelianum coefficiens tractionis, experimentum fieri poseit, quo, asque ac simili
experimento a MicHergon et Morrpy facto, ostendi queat non dubia 1epugnant.m
inter ciasswl alsobromngnebmml }eges et res atque eventus.

L. - Tra i fondementi sperimentali della teoria delle relativitd
eccelle, come & ben noto, esperienza di MicueLsox e Morury, Sebbene
slano numerosi gli esperimenti che al pari di questo mostrino’ un
contrasto incontrovertibile con I'elettrodinamica classica, nessuno gli &
superiore in valore dimostrative. Come giustemente osserva il Lave(")
in tutti questi esperimenti si tratte di fonomeni piuttosto complicati,
dove si fa appello a prineipi non sempre chiari, di validitd wniver-
sale alquanto dubbia; cost che non & facile escludere che Velettrodi-
namica classica, mediante modlﬁc&zmm non sostanmah, &1 potrebbe
adattare ad essi. o

“Consentendo pienamente con LAvk cirea l'incontestabile premi-
nenza dell’esperimento di Micrersow, osserviamo perd che Defficacia
dimostrative di esso & condizionats all’ammissione di certe proposi-
zioni che non si possono riguardare come chiarissime, come provano
le numerose contestazioni cui sono andate soggette. Queste proposi-
wioni sono in sostanze quelle che affermano 1'immobilith dell’etere o
I'indipendenza della velocitd della luce dal moto della sorgente.

{*) Nota presentata dall’Accademico Pontificio 8. B. Giovanni G101g1 il4 gen:
naio 1947,
(*) «Handbuch der ezperimental Physik», XVIII, pag. 67,

81 Acta, vol. X.
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Ma, indipendentemente da questi che sono i presupposti inter-
petrativi dellesperienza di Micmrerson, il dispositivo stesso &- stato -
sottoposto ad una critica severa e si & tentato di infirmarne il valore
dimostrativo. In genere tali erifiche sono basate sulla legge della
riflessione della luce su uno specchio in moto, stabilita diversamente
da quanto hanno fatto MiomsLgoN e Monrmy (V).

Secondo Riemr, la cui critica & certo una delle pil serie, quando
un raggio luminoso incide su uno specchic in moto con velocita o,
essendo lo specchio normale al piano definito dalle direzione del raggio
luminoso e dalla direzione del movimento, 'angolo di riflessione non
sara uguale all’angolo d'incidenza, ma sars uguale a quello aumentato
o diminuito del doppio di un certo angolo o dato dalla formola:

p cos P sen (&« — B}
1—pcospecos(x—1P)

tang o ==

dove = e P sono gli angoli che con la direzione del moto formano
rispetfivamente il raggio luminoso e .la normale allo specchio, e ¢
indica il rapporto w/e. : :

Tenendo conto di questa legge, oitenuta medmnte la . rigida -ap-
plicazione del principio di Huvemens, Rreur dimostra che, per una
rotazione di 90° dell’apparecchio, non & lecito aspettarsi alcuno spo-
stamento di frange, contro quanto si ritiene comunemente. Questo
nell’ipotesi che i due specchi in cui si rifletfono rispettivamente i
due raggi nei quali si divide il raggio primario incidente sullo specchio
8 4b° fornito esattamente un angolo di 90°. Se tale non & il caso.
dovrebbe verificarsi qualche spostamento di frange. Ora, poiché Uespe-
rienza si suole condurre proprio secondo questo modo, per avere frange
pill nitide, ed ha dato sempre risultato negativo, la teoria della rela-
tivité rimanc impregiudicata.

Nonostante questa importante a,ttenua,zmne i proced:menm e le
conclusioni del Rreur lasciano alquanto perplessi. Egli applica il prin-

(*) SuruerLaAND W., «Phil. Magazine », XLV, pag. 23 (1898); « Hicks, Phil.
Mng.», 111, pag. 9 (1902); «Na.t,me v, Pebruary 13 (1902) MorLEY ¢ MILLER, «Phil,
Mag. », IX, pag. 680; Konr, «Anualen der Physik», XXVIII, pag. 269 0662 {1509);
Laum M, «Annalen der Physik», XXXIII, pag, 186.
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cipio di-Huyenens, me chi ¢l assicura della sua universalo. validita ?
Chi ci assicura che esso sia applicabile anche ai corpi in movimento ?
Questi dubbi-suggeriscono il desiderio di concepire ed attuare nuove
esperienze che non si basino su alcuna proposizione contestabile.

‘II. - Un principio ‘che, almeno & prima vista, sembra offrire
qualche possibilité di ottenere lo stesso scopo di quello di Micarrson
e MorrEY & la: celebre formola di Fresver relativa alla velocitd della
luce in un mezzo in moto. K precisamente questa possibilitd che ‘vo-
gliamo discutere. Riferiremo anche il risultato negativo di una espe-
rienza personale. ‘

Secondo Iemsxer (1), se, con riferimento ad una piattaforms so-
lidale con Detere, ¢/n & la velocity della luce in un mezzo avente
indice di refrazione n ed in quiete.rispetto all’stere, nell’ipotesi che
tale mezzo . si sposti- rispetto - all’etere.. con velocitd uniforme v, tale
velocita V si modlﬁca secondo la formola::- - '

-V:—_.:‘:(l————%)fv.
T nty

Da cui consegue che, con riferimento ad una piattaforma solidale

con il corpo mobile, la velocitd dells luce & data dalla formola:
V=l o] —Eié .
noon

II Lomswrz riusck nel 1895 (*) a giustificare quella formola me-
diante la sua celebre teoria dei fenomeni magnetici dei corpi in movi-
mento, ligh rifiene, contrariamente a Fruswer, che 'etere non parte-
eipa in alcun modo al movimento dei corpi.

La formola & state sottoposta a verifica sperimentale da Fizeau (%),
da Mrourrsony e Moriey (*), da Zrmmanw (%) ed & risultata esatis entro

~{1) ' FRESNEL, « Ann, de Chimis et de Phys,», IX, 57 (1818).

(%) Lornxrz, Optischen Erscheinungen in bewegten Korper, «Collpcted Pa-
pere», V, pag. 95; The Theory of electrons. Leipzig, Toubner 1909.

{*) Fizrav, « C. R.», XXIIL, pab 861 (1851), « Ann, cIe Chim. ot de Phys.
LVIIL, 985 (1B59). -

(*) Micupersor .0 MorrLmy, « Amm Journ. of Seience», XXXT, 877 (1886).

() ZeaManN P., « Verslagen Akad. 4. Wiss. Amsteldam, Natmkundige
Afdeslin =, XXIII, pag. 245 (1914) XXIV pag. 18 e pag. 1336 (1314 1916), XXV,
184 -(1916); « Arch, Neerland, », X, 182 (1927),

'8l Adcta, vol. X.
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-1 limiti- degli- errori -sperimentali. Avzi ZEEMaNN ha controllato Uesat-
tezza di una correzione introdotta dal Lorzxrz. Secondo questo Autors,
la. costante n che compare nella formola deve identificarsi con l'indice
di refrazione relativo, quello ciod che misurerebbe un osservatore soli-
dale col sistema mobile, non gid I'indice di refrazione assoluto, ovvero
quello che misurerebbe un osservatore solidale con la sorgente lumi-
nosa.  Per capire questa distinzione si pensi che in genere l'indice
-di refrazione & funzione della frequenza nei mezzi dispersivi, e questa
si altera per effetto DorrLer. Se allora si indica con n Vindice di refra-
zione ‘assoluto, la formola si modifica come segue:

v dn

e
V_";i_i 1— 1”+n dv

Prescindendo per.ora da questa e da altre eventuali correzioni,
vediamo come la formola originaria di Freswer potrebbe servire a
provere il moto della terra rispetto all’etere.

Un semplice apparecchio potrebbe consistere nel fare interferire
due raggi che abbiano percorso, 'uno parallelamente all’altro, due
cammini geometricamente uguali, ma in mezzi di dwemo indice di

refra21one.
S Y §
4 r Y
B D
] K .
S A e L
Fa, 1.

Supponiamo che un’onda piana monocromatica investa parzialmente
la superficie AD della lastra di vetro K di lunghezza I. La lente L. fa
interferire sullo. schermo S 1 raggi che hanno attraversato il vetro
con quelli che hanno attraversato la regione superiore, dove lindice
di refrazione & uguale all'unité. La differenza di cammino ottico, come &
ben noto, & data dall’espressione (n — 1), Ma supponiamo che la lastra. K,
insieme alla lente L. ed allo schermo -8, si sposti nella direzione per-
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pondicolare: ad “AB ¢ -CD, con velocitd » rispetto’all’etere. In tale
cas0, il raggio 2 impieghera a percorrere la lunghezza, L (spessme della’
lastra)-un - tempo dato dall’espressione: : : .

a s

n A
Nello stesso tempo il raggio 1 percorre una distanza data da

l
— .
= (e .'v,

- La differenza di cammino ottico fra i due raggi sard quindi:

A= Ty (c—’u)—l
n.. nk
ovvero dughe:
nl{l— ()

indicando con £ il rapporto w/e.
Sviluppando il denominatore in serie di potenze e hmltnndocu a
prendere i p11m1 due termini dello sv11upp0 otteniamo:

2
A= (n—1)I1-p) _iﬁ_
e tragscurando il termine di second’ordine:
A= (n—1)I(1—p).

Come si vede la differenza di cammino ottico dipende da f e cambia
di segno. con esso. Por conseguenza, ruotando di 180° tutto Vappa-
recehio, si dovrebbe avere uno spostamento di frange, molto cospicuo
per velocitd di traslazione dell’ordine di grandezza di quella di tra-

slazione terrestre, ' |
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"Ma in realtd, tale aspettazione non & legittima. Come gid segnald
Ravieian (1), per calcolare lo spostamento di frange in numeri d’onda,
come sempre si deve fare, bisogna dividere l'espressione di sopra per
la lunghezza d’onda dalla radiazione adoperata. Tenendo presente che,
per effetto DorrLER, la lunghezze d’onds, quella che si misurerebbe
se il sistema fosse in quiete rispetto all’etere, deve essere moltiplicata

per (1 — B) si vede bene che l'influenza del movimento sparisce. Si ha
. 4
ciod semplicemente: A == (n—1) -
0
Del resto Lonenez ha dimostrato in generale (*) che i fenomeni
interferenziali, prescindendo da termini di second’ordine in §, non sono
influenzati dal moto uniforme del sistema. _
Per conseguenza ogni esperienza del genere di quella descrifta,
fatta allo scopo di rivelare il moto di traslazione della terra deve

dare ed ha sempre dato risultato negativo (*).

III. - C’% un'esperienza piuttosto vecente di Tomascurx (1926) (%)
fondata sull'uso della formola di FrESNEL che merita di essere esaminata.

Questo sperimentatore asserisce di avere invano tentato di scoprire
un effetto di prim’ordine. Poiché perd il Lorenrz, come gid abbiamo
ricordato (*), ha dimostrato che, in generale, effetti di prim’ordine,
qualunque sia lapparecchio interferenziale adoperato, non sono da
attendersi, viene il dubbio che Daspettativa di TomascuEx sin fondata
U un equivoco.
11 dispositivo & quello schematizzato in figura, affatto simile a quello
adoperato da Micarrson e MonLEY per giustificare la formola di FresveL.

Se l'apparecchio si muove di moto traslatorio con velocitd @ nella
direzione AC, si dovrebbe per questo semplice fatto osservare uno
spostamento di frange corrispondente ad un offetto di prim’ordine,
secondo I’Autore.

(*) R.'W., Woob, «Optique Physique», [I, pag. 422,

. (*) LoruNrs, The theory of electrons. Optical phenomena in moving bodies,

pag. 178, Leipzig, Teulmer (1309), ' -
(*) Rpseigur, « Mem, di Bologna», 11, pag. 279 : Hoox, « Astr. Nachr. », LXXVII,

pag. 195; Kerreuer, «Astr, Undalationtheorie», pag. 66 (1813), «Pogg. ann.s.

CXLIV, pag. 8370, 1872; MascarT, « Ann. de 'ecole normale s, III, pag, 376, 1874,

7 (%) «Aunn, der Phys,», LXXX, 509 (1926). o
(* Luogo citato.
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Fseguendo i calcoli della differonza di fase tra i due raggi infer-
forenti si trova, applicando la formola di Freswern nells sua forma
originale che sparisce anche il termine di second’ordine. E cid 'Antore
1o riconosce. Ma egli fa assognamento sulla correzione di LorenTz
e vuole sostenere che, tenendo conto di quests, si dovrebbe avere un
effetto di prim’ordine, che I'esperienza non ha rivelato. Stando a questo

D
K P
A |
b c
F1a. 2,

risultato bisognerebbe concludere che la correzione di Lorenrz non
perfeziona la formola di Fresnen, contro i risultati sperimentali di
Zeemans (1), B vero che, tenendo conto della correzione di Lomrestz
gi avrebbe un effetto di prim’ordine, ma non si pud temerne conto
nel caso attnale, Qm infatti bisogna osservare che tanto il mezzo in
cui si propaga il raggio quanto la sorgente luminosa si spostano con
la stessa velociti, e non & quindi giustificato distinguere fra la frequenza
assoluta e relativa. La correzione di Lorewrz si riferisce al caso in
cui il mezzo mobile attraversato dal raggio luminoso si sposti rispetto
alla sorgente. Crediamo che qui risieda legquivoco in cni & caduto
il TomMASORER, '

1V. - Le considerazioni precedenti ed i risultati negativi di espe-
rienze apposite ¢i obbligano ad ammeitere che & vano utilizzare la
formola di Frmswer allo scopo di costruire apparecchi eapaei di rive-
lare il moto di traslazione della terra, qualora si attendano effetti di
prim’ordine. Ma non & escluso che si possano attendore legittimamente

(%) Ludgo citato.
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offetti di second’ordine e che questl effetti siano in qualche modo
rivelabili. :
Questo appunto ¢i proponiamo di esaminare.
" Riprendiame in esame la formeola:

‘e n(Z)SEB)_Z

n

Sviluppiamo il denominatore in serie di potenze ed arrestiamoci
al termini di second’ordine Abbiamo allora:

A:Mn—DU—$}+w%%—d).

In questo caso si vede bene che calcolando la differenza di cam-
mino ottico in lunghezze d'onda, il dovere tener conto dell'effetto
Dopprer non implica un’esatts compensazione, Dividendo infatti per
h(1—P) invece che per X, semplicemente otteniamo:

1B (1 —m)
m_n+mm—m
Da qui vedismo che il tormine esprimente il contributo del moto

traslatorio di tutto P'apparecchio & dell’ordine di grandezza di ZT@; .
Si tratta, come & facile rilevare, di un effetto piccolissimo, quindi
difficilmente rivelabile. Per velocitd di grandezza di quelln orbitale
della terrn ! dovrebbe essere di aleuni metri.

Si pud eostruire un apparecchio di lunghezza cosi rilevante?
Ed anche una volta costruito sarebbe agevole farlo rotare di 90° sonza
perturbare notevolmente il fenomeno che si vuole osservare? Queste
difficoltd sono gravi, per quanto non assolutamente insuperabili,

Perd ci sarebbe il vantaggio rilevante che qui la nostra ignoranza
delle leggi della riflessione e della refrazione non porterebbe pregiudizio
al valore dimostrativo dell’esperienza, come nell’esperienza di MIcHELSON.
101 questo vantaggio che ci & parso degno di considerazions e ¢i ha
indotti al presente studio. :

Purtroppo perd st presenta una grave difficolta, Blsognm abban-
donare il semplice dispositivo di fig. (1) poichdé in tal caso la diffe-
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renza di’ cammino’ ottico sarcbbe troppo grande e per conseguenze le
frange spa,rirebbero Bisogaerd in qualche modo prolungare il d&rri'm'inb
del roggio 2. Cio sl potrebbe ottenere in vari modi, ma in ogni caso
hisognerd, ev1tare che 51 ‘verifichino riflessioni su specchi ovvero su
prismi in modo da i incorrere nella stessa incertezza segnalate a pro-
posito " dell’eapeuenaa di-Mricurrsox. L'unico caso in cui incertezza
& esclusa ci sembm esgere -quello in cui I'angolo d'incidenza & nullo.
' Cid posto: l’unmo modo ada.tto ei sembra quello schematizzato in
ﬁgulu od altrl analoghl ' '

‘8, ed 8, sono due lastre semiargentate. -1 mggm 2 in pmte VIBT].O.

rifleaso ‘ed in parte trasmesso in S,, quindi . si uﬁette PB»YZIalmente T

in 8y od S, per poi attraversare S, e quindi pene_tlam_ nello. strumento
di osservazione. Ammettendo che lo spessore -_.dellf&fgent&tltl'a3‘;_del]e__ .
lastre 8, ed 8, sia tale che il raggio riflesso e trasmesso-abhbiano la - -

stessa intensitd, & facile vedere che com ciy V'intensits dol rdggid' 2
& ridotta ad un sedicesimo del valore iniziale. Blsognmil. ‘allora,: far;_" o
sl che anche lintensitd del raggio 1 si riduca ad:un: SGdlCGHImO del -

valore primitivo, ed a c¢id provvede appunto’ ]a la_,stla,_.S ..la,: ._-cm_-ﬂ,;_-_
gentatura ha uno spessore tale da permettere il conseguimento dello

_scopo, tenuto conto pure dell’assorbimento della sostamm T.:In questo_ o
modo se ammettiamo che tutto I’mpparecchio si sposticon’ Veloclta, v
nolla direzione dei due raggi 1 e 2, la differenza di fase fra il raggm 1 :

ed il raggio 2 si calcola agevolmente. Tndicando ‘con T, e Ty rispettl—
vamente il tempo impiegato dal raggio 1 per percorrere 1a, distanza I -
nella sostanza T e la lunghezza I, nel vuoto ed il Lempo 1mplegab0
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dal raggio 2 per percorrere. la cistanza I nel vuoto e la distanza 31
parimenti nel vuoto, abbiamo:

N C2L Ipe 24,
T Tzw.é_(n_l)—-_;;uwwgm(l—--ﬁ)——-c—[a.

la lunghezza I, sard determinata dalla condizione che il contributo
dei due primi termini sia pressochd nullo.

Ma nonostante il vanfaggio di cni abbiamo detto sopra, I'utilitd di
questa ed altre analoghe esperienze rimane problematica. Supponiamo
che il risulfato sia negativo. Quali conseguenze teoricamente importanti
se ne potrebbero dedurre? Bisognerehbbe certo concludere che la for-
mola di FresweL non & corretta. Ma per valutare pienamente V'impor-
tanza del necessario ricomoscimento dell’inesattezze di questa formola
bisognerehhe stabilire fino a che punto essa si connettta ai fondamenti
dell’elettromagnetismo classico. 81 pud asserive che tali fondamenti e
tale formola siano vincolati fra di loro da essere destinati a perire o
a restare simultanesmente?

Esaminando bene la dimostrazione di Lorentz, quella che & noi
interessa, vediamo che in realtd, lo formola di Fresszt consegue dalle
formole fondamentali dell’elettromagnetismo classico me solo in prima
approssimazione. Il teorema degli stati corrispondenti & vero solo guando
sie, permesso di trascurare termini di second'ordine in f. 8i potrebbe
pensare di applicare il procedimento di Lonenez fino a conseguire una
formola pili precisa, esatta almeno fino ai termini di second’ordine,
o confrontare questa con I'esperienza. ‘

Ma neppure cosi facendo si conscguirebbe -lo scopo. Infatti nel
procedimento di LorpNrz ed in - altrl simili la formole di FrEsNEL
non & deducibile semplicemente dalle equazioni di MaxwsLe, Bisogna
inoltre aggiungere qualche supposizione cirea la struttura dell’clettricitd,
supposizione che potrebbe anche essere molto naturale, me che po-
trebbe essere anche modificata senza contraddire aleun fatto fisico.

Possiamo quindi concludere che la formola di FrESNEL non pud
essere utilizzate per il raggiungimento di quegli scopi cui, nonostante
quelche critica piltt o meno fondata, serve ogregiamente l'esperienza
di Micmrrson; almeno non potrebbe - competere con essa in efficacia’
dimostrativa, '






